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5
# �C&
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Â∗ 	�� � 	 �
��� 
 ��5t��&U&1�h	�� �

S
i·�C-û�($'& � + &YI�	0I15�� � � 	W�Å	+$ � �'�1$4�.�1$'&

� �'�'�1&8"�$õ	Ü� � $4)+$ � 	$�C-û�($4) � & � � �«	
S
-JI d»��*#*�	

S
	�� � )û� �(, $õ	 ��� 	 �]� �n	 ��2 	Ü��& 	 � 57) 2<� "%$õ	>*�� �

w ∈ Â	�� � -�"%$'& �0� � 	 �%� + *��n� ↔∗
S

-9B|$ � $ � &8"%$õ	�*�� � �C-û�($'& � "%$õ	 � ��$4� � � � 	Ü��� � �
ρ(w)

IwOe	y �����$'�Å	y�1&1_«��	
(F (A), 1, •) 	�� � � 	^"�$õ� � & 	 �%� Â∗/↔∗
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u2 = a2a1a1b2b̄2ā1a2ā1b1a1
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� & � � � ��� �]� 	> �����$'�!	X�1&1_«��	0Iod 2<� "�$õ	
k
iY�'&1� 	9��	Ü� � �«� � )>)û�n�'-û	;� � �U� � ��	+�«�C-���	 �%�N��� & � � �C-û�($'& � 	0I Rb��� �

�·��	JF«	+*#�'� 	b�«�C-�)�-û�«	 �%� � 	b)û�ø� �  Ô	�	�� �
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��+I
� � ��	JF�	+*#�'� 	05
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Â1,k
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Â1,k

∗ � �'� � � � & 	 �%� B Mk
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 P0 = {ε} 5	 � ∀k ≥ 0
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Mk(A1, . . . , Ak) = {u ∈ Â1,k

∗| ∀v 4 u, ρ(v) ∈ Pk(A1, . . . , Ak)}
Pk+1(A1, . . . , Ak+1) = {u ∈ (A1,k ∪A1,k+1)

∗| ρ(u) = u, π dA1,k
(u) ∈Mk(A1, . . . , Ak)}

� � � 	JF«	+*#�'� 	05 P1(A1) = A1
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P2(A1, A2) = {u0v1a1v1u1 · · · un−1vnanvnun+1| n ≥ 0, ui, vi ∈ A∗
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u ∈ Pk+1� ���

fk(u) = ρ(πcAk
(u)) �

� �	� ��� � � ��
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� � � ��� � � ��� ��� � � � � � 
�� Pk+1

 � � � Pi �
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i ≤ k + 1 �

� � � ����� � � ��� � � �
fk+1,i : Pk+1 → Pi

�	� � � � � ��� � � � � �	� � � �	� � � � �
fk ◦ fk−1 ◦ · · · ◦ f i

� �
i ≤ k

� �
fk+1,k+1

� � � � �

� � � � � � � � � 
�� � � � � �
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u = u0v1a1v1u1 · · · un−1vnanvnun+1
��� ���

a1, . . . , an ∈ Ak+1 � n ≥ 0 � u1, vi ∈ Â1,k
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0 ≤ i ≤ k � � � � � ��� � � ��� � � � fini : Pk(A1, . . . , Ak)→ Â1,i∪{⊥}
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w
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fk,i(u) = wa �
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ϕ2(p2(ωex)) = f2(ϕ3(ωex))

� � � ��
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 � � ��� � � ��� � � � � ��� � � ��� � � �
ϕk : k
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���� �
(A1, . . . , Ak) → Pk(A1, . . . , Ak)
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 ����� � � � ���
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 � � � � � � � � �

k ≥ 0 �� ϕ0(⊥) = ε �
� ∀k ≥ 1 � ω1 ∈ k
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���� �
� ω ∈ (k + 1)
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���� � � �
a ∈ Ak+1 �

� ϕk+1(⊥ [ω1]) = ϕk(ω1) �
� ϕk+1(a[ω1]ω) = ϕk+1(ω) · a · fk(ϕk+1(ω)) • ϕk(ω1) �

��� � ��� ��� ��� � � � ��� � � �
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� � � � � �
�

ϕ2(a2[a1a1 ⊥]a2[a1 ⊥] ⊥2) = b2a1a2a1
� �
ϕ2(a2[a1 ⊥]a2[⊥] ⊥2) = a2a2a1 �

� � ��� �

ϕ3(⊥ [a2[a1 ⊥]a2[⊥] ⊥2]) = b2a2a2a1
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ϕ3(ωex) = a2a2a1a3(a2a2a1) • (b2a1a2a1) = a2a2a1a3ā1ā2ā2b2a1a2a1 �
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 � � ��� � � � � � �	� � ���	� �

ω ∈ (k + 1)
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ϕk+1
	 �

fk
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fk(ϕk+1(a[ω1]ω)) = fk(ϕk+1(ω) · a · fk(ϕk+1(ω)) • fk(ϕk(ω1)))

= fk(ϕk+1(ω)) • fk(ϕk+1(ω)) • fk(ϕk(ω1))

= fk(ϕk(ω1)).
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1 ≤ i ≤ k � � ��� � ������� ω ∈ k i�
���� � � ϕi(pk,i(ω)) = fk,i(ϕk(ω)) �
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k = 0

)���	�� � - � & �«	 ��� I\fn��& �
k ≥ 0
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ϕk
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ω, ω′ ∈ (k + 1)
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ϕk+1
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ω
	 �
ω′ ��	��'-�)û��*#�!�0��	 �%� 	 �

ω = an[ωn] · · · a1[ω1] ⊥ [ω0]
	 �
ω′ = an[ω′

n] · · · a1[ω
′
1] ⊥ [ω′

0]
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	�� � & � 6�	�) � & � 	E� � �>$ � 	:��	�)û� � �«	E& � �($4) � & � � ��$«�
n ≥ 0

I�f�&
n = 0

5 � � ���C�
ϕk(ω0) = ϕk(ω

′
0)
	 � � � � 2 `��Å� ��243 ��	���� & � �($4) � & � � 5

ω0 = ω′
0

	 � �«� � )
ϕk+1(ω) = ϕk+1(ω

′)
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n ≥ 1

5'�!�0��� � �
ω′′ = an−1[ωn−1] · · · a1[ω1] ⊥ [ω0]

	 �
ω′′′ = an−1[ω

′
n−1] · · · a1[ω

′
1] ⊥ [ω′

0]
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ϕk+1(ω
′′) · a · fk(ϕk+1(ω′′)) • fk(ϕk(ωn)) = ϕk+1(ω

′′′) · a · fk(ϕk+1(ω′′′)) • fk(ϕk(ω′
n))

)���	�� � B\�(& ��	�

ϕk+1(ω

′′) = ϕk+1(ω
′′′)
	 �

fk(ϕk(ω′′)) • fk(ϕk(ωn)) = fk(ϕk(ω′′′)) • fk(ϕk(ω
′
n)).
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ω′′ = ω′′′ 	 � �'$'&8�C"�$õ	 (Irr(A1,k), •, ε)
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fk(ϕk(ωn)) = fk(ϕk(ω′

n))
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	�� � & � 6 	�) � & � 	X�!��$«� � ��$ �
k ≥ 0
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ϕk

	�� � ��$«� 6�	�) � & � 	%	 � �·� &1* �  Ô	b& ��� 	Ü�C��	���� $ � *�� � �«	 Pk

	�� � �'-Jr � & 	b� � �$

#
ϕ0

−1(ε) =⊥ 5# �!��$«� � ��$ �
u ∈ Pk+1

5
k ≥ 0

5
# ��&

u ∈ Pk

5 � � ���C�
ϕk+1

−1(u) =⊥ [ϕk
−1(u)]

5
# ��& � � � 5(&1�è	JF(&8� � 	

u′ ∈ Pk+1
5
a ∈ Ak+1

5
u1 ∈ Irr(A1,k)

� 	+�8�^"�$õ	
u = u′ · a · u1

	 �
ϕk+1

−1(u) = a[ϕk
−1(fk(u))]ϕk+1

−1(u′).
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	 � )û������	����Å� � �ZB9�·� � �'�'�1&8) ��� & � � & ��� 	Ü�C��	��«	
ϕk

I'�e� � & � � � �p� 	b) � �
u = u′ · a · u1 ∈ Pk+1

5
�Å��$«�

a ∈ Ak+1
	 �
u1 ∈ Irr(A1,k)
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ϕk+1(ϕk+1
−1(u)) = ϕk+1(a[ϕk

−1(fk(u))]ϕ
−1
k+1(u

′))

= ϕk+1(ϕk+1
−1(u′)) · a · fk(ϕk+1(ϕk+1
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−1
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′) • u1 = u′ · a · u1.
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u = ϕk(ω)

� �	� � ���	� �
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moti(ω) = πAi
(fk,i(u))
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� motk(ω) = πAk
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� topi(ω) =⊥ � � �
fini(u) = ε �

� topi(ω) = a ∈ Ai

�	�	� ��� � � ��� � �
w ∈ Irr(A1,i−1)

� � ��� � �
fini(u • w) = a �
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Tw�  ;�� 7���$W�'�1$4�4�C-�)û	+*#*�	 ��� � � )+� � �C��	\�«	�� ��� � � � � 
 ��� 
�� � �	� ���	�
����� �'-Jr � & 	!� � � � �<� �'& ~ 5x�]&1�t& � � ~ &	 ��
 ��j�`h)+j�` � 3��b� 
 �<L=7�I
O � �'-Jr � & � & � � $ � &1�1&8�C-û	u&8)+&Í	�� � �«���h) 2 	 �«	u)û	+�1� 	´�«� �'� -û	 � ��� � 3 R;e � / 7�5�	 � 	�� � - � 	 � �($õ	kB\�·� $ � &1�1&8� ��� & � ��«	;)û� ��� ��>�� 	+$«�C�KI

� � � � � � ���
� � ��
��

Oe	�� � $ � ��* ��� 	��mr � &8�U)û������	����Å� � �«	 �%�;� $(FZ* � ) 2 & � 	��;B?�AiY�'&1� 	��KI O´��	 � ��	+*>_'� 	
0
i�
���� �%	�� � )û��*#�Å�0�C-�«	;�·� $ � &8"�$õ	9-+�8-+*�	 �%� ⊥ I<�è��$ � 	9)+� � �C��	$��� & � � � ��$4) � & � � ����	�� � ��	+& �%� 	 � $(F �AiY�'&1� 	���	�� � �«� � )9-�"�$'& ��� � 	 ��� 	B {stay} I � ��$4�v�'-Jr � &8�C��� � ���·��	 � ��	+*>_'� 	p�«	�� � $ � ��* ��� 	���r � &8� ���

= 0
i	� 


({stay}) I\�¯��$«��$ � 	* � ) 2 & � 	4� ��� � ���L5 � ��$ � 	��l� 	��u& �(= ����* ��� & � � �ÿ��	+� ��� & � 	��tB;� � *E-+*���& ��	U��� �%� ��$'�Å	Ü� , $õ	��k�'$'&8�N"%$õ	m)û	+�1� 	Ji
)+&e	�� �^� ��$�6���$«�C� ⊥0

I 
p�Z� $ � ��* ��� 	Ur � &è	�� � �«� � )%�«� �'� -%�«	b� �>=Y��� � � ��$'& �0���%� 	�

A = (Q,Σ,∆, q0, F )

��� 	�)
∆ ⊆ Q× Σ ∪ {ε} ×Q

Oe	��t� ���  �  Ô	�����	�)û� �'� $4�]� � �^)û	�� � $ � ��* ��� 	��]��� ��� _'& 	 � )û� �'� $4�$
(&1�L��� �  0& � �«	��t� ���  �  Ô	�� � � � � � � � � ����$
� ��� � � � � � �	� �	� ���	�+I7����$4� � � � � � ���	��
��
��� � ���+*X_'�������;)����^� ���  �  ����KI
� � � � 	�� � � � � � � � 
�� ��� � � ����� � � ��! � � � �	� � ���	� � � � � � �	� � � �

Σ1
� �

Σ2 ��
�
������� � � � � � � � 
 � � �"�	��


(Σ1)
�	� � � ��� � � � � � ��� � � �	� ���	�
��� � 
 � � � ���

(Σ1) �
�'- � �$#�*#& � &8� � � � �

� ��� �
ε
i � # ��� ��& � &�% � �'& �

�
�
� �
� � � � � � � � � � � ��� � � � 
�� ��� � � �	� � � � �

∆
�	� � � ��� � � � � � � � �

∆ : Q×Σ1 →
Q ( �

�
�
�	��


(Σ1)
�	� � � � � � � ��� � � � � �

�
��� � � � � ��� � � � � � � � �	� ��� � � � � �

�
�
� π1(

�)��

(Σ1×Σ2))

�	� � � � � � � � 
 � � �*�	��

(Σ1) �

�
�
�
� � ∀L ∈ �	��
 (Σ1×Σ2) � π1(L) ∈ �	�+
 (Σ1) �

�³© ��© � �T®´°�¬èë¹Ï °�±
Î �êÊ Ñ µ·±
ÎJÑ·°�òõËÔòõ±
Î
O � )+� � �N�,�-����� � $ � %�* ��� ���{B��'&1�����.& � -$#C-���� � % � )�% ��� #�>��8-��Z)�%�#�#,�����.% � �	B/)��+�1���-�����n* � ) 2 & � ���

$ � &1�1&8� ����� �����:& � � � #�$4) � &�% � �n)+� � �C��&8"�$/���
pop, push

� �
change

���|� � )+� � �C�,�
Instr

+ � %�&�# �10 I32(I L -4� �
)�% �%� #�>��8-��p� � #t��� � ��) � �+$�# � $'�YI
� � � ��
 � 
 � � � � � � � 
 � � � � � � ��� �

k � � 
 ���
� � ��� � � � � � � �
k
i � 
 ~∅ 
��	� �	� ���	�
��� �	� �

k 

�������	��& � � �

� � � ����� � �	� ( �	� � � � � � � � � � ��� 
��	� �
� ���������	�

A = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak),~∅,∆, q0,⊥, F ) ∈ k i	� 
 (Instr)
� �	� � � ����� � � 	���
 �

k(Σ)
� � � � � � � � ��� 
��	� � � � � � � �	� 
 � � �

Σ∗ � ��� � � � � � � ��� 
�� � � � � �	� ���	�
��� �	�
�

� � � � � � � � � � � �	� � � � � � � �	� ��� � � ��� �
� ����� 
 � � � �
k �
� �	� � � ����� � �

k
i � 
 ~∅(A1, . . . , Ak)

� � � �	�



��� ��� � � � � 
��
k
i � 
 ~∅ �	� � �	� ���	�
��� �	� ��� ��� � ����� � � � � � � ���	� � � � � � � � � � 
�� �������	�

A1, . . . , Ak �� � � � 	�� � � � � � � ���65 ��� �	� ��� � 
 ��� � � � � � � � � �	�	� � ��� �	� � 
 � � � � �	� 
 � � � � 
��	� �	� ���	�
��� �	� � � �	� � ��� � � � � �
������� � � 
��

�87 � � � � � � � ����� 
 � � � �
��� � � � � � � � ���	� � � � � � � 
 � � � � � � � �	� � ��� � � � � � ��� ��� ���	� 
�� � � �
� 
��	�


�� � � � � � ����� � � � � � � � ���	� � � � �	�
�
&:9 � � � � ��� � � � � �����<;>= 5 �@?�A � �	� � ��� � � � � �	� � ( �O � �1& ��� -$# ��� $�#,�B��� � #,�+� ��� & � �+*'� �%� � � $ � #,� � � �JF��+*#�'�����'���n� ���  �  ����'��� � & � � � $

k
IwOC���JF��+*#�'���

)+� � �C��&8"�$/�*���]� ���  �  ��D� ��� � 	���
��
2
"�$'& � �]�,%�& � � � �E� ��� � 	���
��

1
��� �

L1 = {αnβnγn | n ≥ 0} I 
]� �*E- ��2 %F���4���:) � �8)+$'�G���:)��:� ���  �  ��E� � #X$ �
2
i � �H��� � &1�1�1$4� � #C-��y� � #;� � r4 0$�#,�IL(I L(I 0 � � )�%�#�#,�����.% � �

� $(F�- �N� �.���#��$'& �0���%� ���KI
OC� � $ � %�* ��� � �+*#�'&1��� � $ � & � � � $ 0 ��� ⊥2
5 � $ �N���%� ������`h*X_.%������

a1
"%$/�����



L � ��� � � ������
�� "�	 ����



����� ��� 



 

����� 
������ � � ��


γ · · · γ

⊥ [a1
n ⊥]⊥ [⊥]

# #

β · · · β γ · · · γ

⊥ [⊥]

γ · · · γβ · · · βα · · ·α

⊥ [a1
n ⊥]

# #

n︷ ︸︸ ︷ n︷ ︸︸ ︷ n︷ ︸︸ ︷
β · · · β γ · · · γ #

a2[a1
n ⊥] ⊥ [a1

n ⊥]

���  �" 0 2 # 
]� LAi � � #,��)�% �'�<� &8�N� ���%� ���b� ���  �  �� {αnβnγn | n ≥ 0}

��#C-Jr'F�� ���p�
��� �%� #C-��U)�% �%� &�� ��� � ��%�)�)+$�#�#,� � )���� �($n��`h*X_.%����
α
5%�'$'&8�l&1� =Y� & � $ � �p)�%��'&��<���]� �40 iY�'&1��� � & � ��&

%�_ � � � $/�0I�O � *E-+*'%�&�#,�4��� �b� ��%�#C�"���!� �y= %�#�*'�
a2[a1

n ⊥] ⊥ [a1
n ⊥]

IxO � ��#,�+*#& 3 #,�E)�%��'&��'��� �X� ��%�#C�
$ � &1�1&8�C-��#�.%�$�#X)�%�*#� � �$#;��� � %�*X_�#,�4���

β
� � � �%� #C-��05�� � �,��)�% � ���'��� � � � �C$'& � �#$ � &1�1&8�C-��:B.)�%�*#� � �$#>���

� %�*X_�#,�"���
γ
� �$#�*#& �<����� �
��� �%� #C-��0I


p�{� $ � #,���JF��+*#�'��� � `��'&8"�$/�������t�.%0�C��&1_'&1�1& � -�� � � $ �V� $ � %�* ��� �"��� � & � � � $ L6��� � ���b� ���  �  ��
L2 =

{σ · σ | σ ∈ Σ∗} I<O �;��#�& � )+&1�.�"���X) � �8)+$'�)���X)��X� ���  �  ��;� � #p$ � 2
i � � ��� � &1�1�1$4� � #C-X��$�#]$ � �JF��+*#�'���

� � #^� � r4 0$�#,�,L(I L(I 0 I

b2[b2a1 ⊥] ⊥ [b2b2a1 ⊥]

αββ #

αββ

a2[⊥]b2[a1 ⊥]b2[b1a1 ⊥] ⊥ [b1b1a1]

#

⊥ [⊥]

#

αββ αββαββ ββ αββ

⊥ [a1 ⊥]

# # #

⊥ [⊥] ⊥ [b1b1a1 ⊥]

���  �" 0 � # 
]� LAi � � #,��)�% �'�<� &8�N� ���%� ���b� ���  �  �� {αnβnγn | n ≥ 0}
O �k��#,�+*#&��$#

σ
��� � �1$!��$�#�� � _ ��� ��� � ��� �%� #C-���� � �+*#�'&1� ���%�M� $ � & � � � $ 0 ���u� � �'&1���05A$ � #,�+��#C-��,� ���N���%�

���b) 2<� "�$/�b��`h*X_.%����U�1$ + ��$�#t���U�C) 2 -+* �
α 7→ a1

� �
β 7→ b1

-JI �	� � r � ���U� � ����) � $�#,� ���
σ
5h��� � & � � � $

0 ���:� � *E-+*'%�&�#,��)�% �%� &�� ��� ��% � )y$ � #,�+��#C-���� �%�N���%� ���:�
� &1* �  ��:*#&�#,%�&�# ���
σ
I�d 2<� "�$/����`�*>_ %���� ���

� & � � � $ 0 ��� �
� ��%�#C���C$4)�)����C��& � �+*'� �%� �'-+�'&1�8-G� � �+*#�'&1�8- � $ � & � � � $4L�+ ��� ��)k� � )�%�#�#,�����.% � � ��� )��
a1 7→ a2

5
b1 7→ b2

-J5�)���)+&�6s$4�C"�$ � B %�_ � � ��� &�% � � � $ � �y�'&1��� � ` ���%� �����,%�*#*'� � ��� � & � � � $ 0:� &����0I��<% � % � �
ω
� �

LAiY�'&1��� � & � ��&8%�_ � � � $/�05
mot2(ω)

��� � ��� #,�+��#C-��,� �%�N����� ���9�
� &1* �  ��!*#&�#,%�&�# ���
σ
IoG ����$@? � * � & ��� � �<���%�

��� � -$#�&Pr+�$#;"%$/�9��� #,��� � � ���9�
��� �%� #C-��6��� � $ � �,��)�% � �-�JF��+*#�'� � &�#,�6���
σ
� � �'-+�'&1� ���%� �C$4)�)����C��& � �+*'� �%�

��� � & � � � $ Lp6s$4�C"�$ � B %�_ � � � &�#^$ � �b�'&1��� � &����0I
�<%�$4� ��% �'� % � �U* � & ��� � �<���%� $ � �JF �+*#�'���!)�%�*#�'��� � � � *'%�& � � 2<� _'& � $/�+�8� � �'-Jr � &8�C� ���%� $ �H� $ � %�i

* ��� � #,��)�% �'�<� &8�C� ���%� �����^*'% � � � ` ����� � � ��% �  0$/�+$�#<� � $ �|� %�*X_�#,�"���bc�&1_.% �<� )�)+&YI
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����� ��� 




L �

��� � ��� ��� ��� � � � � � �
2 
 � � � � � � � � � � � � � � �

L(A) = {αf(n)| n ≥ 0} � ��� f �	� � � � � � � � � 
 � �
� � � � � � � �

 ��� � � � � ���

f(0) = f(1) = 1
� �
f(n+ 2) = f(n+ 1) + f(n) � ∀n ≥ 0 �

A = ({q0, q, q1, q2, qF}, {α}, ({a1}, {a2, b2}),∆, q0,⊥, {qF })
� �

∆
�	� � � ��� � � � � 
��	� ��� � � � �



� � � � � � � � � � � � �	�

�
∆(q0, ε,⊥⊥) = {(pusha1

, q0), (pusha2
, q)} �

∆(q, ε,⊥ a1) = {(pusha1
, q0), (push2,a2

, q)} �
∆(q, α, b2 ⊥) = ∆(q, α, a2 ⊥) = {(pop2, q)}
∆(q, ε, b2a1) = {(pop1, q1)} � ∆(q, ε, a2a1) = {(pop1, q2)} �
∆(q1, ε, b2a1) = ∆(q1, ε, b2 ⊥) = {(pusha2

, q)} �
∆(q2, ε, a2a1) = ∆(q2, ε, a2 ⊥) = {(changeb2 , q)} �
∆(q, ε,⊥ a1) = {(pusha1

, qF )} �
9 � � � � � ����� � � � � � � �	� � ��� � � � 
�� � � � � � � � ��� � � � � � �	� � αf(3) = a3 �

(q0, α
3,⊥ [⊥]) ` (q0, α

3,⊥ [a1 ⊥]) ` (q0, α
3,⊥ [a1a1 ⊥]) ` (q0, α

3,⊥ [a1a1a1 ⊥]) `
(q, α3, a2[a1a1a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) ` (q2, α

3, a2[a1a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) `
(q, α3, b2[a1a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) ` (q1, α

3, b2[a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) `
(q, α3, a2[a1 ⊥]b2[a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) ` (q2, α

3, a2[⊥]b2[a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) `
(q, α3, b2[⊥]b2[a1 ⊥] ⊥ [a1a1 ⊥]) ` (q, α2, b2[a1 ⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) `
(q1, α

2, b2[⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) ` (q, α2, a2[⊥]b2[⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) `
(q, α, b2[⊥] ⊥ [a1a1a1 ⊥]) ` (q, ε,⊥ [a1a1a1 ⊥]) ` (qF , ε,⊥ [a1a1a1 ⊥])
� � � � 	�� � � � � � � � 
 � � � � � � ! � � � �	� � ���	���

k ≥ 0 �
� � � � � �	� � 	���
��

k

�	� � � � � � � � ��� � �	�
�	�
��� � ����� � �
�� �	�
�	�
��� � ����� � ��� � � � � � � � � � � � � � � ��� � � � � ��� ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � � ��� ��� � � � � � � � � � � � � � 
 � � �

� � � � � �	� � 	���
 �
k+1 �

�³© ��© � �T®´°�¬èë¹Ï °�±
Î �êÊ Ñ µ·±
ÎJÑ·°�òõËÔòõ±
ÎJé�¬¯²è°�Ë��¯µ·ò
Î
�<%�$4� � # ���0� &1�1���$#,% � � = #C-�"%$/�+*#*'� ��� ��$�#\$ � �b)+� � �C���<���U* � ) 2 & � ���^�'�1$4� �0� � � �m�.�$#�*'� ���N���%� � ���JQ ��)Ji

� $/�$#D�����^)�% ��� #�>������p�C$�#t� � �'&1���0I4� %�$4� � �'� �+��% � �p)����t* � ) 2 & � ��� �	� ���	�
��� �	� � � � ����� � �	�+I
� � � ��
 � 
 � � ��� � � � ��� � � � � � � �

k
i � 
 
��	� �	� ���	�
��� �	� �

k 

�������	��� � � ����� � � � �	� � � � � � � � � � ��� 
��	� �
�


���������	�
A = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆, q0,⊥, F ) ∈ k i	� 
 (Instr)

� �	� � � ����� � �
k
i � 


(A1, . . . , Ak)
� � � �	� ��� � � � � � � 
��

k
i � 
 �	� � �	� ���	�
��� �	� ��� ��� � ����� � � � � � � ���	�

� � � � �	� � � � 
��
������� �
A1, . . . , Ak �

� � � �	� � ���	� � � ��� � � � � ~C

 � � �	� �



� � � � � � ��� ��
 �

k
i�
���� �

(A1, . . . , Ak) �
k
i � 
 ~C(A1, . . . , Ak)


 � �	� � ��� � � � �	� ��� � � � � � � 
��
k
i � 


(A1, . . . , Ak)
�	���
�	� ���	�
��� �	� � � � ����� � � ��� ��� ~C �

� � � � 	�� � � � � ��� � � � � � � � �	� �
k
i � 
 ~∅ 
�� � �	� ���	�
��� �	� � � � � � � ����� � � � �	� � 
 � � � � � � � �	� �



� � � � � � 
 �

k
i � 


�
��� � ��� ��� ��� ��� � � � � � �

A1 = {a, b} � � �
C = {bnan ⊥∈ 1

i�
���� �
(A1) | n ≥ 1} ��� � � �	� 
 � � � � �

� � �	� ���	�
��� �
A ∈ 1

i � 
 C(A1)

 � � � � � ���

A = ({q0, q1, qF }, {α, β, γ}, A1 , C,∆, q0,⊥, {qf})
���

∆(q0, α,⊥, 0) = ∆(q0, α,⊥, 1) = (pusha, q0) �
∆(q0, α, a, 0) = ∆(q0, α, a, 1) = (pusha, q0) �



L</ ��� � � ������
�� "�	 ����



����� ��� 



 

����� 
������ � � ��


∆(q0, β, a, 0) = ∆(q0, β, b, 0) = (pushb, q0) �
∆(q0, ε,⊥, 0) = ∆(q0, ε,⊥, 1) = (stay, qF ) �

� � � �	� ���	�
��� � � � � � � � ��� � ��� � � � � � � � L(A) = {αnβnγn, n ≥ 1} ∈ 	���
�� 2 �

� ��� ��� ��$%!:���
��'(� ���������
�
�<%�$4�u& ��� #,% �($'&8��% � �k&8)+&.����� ��� #�& ����� ���G���]� � �'-Jr � & � &�% � � � � $ � %�* ��� ���^B

k
iY�'&1�����KIh�<%�$4� �'-Jr � &8�C��% � �

� %�$ � � � � _.%�#,������� #,��� � #�&8) � &�% � �)���
k
i � 
�5K)�%�#�#,�����.% � � ���%� � %�$�#x� � �'�1$'� � # � +?B\&8�,%�*'%�#�� 2 &8��*'�u��# 3 �K- � $(F

� $ � #,���C�'-Jr � & � &�% � � O � � � $ � %�* ��� �pBm�'&1�����w& � -$#C-����FP �JF(&8� �N���%� ��� I�� %�$4�M��#C-��,� �%� % � � � � ��$'& � �t�����
* � ) 2 & � ���
$ � &1�1&8� ����� �����p& � � � #�$4) � &�% � �U��`h*E- � #�&8"%$/���

push
� �

push
I<O � )�%�*#� � # � &8�,% � ���X)����<�(&PQo-$#,� ��� ���U)+� � �C�,���

��� ��);� � )+� � �C�,�
k
i � 
V�,�$# � - � $/�(&8-���� ��� �t� � � � # � &��;GCGCGJI

�³© 
�© � �T®´°�¬èë¹Ï °�±
Î �êÊ Ñ µ·±
ÎJÑ·°�òõËÔòõ±
ÎJ²�¬eËÍë¹Ï�µÒÑ ÎÂò Î
� � � � � � ���
� �	��
 ���
� � � � � 	 � � ��
���� �
�

O � ��#,�+*#& 3 #,� � %�#�* � �1&8� ��� &�% � )�% � ��&8� � �pBX)�% � ��&��'-$#,�$#������ � $ � %�* ��� ��� � � � � � � � � � � "�$/�D����� k iY�'&1������]i � %�#�* � �1&8�C-���� + )�%�#�#,�����.% � � ���%�>� $(F
k
iY�'&1����� O � ��� � = % � �'� ���>�'&1�����FP + � %�&�# �'-Jr � & � &�% � 0 I L(I 0 -F-JI�dG� ��� �

�,%�$4�si�)+� � �N�,�'��� � -�"�$'& �0� ��� �%� � + � %�$�#;� �|� �$#C��&�% � � ��� �X)�% �%� #�>����+$�#C�Q-XBn� �|� % � &�% � � � � $ � %�* ��� � �'-Jr � &��
� ��� �%3 R;e � / 7 � � $ � &1�1&8�C-���� ��� �%3�cMf�� 2 7�I

� r � ��� � �] �- � -$#,�$#\"�$/�D�����l�'&1�����
N
i � %�#�* � �1&8�C-����K5�&1� �C$@? � � � & �%� �$#,�(&�#,�U����� � # ��� ��& � &�% � � � *'� �<���%�

B � �'�'�1&8"�$/�$#
pushi−1,a

B9$ � �b�'&1��� � ` ����� ⊥i
)�%�*#*'�b��#,%�6���) � &�% � � ��� �

i
i�
���� ��I

� � � ��
 � 
 � � � � ��� ��� � ����� � �
k
i 
 � 
 � � � � � � � � ��� 
��	� �������	�
��� � ���

k 

�������	� �



� ��� �
� � ��� � � 
 ����� �

� �	� � � � � � � � � � � ��� 
��	� �	� ���	�
��� �	�
A ∈ k i � 
 (A1, . . . , Ak)

� � � ��� � �
� �

(q, α, ak · · · ai+1 ⊥ · · · ⊥, instr, p) ∈ ∆
� � ��� �

instr /∈ {pushj,a}1≤j<i, a∈Aj
�� & � ��&Y5(� � �,�+$'���U& � � � #�$4) � &�% �V� �'�'�1&8) � _'���>B9� � �'&1��� ⊥k

��� � $ � �b& � � � #�$4) � &�% �
push

��� � & � � � $
k
I

dk� � &�#,�+*'� ��� 5u�.%�$�# � %�$ � �.)�% � r4 0$�# ��� &�% �
(q, σ, ω)

����� �+& �%� �|� � ##$ � � �+� � $ � %�* ��� �05
ω
��� � � ��� �

k
i 
 
���� ��I
� � � � � � ���
� �	��
 ���
��� ��� � 	 ��	 � �	� � � 	 
�� � 		�

O � )+� � �N�,� � � � $ � %�* ��� ���4�'-Jr � &��.&8)+&^)�%�#�#,���C� % � �SBV&8�,%�*'%�#�� 2 &8�C*'�.��# 3 �9+ � %�$�##� �V� �$#C�C&�% � � ��� �
)�% �%� #�>����+$�#C�Q-:B � �W� % � &�% � O � � � $ � %�* ��� � � ��%�#,� #,�V��$'� -$#�&��+$�#RP.$ � &1�1&8�C-��Z� � # �JF��+*#�'���B� ��� � 3 d � )
� 2 7�5
3 dk��� 2 7F%�$B3��b� 
 �<L=7�I�dG��� � $ � %�* ��� ��� � # ���0� &1�1��� �%� �C$�#)����� � �1� 2<� _ � � � ���k�'&1����� #C-��($'& � �wB]$ � -+�8-+*'� ��� �
�.%�$�# � %�$4�y����� � & � � � $(F���$'�o-$#�&��+$�#C�yB 0 5M$ � &1�1&8�,� ��� �����y& � � � #�$4) � &�% � � � �'� � # � � �<���%� B

Instr
� �:� �

�.�+$ � � �%�M� ��� � �$#M"�$/�\���\��`h*X_.%�������� � z � ����� � & � � � $
1
���\� � �'&1���%+ ) ����� � i BAi �(&�#,�^"�$ � &1� � ����� � � � �
� %0�N��&1_'���

��� � ��� � �$#^�C&x����� � & � � � $(F|��$'� -$#�&��+$�#C�mB 0 �,% �%�]� &������K-JI
� � � ��
 � 
 � � � � � � ��� � � � � � � � �

k
i 

� � 
 
 �	� �	� ���	�
��� �	� � �



� ��� �
� � ��� �	� � ��� � �	� � � ��
 � � � � �	� ��� � � � � � �


��
k
i � 
 �	��� �������	�
��� � �
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��������������� � � �
p = p′ � w = w′ � ~o = ~o′

� �

[α 6= ε
� �
α′ 6= ε

� �
α = α′]

�	�
[α = ε]

�	�
[α′ = ε].

� � � ��
 � 
 � � ��� � � � 
�� � ����
�� � �
k � ��
 ���
� � �
���
	���
�� 
�������� � 5 ��� �
� ��������� �

k 
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�� ��� � � � � � � � � ��� � � � � � � � � � � � 
�� � � � � �	� � �	� � ��� � � ���	� 
 ��� � ��� � � � �
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� ���DH������
�
� $B���+�vB6�($|� ���  �  ���#,��)�% �'� ${� � #^$ � �b* � ) 2 & � �057&1� ��� � & ��� -$#,���C� ����� ���;���U� � � ) 2 �$#]��� = % � ) � &�% � i

� �+*'� �%� �'�1$4�)O�& ��� �$# � �QP����b� � * � ) 2 & � �05�� � � � � � # � &8)+$'�1&��$#m��$�#^� � ��$'& � ��� ��� ����� � �������	��� + &YI��0I15<)�%�$'�'�����
+ - �N��� 5h*E-+*'%�&�#,�.-F-k� � #\�����C"%$/�+�1�����l� � �C���]� � * � ) 2 & � �U��%�#C� � � $ � ) � �8)+$'�YI 
p� �]* � ) 2 & � �U� �+$ �^� & � ��&oz � #,�
� $/�;)�%�*#*'�;$ �  �- � -$# ��� �+$�# � ��� � �,�+*>_'����� ���X�'&1�������/�+�1���b �- �43 #,�X�
��� � �,�+*X_'��� �����^�'&1�����

ω
� �+�1�����p"�$ � &1�

�JF(&8� � �9$ � ) � �8)+$'� � _.%�$ � &8�C� ����� � ��� �U$ � - �N���U� % �N� � � )�)��+� �N���%�
(p, ω)

+ &YI��0I15
p
��� � $ � - �N��� r �<� � -J5 %�$

)�%�*#*'�9���X �- � -$# ��� �+$�#��($W # � � 2 � ��% �%� �����U�,%�*#*'� � �U�,% ��� �����U- �N��� � � % �N� $(F ���>� � * � ) 2 & � �05 � � �����
� #C)��^�,% ��� )��+$(F.& � �($'& � �t� � #^� � #,�+� ��� &�% � ��� � # ��� ��& � &�% � I
� � � ��
 � 
 � � ��� � � ��� � � � �

M = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆, q0, F,⊥) ∈ k i	� 
 (I) � ��� �
� ��������� � � � � 
� � � � � �
�
� � � � � � � � ��� 
��	� � ����� � �������	��� 
��

M
�	� � � ��� � Tw�N��� �

(M)
� � �	� � � �	� � � � � 
 � ���	� � ���	��� �	� �����	�

(p, ω) ∈ Q× k i�
���� � (A1, . . . , Ak)
� �	� � ���	� � � � � � ��� � � ��� � �

σ ∈ Σ∗ � � � � � �

(q0, σ,⊥k)`∗M (p, ε, ω).

�³©���© � ¢vÑÒµÒ±
ÎsÏ�é«é�±
Î�Î¥Ñ � µÒ±
Î
� �N����� ��% �'� -��

M = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆, q0,⊥, F )
5�$ � �u* � ) 2 & � �\"%$/�+�8)�% � "�$/�05����u� ���  �  ��

���
k
iY�'&1�����l �- � -$#C-m� � #

M
��� �l� % � - � � �

(M)
I(G ����� � )�%�*#� %0�N- ��� � %�$4�l�����

ω ∈ k i�
���� �t�.%�$�#k�����C"�$/�+�8�&1� �JFh&8� � �p$ � - �N���\� % �N� �
(p, ω)

� )�)��+� �N����� + &YI��0I15
p ∈ F -JI(�	%0�,% � �t�.%�$�# � %�$ � Q′ ⊆ Q 5 � � � Q′(M)

��� �
�
��� � �,�+*>_'������� � %�$ � �����

ω
� �+�8�p"%$ � &1� �JF(&8� � �U$ � - �N���^� % �N� �

(p, ω)
� �+�L"%$/�

p
� �'� � # � &�� ��� B

Q′ �

� � �
Q′(M) = {ω ∈ k i�
���� � (A1, . . . , Ak)| ∃q ∈ Q′, ∃σ ∈ Σ∗, (q0, σ,⊥k)→∗

M (q, ε, ω)}.
� �

� � �
(M) =

� � �
F (M)

�<%�$4� � %�$4�l& �%� �$#,���N�,�$#,% � � � $(Fy)+� � �C�,���G� ��� � �,�+*X_'���������p�'&1�����k �- � -$#C-��k� � # ����� � $ � %�* ��� ���tB
k
iY�'&1�������

� %�$4� � % � % � � �8
	

k

~C(A1, . . . , Ak)
�
� $ � &�% � ����� � � �

(A)
5'�.%�$�#

A
� ��� �

k
i � 
 ~C(A1, . . . , Ak)

I
�³©���© � �TËÔÏÅÊ ��±^Ó´±Cé�Ï�µÒé«®�µ Î


p� � � $ � #,� =Y��� % � � � & �%� �$#���#C- � �$#l$ � �t* � ) 2 & � �
M
��� � ���^)�% � ��&��'-$#,�$#u���t # � � 2 �*����#,�+� ��� &�% � & � �($'& �

� � #\� � * � ) 2 & � �0I<d<����� � $ �  # � � 2 � %�#�&�� �%� - ��% ��� ����� � #Cz � ���t��% �%� - � &8"%$/� � -����t�C$�#
Σ∪ {ε} � � ��% �%� ������,%�*#*'� � �p�,% �%�t� %�$4�]�����^)�%�$'�'�����

(p, ω)
� )�)����C��&1_'�����D���+�'$'&8�

(q0,⊥)
I

�	%�$�# � %�$4�^- �N��� � � % �N� $(F ���
M
5
(p, ω)

� �
(p′, ω′)

5 � %�$4� � % � % � �
#

(p, ω)
σ

_M (p′, ω′)
5
σ ∈ Σ∗ ��& (p, σ, ω)`M (p′, ε, ω′)

5
#

(p, ω)
∗

_M (p′, ω′)
��&x&1� �JFh&8� � �

σ ∈ Σ∗ � �+�L"�$/� (p, σ, ω)`∗
M

(p′, ε, ω′)
I

� � � ��
 � 
 � � � � ��� ��� � � � �
M

� ��� �
� ��������� � � � � � � � � � � 
 ����� � � � � � � � � � � � �	� � � 
�� � � ��� � �
Σ �

��� � � � � � �

�� � � � � � � 
��

M
� � � � ��� � � ��	�

� �

(M)
� � � ��� � �	� � � ��
 �	� � � � � � �

(V, (Eα)α∈σ∪{ε})


 � � � ���	� � ��� � � � � � � � �
V =

Tw�N��� �
(M) �

� � � ��� � ���	� �
α ∈ Σ∪ {ε} � � � � � � � � � ����
�� � ��� � � � � ��� � � � �	�

� ���
α

�	� �
Eα =

α
_M �
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�LU �$V&VWQNSXSAQ INY[Z�-\:A!$+]6A^P#&)"^P#&)_2&!$#&%`#18R67:76A%*!$2&% D !$#1'`672P8*),' D '*a,8*),'b01)"8*),:7:A)B%c%R8R'R#&E,8R#1'*)B%c)B%R8d:e-4:A!$+]6A^P#&)f0g#h QRO �$Vjilk`Kmi]KRQHn �$VjToi$Uqp,M&Q5r=s1t"u�v ^P#16w)B%*8(672.8R'*![0g#1678*)H0&-/2&%@:e- D '*),3F6Ax,'*)y%*)BE,8R6A!$2�01)HEB)5E{z9- D 678R'*)]Y|}'*!$6A%b8�~ D )B%b01)(%R8R'R#&E,8R#1'*)B%b),2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'_'*),8R6A),2&0g'*!$2.8"2&!$8R'*)4-/8R8*),2.8R6A!$2l�� :e-;%*8R'R#&E,8R#1'*)4-$%*%*![E,6AaB)4�\#12�-/'R?1'*)(a,8R6A^P#&),8*a
� :e-;%*8R'R#&E,8R#1'*)(01)(01!$35-/672&) k C{����� � 672&0g#1678*) D -/'c:A)B%�+]'{- D z&)B%b01)B%�672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%bE,:e-$%*%*6A^.#&)B%� :e-l%R8R'R#&E,8R#1'*)�01)�01!$35-/672&) Pk

rX� !$67'�:A)�E*z9- D 678R'*) D '*aBEBaB01),2P8 v 672&0g#1678*) D -/'�:A)B%y+]'{- D z&)B%�01)B%'*),:e-/8R6A!$2&%c� D '*!P0g#1678"�;0g'*!$678*)N� r 0&-/2&%b:A)�+]'*!$# D )(:767?1'*) v D -/'�#12&)f:A),8R8R'*)(01)�:=<�-/: D z9-/?�),8� )B%�%R8R'R#&E,8R#1'*)B%�2&)�%*!$2P8 D -$%�8*!$#18*)B%�01)B%�%R8R'R#&E,8R#1'*)B%w� k C=D 67:A)B%�35-/6A%�EB!$2.8R'R67?1#&),'*!$2.8��":A),#1'�a,8R#&01)��o:A),#1'01aN�&21678R6A!$2��=-/678":=<>!$?g�R),8f01)\:e-H%{)BE,8R6A!$2��gY��gY� "!$#&%"8*),'R3F672&!$2&%(EB);E*z9- D 678R'*)F),2�a,2&!$2&��-/2.84:A)B%_'*aB%*#1:78{-/8*%673 D !$'R8{-/2.8*%�)N�g6A%R8{-/2.8�%R#1'y:e-�:A!$+]6A^P#&) s1t"u 01) EB)B%y%*8R'R#&E,8R#1'*)B% D -/'R8R6AE,#1:76Ax,'*)B%¢¡c),8y01)B%y+]'{- D z&)B%�01)E�-/:AE,#1:A%b01)B%�35-$E*z1672&)B%��
k C=D 67:A)B%¢Y

£(¤¦¥ §J¨�©�ª*«�¬\­¯®\¬�°f­ � ¨�±@®�²´³W®@³W­¶µ·¨�±\¸�®\ª*«�¬@­º¹»§¼°\²½µ ¾
Z�-F:A!$+]6A^.#&)@0g# s )BEB!$2&0 t '*0g'*) u !$29-$0g6A^P#&) r=s1t"u�v )B%R8�01!$8*aB)40�< #12 D !$# � !$67'b0�<>)N� D '*)B%*%R6A!$2 D #16A% C%{-/2P8�¡ D #16A%*^P#}<>),:7:A) D ),'R3G),8�0�<>)N� D 'R673G),'b:e-;E,:A¿$8R#1'*)(8R'{-/2&%R678R6 � )(0�< #12&)f'*),:e-/8R6A!$2 %R#1'c:A)B%�a,:Aa,3G),2.8*%_0�< #12&)%R8R'R#&E,8R#1'*)@'*),:e-/8R6A!$212&),:7:A)]Y�À") D :7#&%�¡&+]'{Á$EB);-/#g��8R'{- � -/#g�¼01)@ÂwÃ&E{z16=¡ D #16A%"01)4Ä"-/?1672}¡967:Å)B%R8_EB!$212P# ^P#&)01)B%F%R8R'R#&E,8R#1'*)B%F673 D !$'R8{-/2.8*)B%58*),:7:A)B%F^.#&)y:A)B%G-/'R?1'*)B%GEB!$3 D :A),8*%H-$0g3G),8R8*),2.8G#12&)J8Rz&aB!$'R6A) s1t"u Y � )B%E�-/'{-$E,8*a,'R6A%R8R6A^P#&)B%f�q!$2.8(01)FEB),8R8*)F:A!$+]6A^P#&);#12�?�!$2�!$#18R67: D !$#1'()N� D 'R673G),'(01)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB% D !$'R8{-/2P84%R#1'01)B%c35-$E{z1672&)B%�Y
� !$2&%R6A01a,'*!$2&%

Sig = {r1, . . . , rn}
#12&)_%R67+]29-/8R#1'*)bEB!$3 D !]%*a�01)�%*~P3@?W!$:A)B%�'*),:e-/8R6A!$212&),:A%d!$ÆHE*z9-$^P#&)

ri
)B%R8�-$%{%*!PE,6Aa;�H#12&) T$K¦U ��Ç

(ρi, τi) ∈ N2 Y�È_2&)\É�Ê�Ë/ÌÎÍ]Ê¢ÌÎË»Ï r '*),:e-/8R6A!$212&),:7:A) v S %R#1'�:e-H%R67+]29-/8R#1'*) Sig)B%R8�EB!$3 D !]%*aB)(0�< #12�01!$35-/672&) DS

),8_01)�'*),:e-/8R6A!$2&%
r1, . . . , rn

%R#1'
DS

Y
s !$678

V ar = {x, y, z, . . . ,X, Y, Z, . . .} #12l),2&%*),3@?1:A)J01) � -/'R6e-/?1:A)B%\!$Æ x, y, z, . . . , 01aB%R67+]2&)H:A)B%� -/'R6e-/?1:A)B%\0g# D '*),3F6A),'F!$'*0g'*)H),8 X,Y,Z, . . . EB),:7:A)B%;0g#�%{)BEB!$2&0�!$'*0g'*)]YÅZ�<>),2&%*),3@?1:A) SOM(Sig)
01)B%

s1t"u C �L!$'R3@#1:A)B%_%R#1' Sig )B%R8c:A) D :7#&% D ),8R678�),2&%*),3@?1:A)(8*),:�^P#&)
• x ∈ X ),8

Y ⊂ X %*!$2P8b01)B% s1t"u C �L!$'R3@#1:A)B% D !$#1'c8*!$#&% x, X, Y ∈ V ar
• ri(x1, . . . , xρi

, X1, . . . , Xτi
)
)B%*8�#12&) s1t"u C �q!$'R34#1:A) D !$#1'�8*!$#18*)B% � -/'R6e-/?1:A)B% x1, . . . , xρi

),8
X1, . . . , Xτi

∈ V ar
�]Ð



��� �������
	���
�������������	�����������
! ��"�#�$��
%��&'���(
��"� � �"	*)+�"�,	*��-"
�-"�"�

• %R6 α ),8 β %{!$2.8�01)B% s1t"u C �q!$'R34#1:A)B%(-/:A!$'*% ¬α ¡ α ∨ β ¡ ∃x.α ¡ ∃X.α %*!$2P8�01)B% s1t"u C �L!$'R3@#1:A)B%�YZ�)B% � -/'R6e-/?1:A)B%
x
),8
X
01)B%b�q!$'R34#1:A)B% ∃x.α ),8 ∃X.α %*!$2P8f-/:A!$'*%�0g678*)B%/.10�2.Ï.É.Y'3�-/'f! D1D !]%*678R6A!$2}¡8*!$#18*) � -/'R6e-/?1:A)f2&!$2�:76AaB)f0�< #12&)��L!$'R3@#1:A)4%*),'{-;0g678*)4.�0�5ÅË»ÏjY

È_2&) s1t"u C �q!$'R34#1:A)c)B%R8�0g678*)wÍ+.*6jÉ�Ïf%R6g),:7:A)d2&) D !]%*%*xB01) D -$%�01) � -/'R6e-/?1:A)B%Å:767?1'*)B%�Y87�8{-/2.8�01!$212&aB)d#12&)�q!$'R34#1:A)
Φ
¡o2&!$#&%�2&!$8*),'*!$2&%

Φ(x̄, X̄)
r !$Æ

x̄ = (x1, . . . , xρ)
),8
X̄ = (X1, . . . , Xτ ) D !$#1'w%R67+]216 �9),'w^P#&)

x1, . . . , xρ
%{!$2.8�:A)B% � -/'R6e-/?1:A)B%Î:767?1'*)B%Å0g# D '*),3F6A),'Î!$'*0g'*)]¡/),8 X1, . . . , Xτ

¡»EB),:7:A)B%Î0g#4%{)BEB!$2&04!$'*0g'*)]¡/01)
Φ
Y

s !$678 S = 〈DS , r1, . . . , rn〉
#12&)�%R8R'R#&E,8R#1'*)�01aN�&216A)_%R#1'�:e-f%R67+]29-/8R#1'*)

Sig
¡o#12&):9<;".LÌ�;gÊ�0*6'=�01)

V ar0&-/2&%
DS

)B%R8c#12&)4- D1D :76AE�-/8R6A!$2 val : V ar → DS ∪ 2DS
8*),:7:A)4^P#&)

val(x) ∈ DS
¡ ∀x, y, z, . . . ∈ V ar),8

val(X) ⊆ DS
¡ ∀X,Y,Z, . . . ∈ V ar YZ�-4%{-/8R6A%m�j-/?167:7678*a"0�< #12&) s1t"u C �L!$'R3@#1:A) Φ

0&-/2&%�:e-(%*8R'R#&E,8R#1'*) S D !$#1'w:e- � -/:7#9-/8R6A!$2 val )B%R8�01aN�&216A)
D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2�%*#1'�:e-;%R8R'R#&E,8R#1'*)(01)f:e-@�q!$'R34#1:A)H�
• S, val |= x ∈ X %*%R6

val(x) ∈ val(X)
¡9),8 S, val |= Y ⊆ X %*%R6

val(Y ) ⊆ val(X)
¡

• S, val |= r(x1, . . . , xρ, X1, . . . , Xτ )
%*%R6

r(val(x1), . . . , val(xρ), val(X1), . . . , val(Xτ ))
¡

• %R6 α ),8 β %*!$2P8b01)B% s1t"u C �q!$'R34#1:A)B%_-/:A!$'*%¢¡
S, val |= ¬α ¡1%*%R6�2&!$2 r S, val |= α

v ¡
S, val |= α ∨ β %*%*6 S, val |= α

!$# S, val |= β
¡

S, val |= ∃x.α %*%R6�67:})N�g6A%R8*) d ∈ Ds
8*),:}^.#&) S, [x 7→ d, val] |= α

¡
S, val |= ∃X.α %*%R6�67:})N�g6A%R8*) S ⊆ Ds

8*),:Î^.#&) S, [X 7→ S, val] |= α
Y

È_2&) s1t"u C �L!$'R3@#1:A) φ %R#1' Sig )B%*8w0g678*)bÉ�;gÊ�0 É$>?;<5�.XÏA@?;"=�É S %R6&67:j)N�[6A%R8*)�#12&) � -/:7#9-/8R6A!$2 val 8*),:7:A)^P#&) S, val |= φ
Y

 "!$#&%42&!$8*),'*!$2&%;%*!$# � ),2P8 D !$#1'\%R673 D :76 �9),' S |= φ(d̄, S̄)
��:e- D :e-$EB)H01) S, [x̄ 7→ d̄, X̄ 7→ S̄] |=

φ(x̄, X̄)
Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'=GF�H�I%H1I
H4J T I �LKNMgO �LMPK*Q S Toi	�5Q �(MPVWQys1t"u


��KgÇ �]K¦U=Q @�2PÍL0�@�;<5�.XÏ I UNM �]MPK ���$M ��Qys1t"u


O �$K �;M[S7Q\O,S � I Q
φ
U SÎQQP]U I ��Q(M[VWQ:MjK ��O{ÇRi]MPK*Q5Q�R_Q*O �LU*S$QTM1QNK �5Q � �=T$V �ci.Q@i.ÇRO,Uqi.QNK I U S |= φ U

V�WYX�WYX Z\[^]`_%a!b^cY_
]ed�f#g�hji�k<lm[^nY]8]po'bmcq_
]

s !$678
Sig

#12&)f%R67+]29-/8R#1'*)f),8 S #12&)�%R8R'R#&E,8R#1'*)f01)�01!$35-/672&) DS
01aN�&216A)f%R#1'`:e-\%R67+]29-/8R#1'*)

Sig
Y1È_2

),2&%*),3@?1:A)
D ⊆ DS

)B%*8d0g678sr?tvuxwy@�2L>�=?0XÉ�É$;<5�.XÏF0&-/2&% S %R6W67:�)N�[6A%*8*)b#12&) s1t"u C �L!$'R3@#1:A) φ(X)
8*),:7:A)

^P#&)
∀S ⊆ DS , S |= φ(S)

%{%R6
S = D

 "!$#&%c2&!$8*!$2&%{z:| �
(S)

:e-;E,:e-$%{%*)(01)B%�),2&%*),3@?1:A)B% s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)B%_0&-/2&% S Y� ),8R8*)`2&!$8R6A!$25%{)w+oa,2&a,'{-/:76A%{)b-/#g� � )BE,8*),#1'*%�0�<>),2&%{),34?1:A)B%�YoZ�) � )BE,8*),#1' ~S = (S1, . . . , Sm)
¡]!$ÆF:A)B%

Si%*!$2P8w01)B%�%*!$#&% C ),2&%*),34?1:A)"01) DS
¡.)B%R8�0g678 s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)_%R69E*z9-$E,#12y01)B% Si

- D1D -/'R8R6A),2P8`�\z:| � (S)
¡

!$#�01)"�=-$�B!$2�aB^P#16 � -/:A),2P8*)(%R6�67:�)N�g6A%R8*)�#12&)"�q!$'R34#1:A)
φ(X1, . . . , Xn)

8*),:7:A)(^P#&)

∀D1 . . . , Dm ⊆ DS , S |= φ(D1, . . . , Dm)
%*%*6

S1 = D1, · · · , Sm = Dm

BC2D>E=?0eÊ�0�6'=}F�H1I
H�~����(Ë`6%�ÎË80�2oÊ$2�@�Ì}��6�@?�+.XÏ�@�2L>�=?0XÉ�É$;<5�.XÏ<�$He� VWQ I �LK¦M1O �LM[KRQ S i.QFi ���FT]U VWQ
DSi.Ç���V&UqQ I MPKHMPVWQ I U��]VjT��LM[KRQ

Sig
S/Ç,K¦U �dQyS7T#MjK ��MjK¦U=Ç ��Ç�i]M �
��iL�NSAQJi.Ç���V&U I¦I TL�,S7Q��=n���� I U�M �$M[K ���]M���Q

O �$K �;M[S7Q
φ(X1, . . . , Xn) ∈ SOM(Sig)

I T��LU I �dTL�NSAQ5ioT]V I S � U S�QQP]U I ��Q ∃D1, . . . , Dn ⊆ DS
��QNS I p,M&Q

S |= φ(D1, . . . , Dn)
Q �dOjK[Top,M&Q

Di

Q I ��s1t"u


iPÇ���V&U I{I TL�NSAQ@i.T$V I S U



�����'���%��

��&'����
��"��
��")D� ��	������(�")L)+�"� ���

V�WYX�W
	 �p[��8_�
���
Dk��8o��Dn���[�]C]pk
a o�[��Dn�����_
]
s !$678

Sig = {r1, . . . , rn}
),8
Sig′ = {r′1, . . . , r′m}

01),#g�J%R67+]29-/8R#1'*)B%�'*),:e-/8R6A!$212&),:7:A)B%�¡ S %R#1' Sig ),8#12�),2&%*),3@?1:A)(01) � -/'R6e-/?1:A)B%
V ar

¡101)f01!$35-/672&)
DS

),8 S ′ %R#1' Sig′ ),8 V ar ¡101)f01!$35-/672&) DS′
Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'= F�H�I%H F�H�� �$M I T MDM1Q,S �$V I s1t"u�� �"!$#&%('*)$',+-#&.�#/�10�! iPQGS7T I �LKNMgO �LM[K*Q S i.T$V I S T I �LK¦M1O �LM[KRQ
S ′ ���]M���Q;T MLMjS�UqO*T��LU �$V U V32BQRO �LU*S/Q f : DS → DS′

��Q,S SAQ\p,M1Q54
6 U f(DS)

Q I ��M[V�QNV I Q �#�,S7Q�s1t"u


i.Ç���V&U I¦I TL�,S7Q;ioT]V I S ′

7 U M �$MPK ���$M �
i ∈ [1, n] � U S\Q P$U I ��Q φ′i(x,X) ∈ SOM(Sig′)

� �98
x = x1, . . . , xρi

Q �
X =

X1, . . . , Xτi

�\S/ÇNKNU �wT$V ��M �$M[K ���$M ��Q{S»T$S MgT��LU �$V
val

i.Q
V ar

I MPK
DS

S, val |= ri(x,X)⇔ S ′, f ◦ val |= φ′i(x,X).

: #9-/2&0
DS ⊆ DS′

),8
f
)B%*8_�m#&%R8*)H:=< 672$�m)BE,8R6A!$2 29-/8R#1'*),:7:A)�01)

DS
0&-/2&%

DS′
¡Î2&!$#&%F0g67'*!$2&%F^P#&)

S )B%*8 s1t"u wy@?2D>E=?0 É¢É$;<5?.XÏy0&-/2&% S ′ Y&Z}!$'*%*^P#&)(:A)B%_%R8R'R#&E,8R#1'*)B%_%{!$2.8 s1t"u C 672.8*),' D '*a,8{-/?1:A)B%�:=< #12&)@0&-/2&%:=<�-/#18R'*)]¡12&!$#&%_0g67'*!$2&%b^P#}<>),:7:A)B%�%*!$2.8 s1t"u wy2-;}Ì�0*9<;".XÏ+=WÊ�Ï.É.Y
Z})(8Rz&aB!$'*x,3G)4%R#16 � -/2.8b)B%*8�01a,3G!$2.8R'*a40&-/2&%=<?>"-/2A@B@g¡�C¦�gYD� D Y�E���� C E��,FHG�Y

I=J 2L6jË`� ��Ï�F�H1I
HDK�H h U`U S�QQP$U I ��QGMPV�Q4s1t"u


UXV ��QNKYMjKRÇ �=T��LU �]V i.Q S ioT]V I S ′ � T]S �$K I U S�QQP$U I ��QGMPV�Q5T M 
MjS ULO{T��LU �]V´O{T$S OBMPS7TL�NSAQ�T I{I �¢O,ULT]V � � ���]M���Q O �$K �\M[SAQ¼OBS � I Q

φ ∈ SOM(Sig)
M[VWQ O �$K �\M[SAQ�O,S � I Q

φ̂ ∈
SOM(Sig′)

��QNSXS7Q\p,M&Q
S |= φ

I{I U S ′ |= φ̂
L V,MgT$K �LULOBMPS UqQ,K � I U S ′ T5M[VWQ�s1t"u 
 ��KgÇ �$KNUqQ;iPÇRO,UqioTL�NSAQ � T]S �$K I S T$M I¦I U UÄ"- D1D ),:A!$2&%`^P#&)b%R6 E1

),8
E2

%*!$2.8c01),#g�5),2&%*),3@?1:A)B%�¡1-/:A!$'*% D !$#1'd8*!$#18dEB!$# D :A) (e1, e2) ∈ E1×E2
¡

D !$#1'c8*!$#18 i ∈ {1, 2} ¡ πi(e1, e2) = ei
Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'=�F�H1I
HNM�H^J Q�)�',0POAQ��"#RO���',%HS-# S×S ′ Q I �ÎS7T I �LK¦M1O �LM[KRQ�iPÇ���V&U=Q I M[K�S T I U �$VjT �LMPK*Q Sig∪Sig′i.Q4S7T O TBT �$V I MPU�S»T$V ��Q54
6 U SAQ\i �	�GT$UXVWQ DS×S′

Q I �
DS ×DS′

7 U M �$MPK ���$M � i ∈ [1, n] � M �$M[K ���$M I d1, . . . , dρi
∈ DS×S′

Q �
D1, . . . , Dτi

⊆ DS×S′ �
S × S ′ |= ri(d1, . . . , dρi

, D1, . . . , Dτi
)
I¦I U S |= ri(π1(d1, . . . , dρi

), π1(D1, . . . , Dτi
))

U U M �$MPK ���$M � j ∈ [1,m] � M �]MPK ���]M I d1, . . . , dρi
∈ DS×S′

Q �
D1, . . . , Dτi

⊆ DS×S′ �
S × S ′ |= rj(d1, . . . , dρi

, D1, . . . , Dτi
)
I¦I U S ′ |= rj(π2(d1, . . . , dρi

), π2(D1, . . . , Dτi
)).

V�Ï ����Ï F�H1I%HDW�H h U S Toi	�5Q ��M[VWQ\s1t"u


��KgÇ �$KNU=QHiPÇRO,UqioTL�NSAQ�Q � S Q I ����V&U=QC��U U Q U � I �$Vli �	�GT$U V�QHQ I �i.Q\O*T$KRi$UXVjT$SD��V&U � � T$S �]K I S7T I �LK¦M1O �LM[KRQ S × S ′ TGM[VWQ�s1t"u 
 ��KgÇ �$KNU=Q;i.ÇRO,UqioTL�NSAQ U

£(¤YX °[Zj³W¬ � ZW¬4³�­]\½³�­]^*¸_Zjª{¨�±@±\­]^&^*­]\

 "!$#&%�672P8R'*!P0g#16A%*!$2&%d0&-/2&%�EB),8R8*)_%*)BE,8R6A!$25:A)B%�8R'*!$6A%��=-/3F67:7:A)B%�01)�%*8R'R#&E,8R#1'*)B%�'*),:e-/8R6A!$212&),:7:A)B%`^P#&)c2&!$#&%
'*),2&EB!$2.8R'*),'*!$2&%@:A) D :7#&%(%*!$# � ),2P85��:e-J%R8R'R#&E,8R#1'*)F0�<�-/'R?1'*)]¡�:e-J%*8R'R#&E,8R#1'*) Pilek

01)F01!$35-/672&)
k C{�}� � � ),8EB!$'R'*)B% D !$2&0&-/2.8F-/#�+]'{- D z&)501)B%4672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&% instrk

¡}),8(:e-�%R8R'R#&E,8R#1'*)
Pk

01!$2.8@:A)G01!$35-/672&)5)B%*8 Pkr 01aN�&216]C3�]Y ` v ),8c:A)B%�'*),:e-/8R6A!$2&%b%*!$2P8bEB),:7:A)B%�672&0g#1678*)B% D -/'b:A) D '*!P0g#1678 r D -/'b#12&)f:A),8R8R'*) v 0&-/2&%c:A)�+]'*!$# D ):767?1'*)]Y
 "!$#&%f01aN�&216A%*%*!$2&%�),2&%R#1678*)F0g6ba�a,'*),2.8*%�3G![0g6 �9E�-/8*),#1'*%(01);%R8R'R#&E,8R#1'*)B%�Y � )B%�01aN�&21678R6A!$2&%(%*!$2P8f67:7:7#&% C8R'*aB)B%�0�<>)N�1),3 D :A)B%_%*#1'c2&!]%c8R'*!$6A%�%R8R'R#&E,8R#1'*)B%_01)f?9-$%*)]Y7Y



�]� �������
	���
�������������	�����������
! ��"�#�$��
%��&'���(
��"� � �"	*)+�"�,	*��-"
�-"�"�

V�W
	EWYX ��_
]e]H�B
(���P����
D_
] 
D_%a�o 
(�$��o'bmcq_
]
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= F�H ~�H1I
H�� �$M[K ���$M I T]S M
KgTL�*Q � I i.Q�MjUXSAQ I

A1, . . . , Ak �
V �$M I V � ���$V I

Pilek(A1, . . . , Ak)
S7T

I �LKNM1O �LMPK*Q;T I¦I ��O,U=Ç*QFT]M,�$KmT�M
KgQ;i.Q4K*QNS T �LU �$V�UXVji$M[U ��MgT$K(SAQ I UXV I �LKNMgO �LU �$V I OBS T I¦I Uqp,M&Q I 4

Pilek = 〈k C{����� � , ⊥k, (
�
���

i,
�"�(���

a,
&����������

a)1≤i≤k, a∈Ai
〉

T8S/Q*OTM �$M[K ���$M �
1 ≤ i ≤ k � M �$M[K ���$M � a ∈ Ai

4
� �"���

i := {(ω,popi(ω)) | ω ∈ k C{����� � , popi(ω)
i.Ç���V&U } �

� �"�����
a := {(ω,pushi,a(ω)) | ω ∈ k C{�}� � � } �

� &'���������
a := {(ω, changei,a(ω)) | ω ∈ k C{����� � , changea(ω)

i.Ç���V&U } U
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= F�H�~�H�~ � rWÊ�Ë$Ì�ÍoÊ¢Ì�Ë/Ï�@�� ;1Ëp5ÎË/Ï<�$H�� �$MPK ���$M �cT$S M%K[TL�*Q �

A � S T I �LK¦M1O �LM[KRQ5i	� T]K �NK*QGO �	� MjS7Q �V �$V�Ç �LUqp,M&Q ��ÇFQ I �
T(A) = 〈A∗, ε, (

�`��&�&
a)a∈A〉

�98 ∀a ∈ A � ����&�& a = {(u, ua), u ∈ {0, 1}∗} UÄ_),35-/'*^.#&!$2&%H^.#&)J:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2 mot1
'*)B%R8R'*),672.8*) -/# D 67:A)B%G01)�216 � )�-/# ��)B%R8F#12&)J?16 �R)BE,8R6A!$2�),8

^P#&)�:A)B%�- D1D :76AE�-/8R6A!$2&% mot1 : Pile1 → T(A)
),8

mot1
−1 : T(A) → Pile1

%{!$2.8�01)B% s1t"u C672.8*),' D '*a,8{-/8R6A!$2&%¢Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'=eF�H�~�H Fe��
yËp;<� J Ï{@ÅÏ.É �ÅËp6�@ÅÌ?0 Ê�É:@�;"=ÎÉ Pk

�$H�� �$M[K ���]M I T$S M%K[TL�*Q � I i.Q(MWU SAQ I
A1, . . . , Ak �

Pk(A1, . . . , Ak) = 〈Pk, ε, (•a)a∈cAk
〉

�98vM �$MPK ���$M��
a ∈ Âk �

S7TGK*QNS7T��LU �]V •a Q I �di �$V&VWÇ*Q:MgT]K •a := {(u, u • a) | u, u • a ∈ Pk} U
V�W
	EW
	 � ��i^n l
� oA��_���
L]ei�_!]3�B
(���P��� 
D_
]

 "!$#&%f#18R67:76A%*),'*!$2&%@0g6ba�a,'*),2P8*%43G![0g6 �9E�-/8*),#1'*% D !$#1'4EB!$2&%R8R'R#167'*)G01)G2&!$# � ),:7:A)B%4%R8R'R#&E,8R#1'*)B%;� D -/'R8R67'0�< #12&)(%R8R'R#&E,8R#1'*)401!$212&aB)]Y��Å6 �g!$2&% S = 〈DS , r1, . . . , rm〉
%R#1'c#12&)(%R67+]29-/8R#1'*)

Sig
Y

����Ê�Ï+=ÎÉ�0�6%=
3Å!$#1'c8*!$#&%

O1, . . . , Om ⊆ DS
¡[2&!$#&%`2&!$8*),'*!$2&% SO1,...,Om

:e-\%R8R'R#&E,8R#1'*)f!$?18*),2P#&)f),2J),21'R6AE{z16A%*%{-/2P8
S 01)B%c'*),:e-/8R6A!$2&% (0, 1) C -/67'*)B% r 2&!$#&%_0g67'*!$2&% MPVWT$U K*Q I D !$#1'_%R673 D :76 �9),' v O1, . . . , Om

Y
� ),8R8*)f2&!$# � ),:7:A)@%R8R'R#&E,8R#1'*)()B%R8�01!$2&E401aN�&216A)(%R#1'�:e-;%R67+]29-/8R#1'*)

Sig ∪ {O1, . . . , Om}
),8

SO1,...,Om = 〈DS , r1, . . . , rn, O1, . . . , Om).

���}Ï+����.XÏ�F�H�~�HDK(H�� �$M[K ���$M�� ~O = (O1, . . . , Om) � T8S/QRO Oi ⊆ A∗ � S7T I �LK¦M1O �LM[KRQHT I{I ��O,U=Ç*Q � S�� T$K$�NK*QO*T$KRToO ��Ç,K¦U I �LUqp,M&Q
T(A)

~O
�YS �$UXK4O�K[T MjU �LK*Q���� U�� �HQ I �

T(A)
~O = 〈A∗, ε, (

����&�&
a)a∈A, O1, . . . , Om〉.

À�aN�&216A%*%*!$2&%�:e-"2&!$8R6A!$2501)`�q!$'R34#1:A)"�
m D :e-$EB)B%¢¡o^.#1612&!$#&% D ),'R3G),8R8R'{-(01) D -$%*%*),'��=-$E,67:A),3G),2.8d0�< #12&)�q!$'R34#1:A)(%R#1'b#12&)f%R8R'R#&E,8R#1'*)@�\#12&)��q!$'R34#1:A)4%R#1'c:e-;3��,3G)(%R8R'R#&E,8R#1'*)4a,8*),2&0g#&)]Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'=xF�H�~�H�M ����69Ë8� Ì?.XÏ.É��
m

��.*;1Í.Ï.É8�$H�� V�Q4s1t"u


O �$K �;M[S7Q I M[K

Sig
�
m
MjS7ToO{Q I Q I �cM[VWQ

O �$K �;M[S7Q\ioT]V I
SOM(Sig ∪ {R1, . . . , Rm})

�98�S7Q I
Ri

I �$V �di.Q IfI� �,� �$SAQ I i	� T$KNU ��Ç,�!� � 6 � U



���������v���")+���(�"�,
�-"�`��)���� ��� �]�

�yÏ.ÉBÊ�Ë80XÍ]Ê�0�6%=
3Å!$#1'J8*!$#18

D ⊆ DS
¡�2&!$#&%H2&!$8*!$2&% S|D :e-�%*8R'R#&E,8R#1'*) %*#1'

Sig
01)¼01!$35-/672&)

D
¡�!$?18*),2P#&)�),2

'*)B%R8R'*),67+]29-/2P8b:A)B%c'*),:e-/8R6A!$2&%_01) S -/#�2&!$# � )�-/#�01!$35-/672&) D Y
���}Ï+����.XÏ}F�H�~�H�W�H�� �$MPK ���$M�� ~O = (O1, . . . , Om) � �98 Oi ⊆ A∗ � Q � P I �$M I



QNV I Q �,�NSAQ�O,S � I MgT$K

MjK*Ç���P.Q;iPQ
A∗ � S T I �LK¦M1O �LM[KRQ;T I¦I ��OBUqÇ*Q � S � T]K �NK*Q\O*T$KRToO ��ÇNKNU I �LUqp,M1Q T(A)

~O
|P

Q I �

T(A)|P
~O = 〈P, ε, ( �`��&�& a)a∈A, O1 ∩ P, . . . , Om ∩ P 〉

�98vM �$MPK ���$M��
a ∈ A � ���(&'& a = {(u, ua)| u, ua ∈ P} U

� ��;��jÏ
s !$678

µ
#12&)c- D1D :76AE�-/8R6A!$2G01)`01!$35-/672&) DS

¡/:e-_%R8R'R#&E,8R#1'*)`6735-/+o)`01) S D -/' µ )B%R8�01aN�&216A)d%*#1' Sig D -/'

µ(S) = 〈µ(DS), µ(r1), . . . , µ(rm)〉- � )BE
µ(ri) = {(µ(d1), . . . , µ(dρi

), µ(D1), . . . , µ(Dτi
))| (d1, . . . , dρi

, D1, . . . , Dτi
) ∈ ri}

Y
���}Ï+����.XÏ�F�H�~�H��'H h �]U � | |1 : {0, 1}∗ → N

S � T MLMjS�UqO*T��LU �$V T I{I ��O,UqT$V � � MPV � � �
u
SAQ;V ���#�,KRQHi	� ��O


O,M[K¦K*QNVjO¦Q I i.Q
1
ioT$V I

u �

|T(B)
~O |1 = 〈N, 0, | ����&�& 0|1, |

���(&'&
1|1, |O1|1, . . . , |Om|1〉 ≡ 〈N, 0,+1, |O1|1, . . . , |Om|1〉

�98 | �`��&�& 0|1 = {(n, n), n ∈ N} Q � | �`��&�& 1|1 = {(n, n+ 1), n ∈ N} U
���}Ï+����.XÏ F�H ~�H	��H�� �$M[K ���$M �

1 ≤ i ≤ k � Q � C ⊆ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak) �

pi(Pilek(A1, . . . , Ak)
C) ≡ Pilei(A1, . . . , Ai)

pi(C).

���}Ï+����.XÏ F�H ~�H	
�H�� �$M[K ���$M �
1 ≤ i ≤ k �

fi(T(Â1,k+1)|Pk
) ≡ 〈Pi(A1, . . . , Ai), ε, (•a)a∈cAj

〉 = Pi(A1, . . . , Ai).
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�]\9¬ ^YZj¸_ZA\

V�W*VEWYX Z\[^]`_%a!b^cY_
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Dk�����cYnY_�
L]Ci�_��mnYcq_%]�X hjn���k�
Dk"_
]
Z�-�:A!$+]6A^P#&) s1t"u %R#1'y:e-l%R8R'R#&E,8R#1'*)

Pile1(A)
r E]<>)B%R8 C � C 0g67'*)]¡ D -/'J6A%*!$3G!$' D z16A%*3G)]¡d%*#1'y:=<�-/'R?1'*)EB!$3 D :A),8 T(A)

v -;01a �*�;a,8*af:e-/'R+o),3G),2.8"a,8R#&0g6AaB)]Y9 "!$#&%c'*aB%R#13G!$2&%�6AE,6�:A)B% D 'R672&E,6 D -/#g��'*aB%R#1:78{-/8*%�Y� :w)B%R8 D '*!$# � aJ0&-/2&% <>Ä"-/?�E]ÐHGd^P#&)5:e- s1t"u C 8Rz&aB!$'R6A)J01)H:e-�%*8R'R#&E,8R#1'*) T(A)
)B%R8;01aBE,6A0&-/?1:A)]Y�3Å-/'

6A%*!$3G!$' D z16A%R3G)]¡92&!$#&%b- � !$2&%_01!$2&EG�
I=J 2L6jË`� ��Ï F�H F�H1I���BC2PÍL0�@�;<5�01.�0 Ê$2"�$H � �$MPK
���]M��"T$S M%K[TL�*Q �

A � SAQ I;I �LKNMgO �LMPK*Q T(A) � Pile1(A)
Toi
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��K1Ç �$KNUqQFiPÇRO,UqioTL�NSAQ U

� :W)N�g6A%R8*)_a,+.-/:A),3G),2.8�01)B%d'*aB%R#1:78{-/8*%c%R#1'w:e-401aN�&216A%*%¦-/?167:7678*a]Y1|�!$#$�R!$#1'*%c0&-/2&%R<>Ä"-/?�E]ÐHG�¡.67:�)B%R8 D '*!$# � a^P#&)�:A)B%c:e-/21+.-/+o)B%b01aN�&216A%*%¦-/?1:A)B%b0&-/2&%
T(A)

%*!$2P8b)N�1-$E,8*),3G),2P8b:A)B%c:e-/21+.-/+o)B%b'*a,+]#1:76A),'*%�Y
I=J 2L6jË`� ��Ï�F�H F�H�~!��BC2L>�=?0XÉ�É$;<5�0�.10 Ê$2<�$H � �$M[K ���$M �dT$S M
K[T+�*Q �

A �
6 U z:| � (T(A)) = � |�� (A) �
7 U ϕ1(

z:| �
(Pile1(A))) = � |�� (A) U
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Z})B%H),2&%*),34?1:A)B%y01aN�&216A%*%{-/?1:A)B%H01)
Pile1(A)

!$2.8ya,+.-/:A),3G),2.8Ja,8*a�EB!$3 D -/'*aB%J-/#g� ),2&%{),34?1:A)B%y01)
D 67:A)B%c+oa,2&a,'*aB)B% D -/'c#12¼-/#18*!$35-/8*)@� 1 C=D 67:A)B%�Y ��:})B%R8 D '*!$# � a40&-/2&%=< � '*),E�@HG�^P#}< 67:A%�%*!$2P8ba,+.-/#g��Y
I=J 2L6jË`� ��Ï�F�H F�H F���BC2L>�=?0XÉ�É$;<5�0�.10 Ê$2<�$H � �$M[K ���$M �dT$S M
K[T+�*Q �

A �
6 U z:| � (T(A)) = ϕ1( �

� �
1(A)) �

7 U z:| � (Pile1(A)) = � � � 1(A) U
V�W*VEW
	 � � i�_
c���i�� [�n��(_"o � X

Z�-y01aBE,6A0&-/?167:7678*aG01)\:e-H%R8R'R#&E,8R#1'*)
Pilek

)B%R8 D '*!$# � aB)F0&-/2&% < � s �]�HG D -/'�:=< #18R67:76A%{-/8R6A!$2�0�< #12�8Rz&aB! C'*x,3G)y01)H8R'{-/2&%R�L),'R8;0�< #12&)H%*8R'R#&E,8R#1'*) � ),'*%;%{-J��8R'*)B) C %R8R'R#&E,8R#1'*)N�{YE7�8{-/2P8G01!$212&aB)H#12&)y%R8R'R#&E,8R#1'*) S =
〈D, 
 1, . . . ,



n〉
¡g:e-\��8R'*)B) C %R8R'R#&E,8R#1'*)N�401) S )B%R8

(S)∗ = 〈D∗,
�����

,
&�)+�����

,

 ∗

1, . . . ,

 ∗

n〉
!$Æ �����

= {(w,wd) | d ∈ D} ¡/&�)L�����
= {udd | d ∈ D} ),8�
 ∗i = {(wd1, . . . , wdρi

) |
(d1, . . . , dρi

) ∈ 

i}
Y � :")B%*8H3G!$2P8R'*a�0&-/2&% < u�s Ð]�g¡���-/:eÐBE G(^P#}< #12&) %*8R'R#&E,8R#1'*)�-$0g3G),8�#12&) s1t"u C8Rz&aB!$'R6A)\01aBE,6A0&-/?1:A)@%*%*6�%{-@��8R'*)B) C %R8R'R#&E,8R#1'*)N�;-F#12&) s1t"u C 8Rz&aB!$'R6A)\01aBE,6A0&-/?1:A)]YjZ�-5%R8R'R#&E,8R#1'*) Pilek

)B%R8
s1t"u C 672.8*),' D '*a,8{-/?1:A)\0&-/2&%�:e- k C 678*a,'{-/8R6A!$2¼01)(EB),8R8*)(8R'{-/2&%m�L!$'R35-/8R6A!$2 - D1D :76A^.#&aB)\� T(A)

Y
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%=�F�H F�HDK�H J T;s1t"u
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Pilek

Q I �diPÇRO,UqioTL�NSAQ U "!$#&%�01!$212&),'*!$2&%�0&-/2&%�:e- D -/'R8R6A) � �N¡¢#12&)c-/#18R'*) D '*),# � )c01)`EB)d'*aB%R#1:78{-/8�¡]),2;#18R67:76A%{-/2.8�#12&)d3Ga,8Rz&![01)�q!$#1'R216A%*%{-/2.8Ga,+.-/:A),3G),2P8G01)B%;672g�L!$'R35-/8R6A!$2&%5%R#1';:e-�� %*8R'R#&E,8R#1'*)N�y01)B%F),2&%*),3@?1:A)B%G01aN�&216A%*%{-/?1:A)B%�Y� "!$#&%
D !$# � !$2&%�01a �R�;EB!$2&%*8{-/8*),'b^.#&)�:A)B% D 67:A)B%_-$EBEB)B%*%R67?1:A)B%�0�< #12¼-/#18*!$35-/8*)@� k C=D 67:A)B%c�L!$'R3G),2P8�#12�),2&%*),34?1:A)s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)40&-/2&%�:e-F%R8R'R#&E,8R#1'*) Pilek(A1, . . . , Ak)

Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= F�H F�HNM�H�� �$M[K ���]M���S/Q*O ��QNM[K ~C i.Q I �$M I



Q,V I Q �,�NSAQ I i.Q

k C{����� � (A1, . . . , Ak) � V �$M I V �����$V Iz:| � ~C
k (A1, . . . , Ak)

S7TJO,S7T I{I Q@iPQ I QNV I Q �,�NS7Q I s1t"u


i.Ç���V&U I{I TL�NSAQ I ioT$V I

Pilek
~C(A1, . . . , Ak) U

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= F�H F�H�W�H � �]MPK ���$M �ES/QRO ��QNMPK ~C i	� QNV I Q �#�,S7Q I i.Q
k 

MjUXSAQ I_I MPK�SAQ I T$S M%K[TL�*Q � I

A1, . . . , Ak �

� � � k
~C(A1, . . . , Ak)) ⊆

z:| � ~C
k (A1, . . . , Ak)

L V,MgT$K �LULOBMPS UqQ,K � I U�S7Q I O �	� M � I T$V ��Q I iPQ ~C T MDMgT]K �LU=QNV&VWQ,V � � z:| �
k �
T$S �$K I

� � � k
~C(A1, . . . , Ak) ⊆ z:| �

k(A1, . . . , Ak).

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � s !$678
A = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆, q0,⊥, F )

#12¼-/#18*!$35-/8*);�
k C=D 67:A)B%�Y s # D1D !]%*!$2&%_^.#&)

Q = {p0, . . . , pn}
¡j-/:A!$'*%b:A) � )BE,8*),#1' ~P = ( 	 �/� {p1}(A), . . . , 	 �/� {pn}(A))

)B%R8 s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)0&-/2&%
Pilek

~C Y�
�2�) a�),8�¡ D !]%*!$2&%
Acc(X1, . . . , Xn) :=

∧

i∈[1,n]

∀x,

[x ∈ Xi ⇔ [[x =⊥ ∧ pi = q0] ∨
∨

δ=(pj ,α,a,~o,instr,pi)

∃y ∈ Xj ,
���?�

a(y) ∧ χ ~C
(y) = ~o ∧ 	 ���$��
 (y, x)]]

r �����
a(ω)

EB!$'R'*)B% D !$2&0 ��:e-��L!$'R3@#1:A)F� ∃ω′, ω =
�"�����

a(ω)
�{Y v  _!$#&%;- � !$2&%;E,:e-/67'*),3G),2.8

Pilek
~C |=

Acc(~P )
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�]Y 3Å!$#1'f8*!$#&%"3G!P01x,:A)B% ~S ),8 ~S′
01)

Acc
0&-/2&%

Pilek
~C ¡9:=< 672P8*),'*%*)BE,8R6A!$2�01);EB)B%�01),#g� � )BE,8*),#1'*%f)B%R8),2&EB!$'*)4#12�3G!P01x,:A)401)�:e-\�L!$'R3@#1:A)G�

Pilek
~C |= Acc(S1 ∩ S′

1, . . . , Sn ∩ Sn)
Y

3�#16A%*^.#}< 67:�)N�g6A%R8*);#12&)F%*!$:7#18R6A!$2}¡�67:�)N�g6A%R8*)\#12&) D :7#&% D ),8R678*)F%*!$:7#18R6A!$2�a,+.-/:A)G�y:=< 672.8*),'*%{)BE,8R6A!$2�01)8*!$#&%b:A)B%c3G![01x,:A)B%�0&-/2&%
Pilek

~C Y
�gY 3Å!$#1';8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~S %*!$:7#18R6A!$2 01)

Acc
¡ D !$#1'48*!$#18 i ∈ [1, n]

¡
Pi(A) ⊆ Si

Y � )G'*aB%R#1:78{-/8\%*)
� a,'R6 �9) D -/'\#12&)G672&0g#&E,8R6A!$2 a � 6A01),2P8*)H%*#1'4:e-�:A!$21+]#&),#1';01)B% D :7#&%@EB!$#1'R8*%;E�-/:AE,#1:A%@+oa,2&a,'{-/2.8;:A)B%a,:Aa,3G),2P8*%_01)

Pi
Y

3�#16A%*^P#}< 67:�)N�g6A%R8*)\#12&) D :7#&% D ),8R678*)F%{!$:7#18R6A!$2�),8�^P#&) ~P )B%R8�672&E,:7#&%(0&-/2&%f8*!$#18*)F%*!$:7#18R6A!$2}¡}-/:A!$'*% ~P )B%R8
:=< #1216A^P#&)f3G!P01x,:A)40&-/2&%

Pilek
~C 01)f:e-@�L!$'R3@#1:A)4%R#16 � -/2.8*)5�

Acc∗(X1, . . . , Xn) :=

Acc(X1, . . . , Xn) ∧ ∀Y1, . . . , Yn, Acc(Y1, . . . , Yn) =⇒ X1 ⊆ Y1 ∧ · · · ∧ Yn ⊆ Xn.

�Å6729-/:A),3G),2.8�¡�:=<>),2&%*),3@?1:A) 	 �/� (A)
)B%R8;01aN�&216A%*%{-/?1:A) D #16A%*^P#}< 67:`EB!$'R'*)B% D !$2&0 ��:=< #1216A!$2 01)B% Pi D !$#1'

pi ∈ F
Y

2
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k C=D 67:A)B% rX� !$67'b01aN�&21678R6A!$2¼�gY FgY�� v Y

I=J 2L6jË`� ��ÏvF�HDK�H1I%H h UWS7T I �LKNMgO �LMPK*Q
Pilek(A1, . . . , Ak)

~C
T.i	�5Q ��MPV�Q�s1t"u
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A ∈ k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) � S7Q��]KmT M%KgQGi.Q;O{T$S OBMPS	��

����� � (A)
Toi��GQ �`MPVWQfs1t"u
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�(Ë/ÏPÌ(9jÏ�� � !$2&%R6A01a,'*!$2&%�:A) D '*!P0g#1678 0g67'*)BE,8¼01)�:e- %R8R'R#&E,8R#1'*) Pilek(A1, . . . , Ak)

~C D -/'�:e- %R8R'R#&E C8R#1'*)¼�&216A)
Q = 〈Q, (Eq)q∈Q〉

¡d!$Æ
Eq,Q = {q} Y`À;<�- D '*xB%J:A) 8Rz&aB!$'*x,3G)��gYD�]Y Eg¡`:e-�%*8R'R#&E,8R#1'*) Q ×

Pilek(A1, . . . , Ak)
~C -y#12&) s1t"u C 8Rz&aB!$'R6A)501aBE,6A0&-/?1:A)H%R6 Pilek(A1, . . . , Ak)

~C -J#12&) s1t"u C 8Rz&aB!$'R6A)01aBE,6A0&-/?1:A)]Y
u !$2.8R'*!$2&%(^P#&) ��

����� � (M)

)B%R8 s1t"u C 672.8*),' D '*a,8{-/?1:A)H0&-/2&%fEB),8R8*);%R8R'R#&E,8R#1'*) D '*!P0g#1678�¡�EB);^P#16Å01a C3G!$2.8R'*),'{-501!$2&Ef:A)f8Rz&aB!$'*x,3G)]Y
� :A)B%_-/'*EB% Eα

EB!$'R'*)B% D !$2&01),2.8��\:=<>),2&%*),34?1:A) Rα
01)B%

(x, y)
8*),:A%b^.#&)

∨

δ=(p,α,w,~o,instr,q)∈∆

x ∈ Qp ∧
���?�

w(x) ∧ χ
Q× ~C

(x) = ~o ∧ 	
�(�$��
 (x, y) ∧ y ∈ Qq,

� (q0,⊥k)
)B%R8b01aN�&216A%{%{-/?1:A)G�

s0(x) := Qq0(x)∧ ⊥k (x)
¡

� :A)\01!$35-/672&) 
�8{-/8*| (A)
01) ��

����� � (A)

EB!$'R'*)B% D !$2&0��5:e-yE,:A¿$8R#1'*)@8R'{-/2&%*678R6 � )F01)B%_'*),:e-/8R6A!$2�EB!$' C'*)B% D !$2&0&-/2P8_� Eα
),8b)B%*8�01!$2&E(01aN�&216A%*%{-/?1:A)G�


�8{-/8*|
(A) = {s ∈ Q× k C{����� � | ((q0,⊥), s) ∈ (

⋃

α∈Σ∪{ε}

Rα)∗}.
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A∗ �i.Q �=T$UXS SAQ | ~O| = m � S7Q4S7T$V+�oT��.Q;O*T$KRToO ��ÇNKNU I �LUqp,M1QGi.Q ~O Q I � 4

Lχ(A)
~O = {(a1, ~o1) · · · (an, ~on) ∈ (A× {0, 1}m)∗| ∀i ∈ [1, n], ~oi = χ ~O

(a1 · · · ai−1)}.
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F

0

(c, 1, 0) �
(a, 0, 0)
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(b, 0, 1)

(c, 1, 1)
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(c, 0, 1)
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V�Ï ����Ï K�H1I%H�M�H
� �]MPK ���$M I A ∈ � � ~O(A) � ~O = (O1, . . . , Om) � Oi ⊆ A∗ � Q � Ã ∈ � � (A×{0, 1}m)��QNS I p,M&Q Ã Q I � %*!$#1'*EB) i.Q A �
L(A) = π1(L(Ã) ∩ L ~O

χ (A)).
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¡�8*!$#18�-/#18*!$35-/8*)`0&-/2&% � � (A×{0, 1}m)

)B%R8Î%{!$#1'*EB)w0�< #12;-/# C8*!$35-/8*)"0&-/2&% � � ~O(A)
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I=J 2L6jË`� ��Ï K�H1I
H�W�H�� �$MPK ���$M � ~O ⊆ A∗ i.Q �=T]U SXS7Q m 4

� |�� ~O(A) = π1( �
|��

(A× {0, 1}m) ∩ L ~O
χ (A)).
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χ (A)
Q I �ÎK*QRO �]V&V&M{MgT$K�M[V�T$M �����FT ��Q�i.Ç ��QNK �;U V&U I ��Q

� �$KRToO,SAQ
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A � M �$M[K ���$M�� �$KmT.O,S7Q ~O I MPK

A∗ 4
6 U ���]M �wS T]V+�oT$�.Q;i.T$V I � |�� ~O(A)

Q I ��KRQRO �$V&V&M,MgT$KfM[V�T$M �����FT ��Q @?2oÊ�ÏPËp� 01=�0XÉBÊ�Ï ioT]V I � � ~O(A) U
7 U � |�� ~O(A)

Q I �dOBS � I MgT]K(MPV9U �$V � U V ��Q,K I QRO �LU �$V�Q �dO �	� MjS7Ç �GQ,V � U
U U π1( �

|�� ~O(A×B))
T�MDMgT$K �LUqQ,V � � � | � π1( ~O)(A) U
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),8
L2 ∈ � |�� ~O(A)
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L̃1
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L̃2
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A× {0, 1}| ~O| 8*),:A%_^.#&)

L1 = π1(L̃1 ∩ L ~O
χ (A))

),8
L2 = π1(L̃2 ∩ L ~O

χ (A))

3Å!]%*!$2&%
L = L̃1 ∩ L̃2

¡Î),8
L′ = L̃1 ∪ L̃2

¡Å),8
L′′ = A∗ − L̃1

Y�3�-/';:A)58Rz&aB!$'*x,3G)�01) ��:A)B),2&)
r 8Rz&aB!$'*x,3G)\�gY��gYD� v ¡&EB)B%�8R'*!$6A%�:e-/21+.-/+o)B%b%*!$2P8�'*a,+]#1:76A),'*%b),8�2&!$#&%_- � !$2&%bE,:e-/67'*),3G),2P8\�

L1 ∩ L2 = π1(L ∩ L ~O
χ ), L1 ∪ L2 = π1(L

′ ∩ L ~O
χ )
),8
A∗ − L1 = π1(L

′′ ∩ L ~O
χ ).
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�gY s !$6A),2P8
A
),8
B
01),#g��-/: D z9-/?�),8*%\),8 L ∈ � |�� ~O(A × B)

¡ D !$#1' | ~O| = m
Y � :w)N�g6A%R8*)

L̃
0&-/2&%

(A×B × {0, 1}m)
8*),:}^P#&)

L = π1···2(L̃ ∩ L ~O
χ (A×B))

Y � :A!$'*%¢¡

π2(L) = π1(π2,...,m+2(L̃ ∩ L ~O
χ (A))) = π1(π2,...,m+2(L̃) ∩ Lπ2( ~O)

χ (A)).
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Q � Σ

Q �
A = {a1, . . . , an}

I �$V ��i.Q I QNV I Q �#�,S7Q I ��V&U I �
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Q I �wM[V�S/QRO ��QNMPK5iPQ
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Q,V I Q �,�NSAQ I i.Q

A∗ � T8S/Q*O
m ≥ 0

� � c : Q → {0, . . . ,max} � max ≥ 0Q �
∆ ⊆ Q× Σ× {0, 1}m ×Qn U	 �=T]V �wi �]V&VWÇ

t ∈ A∗ 
�

������� (Σ) � M[V 'R#12 i.Q A I M[K
t
Q I ��MPV�T$K$�NK*Q
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Fχ(A)
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Y � %{%*!PE,6A!$2&%

�@E*z9-$^P#&)"-/#18*!$35-/8*) A = (Q,A,Σ, ~O,∆, q0, c) ∈ � � � ~O ¡.:=<�-/#18*!$35-/8*)�%{-/2&%d!$'{-$E,:A)B% Ã = (Q,A,Σ×
{0, 1}m, ∆̃, q0, c) ∈ � � � !$Æ

∆̃ = {(q, (α, ~o), p0, p1) | (q, α, ~o, p0, p1) ∈ ∆}.
 "!$#&%b- D1D ),:A!$2&% Ã :=<�-/#18*!$35-/8*)4É�6jÌÎË»ÍoÏH01) A Y���:})B%R8`�=-$E,67:A)f01) � a,'R6 �9),'b^P#&)

F(A) = π1(F(Ã) ∩ Fχ(A)
~O(Σ)).

V�Ï ����Ï K�H1I%H�I<~�H�� �]MPK ���]M � ~O = (O1, . . . , Om) � Oi ⊆ A∗ �
� � |�� ~O(A,Σ) = π1(

� � |�� (A,Σ× {0, 1}m) ∩ Fχ(A)
~O(Σ)).

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ K�H1I
H1I F�H � �]MPK ���]M � ~O = (O1, . . . , Om) � Oi ⊆ A∗ � S7Q I O �$K�� � I {T (A)
~O} Q � Fχ(A)

~O(Σ)I �]V � ~O 
 KRQ*O �$V&VjT]U I¦I TL�NSAQ I UZ})B%��L!$' �,8*%�'*)BEB!$2129-/6A%{%{-/?1:A)B%�¡o6721678R6e-/:A),3G),2P8wa,8R#&0g6AaB)B% D -/' u Y t Y]Ä"-/?1672G%*!$2.8wE,:A!]%*)B% D -/'�! D a,'{-/8R6A!$2&%?�!P!$:AaB),212&)B%�¡ D '*!/�R)BE,8R6A!$2;),8 D '*![0g#1678ÅE�-/'R8*aB%*6A),2 rX� !$67' D -/'�)N�g),3 D :A) <>Ä"-/?�E]ÐHG�¡D<>|`z&!oÐ��9G v Y/Z�-bE�-/'{-$E,8*a,'R6A%¦- C8R6A!$2 D '*aBEBaB01),2P8*)b01)B%��q!$' �,8*% ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)B% D ),'R3G),8�01)`+oa,2&a,'{-/:76A%*),'dEB)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%w-/#g�Ga,:Aa,3G),2.8*%01)�� � |�� ~O Y
I=J 2L6jË`� ��Ï K(H�I%H1I-K�H � �$M[K ���$M�� ~O = (O1, . . . , Om) � Oi ⊆ A∗ � S7T O T	�;U SXSAQ � � |�� ~O Q I � I �=TL�NSAQTMgT$K
M[V&U �]V � U V ��QNK I QRO �LU �$V � O ���TMWS7Ç �5QNV � � MjK �Y2BQ*O �LU �]V�Q ��MjK ��i$M[U �`O{T$K ��K1Ç I U=QNV U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1Z�- D '*),# � )4)B%*8c6A01),2.8R6A^P#&)4�FEB),:7:A)(01)B% D !$672.8*%"�;),8b�F0g#�8Rz&aB!$'*x,3G)�`&YD�]Y �gY

27�8{-/2P8_01!$212&a
P ⊆ A∗ #12�:e-/21+.-/+o)(E,:A!]% D -/' D '*aN�1�g)]¡12&!$#&%_01aN�&216A%*%*!$2&%b#12&)f'*)B%R8R'R6AE,8R6A!$2�01)f:e-GE,:e-$%*%*)

� � |�� ~O D ),'R3G),8R8{-/2.8�01)_��'*)BEB!$2129-��A8R'*)N�401)B%`�q!$' �,8*%�0&-/2&% P C � 
�� 
 � Y
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BC2D>E=?0eÊ�0�6'= K�H1I
H1I M ���HÌ�Ê$6%��;gÊ�Ï
P
w{É$2PÍD;<5?.XÏ"�$H � V´T]M ���	�GT���Q A ∈ � � � ~O Q I �

P 

I ÇRO{TL�NSAQ I U4U S

QQP$U I ��Q4M[V�Ç �=T���M1T$K �LUqO,M[S�U=QNK
q⊥ ∈ Q

��Q,SÎp,M&Q
c(q⊥) = 0

Q �
∀t ∈ A∗ 
�

������� (Σ) � r ∈ A∗ 
�

������� (Q)

KNMPV�i.Q A I M[K
t � M �$MPK ���$M � u ∈ A∗ 4

u /∈ P I{I U
r(u) = q⊥

Àf-/2&%`EB)�E�-$%�¡ D !$#1'd8*!$#18d'R#12 r ¡.:A)B%`%*!$#&% C -/'R?1'*)B%`)N�g8*a,'R6A),#1'*%�� P %*!$2P8�-$EBEB) D 8{-/2.8*%c),8 D !$#1'`%{- � !$67'%R6&#12H'R#12
r
)B%R8`-$EBEB) D 8{-/2.8�¡P67:j%R#��G8d01)�8*)B%R8*),'w:e-fEB!$2&0g678R6A!$2y%*#1'�:A)B%�E{z&),3F672&%d672g�&216A%w0&-/2&% P r ),8d01!$2&E

%R6
P
)B%R8��&216=¡98*!$#18b'R#12�)B%R8�-$EBEB) D 8{-/2.8 v YWÀ�) D :7#&%�¡1:A)B%"%*!$3F3G),8*%_^.#16Î2}<�- D1D -/'R8R6A),212&),2.8 D -$%"� P %*!$2P8

35-/'*^P#&aB% D -/'c:=<>a,8R6A^P#&),8R8*) q⊥ Y

�NWYX�W*V � ��
�� �D]ei�k<lm[^nY]8]po�b^cq_%]
Z})b8R'{-/2&%m�q),'R8�01)B%�'*aB%R#1:78{-/8*%d01)c8Rz&aB!$'R6A)_01)B%w-/#18*!$35-/8*)B%`��:e-�:A!$+]6A^P#&)b%R#1'�:A)B%d-/'R?1'*)B%�EB!$3 D :A),8*%w2&!$2a,8R6A^P#&),8*aB%@01!$212&a D -/'@Ä"-/?1672 D ),#18��,8R'*)5a,8*),2&0g# -/#g��-/#18*!$35-/8*)B%F��!$'{-$E,:A)B%�YÅ _!$#&%@a,8{-/?1:76A%*%*!$2&%@#12&)EB!$'R'*)B% D !$2&0&-/2&EB)y?16 �m)BE,8R6 � )J),2.8R'*)H:A)B%@�L!$' �,8*% ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)B%F),8@:A)B%@3G!P01x,:A)B%;01) s1t"u C �q!$'R34#1:A)B%%R#1'(:=<�-/'R?1'*)

T(A)
~O r 8Rz&aB!$'*x,3G) `&YD�]YD� � v Y � :w%¢<>),2&%R#16784^P#&)G:A) D '*!$?1:Ax,3G)y0g# � 6A01) D !$#1'(:A)B%4�L!$' �,8*% ~O C'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)B%5)B%R8\aB^P#16 � -/:A),2.85- � )BEJ:A) D '*!$?1:Ax,3G)�01)y:e- %{-/8R6A%m�j-/?167:7678*a�01)B% s1t"u C �q!$'R34#1:A)B%5E,:A!]%*)B%0&-/2&%

T(A)
~O Y� "!$#&% D '*!$# � !$2&%F�&29-/:A),3G),2P85#12&)�EB!$'R'*)B% D !$2&0&-/2&EB)�-/29-/:A!$+]#&)�),2P8R'*)�:A)B%\�q!$' �,8*%G0&-/2&%

� � |�� ~O
|P
),8Å:A)B% s1t"u C �q!$'R34#1:A)B%�01) T(A)|P

~O ¡/!$Æ P ⊆ A∗ )B%R8ÅE,:A!]% D -/' D '*aN�1�g)d),8 s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)0&-/2&%
T(A)

~O r 8Rz&aB!$'*x,3G)=`&YD�]Y���� v Y
s !$678

A
#12 -/: D z9-/?W),8\�&216=¡�),8 Sig(A) = {ε, ( ����&�& a)a∈A}

#12&)y%R67+]29-/8R#1'*)J!$Æ ����&�&
i
%{!$2.8F01)B%

%R~[34?�!$:A)B%c'*),:e-/8R6A!$212&),:A%_?16729-/67'*)B%b),8
ε
%*~P3@?W!$:76A%*)�#12&)('*),:e-/8R6A!$2�EB!$2&%R8{-/2.8*)]Y

s !$678
φ
#12&)

SOM(Sig(A)) C �L!$'R3@#1:A)H� m D :e-$EB)B% rX� !$67'f01aN�&21678R6A!$2��gY��gY F v ¡�),8 n � -/'R6e-/?1:A)B%":767?1'*)B%�Y|�!$#1853G!P01x,:A) ~C
01)

Φ
0&-/2&%

T(A)|P
~O EB!$'R'*)B% D !$2&0 � #12 -/'R?1'*)�0&-/2&% P C � 
 � 
 � ({0, 1}n)

��:=<�-/'R?1'*)
E�-/'{-$E,8*a,'R6A%R8R6A^P#&)401) ~C 0&-/2&%

P
Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'= K(H�I%H1IPW�H�� VWQ O �$K�� �
F ⊆ P 
 

������� ({0, 1}n)

Q I �@i]U ��Q 01aN�&216A%*%{-/?1:A) i.T$V I
T(A)|P

~O I U
UXS`QQP$U I ��QHM[VWQ O �$K �;MPSAQ � | ~O| MjS7ToO{Q I Q � n S»T]K¦UqTL�NSAQ I S Uq�NKRQ I

φ(X1, . . . , Xn)
i.Ç���V9U I¦I T$V �

F
T$M I QNV I

I M[U�S»T$V �_4

F = { | (A)(S1,...,Sn)
|P ∈ P 
 

������� {0, 1}n : T(A)|P

~O, S1, . . . , Sn |= φ(X1, . . . , Xn)}.

�@T$V I O{Q;O*T I � V �$M I V �����$V I � TL�NM I U�S/Q �5QNV � � T(A)|P
~O, F |= φ UZ})B%��q!$' �,8*%w01aN�&216A%*%¦-/?1:A)B%d0&-/2&%w#12y-/'R?1'*)"EB!$3 D :A),8d2&!$2Ha,8R6A^P#&),8*a_%*!$2P8�?16A),2JEB!$212.#&)B%�¡[),:7:A)B%dEB!$'R'*)B% C

D !$2&01),2.8_)N�&-$E,8*),3G),2.8�-/#g�H�q!$' �,8*%c'*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)B%�Y
I=J 2L6jË`� ��Ï K�H1I
H1I���� �A;<5�01=E�$H J T;O,S T I{I Q�iPQ I O �$K�� � I KRQ*O �$V&VjT]U I¦I TL�NSAQ I � � |�� (A)

O �$KNK*Q I M �]Vji5QQPoT.O

��Q �5QNV � � S�� QNV I Q �,�NS7Q\i.Q I O �$K�� � I i.Ç1��V&U I{I T+�NS7Q I ioT$V I

T(A) U
Z�-�E�-/'{-$E,8*a,'R6A%{-/8R6A!$2 01)B%f�q!$' �,8*% ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)B%@!$?18*),2P#&)H0&-/2&%4:A)G:A),3F3G) `&YD�]YD��� D ),'R3G),8\01)+oa,2&a,'{-/:76A%*),'"EB)�'*aB%R#1:78{-/8_-/#g��-/'R?1'*)B%ba,8R6A^P#&),8*aB%�Y

I=J 2L6jË`� ��Ï K(H�I%H1I ��H � �$M[K ���$M��4S$QRO ��QNM[K ~O
i.Q I �$M I



QNV I Q �,�NSAQ I i.Q

A∗ � � � |�� (A)
~O
O �$KNKRQ I M �$Vji

QQPoT.O ��Q �5QNV � � S�� QNV I Q �,�NSAQ@iPQ I O �]K�� � I iPÇ���V&U I{I TL�NSAQ I QNV J h kdn�i.T$V I
T(A)

~O U
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�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� s !$678
F ∈ � � |�� ~O(A, {0, 1}n)

- � )BE ~O = (O1, . . . Om)
Y

À;<�- D '*xB%�:A)\:A),3F3G) `&YD�]YD���g¡�67:�)N�g6A%R8*)@#12&)@�L!$' �,8�'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)
F̃ ∈ A∗ C � 
�� 
 � ({0, 1}n+m)

8*),:7:A)
^P#&)

F = π1,...,n(F̃ ∩ Fχ(A)
~O({0, 1}n)).

À;<�- D '*xB%�:A)�8Rz&aB!$'*x,3G) `&YD�]YD�3@[¡
F̃
)B%R8�01aN�&216A%*%¦-/?1:A)b0&-/2&%

T(A)
),8�67:j)N�g6A%R8*)�01!$2&E�#12&)c�L!$'R3@#1:A)

φ̃
-B~.-/2.8

n+m
� -/'R6e-/?1:A)B%�:767?1'*)B%b),8c8*),:7:A)(^P#&)

F̃ = { | (S1,...,Sn+m) : T(A) |= φ̃(S1, . . . , Sn+m)}.
� :A!$'*%�¡

F = π1,n({ | (S1,...,Sn,O1,...,Om) : T(A) |= φ̃(S1, . . . , Sn, O1, . . . , Om)})
= { | (S1,...,Sn) | T(A) |= φ̃(S1, . . . , Sn, O1, . . . , Om)}.


�2�'*),3 D :e-$��-/2P8"E{z9-$^.#&) � -/'R6e-/?1:A) Xn+i D -/'�:A)(%R~[34?�!$:A)f'*),:e-/8R6A!$212&),: Oi
¡g2&!$#&%b8R'{-/2&%m�L!$'R3G!$2&%b35-/672 C8*),29-/2.8_:e-@�L!$'R3@#1:A)

φ̃
),2�#12&)"�q!$'R34#1:A)

φ
�
m D :e-$EB)B%b),8 n � -/'R6e-/?1:A)B%�:767?1'*)B%¢Y � ),8R8*)��q!$'R34#1:A) � a,'R6 �9)

F = { | (S1,...,Sn)| T(A)
~O |= φ(S1, . . . , Sn)}

),8
F
)B%R8�01!$2&E401aN�&216A%*%{-/?1:A)(0&-/2&%

T(A)
~O Y

� 2 � ),'*%*),3G),2P8�¡1%R6
F
)B%R8d#12&)��q!$' �,8`01aN�&216A%*%{-/?1:A) D -/'w#12&)b�q!$'R34#1:A) φ(X1, . . . , Xn)

¡[-/:A!$'*%`),2�- D1D :76 C^P#9-/2.8�:e-F8R'{-/2&%m�q!$'R35-/8R6A!$2�672 � ),'*%{)@EB!$2&%R6A%*8{-/2.8(�G'*),3 D :e-$EB),'fE{z9-$^.#&);%R~[34?�!$:A)4'*),:e-/8R6A!$212&),: Oi D -/'":e-� -/'R6e-/?1:A)
Yi
¡P2&!$#&%c!$?18*),2&!$2&%�#12&)b�q!$'R34#1:A)

φ̃
01!$2.8c:A)B% � -/'R6e-/?1:A)B%c:767?1'*)B%c%*!$2.8

X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym),8�01aN�&216A%*%{-/2P8b#12&)��q!$' �,8
F̃ ∈ A∗ C � 
�� 
 � {0, 1}n+m 8*),:7:A)4^.#&)

F = π1,...,n(F̃ ∩ Fχ(A)
~O({0, 1}n))

À;<�- D '*xB%`:A)"8Rz&aB!$'*x,3G) `&YD�]YD�3@[¡
F̃
)B%R8`#12&)b�q!$' �,8`'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)f),8

F
)B%R8c01!$2&E ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)r :A),3F3G) `&YD�]YD��� v Y

2

� 69Ëp6%.1.�;"0XË»Ï K�H1I
H1I 
�H h �$U � ~O MPV�S/QRO ��QNMPKFi.Q4S7T$V+�oT$�PQ I ioT$V I
A∗ UJ Q�MWK �L�,S � �5Q�i]M�S�Uqi.QJQ I �fi.ÇROBULioT+�NS7Q4M �$M[KGS7Q I O �$K�� � I i.T$V I�� � |�� ~O(A)

I{I U
T(A)

~O Toi	�5Q �_MPV�Q
h kdn
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�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�
� s !$678 F #12&)(�q!$' �,8 ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)F01aN�&216A) D -/'�#12&)@�L!$'R3@#1:A) φ(X1, . . . , Xn)

),8�%R# D1D !]%{!$2&%^P#&)�:e- s1t"u C 8Rz&aB!$'R6A)401) T(A)
~O )B%R8_01aBE,6A0&-/?1:A)]Y

� :A!$'*%�¡}EB!$3F3G)
F 6= ∅ %*%*6 T(A)

~O |= ∃X1, . . . , Xn. φ(X1, . . . , Xn)
¡�01aBE,6A01),'\%R6

F
)B%R8 � 6A01)

'*) � 6A),2.8"�;01aBE,6A01),'_01)�:e-F%{-/8R6A%R�j-/?167:7678*a(0�< #12&) s1t"u C �L!$'R3@#1:A)4E,:A!]%*)]Y� � 2 � ),'*%{),3G),2.8�¡1%R# D1D !]%*!$2&%d^.#&) D !$#1'd8*!$#18*)b�L!$'*),8*% ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)]¡P:A) D '*!$?1:Ax,3G)�0g# � 6A01)")B%R801aBE,6A0&-/?1:A)]Y�À;<�- D '*xB%;:A)y8Rz&aB!$'*x,3G) `&YD�]YD� �g¡�E*z9-$^P#&)y�L!$'R3@#1:A)�E,:A!]%*)J�
m D :e-$EB)B% φ %*#1' Sig(A)01aN�&21678_0&-/2&%

T(A)
~O #12&)��q!$' �,8

F ∈ A C � 
 � 
 � ({0, 1}0) 8*),:7:A)4^.#&) F 6= ∅ %*%R6 T(A)
~O |= φ

Y
2Ä_-/?1672�- � -/678�01a �*� D '*!$# � afEB)_'*aB%*#1:78{-/8 D !$#1'`:A)fE�-$% m = 0

¡g),8d3G!$2P8R'*a D -/'�-/67:7:A),#1'*%�^P#&)_:A) D '*!$?1:Ax,3G)0g# � 6A01)`)B%R8�01aBE,6A0&-/?1:A) D !$#1'�:A)B%Î�L!$' �,8*%Å'*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)B%�Y$Z})d8Rz&aB!$'*x,3G)d%*#16 � -/2P8�)B%*8Å01!$2&Ed?16A),2;EB!$212.#��
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�� �$HsJ T ��K1Ç �$KNUqQ�s1t"u i.Q
T(A)

Q I �diPÇRO,UqioTL�NSAQ U "!$#&%(+oa,2&a,'{-/:76A%*!$2&%435-/672.8*),29-/2P8\:A)G8Rz&aB!$'*x,3G) `&YD�]YD� ��-/#g���q!$' �,8*%(01)G01!$35-/672&)
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P
)B%*8(#12

:e-/21+.-/+o)(E,:A!]% D -/' D '*aN�1�g)G�
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BC2D>E=?0eÊ�0�6'= K(H F�H1I ����Ï[Ì @ÎÏ �?;1Ëp0 Ê$2"�$H�� V 2BQNM i.Q/MgT$KNU ��ÇyQ I �"MPV �LM�MjSAQ

J = (V0, V1, E, v0, c)
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V = V0
⊎
V1

Q I ��M[V QNV I Q �,�NS7Q�i.Q I �	� �5Q � I MgT$K �LU �LU �$V9VWÇ�QNV I �	� �5Q � I i$M 2 �]M1QNM[K ��Q � I �	� �GQ � I
i$M 2 �$M&QNM[K 6 � (V,E)

Q I �_MPV��$KRT M
K1Q � v0 ∈ V
Q I �_S7Qyi.Ç MgT$K ��i]M 2�QNMlQ �

c : V → [0,max]
Q I �bM[VWQ

T MDMWS�UqO*T��LU �$V�T I{I ��O,UqT$V � � O�K[TopBM1Q I �	� �GQ ��i$M,�$KRT M
KgQ4M[VWQ�MjK¦U �$KNU ��Ç I �]M I O �]K �5Q@i	� M[V�V �	�,�NKRQ;QNV �LUqQNK
MjKNU I ioT]V I MPV U V ��QNK S/T$S SAQv� �$KNVWÇ U� VWQ ��;1Ë»Ê�0XÏ i.T$V I

J
Q I ��M[V�OjKgQ �;U V U I{I M�iPQ

v0
� ��V9U �]M�U V���V&U �FioT]V I S7Qs�$KRT M
KgQ

(V,E) Uh U"S7T MgT$K �LU=Q¼Q I �E��V&U=Q�Q � ��QNK �;UXVWQ I MPKJM[V I �	� �GQ �
v ∈ Vε � ε ∈ {0, 1}

�=U U Q U�� I U�UXSwV �  T M1T Ii	� T$KRO I4I �$K �=T]V �ci.Q
v
� � SAQ 2 �$M&QNM[K ε Q I �ci.Ç*O,S T]KRÇ�M1QNKRioT$V � �mQ ��MgT$K I M[U ��Q@S�� T$M��LKRQHQ I �E�oT$�]VjT$V � � U h UXV �$V �SAQ��oT$�$VjT]V ��Q I ��i.Ç ��Q,K �;UXVWÇ�MgT$K

n0 �
S»T$SAQNM[KfiPQ_S TTMjS M I M1Q �LU ��QNMjKNU �$KNU ��Ç_KRQNVWO �$V �LK*Ç*Q(U V$��V&U �5QNV � I �]M+S/Q,V �

ioT$V I S7TsMgT]K �LU=Q U L V�i	� T]M �LK*Q I �
��� I � I U�S7TsMgT$K �LU=Q@Q I � v0v1 · · · vn · · ·
T$S �$K I

n0
Q I ��S7QmMjS�M I M1Q �LU �dQNV �LUqQNK

T  T$V �`M[VWQFU V$��V&U ��Ç;i � ��O{O,MPKNK*QNVjO{Q I ioT$V I S7Q � � �
c(v0)c(v1) · · · c(vn) · · · U h U n0

Q I �?MgT$UXK � SAQ_2 �$M1Q,MPK
�yQ I �`i.ÇRO,S7T$K*Ç �oT$�]VjT$V � � ioT]V I S7Q\O*T I O �$V �LKRT$U K*Q � O�� Q I � 6 p,M[U��oT��$VWQ UÈ_2&)`ÉBÊ�Ë`;gÊ$2 �%0XÏ D !$#1'�:A)��R!$#&),#1' ε r ε ∈ {0, 1} v )B%R8Å#12&)��q!$2&E,8R6A!$2,�c-$%*%*![E,6e-/2.8��_8*!$#18 D '*aN�1�g)`0�< #12&)
D -/'R8R6A) π = v0v1 · · · vn

8*),:Å^P#&)
vn ∈ Vε

¡9#12 %*!$3F3G),8
vn+1

8*),:Å^P#&)
(vn, vn+1) ∈ E

YjÈ_2&)4%R8R'{-/8*a,+]6A)
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)B%R8G0g678*)C�N6jÉ�0 Ê�0�6%=?=�Ï .�.XÏ�%R6c),:7:A)�2&)�01a D ),2&0 ^.#&)�0g# %*!$3F3G),8HEB!$#1'{-/2.8 vn
Y�Àf-/2&%GEB)�E�-$%�¡�2&!$#&%F:e-

'*) D '*aB%*),2P8*!$2&% D -/'_#12&);- D1D :76AE�-/8R6A!$2�01) Vε
0&-/2&%

V
YjÈb2&) D -/'R8R6A) π = v0v1 · · · vn · · ·

)B%R8_ÍL6%=��Y69Ë8��Ï
�A�@%R6 D !$#1'"8*!$#18 i ≥ 0

8*),:Å^P#&)
vi ∈ Vε

¡j-/:A!$'*%
vi+1 =

�
(v0 . . . vi)

YjÈb2&)@%R8R'{-/8*a,+]6A)v�@)B%R8 �
;��'=(;"=WÊ�Ï
D !$#1'c:A)`�m!$#&),#1' ε %R6�8*!$#18*) D -/'R8R6A)(EB!$2g�q!$'R3G)4�#�4)B%R8c+.-/+]29-/2.8*) D !$#1'c:A)c�m!$#&),#1' ε YZ�-b2&!$8R6A!$2;01)w%R8R'{-/8*a,+]6A)w+.-/+]29-/2.8*) D ),'R3G),8Å01)dE�- D 8R#1'*),'Å:A)B%Î%*!$3F3G),8*%�� D -/'R8R67'�01)B%{^.#&),:A%Î#12��R!$#&),#1')B%R8�%��1'�01)c+.-/+]2&),' r %R6967:]�m!$#&)�?16A),2 v YoZ})��R!$#&),#1'

ε
�
;��%=ÎÏ@:A)��m),#H%R6167:9)N�g6A%R8*)c#12&)�%R8R'{-/8*a,+]6A) �
;��'=(;"=WÊ�Ïj¡

6=Y>)]Y7¡18*),:7:A)(^P#&)�8*!$#18*) D -/'R8R6A)(EB!$2g�q!$'R3G)4�,�()B%R8c+.-/+]29-/2.8*)]YZ});'*aB%*#1:78{-/8(%R#16 � -/2P84)B%R8"�L'*aB^.#&),3F3G),2P8(#18R67:76A%*a D !$#1'f:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2�01);:e-y8Rz&aB!$'R6A)G01)B%d�R),#g���y:e-8Rz&aB!$'R6A)(01)B%b3G!P01x,:A)B%�Y�� :})B%R8 D '*!$# � a@0&-/2&%�< 
��.Ð��o¡ � | � �]�HG�Y
I=J 2L6jË`� ��Ï K�H F�H�~�H�� �$MPK ���$M �A2�QNM�i.Q:MgT$KNU ��Ç

J
4

6 U M[V�Q � I QNM[S(2 �$M1Q,MPK@T.i	�5Q ��M[VWQ I �LKRT���Ç �$U=Q �oT��$VjT$V ��Q\ioT]V I J �
7 U I U�S7Q�2 �$M&QNMPK

ε
�oT��$VWQ@SAQ 2�QNM � T$S �$K I UXS�Toi	�5Q �wM[VWQ I �LKmT ��Ç �$U=QTM � I U �LU �$V&VWQ,S SAQT�.T$�$VjT$V ��Q U

3Å!$#1'�a � 678*),'d:A)"E�-$% D -/'R8R6AE,#1:76A),'�01)B% D -/'R8R6A)B%d�&216A)B%�¡P67:�)B%R8`EB!$3F3G!P01)�01)"%*)b'*)B%*8R'*),672&0g'*)��@01)B%Î�m),#g�0g678*% O ���TMWS7Q � I,Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= K�H F�H F ����ÏPÌ ÍD6'����.XÏoÊ8�$H�� V 2�QNM Q I �fi$U � ÍD6%���?.XÏoÊ I U�U S�VWQHV � Toi	�5Q �fT$M1O,M[VWQ{MgT$K �LU=Q
��V&U=Q U
V�Ï ����Ï K�H F�HbK(H�� �$M[K ���$M���2�QNM�i.Q:MgT]K¦U ��Ç

J � UXSÎQQP$U I ��Q@M[V 2�QNM¼O �	� MjS7Q �
J ′ ��Q,SÎp,M&Q

� S7Q�2 �$M1Q,MPK �4�oT$�]VWQ
J
I{I U�U S
�oT��$VWQ

J ′ �
� Ç �=T$V �`i �$V&V�Ç*Q@MPV�Q I �LKRT���Ç �$U=QTM �$M[K�2 �$M&QNM[K � �oT$�$VWT$V ��QFioT]V I

J ′ � UXSÅQQP]U I ��Q@MPV�T$S � �$KNU ��K �GQ M&QNK 

�GQ � �=T$V �wiPQ@O{T$S OBMPSAQNK\MPVWQ I �LKRT���Ç �]UqQTM �$MPK�2 �$M&QNM[K � �oT$�$VWT$V ��Q\ioT$V I

J U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � s !$678

J = (V0, V1, E, c, v0)
Yj _!$#&%_EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%_:A)`�R),#¼EB!$3 D :A),8 Jc = (V c

0 , V
c
1 , E

c, c, v0)!$Æ
� V c

0 = {v⊥} ∪ V0� V c
1 = {v>} ∪ V1� c
)B%R8�a,8*),2&0g#&)\-/#g�J01),#g��2&!$# � )�-/#g��%*!$3F3G),8*%�),2 D !]%{-/2P8 c(v⊥) = max

),8
c(v>) = 0� Ec = E ∪ {(v⊥, v⊥), (v>, v>)}∪ {(v, q⊥) | v ∈ V0, (v × V ) ∩ E = ∅}∪ {(v, q>) | v ∈

V1, (v × V ) ∩E = ∅}s 6 �y)B%R8@#12&)y%R8R'{-/8*a,+]6A)y+.-/+]29-/2.8*)�0&-/2&%
Jc D !$#1'\�g¡��y01aN�&21678Fa,+.-/:A),3G),2P8F#12&)H%R8R'{-/8*a,+]6A)y+.-/+]29-/2P8*)0&-/2&%

J D !$#1'T�gY
2

3Å!$#1'�a,8R#&0g6A),'Å:A)B% D -/'R8R6A)B%j�R!$#&aB)B%Î%*),:A!$2\#12&)d%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%R678R6A!$212&),:7:A)]¡/67:g)B%R8Î%*#��5%{-/2.8�01)dEB!$2&%R6A01a,'*),':A)¼2&!$# � )�-/#��R),# !$?18*),2P#´),2 '*)B%R8R'*),67+]29-/2P8�:A)�+]'{- D z&) 0g#��R),# 6721678R6e-/:(-/#g� D -/'R8R6A)B%JEB!$2g�q!$'R3G)B%J��:e-%R8R'{-/8*a,+]6A)]Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= K(H F�HNM ����ÏPÌ¯Ë/Ï.ÉBÊ�Ë/Ï+01=WÊ � Ì?=ÎÏ�ÉBÊ�Ëp;gÊ$2 �'0XÏ<�$H h �$U �

J = (V0, V1, E, c, v0)
MPV 2BQ,M�Q �

� MPV�Q I �LKmT ��Ç �$U=Q{M � I U �LU �$V&VWQ,S SAQsM �$MPK5S7Q 2 �$M1Q,MPK � U � �$M I T I¦I ��O,U �$V I � J Q � � S7Q 2�QNM�K*Q I �LK*QNUXV �
J � =

(V0 ∪ V1, ∅, E �
, c, v0)

�98
E
�
= E1 ∪ {(v, v′) | v ∈ V0,

�
(v) = v′} U

V�Ï ����Ï K(H F�H�W�H�� �$M[K ���$M���2�QNM
J ∈ �¢��� (I)

I T$V I MgT$K �LUqQ I ��V&U=Q I � M �$M[K ���]M ��Q I �LKRT���Ç �$U=Q^M � I U �LU �$V9VWQNSXS7Q� � S7T I �LKRT���Ç �$U=Q � Q I ���oT$�]VjT$V ��Q\ioT$V I J I¦I U�SAQ�2BQNM�KRÇRi]MPU �
J � Q I �?�.T$�$VjT$V ��M �]MPK � U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�<3Å-/'b01aN�&21678R6A!$2 01)d�m),#�'*)B%*8R'*),672.8�¡1#12&)(%*#1678*)�672g�&216A)(01)f%*!$3F3G),8*%
v0 · · · vn · · ·

01aN�&21678�#12&)
D -/'R8R6A)c0&-/2&% J � %*%R6g),:7:A)c01aN�&21678�#12&) D -/'R8R6A)c0&-/2&% J EB!$2g�q!$'R3G)��/�]Y83�#16A%{^.#&)d:A)B% D 'R6A!$'R678*aB%�01)B%�%{!$3F3G),8*%01)B%401),#g���R),#g��%*!$2.8@:A)B%(3��,3G)B%�¡�2&!$#&%4),2l01aB0g#16A%*!$2&%@^P#&)F8*!$#18*) D -/'R8R6A)(�R!$#&aB)G%*),:A!$2!�G0&-/2&% J )B%R8
+.-/+]29-/2.8*) D !$#1's�;%*%R6�8*!$#18*) D -/'R8R6A)(0&-/2&% J � )B%R8c+.-/+]29-/2.8*) D !$#1'b:A)d�m!$#&),#1' �gY
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Ä_),35-/'*^.#&!$2&%�^P#&)wEB)w'*aB%R#1:78{-/8�2}<>)B%R8 D :7#&% � -/:e-/?1:A)`%R6.67:g)N�g6A%R8*)w0&-/2&% J 01)B% D -/'R8R6A)B%Å�&216A)B%Å8*),'R3F6729-/2.8),2
V0
Y 
�2 ) a�),8�¡1#12&)48*),:7:A) D -/'R8R6A)4)B%*8 D ),'*0&-/2P8*)@0&-/2&% J D !$#1'��m!$#&),#1' �g¡W-/:A!$'*%b^P#}<>),:7:A)()B%R8 D ),'*0&-/2.8*)

D !$#1'��(0&-/2&%
J � Y� 2.8R'*![0g#16A%*!$2&%(35-/672P8*),29-/2.8\:e-J:A!$+]6A^P#&)G%R#1'(:A)B%`�R),#g��Y�|�!$#18��R),#

J = (V0, V1, E, v0, c) D ),#18 �,8R'*)-$%*%*![E,6Aa(�\#12&)(%R8R'R#&E,8R#1'*)('*),:e-/8R6A!$212&),:7:A)

� = 〈V, V0, V1, E, v0, c0, . . . , cmax〉
!$Æ D !$#1'c8*!$#18 i ∈ [0,max]

¡
ci = {v ∈ V | c(v) = i} Y3Å!$#1'�8*!$#18*)\%*8R'{-/8*a,+]6A)\%¦-/2&%b3Ga,3G!$67'*)#�\0g#H�m!$#&),#1' �g¡9:A) D '*!$?1:Ax,3G);01)@%¦- � !$67'f%R6N�4)B%*8_+.-/+]29-/2P8*)%*);'*aB0g#1678@��:e-J%{-/8R6A%m�j-/?167:7678*a50�< #12&) s1t"u C �q!$'R34#1:A)HE,:A!]%*)G0&-/2&%f:A)F+]'{- D z&)501)GE�-/:AE,#1:�01)F:e-y35-$E{z1672&)-$%*%*![E,6AaB)(-/#F�R),#�'*aB0g#1678_�#�]Y

V�Ï ����Ï�K(H F�H �%H � �$M[K ���$M���2�QNM�O �	� MjSAQ �
J � U S�QQP$U I ��QHM[VWQ h kdn 
 O �$K �;MPSAQyO,S � I Q ��� ��Q,S SAQyp,M1Q 4 ∀ �I �LKRT���Ç �]UqQ I T$V I �5Ç �
�$U K*Q:M �$M[K 2 �$M1Q,MPK �5ioT]V I

J �
� � |= �`��I{I U � Q I ���oT$�$VjT]V ��Q

�(Ë/ÏPÌ(9jÏJ� � !$3F3G),2&�B!$2&% D -/'dEB!$2&%R8R'R#167'*)b#12&)��L!$'R3@#1:A) P0
8*),:7:A)_^.#&) � � |= P0

%*%*6&67:j)N�g6A%R8*)�#12&) D -/'R8R6A)0&-/2&%
J
� D ),'*0g#&) D -/'Î�m!$#&),#1'��g¡.6=Y>)]Y7¡[%*%R6967:W)N�g6A%R8*)�#12JE*z&),3F672y672g�&216 v0 · · · vn · · ·

8*),:�^.#&)b:A) D :7#&% D ),8R678),2.8R6A),'�- D1D -/'{-/6A%*%{-/2P8�672g�&21673G),2.8�%*!$# � ),2.8_0&-/2&% c′(v0) · · · c′(vn) · · · )B%*8c673 D -/67'�Y
P0 := ∃X, ∃y0 ∈ X.

�]Y ∃n0
673 D -/67'b8*),:�^.#&) cn0(y0)�gY

n0 = min{n| cn(y), y ∈ X}�gY
v0

∗
_ y0

`&Y ∀y ∈ X, ∃y′ 8*),:�^P#&) cn0(y
′)
),8
y

+
_ y′À;<�- D '*xB%�:A)�8Rz&aB!$'*x,3G)=`&Y��gY��g¡1:A)d�m!$#&),#1's� D ),'*0�:A)d�R),#�%*%*6P�R!$#&),#1'=��+.-/+]2&)f:A)c�m),#}¡101!$2&E4�`�

:= ¬P0
Y
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A = {a0, a1}
r 8*!$#&%�:A)B%c'*aB%R#1:78{-/8*%ba,8{-/?1:76A%b'*)B%R8*),2.8 � -/:76A01)B% D !$#1' A ^.#&),:AEB!$2&^P#&) v ¡

� µ
)B%R8c#12�3G!$' D z16A%*3G)4%R#1'L�R)BE,8R6 ��01) A∗ � ),'*%b#12�%*),3F6 C +]'*!$# D ) (M,?)

¡
� P

)B%*8c#12�%*!$#&% C ),2&%*),3@?1:A)(01) A∗ E,:A!]% D -/' D '*aN�1�1)]¡� Oµ|P

01aB%R67+]2&)(:=<>),2&%*),34?1:A)@01)B% � )BE,8*),#1'*% ~O = (µ|P
−1(R1), . . . , µ|P

−1(Rm)) D !$#1' Ri ⊆M
Y

Ä_- D1D ),:A!$2&%�^P#&)f0�<�- D '*xB%�:e-F01aN�&21678R6A!$2��gY��gY��g¡1:e-;%R8R'R#&E,8R#1'*) U �GT$�.Q:MgT$K µ 01) T(A)|P
~O )B%R8

µ(T(A)|P
~O) = 〈µ(P ), µ(ε), ?µ(a0) ?µ(a1), ~R〉,

!$Æ
?µ(ai) = {(σ, σ ? µ(ai))}

¡ D !$#1' i ∈ {1, 2} Y
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 "!$#&% D '*!$# � !$2&%�^P#&) D !$#1'}8*!$#18 ~O ∈ Oµ|P

¡,:A) D '*!$?1:Ax,3G)w0g# � 6A01) D !$#1'�:A)B%��q!$' �,8*% ~O C '*)BEB!$2129-/6A%{%{-/?1:A)B%%*)c'*aB0g#1678c�f01a,8*),'R3F672&),'d:A)�+.-/+]29-/2P8d0�< #124�m),#y01) D -/'R678*ab%{)�01a,'*!$#1:e-/2.8c0&-/2&%�#12&)"-/'*x,2&)_01!$2P8�:A)B%d%*!$3 C3G),8*%�%*!$2.8�672&E,:7#&%�0&-/2&%Å:A) D '*!P0g#1678�01) µ(P )
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~O)
¡g6735-/+o) D -/' µ 01)":e-;%R8R'R#&E,8R#1'*) T(A)|P

~O rX� !$67'
01aN�&21678R6A!$2��gY��gY�� v Y. "!$#&% D '*!$# � !$2&%`a,+.-/:A),3G),2.8`^.#&)b8*!$#18*)c�q!$' �,8 ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%¦-/?1:A)b2&!$2 � 6A01)_EB!$2.8R6A),2.8#12¼-/'R?1'*)

µ|P
−1( ~D) C '*a,+]#1:76A),'�¡W!$Æ ~D

)B%R8�#12 � )BE,8*),#1' s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)40&-/2&% µ(T(A)|P
~O)
r D '*! D ! C%R678R6A!$2 `&Y��gYD�,FgY�� v Y
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672&0g6A^P#&aB% D -/'c:=<>a,8R6A^P#&),8R8*) q⊥ ),8�%*!$2P8b01!$2&E��=-$E,67:A),3G),2.8b6A01),2P8R6 �j-/?1:A)B%�Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= K(H F�H	� ����ÏPÌ � 6jË`;1ÍL.XÏPÉ8�$H��"I¦I ��OBU �$V I � ���$M��4T$M����	�GT���Q�O �	� MjS7Q �;Q �
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I Ç*O*TL�NSAQ A =

(Q, ∅, A, ~O,∆, q0, c) � ~O ∈ Oµ|P
� SAQ�2BQ,M¼i.Q:MgT$KNU ��Ç I MPU�S»T$V � 4

JA = (V0, V1, E, c
′, (µ(ε), q0))

�98

V0 = µ(P )×Q Q �
V1 = µ(P )×∆ �

E = E0 ∪E1
�98

E0 ⊆ V0 × V1 � E1 ⊆ V1 × V0
Q �

E0 = {((σ, p), (σ, δ))| δ = (p, χ
µ( ~O)(σ), p0, p1) ∈ ∆} �

E1 = {((σ, δ), (σ ? µ(i), pi))| pi 6= q⊥, (p, ~o, p0, p1) ∈ ∆, i ∈ {0, 1}} Q �
c′
Q I �di.Ç1��V&U'MgT$K

c′(σ, p) = c(p)
Q �
c′(σ, (p, ~o, p0, p1)) = c(p) UÈ_2&) D -/'R8R6A)c01a,?1#18*)b�":e- D !]%R678R6A!$2 (µ(ε), q0)

Y � z9-$^P#&)Å�m!$#&),#1'}�m!$#&)c-/:78*),'R29-/8R6 � ),3G),2.8`),25- � -/2&��-/2.8
0&-/2&%�:A)��m),#}Y 
�2 D !]%R678R6A!$2 (σ, p)

¡&:A)`�R!$#&),#1's�GE*z&!$6A%R678_#12&)(8R'{-/2&%R678R6A!$2
δ = (p, ~o, p0, p1) D -/'R3F6ÅEB),:7:A)B%� a,'R6 �j-/2.8

~o = χ
µ( ~O)(σ)

),8F%*)y01a D :e-$EB)�),2 (u, δ)
Y����JE*z&!$6A%R678G-/:A!$'*%;:e- 0g67'*)BE,8R6A!$2

i
^.#}< 67: � -�%R#16 � '*)

r
i ∈ {0, 1} v ),8 � -�),2 D !]%R678R6A!$2 (σ ? µ(ai), pi)

Y � 672&%R6=¡ D #16A%*^.#&) µ )B%*84#12l3G!$' D z16A%R3G)]¡ D !$#1'@8*!$#18
D '*aN�1�1)H01) D -/'R8R6A)58*),'R3F6729-/2P8G),2 (σ, x) ∈ V

¡Å%R6
u
)B%R8\:A)53G!$8@�q!$'R3Ga D -/'\:e-�%R#1678*)y01)B%;0g67'*)BE,8R6A!$2&%E*z&!$6A%*6A)B% D -/'�:A)H�m!$#&),#1' �]¡c-/:A!$'*%

µ(u) = σ
Y`Z�<�-/#18*!$35-/8*)�-�~.-/2.8�a,8*a�E{z&!$6A%R6(EB!$3 D :A),8�¡`:A)y�m),#´)B%R8a,+.-/:A),3G),2.8"EB!$3 D :A),8�Y3Å!$#1';#12�8*),:}�R),#}¡}67:d)B%R8 D :7#&%\EB!$3F3G![01)H01) � !$67'@#12&)H%R8R'{-/8*a,+]6A) D !$#1'4:A)(�m!$#&),#1'v��EB!$3F3G)H#12&)- D1D :76AE�-/8R6A!$2G01)B% D '*aN�1�g)B%�01) D -/'R8R6A)B%�0&-/2&% ∆
r -/672&%R6=¡»#12&)w%*8R'{-/8*a,+]6A) D !]%R678R6A!$212&),:7:A)`)B%R8Å#12&)d- D1D :76AE�-/8R6A!$2�

: V0 → ∆
v Y
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I ÇRO{TL�NSAQ A ∈ � � � ~O � ~O ∈ Oµ|P

Toi��GQ �bM[V K¦M[V
ToO*O¦QYM �=T$V � I¦I U�SAQ 2 �$M&QNM[K �yToi	�5Q ��M[VWQ I �LKRT���Ç �]UqQ��oT��$VjT$V ��Q;i.T$V I

JA U�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�
� s !$678 r )B%R8`#12�'R#12�01) A ¡[2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%c:e-;%*8R'{-/8*a,+]6A)f%{-/2&%`3Ga,3G!$67'*)4-$%*%*![E,6AaB)/� r ),2 D !]%¦-/2.8(�
∀v0 . . . vn D '*aN�1�1);0�< #12&) D -/'R8R6A);- � )BE vn ∈ V0

),8�8*),:�^P#&)4:e-y%R#1678*)\01)B%f0g67'*)BE,8R6A!$2&% D 'R6A%*)B% D -/':A)d�R!$#&),#1'=�f)B%R8
u ∈ A∗ ¡

�
r(v0 . . . vn) = (r(u), χ ~O

(u), r(ua0), r(ua1))� :e-/67'*),3G),2P8�¡'�
r
)B%*8c+.-/+]29-/2.8*)4%{%R6

r
)B%R8b-$EBEB) D 8{-/2P8�Y
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� s !$678 ��#12&)f%R8R'{-/8*a,+]6A) D !$#1'c:A)��R!$#&),#1'T�g¡&�;E*z9-$^P#&)f%*!$3F3G),8 u ¡g2&!$#&%_- D1D :76A^.#&!$2&%c:e-\8R'{-/2&%*678R6A!$2672&0g6A^P#&aB) D -/'C� (ρu)
¡�!$Æ

ρu
)B%R8H:A) D '*aN�1�1)�01)�:e- D -/'R8R6A)5�m!$#&aB)¼%*),:A!$2 �o¡�01!$2.8y:e-�%R#1678*)¼01)B%

0g67'*)BE,8R6A!$2&%_E*z&!$6A%R6A)B% D -/'�:A)d�R!$#&),#1'=�f)B%R8
u
�

� r � (ε) = q0
),8
ρε = (µ(ε), q0)

¡
� ∀u ∈ P ¡1%R6�� (ρu) = δ

¡9- � )BE
δ = (p, ~o, p0, p1)

¡&-/:A!$'*% ∀i ∈ {0, 1} 8*),:�^P#&) pi 6= q⊥
¡

r � (uai) = pi
),8
ρuai

= ρu ·
�
(ρu) · (µ(uai), pi)

¡
� %*6 u /∈ P ¡ r � (u) = q⊥
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2
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I ÇRO*TL�,S7Q A ∈ � � � ~O � ~O ∈ Oµ|P

T.i	�5Q �`MPV�K¦M[V
ToO*O¦QYM �=T$V � I¦I U�SAQ 2 �$M&QNM[K �yToi	�5Q ��M[VWQ I �LKRT���Ç �]UqQ �N6jÉ�0 Ê�0�6%=?=�Ï .�.XÏ �oT$�]VjT$V ��Q;ioT]V I

JA Us !$678T�_#12&)�%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%*678R6A!$212&),:7:A) D !$#1'd:A)w�m!$#&),#1' �gY[ _!$#&%c- � !$2&% D '*!$# � af0&-/2&%d:A)":A),3F3G)R`&Y��gY @
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%*)BEB!$2&0 D '*!$?1:Ax,3G)\�5EB),:7#16Î01)(:e-5%{-/8R6A%m�j-/?167:7678*a\0�< #12&)f�q!$'R34#1:A)\E,:A!]%*)40&-/2&%_:e-F%R8R'R#&E,8R#1'*) µ(T(A)|P

~O)-/#1+]3G),2.8*aB)J0�< #12 � )BE,8*),#1'\01)5'*),:e-/8R6A!$2&%\#129-/67'*)B%\EB![0&-/2.8#�]Y�3Î!$#1';EB),:e-g¡Î2&!$#&%4'*) D '*aB%*),2P8*!$2&%FE*z9-$^P#&)%*!$#&% C ),2&%{),34?1:A)c01) V ¡$),8�E*z9-$^P#&)c%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%R678R6A!$212&),:7:A) D !$#1'N�g¡ D -/'�#12 � )BE,8*),#1'�01)d%{!$#&% C ),2&%*),34?1:A)B%01)
µ(P )

Y
s !$678 A ∈ � � � ~O ¡ ~O ∈ Oµ|P

¡12&!$#&%b%R# D1D !]%{!$2&%(�� ∆ = {δ1, . . . , δd}
¡}!$Æ

δi 6= δj D !$#1'(8*!$#18 i 6= j
¡ r 0&-/2&%4EB)GE�-$%¢¡�2&!$#&%40g67'*!$2&%\^.#&) A )B%R8@01)

�=T]U SXS7Q
d
v

� Q = {s1, . . . , sτ}
Y

 "!$#&%�01aN�&216A%*%*!$2&%b-/:A!$'*%b:A)B%b- D1D :76AE�-/8R6A!$2&%"%R#16 � -/2P8*)B%4�� D !$#1'�8*!$#18 D ⊆ V ¡ g(D) = (g1(D), . . . , gd(D), h1(D), . . . , hτ (D))
¡¢!$Æ ∀i ∈ [1, d]

¡
j ∈ [1, τ ]

¡

gi(D) = {σ | (σ, δi) ∈ D}
),8
hj(D) = {σ | (σ, sj) ∈ D},

� 2&!$#&%f-$%*%{!PE,6A!$2&%��G8*!$#18�%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%R678R6A!$212&),:7:A)#� D !$#1'":A)��R!$#&),#1' �50&-/2&% J :A) � )BE,8*),#1' ~S � =
(S � ,1, . . . , S � ,d)

¡
S � ,i ⊆ µ(P )

!$Æ ∀i ∈ [1, . . . d]
¡

S � ,i = {σ ∈ µ(P ) | � (σ, π1(δi)) = δi}.
Äb),35-/'*^P#&!$2&%�^P#&)f:A) � )BE,8*),#1' ~S � E�-/'{-$E,8*a,'R6A%*)(EB!$3 D :Ax,8*),3G),2.8/�]Y
V�Ï ����Ï�K�H F�H�I%I
H h �]U � A ∈ � � � ~O MPV T$M �����FT ��Q I T$V I
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I ÇRO*TL�,S7Q�T8S$QRO ~O ∈ Oµ|P

� Q �
φ(X1, . . . , Xn)

M[VWQ h kdn


O �$K �;MPSAQ I M[K �

A, � �
UXSÎQQP$U I ��Q;MPVWQ O �$K �\M[SAQ

φg �
d
MjS7ToO{Q I@I M[K

µ(T(A)|P )��QNSXS7Q\p,M&Q ∀ �FI �LKRT���Ç �$U=QTM � I U �LU �$V&V�QNS SAQ�M �$M[K(S7Q�2 �$M&QNMPK �Hi.T$V I
J � ∀D1, . . . D` ⊆ V

�
A, � |= φ(D1, . . . , Dn)

I{I U
µ(T(A)|P )

~S � |= φg(g(D1), . . . , g(D`))

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� � !$2&%R8R'R#16A%*!$2&%
φg 0&-/2&%�:A)(E�-$%�!$Æ φ )B%R8c#12&)��q!$'R34#1:A)4-/8*!$3F6A^P#&)G�� 3Å!$#1'�8*!$#&%

i ∈ [1, d]
¡
j ∈ [1, τ ]

¡
σ, σ′ ∈M ¡g2&!$#&%"- � !$2&%@�

� E � ((σ, δi), (σ′, pj))
%{%R6`67:b)N�[6A%*8*)J#12&)�0g67'*)BE,8R6A!$2

ε ∈ {0, 1} 8*),:7:A)�^P#&) σ′ = σ ? µ(aε)
),8

π2+ε(δi) = pj� E � ((σ, pj), (σ
′, δj))

%*%R6
σ = σ′

),8
π1(δi) = pj

),8
σ ∈ S � ,iZÎ-\�L!$'R3@#1:A)

Eg� )B%R8�01!$2&E(E,:e-/67'*),3G),2.8")N� D 'R6735-/?1:A)@0&-/2&% µ(T(A)|P )
~S � Y
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� cg� ,n(X1, . . . , Xp+τ )
EB!$'R'*)B% D !$2&0��;:e-;0g6A%L�R!$2&E,8R6A!$2�01)B%�01),#g�J�q!$'R34#1:A)B%b%*#16 � -/2P8*)B%4�� ∃i ∈ [1, d]

8*),:�^P#&)
Xi = {x} ),8c:A)B%b-/#18R'*)B%b%{!$2.8 � 6A01)B%�),8 c(δi) = n

¡
� ∃j ∈ [1, τ ]

8*),:�^P#&)
Xd+j = {x} ),8b:A)B%b-/#18R'*)B%b%*!$2P8 � 6A01)B%_),8 c(pj) = n

Y
� %*6 φ(X,Y ) := X ⊆ Y ¡-/:A!$'*%

φg(X1, . . . , Xd+τ , Y1, . . . , Yd+τ ) := ∀i ∈ [1, d+ τ ], Xi ⊆ Yi
Y

�Å6729-/:A),3G),2.8�¡j%R6
φ
2}<>)B%R8 D -$%c#12&)��q!$'R34#1:A)\-/8*!$3F6A^.#&)]¡ φg )B%*8�01!$212&aB) D -/'�#12&)�672&0g#&E,8R6A!$2 a � 6A01),2P8*)]Y
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I ÇRO*TL�,S7Qyi.Q �=T]U SXS7Q

d � T�S/QRO ~O ∈
Oµ|P

� UXS(QQP$U I ��Q�M[VWQ h kwn 
 O �$K �;M[S7Q�O,S � I Q � d MjS7ToO{Q � �`� I M[K
µ(T(A)|P ) � ��QNSXS7Q�pBM1Q�M �$M[K ���$M ��Q

I �LKRT���Ç �]UqQ M � I U �LU �$V9VWQNSXS7Q � M �$M[K(SAQ 2 �$M&QNM[K �yioT$V I
JA �

µ(T(A)|P )
~S � |= ��� I{I U � Q I �?�.T$�$VjT$V ��Q

 "!$#&%�3G!$2.8R'*!$2&%�35-/672.8*),29-/2P8w^P#&)`:e- D '*! D 'R6Aa,8*ad��67:&)N�[6A%*8*)`#12&)c%R8R'{-/8*a,+]6A)c+.-/+]29-/2.8*) D !$#1'�:A)Å�R!$#&),#1'��0&-/2&%
JA
�J%*)y'*aB0g#1678H-/# D '*!$?1:Ax,3G)�01)J:e-�%{-/8R6A%m�j-/?167:7678*a�0�< #12&)y�q!$'R34#1:A)�E,:A!]%{)�0&-/2&%;:e-�%R8R'R#&E,8R#1'*)

µ(T(A)|P
~O)
Y 
�2¼#18R67:76A%{-/2.8":A)(:A),3F3G) D '*aBEBaB0&-/2.8�¡W67:Å%R#��G8_01) � a,'R6 �9),'"^P#&) D !$#1'b8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~S 01)

d
%*!$#&% C ),2&%*),3@?1:A)B%�01) µ(P )

¡[:e- D '*! D 'R6Aa,8*a_� ~S EB!P01)_#12&)�%R8R'{-/8*a,+]6A) D !$#1'd:A)w�m!$#&),#1' �»�b)B%R8c)N� D 'R6735-/?1:A)0&-/2&%
µ(T(A)|P

~O)
Y�
�2´%R# D1D !]%{-/2.8 A EB!$3 D :A),8 r 6=Y>)]Y7¡ D !$#1'y8*!$#18 (p, ~o)

¡�67:")N�[6A%*8*)�#12&)¼8R'{-/2&%R678R6A!$2
(p, ~o, ~p)

v ¡j67:�%R#��G8��m#&%R8*)@01)@%�<�-$%{%R#1'*),'"^P#&) D !$#1'"8*!$#18"a,8{-/8 p ¡ D !$#1'"8*!$#18 σ ∈ µ(P )
¡j67:Å)N�g6A%R8*)@#12 ),8

#12�%*),#1:
i ∈ [1, d]

8*),:�^P#&)
� :e- D '*),3F6Ax,'*)@EB!$3 D !]%¦-/2.8*)401) δi )B%R8 p ¡� χ

µ( ~O)(m) = π2(δi)
¡

� ω ∈ Si
Y

� ),8R8*) D '*! D 'R6Aa,8*a�a,8{-/2P8¼�=-$E,67:A),3G),2.8�)N� D 'R6735-/?1:A)�),2 s1t"u ¡_2&!$#&% 01aB0g#16A%*!$2&%�673F3GaB0g6e-/8*),3G),2P8�0g#
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I ÇRO*TL�,S7Qyi.Q �=T]U SXS7Q

d � T�S/QRO ~O ∈
Oµ|P

� U SÎQ P$U I ��Q4MPVWQ h kdn 
 O �]K �;M[S7Q 
��"� A I M[K
µ(T(A)|P

~O) � ��QNS SAQ\p,M&Q ∀S1, . . . , Sd ⊆ µ(P ) �
6 U µ(T(A)|P

~O) |= 
��
�
A(S1, . . . , Sd)

7 U ~S = (S1, . . . , Sd)
O ��iPQ@MPVWQ I �LKmT���Çq�$UqQ I T$V I �5Ç �
�$UXKRQ:M �$M[K(SAQ�2 �$M&QNM[K �yioT$V I
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r � 01aBE,'R678 D -/'d:e-4%*8R'{-/8*a,+]6A)")B%*8 ~S � C '*a,+]#1:76A),'�Y � :W%R#��G8 D !$#1'dEB),:e-@01) � !$67'd:A) � )BE,8*),#1' ~S � EB!$3F3G)"#12!$'{-$E,:A)\672&0g6A^.#9-/2P8 D !$#1'"E{z9-$^.#&) r � (u) = p

¡j:=< #1216A^.#&);8R'{-/2&%R678R6A!$2��J- D1D :76A^P#&),' r 6=Y>)]Y7¡�:=< #1216A^P#&) δ 8*),:7:A)^P#&){�
(µ(u), p) = (µ(u), δ)

v Y

�2�8R'{-/2&%R�L!$'R35-/2P84:A)\8*)B%R8(01)FE*z9-$^P#&);8R'{-/2&%R678R6A!$2

δi ∈ ∆
01)\�=-$�B!$2���- D1D :76A^.#&),'(#12&);8R'{-/2&%*678R6A!$2

δi
�J#12�2&![),#&0

u
%*%R6

µ(u) ∈ Si
¡}2&!$#&%4EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%4#12l-/#18*!$35-/8*)H0�<�-/'R?1'*),@?2oÊ�Ï.Ë8��01=?0XÉBÊ�Ï %{-/2&%

),2.8R'*aB) A � = (Q, ∅, A, µP
−1( ~S � ),∆ � , q0)

¡c!$Æ
∆ � )B%R8�EB!$3 D !]%*a�01)�8*!$#&%�:A)B% (q⊥, ~o, q⊥, q⊥)

^P#16
- D1D -/'R8R6A),212&),2.8�� ∆

¡�-/672&%R6�^P#&)J8*!$#&%F:A)B%
(p,~b, p0, p1)

8*),:A%G^P#&)
δi = (p, ~o, p0, p1)

),8 ~b ∈ {0, 1}d� a,'R6 �9)
bi = 1

),8 D !$#1'c8*!$#18 j 6= i ∈ [1, d]
8*),:�^P#&)

δj
EB!$3F3G),2&EB) D -/' p ¡ bj = 0

Y
Z�< #1216A^P#&)¼'R#12 EB),8y-/#18*!$35-/8*) r %R6�67:")N�[6A%R8*) v )B%R8G#12 'R#12 -$EBEB) D 8{-/2.8J01) A ^.#16")B%R8

µ|P
−1(~S � ) C'*a,+]#1:76A),'�Y
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V�Ï ����Ï K�H F�H1I-K(H�� �$M[K ���$M���Q I �LKRT���Ç �]UqQ I T$V I �5Ç �
�$U K*Q � �oT$�$VjT]V ��Q M �]MPK;SAQ 2 �]M1QNM[K � � S � T$M �����FT ��Q
A � Q I �di.Ç ��QNK �;UXV&U I ��Q � P 
 I ÇRO*T+�NS7Q5Q � I �$V MPV&Uqp,M&Q4K¦M[V�Q I ��MPV�KNMPV�ToO*O{Q M �=T$V ��i.Q A U
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i ∈ [1, d]

8*),:�^P#&)
π1(δi) = r(u)

),8
µ(u) ∈ S � i D -/'501aN�&21678R6A!$2�01)�0g#�EB!P0&-/+o)�01)J:e-�%R8R'{-/8*a,+]6A)]Yu !$2.8R'*!$2&%b^P#&)fEB),8�#1216A^P#&)f'R#12

r
)B%R8c#12�'R#12¼-$EBEB) D 8{-/2P8_01) A �

� r(ε) = q0� ∀u ∈ A∗ ¡�:e-�8R'{-/2&%*678R6A!$2 (r(u), χ
µ|P

−1( ~S � )(u), r(ua0), r(ua1))
- D1D -/'R8R6A),2.8G� ∆ � ),8\67:w)N�g6A%R8*)01!$2&E

i ∈ [1, . . . , d]
),8
~o
8*),:A%_^.#&)

δi = (r(u), ~o, r(ua0), r(ua0)) ∈ ∆
),8��

i = 1
Y9 "!$#&%_- � !$2&%

01!$2&E401) D :7#&%s� (µ(u), r(u)) = (µ(u), δi)
),8b01!$2&E

~o = χ ~O
(u)

Y
À�!$2&E]¡

r
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`&YD�]Y�� `&¡ D !$#1'd8*!$#18c-/#18*!$35-/8*) A 0&-/2&% � � � ~O ¡.67:�)N�g6A%R8*)b#12J-/#18*!$35-/8*) B ∈ � � � ~O ¡ P C %*aBE�-/?1:A)]¡[8*),:W^P#&)
F(A)|P = F(A)|P
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D !$#1' ~O ∈ Oµ|P

8*),:}^P#&)
P
)B%R8 s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)(0&-/2&% T(A)
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�N6jÉ�0 Ê�0�6%= K(H F�H1I�M�H � �$M[K ���$M ��Q O �]K�� �

F ∈ � � | � ~O(A)|P �
�98 ~O ∈ Oµ|P

� Q � P Q I � h kdn

i.Ç���V&U I¦I TL�,S7Q\ioT$V I

T(A)
~O � UXSÎQQP$U I ��Q d ≥ 0

Q �wM[VWQ O �$K �;MPSAQ 
��"�
F
�
d
S»T$KNULT+�NS7Q I S�Uq�NK*Q I ��QNSXS7Q\p,M&Q

6 U F 6= ∅ I{I U µ(T(A)|P
~O) |= ∃X1, . . . Xd.
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F (X1, . . . , Xd)7 U ∀S1, . . . , Sd ⊆ µ(P ) �I U

µ(T(A)|P
~O) |= 
��"�

F (S1, . . . , Sd)
T$S �$K I

F
O �]V �LUqQ,V ��M[V�T$K �,KRQ

µ|P
−1(~S) 
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−1(~R) U
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~O Q I �di.Ç*O,ULi.TL�NSAQ �

� S7Q:MjK �L�NS � �5Q;i$MCS�Uqi.Q;Q I �`i.ÇROBULioT+�NS7Q M �$M[K(S7Q I O �$K�� � I ~O 
 KRQRO �$V&VjT$U I{I TL�NSAQ I U



E�� � �����"	*��
�� �����v-�� 	
�(	*�`� ���'	*)+	���-  
�����,���(���$��

�(&%����
�����
��'��
��
��&��������

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ�� s !$678
F
#12&);�q!$' �,8 ~O C '*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)H),8 
��"� F

:e-H�q!$'R34#1:A)5a,8{-/?1:76A)50&-/2&%(:e- D '*! D !]%R678R6A!$2
`&Y��gYD�,FgY s 6�!$2�%{-/678G01aBE,6A01),'H%R6
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µ
M[V � �]KqM
KPU I �GQ_i.Q

A∗ ioT$V I M[V � �]V ���qi.Q � Q � P ⊆ A∗ O,S � I MgT$K
MjK*Ç���P.Q � S�� T MDMWS�UqO*T��LU �$V KRQ I �LKRQ,U V ��Q µ|P Q I �wi]U ��Q r?tvuxw 01='9jÏPË»É�0�5�.XÏ�I U ∀ ~O = (O1, . . . , Om) � Oi ⊆ P �
∀D ⊆ µ(P )
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µ(T(A)|P
~O)
U � MjS ULpBM1Q

µ|P
−1(D)

s1t"u


i.Ç���V9U I¦I TL�NSAQ`ioT$V I

T(A)|P
~O U

I=J 2L6jË`� ��Ï K(H F�H1I 
�� I Ëp;"=�É � Ï.Ë»Ê\@ÎÏe.�;��ÅË`6%�ÎË80�2oÊ$2Cu B��$H h �]UqQNV �
µ
M[V �
�$KYM
K.U I �5Q(iPQ

A∗ S$QNK IM[V � �]V ���qi.Q�p,M&QNS O �$Vjp,M&Q � P ⊆ A∗ � Q � ~O M[V S/Q*O ��QNM[KfiPQ I �$M I


QNV I Q �,�NS7Q I i.Q

P
��QNS I p,M1Q

HT(µP , ~O)Q �
µ|P

Q I ��s1t"u


UXV"S/QNK I Uq�NSAQ � T$S �$K I

µ(T(A)|P
~O)

S$ÇNK¦U �dQ"u À U �TMWS�Uqp,M&Q
T(A)|P

~O S/ÇNKNU �`Q"u À U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ �&À;<�- D '*xB%b:A)48Rz&aB!$'*x,3G)�`&YD�]Y����\),8 D #16A%*^P#&) µ(T(A)|P

~O)
� a,'R6 �9) u À;¡ D !$#1'�8*!$#18*)4�L!$' �,8 ~O C'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A);2&!$2 � 6A01)

F ⊆ P C � 
�� 
 � ({0, 1}) ¡�67:�)N�[6A%R8*) ~S s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)F0&-/2&% µ(T(A)|P
~O)8*),:Î^P#&)

F
EB!$2.8R6A),2.8�#12�-/'R?1'*)

µ|P
−1(~S) C '*a,+]#1:76A),'�Y'3�#16A%*^P#&) µ|P )B%R8 s1t"u C 672 � ),'*%R67?1:A)]¡ µ|P−1(~S)

)B%R8
s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)40&-/2&% T(A)|P

~O ),8�0�<�- D '*xB%�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 `&Y��gY��g¡
T(A)|P

~O � a,'R6 �9) u À;Y
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P
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UXV"S/QNK I Uq�NSAQ � Q � µ(T(A)|P
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L
Q I � h kdn
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T(A)|P
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i.Ç���V9U I¦I TL�NSAQ\ioT$V I

µ(T(A)|P
~O)

��QNSÎp,M&Q
L
Q I �

µ|P
−1( ~D) 
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�(Ë/ÏPÌ(9jÏ�� s # D1D !]%*!$2&%f^.#&) L )B%R8�01aN�&216�0&-/2&%

T(A)|P
~O D -/'�#12&)@�q!$'R34#1:A) s1t"u φ(X)

Y � ),8R8*)\�q!$' C34#1:A)501aN�&21678@0&-/2&%
T(A)|P

~O :e-H�q!$' �,8
F = {T(A)L

|P}
),8(0�<�- D '*xB%(:A)F8Rz&aB!$'*x,3G) `&YD�]Y����]¡

F
)B%R8 ~O C'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/?1:A)]Y(3�#16A%*^P#&) D -/'f:=< z.~ D !$8Rz&xB%*)]¡ µ(T(A)|P

~O)
� a,'R6 �9) u À;¡�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 `&Y��gY���-$%{%R#1'*)

01)":=<>)N�[6A%*8*),2&EB)f0�< #12 � )BE,8*),#1' ~D ¡ s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)f0&-/2&% µ(T(A)|P
~O)
¡g),8c8*),:�^P#&)":=<�-/'R?1'*)

T(A)L
|P)B%R8

µ|P
−1( ~D) C '*a,+]#1:76A),'�Y%3Å-/'b01aN�&21678R6A!$2 0�<�-/'R?1'*)f'*a,+]#1:76A),'�¡&:A)(:e-/21+.-/+o) L )B%R8 µ|P−1( ~D) C '*a,+]#1:76A),'�Y

� 2 � ),'*%*),3G),2P8�¡`%R6 ~D )B%R8 s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)�0&-/2&% µ(T(A)|P
~O)
¡d-/:A!$'*% D #16A%{^.#&) µ|P )B%R8 s1t"u C672 � ),'*%*67?1:A)]¡

µ|P
−1( ~D)

)B%R8 s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)F0&-/2&% T(A)|P
~O Y�7�8{-/2P8401!$212&a L ∈ � | � µ|P
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L
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�NW*VEW � ��[ _ �E_
a �^cq_ i���o�� �^c n � o��Dn��([
À"6ba�a,'*),2.8*%�-/#18*),#1'*%�!$2P8�)N�[z167?�aB%J01)B%�E,:e-$%*%*)B%�01) D '*aB0g6AE�-/8*% R ⊆ N D !$#1'J:A)B%*^.#&),:A%J:e-l%R8R'R#&E C8R#1'*) 〈N, 0,+1, R〉 -$0g3G),8J#12&) s1t"u 8Rz&aB!$'R6A)�01aBE,6A01-/?1:A)]Y�3�-/'�)N�g),3 D :A)]¡d:e-�E,:e-$%*%*) 01)B% D '*aB0g6AE�-/8*%3G!$' D z16A^P#&)B%Fa,8R#&0g6AaB)y0&-/2&% < � | �]� G�¡�!$# EB),:7:A)Ja,8R#&0g6AaB)y0&-/2&%\:A)yE*z9- D 678R'*) ���¼01)JEB)535-/2P#&%*E,'R678�Y � )B%

%R8R'R#&E,8R#1'*)B% D ),# � ),2.8 �,8R'*) � #&)B%_EB!$3F3G)\01)B%_%*8R'R#&E,8R#1'*)B%_6735-/+o)B% D -/'"#12�3G!$' D z16A%R3G)]¡WEB)4^P#16 D ),'R3G),88R'{-/2&%m�qa,'*),'b:e- D '*! D 'R6Aa,8*a@01)@01aBE,6A0&-/?167:7678*a � ),'*%_01)B%_%*8R'R#&E,8R#1'*)B%_0�<�-/'R?1'*)B%�Y'7�8{-/2P8"01!$212&aB%"01),#g�¼-/: D z9- C?�),8*%
A
),8
B
¡}- � )BE

B ⊆ A
¡�:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2 lB : A∗ → N

^P#16��y8*!$#18(3G!$84-$%*%*![E,6A)F%*!$2�2&!$34?1'*)H01)
:A),8R8R'*)(0&-/2&%

B
)B%R8c#12�3G!$' D z16A%*3G)(%R#1'L�R)BE,8R6 �mY

� 69Ëp6%.1.�;"0XË»Ï K�H F�H�~%~�H � �$M[K ���$M�� ~N = (N1, . . . , Nm) � Ni ⊆ N
��QNS1p,M1Q 〈N,+1, ~N 〉 Toi��GQ ��MPVWQ�s1t"u 
��KgÇ �]K¦U=Q;i.ÇRO,UqioTL�,S7Q � S T I �LKNM1O �LMPK*Q 〈A∗, (

����&�&
a)a∈A, lB

−1( ~N)〉 T.i	�5Q ��M[VWQ�s1t"u 

��KgÇ �]K¦U=Q;i.ÇRO,UqioTL�,S7Q U� )�'*aB%R#1:78{-/8b-\01a �*�;a,8*a D '*!$# � af0&-/2&%�<>|`z&!D�]�1¡ D '*! D !]%R678R6A!$2¼�HG�¡ D !$#1'c:A)�E�-$% B = A

¡1EB!$3F3G)�#12&)
- D1D :76AE�-/8R6A!$2�0g67'*)BE,8*)H01)B%f'*aB%R#1:78{-/8*%@%R#1'f:A)B% i.ÇYMWS�UqT$�.Q I(01);+]'{- D z&)B%@!$?18*),2.#&%\0&-/2&% < � !$#9ÐBF&¡ � �´Ð � Gb�
%R6Å#12�+]'{- D z&);-$0g3G),8�#12&)\8Rz&aB!$'R6A) s1t"u 01aBE,6A0&-/?1:A)]¡}-/:A!$'*%�:=<�-/'R?1'*);!$?18*),2.# D -/'f01a D :76e-/+o);0g#�+]'{- D z&)a,+.-/:A),3G),2.8�Y]ZÎ-b%R8R'R#&E,8R#1'*) 〈A∗, (

�`��&�&
a)a∈A, lA

−1(R)〉 D ),#18 �,8R'*) � #&)wEB!$3F3G)d:A)�01a D :76e-/+o)`0g#@+]'{- D z&)
〈N,+1a1 , . . . ,+1an , R〉

¡¢!$Æ
A = {a1, . . . , an}

),8�:A)B%�'*),:e-/8R6A!$2&%
+1ai

%*!$2.8Î8*!$#18*)B%Îa,+.-/:A)B%��c:e-�'*),:e-/8R6A!$2
+1
Y�|�!$#18*)N�q!$6A%�¡}�H2&!$8R'*);EB!$2129-/6A%*%{-/2&EB)]¡�67:�2}<>)B%R8 D -$% D '*!$# � a;^.#&)\:=<>! D a,'{-/8R6A!$2�01)\01a D :76e-/+o) D '*aB%{),' � ):e- D '*! D 'R6Aa,8*a u À;Y

� 69Ëp6%.1.�;"0XË»Ï K(H F�H�~"F�H � �]MPK ���$M��ES/QRO ��QNMPK ~N i.Q I �]M I


QNV I Q �,�NSAQ I i.Q

N
��QNS}p,M1Q 〈N, 0, +1, ~N〉 S/ÇNKNU �dQn�� �

6 U S7T I �LKNMgO �LMPK*Q 〈A∗, ε, (
����&�&

a)a∈A, lA
−1( ~N)〉 S/ÇNKNU �dQ(n�� �

7 U SAQ I QNV I Q �,�NSAQ I i.Ç���V&U I¦I TL�,S7Q I i.T$V I 〈A∗, ε, (
����&�&

a)a∈A, lA
−1( ~N)〉 O ���XVjO,Uqi.QNV ��QQPoT.O ��Q �5QNV �T�S/QROlSAQ I S T]V+�oT$�.Q I KRQRO �$V&V&M I MgT]K�T$M �����FT ��Q I ioT$V I � � lA

−1( ~D) � M �$M[K ~D
i.Ç���V9U I¦I TL�NSAQlioT$V I

〈N, 0, +1, ~N〉 U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏJ� � )B%w'*aB%R#1:78{-/8*%`%*!$2P8�673F3GaB0g6e-/8*%`),2J- D1D :76A^P#9-/2.8d:A)B%w8Rz&aB!$'*x,3G)[`&Y��gYD��Ð@),8�`&Y��gY����gY 3Å!$#1' D !$# C� !$67'�:A)B%Å- D1D :76A^P#&),'�¡$67:g%R#��G8Å01) � a,'R6 �9),'�^.#&)w:A)d3G!$' D z16A%R3G) l )B%R8 s1t"u C 672 � ),'*%R67?1:A)]Yo "!$#&%ÎEB!$3F3G),2&�B!$2&%
D !$#1'(EB),:e- D -/'(01aN�&2167'f#12�'*)BEB!$# � '*),3G),2P8401) A∗ 8*),:�^P#&)]¡ l )B%R8�#12&);?16 �R)BE,8R6A!$2�%R#1'(E*z9-$^P#&)Fa,:Aa,3G),2.80g#y'*)BEB!$# � '*),3G),2P8�¡&),8w:e- D '*! D 'R6Aa,8*a_� �,8R'*)"#12ya,:Aa,3G),2P8�0g#H'*)BEB!$# � '*),3G),2.8m�f)B%R8`)N� D 'R6735-/?1:A)f),2JZ s1t"u0&-/2&%c:e-;%R8R'R#&E,8R#1'*)

T(A)
Y1 "!$#&%�E*z&!$6A%*6A%*%*!$2&% R �q!$'R3Ga(01)�8*!$#&%c:A)B%

R
EB!$2&%*8R678R#9-/2.8b#12�E{z&),3F672�672g�&216

6A%*%R# 01)
ε
¡jE]<>)B%R8f�H0g67'*)@^P#}< 67:Å)N�g6A%R8*)@#12¼3G!$8"672g�&216

w
8*),:Å^P#&)

R
)B%R8_EB!$3 D !]%*a\)N�1-$E,8*),3G),2P8(01)48*!$#&%:A)B% D '*aN�1�1)B%c�&216A%�01) w Y � )f'*)BEB!$# � '*),3G),2.8 � a,'R6 �9)@E,:e-/67'*),3G),2.8_:A)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%"-/212&!$2&EBaB)B%¢Y3Å!$#1'G8*!$#18*)J�q!$'R34#1:A)

φ
�
n
� -/'R6e-/?1:A)�:767?1'*)B%G%R#1' S = 〈N, 0, +1, R〉 ¡�2&!$#&%5EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&% D -/'672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1'":e-5%*8R'R#&E,8R#1'*)\01)
φ
¡9#12&)@�q!$'R34#1:A)

φ′
%R#1'

T(A)l−1 ~N �
n+ 1

� -/'R6e-/?1:A)@:767?1'*) � a,'R6 �j-/2.8
D !$#1'c8*!$#18 R ∈ R ¡ D !$#1'�8*!$#&% S1, . . . , Sn ⊆ A∗ �

T(A)l−1( ~N) |= φ′(S1 ∩R, . . . , Sn ∩R,R)
%*%*6 S |= φ(l(S1 ∩R, . . . , Sn ∩R)).

r � v
� 0′(x, Y ) := ε(x)

¡
� (+1)′(x1, x2, Y ) :=

∨
a∈A

����&�&
a(x1, x2)

¡
� %*6 ϕ := ∃X,ψ(X,X1, . . . , Xn)

¡&-/:A!$'*%
ϕ′ := ∃X,ψ′(X ∩ Y,X1, . . . , Xn, Y )

¡
� %*6 ϕ := ∀X,ψ(X,X1, . . . , Xn)

¡&-/:A!$'*%
ϕ′ := ∃X,ψ′(X ∩ Y,X1, . . . , Xn, Y )

¡
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:A)B%ÅE�-$%Î01)B%��L!$'R3@#1:A)B%
X1 ⊆ X2

),8
X1 ⊆ N

%*!$2.8�01!$212&aB%�01)��=-$�B!$2\a � 6A01),2.8*)]¡/:A)B%ÅE�-$%Î01)wEB!$34?16729-/6A%*!$2&%
?�!P!$:AaB),212&)B%�a,+.-/:A),3G),2P8b�

(φ∨ψ)′ := φ′∨ψ′ ¡ (φ∧ψ)′ := φ′∧ψ′ ),8 (¬φ)′ := ¬φ′ Y � :g)B%*8�-$%{%*)��c%R673 D :A)01) � a,'R6 �9),'"^.#&)f:A)B%��L!$'R3@#1:A)B%"-/672&%*6�EB!$2&%R8R'R#1678*)B%"%{-/8R6A%m�q!$2.8�?16A),2¼:=<>aB^.#16 � -/:A),2&EB) r � v Y& "!$#&%�8R'{-/678*!$2&%_6AE,6
%R673 D :A),3G),2P8\:A)HE�-$%401)H:e-�^P#9-/2.8R6 �9E�-/8R6A!$2 )N�g6A%R8*),2.8R6A),:7:A)]¡ÅEB),:7#16d01)5:e-�^P#9-/2.8R6 �9E�-/8R6A!$2 #1216 � ),'*%*),:7:A)y)B%R86A01),2.8R6A^P#&)]Y

s !$6A),2P8
S1, . . . , Sn ⊆ A∗ ),8 R ∈ R Y<3�-/'_EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2}¡

T(A)l−1( ~N) |= φ′(S1 ∩R, . . . , Sn ∩R,R)
%*%*6

∃S ⊆ A∗, T(A)l−1( ~N) |= ψ′(S ∩R,S1 ∩R, . . . , Sn ∩R,R)
%*%R6 r D -/'�z}Y 6=Y v

∃S ⊆ A∗, S |= ψ(l(S ∩R), l(S1 ∩R), . . . , l(Sn ∩R))
%*%R6 r E�-/'

l|R
)B%R8c?16 �m)BE,8R6 � ) v

∃D ⊆ N, S |= ψ(D, l(S1 ∩R), . . . , l(Sn ∩R))
%{%R6

S |= ∃X, ψ(X, l(S1 ∩R), . . . , l(Sn ∩R)).

 "!$#&%`- � !$2&%`'*),35-/'*^.#&af^P#&) Fk+1
�q!$'R3G)_#12y'*)BEB!$# � '*),3G),2.8b01)

A∗ ),8`^.#&)":e-4'*)B%R8R'R6AE,8R6A!$2�01) l �48*!$#18
R ∈ R )B%R8c?16 �R)BE,8R6 � )]Y&À�!$2&E ∀D ⊆ A∗ ¡ D′ ⊆ N

¡

D = l−1(D′)
%*%R6 ∀R ∈ R, l(R ∩D) = D′.

� :A!$'*%�¡ D !$#1'b8*!$#18*)��L!$'R3@#1:A) φ(X1, . . . , Xn)
%R#1' S ¡g:e-\�q!$'R34#1:A)

φl(X1, . . . , Xn) := ∀R ∈ R, φ′(R ∩X1, . . . , R ∩Xn, R)

%{-/8R6A%m�=-/678
T(A)l−1( ~N) |= φl(D1, . . . , Dn)

%*%R6 ∃D′
1, . . . , D

′
n

8*),:A%@^.#&) S |= φ(D′
1, . . . , D

′
n)
),8 D !$#1'8*!$#18

i ∈ [1, n]
¡
l−1(Di) = D′

i

Y1ZÎ- D '*! D !]%*678R6A!$2�)B%R8�01!$2&E D '*!$# � aB)]Y
2

s #1678*)�� 01)J'*aBEB),2.8*%G8R'{- � -/#g�l2&!$2 ),2&EB!$'*) D #1?1:76AaB%G01) � Y�Ä_-/?1672&! � 6AE*z <>Ä_-/?
�BFHG�¡Å67:�%*),34?1:A)�^P#&)
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R
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Z})B%4'*aB%R#1:78{-/8*%4!$?18*),2P#&%@0&-/2&%4:A)FE*z9- D 678R'*) D '*aBEBaB01),2.8 r 8Rz&aB!$'*x,3G)B%=`&Y��gYD�3@[¡�`&Y��gYD��Ð�),8�`&Y��gY���� v !$2P8
a,8*aGa,8{-/?1:76A% D !$#1'(01)B%@%R8R'R#&E,8R#1'*)B%@-�~.-/2.8 D !$#1'401!$35-/672&)5#12�),2&%*),34?1:A)H01)F3G!$8*%�Y} "!$#&%f2&) D !$# � !$2&%01!$2&E D -$%�:A)B%�- D1D :76A^P#&),'�0g67'*)BE,8*),3G),2.8d%R#1'�:A)B%�),2&%*),3@?1:A)B%�01) D 67:A)B%�678*a,'*aB)B%�Y.|�!$#18*)N�q!$6A%�¡$2&!$#&%�- � !$2&%�3F6A%),2Ha � 6A01),2&EB)b0&-/2&%�:A)bE{z9- D 678R'*)�C3�]Y `@:A)c�=-/678�^.#&)�:=<>),2&%*),34?1:A)

k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)
)B%*8�),2G?16 �R)BE,8R6A!$2J- � )BE

#12 ),2&%*),34?1:A)�01)y3G!$8*%FÍL.�6jÉ���;1Ë �ÎËp2D> �}Ï�2&!$8*a Pk(A1, . . . , Ak)
Y� _!$#&%;01aN�&216A%*%{!$2&%;:e-¼%*8R'R#&E,8R#1'*)

Pk(A1, . . . , Ak)
01!$2.8`:A)"01!$35-/672&)f)B%R8 Pk(A1, . . . , Ak)

¡P),8d:A)B%d'*),:e-/8R6A!$2&%c%*!$2.8cEB),:7:A)B%d672&0g#1678*)B% D -/'`:A)
D '*![0g#1678@�y+.-/#&E*z&) D -/'(#12&);:A),8R8R'*)50&-/2&%f:A);+]'*!$# D )F:767?1'*) Irr(A1,k)

Y r Ä"- D1D ),:A!$2&%4^.#&) A1,k

01aB%R67+]2&)
:=< #1216A!$2�01)

A1, . . . , Ak
),8�^P#&)\:A)B%f01aN�&21678R6A!$2&%(01)\?9-$%*);%R#1'�:A)\+]'*!$# D );:767?1'*);%*!$2P8f672.8R'*![0g#1678*)B%(0&-/2&%C �gYD�]Y v

 "!$#&% D '*!$# � !$2&%c^.#&)":e-@%R8R'R#&E,8R#1'*) Pk(A1, . . . , Ak)
-$0g3G),8`#12&) s1t"u C 8Rz&aB!$'R6A)f01aBE,6A0&-/?1:A)]¡ � a,'R6 �9):e- D '*! D 'R6Aa,8*a u À�),8b01aN�&216A%*%{!$2&%�#12&)(E,:e-$%*%{)(0�<�-/#18*!$35-/8*)B%"�G!$'{-$E,:A)B%�'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/2P8")N�&-$E,8*),3G),2.8_:A)B%

01aN�&216A%*%{-/?1:A)B%_01)
Pk(A1, . . . , Ak)

Y
 "!$#&%�#18R67:76A%*!$2&% D !$#1'�EB),:e-y:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2 fk : Pk+1 → Pk

r 01aN�&21678R6A!$2 �]Y `&YD� v ^.#16�EB!$'R'*)B% D !$2&0��:e-;'*)B%R8R'R6AE,8R6A!$2�� Pk+1
0�< #12¼3G!$' D z16A%R3G)4%*#1'L�m)BE,8R6 ��01)B%�3G!$8*%_%R#1'�:=<�-/: D z9-/?�),8 Â1,k+1

0&-/2&%�:A)f+]'*!$# D )
(Irr(A1,k), • , ε)

Y
Z})B%`8Rz&aB!$'*x,3G)B%b01)b8R'{-/2&%m�q),'R8c%�<�- D1D :76A^P#&),2.8�01)":e-\%R8R'R#&E,8R#1'*) fk(Pk+1)

� ),'*%d:e-@%*8R'R#&E,8R#1'*)f0�<�-/'R?1'*)
01)�01!$35-/672&) Pk+1

Y�Z})B%F%*8R'R#&E,8R#1'*)B%
fk(Pk+1)

),8
Pk

),8
T(Â1,k)|Pk

a,8{-/2.8HaB^.#16 � -/:A),2.8*)B% D !$#1'F:e-:A!$+]6A^P#&) s1t"u ¡g:A)B%b8Rz&aB!$'*x,3G)B% D ),# � ),2.8 �,8R'*)(#18R67:76A%*aB%�678*a,'{-/8R6 � ),3G),2P8 D !$#1'c8*!$#18 k ≥ 1
Y

È_2&)�EB!$2&0g678R6A!$2y2&aBEB)B%{%{-/67'*)f�4:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2�01)B%d8Rz&aB!$'*x,3G)B% `&Y��gYD��Ð\),8_`&Y��gY����\)B%R8`^.#&)
fk
01!$678 �,8R'*)

s1t"u C 672 � ),'*%R67?1:A) rX� !$67'�01aN�&21678R6A!$2 `&Y��gYD� � v ¡12&!$#&% D '*!$# � !$2&%�^P#&)fEB),8R8*)fEB!$2&0g678R6A!$2�)B%R8 � a,'R6 �9aB)f0&-/2&%c:e-
D '*),3F6Ax,'*)f%*)BE,8R6A!$2}¡[2&!$#&%�- D1D :76A^P#&!$2&%c),2&%R#1678*)":A)B%w8Rz&aB!$'*x,3G)B%b01)b8R'{-/2&%m�q),'R8*%c0&-/2&%d:e-\%*)BEB!$2&01)�%*)BE,8R6A!$2}Y
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� ),8R8*)(%{)BE,8R6A!$2�)B%R8c01aB0g6AaB)4�@:e- D '*),# � )(01)":e- D '*! D !]%R678R6A!$2 FgYD�]Y `Ga,8{-/?1:76A%*%{-/2.8_^.#&)":=< 6735-/+o)f672 � ),'*%*)

D -/' fk
0�< #12�),2&%*),34?1:A) s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)40&-/2&% Pk

¡1)B%R8 s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)40&-/2&% Pk+1

Y
s !$678

Pk(A1, . . . , Ak)
r !$#

Pk

v :e-;%*8R'R#&E,8R#1'*)4%R#1'
Sigk

01aN�&216A)401)�:e-\�=-$�B!$2�%R#16 � -/2.8*)G�

Pk(A1, . . . , Ak) = 〈Pk(A1, . . . , Ak), ε, (•a)a∈ cAk
〉

!$Æ ∀a ∈ Âk
¡ •a = {(u, v)| u, v ∈ Pk, v = u • a} Y "!$#&% D '*!PEBaB01!$2&%y01)J�=-$�B!$2 %R673F67:e-/67'*) ��:e- D '*),# � )�0g# EB!$'*!$:7:e-/67'*) `&Y��gY��]�gY� "!$#&%GEB!$3F3G),2&�B!$2&% D -/'
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'*)BEB!$# � 'R67'b:=<>),2&%*),3@?1:A) Pk+1 D -/'�#12&)��=-/3F67:7:A)40�<>),2&%*),3@?1:A)B%_),2¼?16 �m)BE,8R6A!$2�- � )BE Pk
Y&À�aN�&216A%*%*!$2&% D !$#1'8*!$#18

k ≥ 1
¡.:e-��=-/3F67:7:A) Fk+1

01)�:e-/21+.-/+o)B%`0&-/2&% Pk+1
� a,'R6 �j-/2.8d:e- D '*! D 'R6Aa,8*a�%R#16 � -/2.8*)@� ∀F ⊆ Pk+1

¡
F ∈ Fk+1

%*%*6
� %{!$678 F = Pk� %{!$678 ∃u ∈ Pk+1

),8
a ∈ Ak+1

8*),:A%�^P#&)
F = {uaw ∈ Pk+1| w ∈ Irr(A1,k)}

Y
� )�01aBEB!$# D -/+o)w01) Pk+1

� -d2&!$#&% D ),'R3G),8R8R'*)�01)�'*)BEB!$2&%R8R678R#&),'�:=< 6735-/+o)�672 � ),'*%*)w0�< #124%*!$#&% C ),2&%*),3@?1:A)01aN�&216A%*%{-/?1:A)401) Pk
Y1Z�- D '*),# � )('*) D !]%*)f%*#1'c:A)B%c'*),35-/'*^.#&)B%_%R#16 � -/2.8*)B%4�

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ M�H1I
H1I%H�� �$M[K ���$M��
k ≥ 1

4
6 U Fk+1

O �$K �5QfM[VWQ:MgT$K �LU �LU �$V�i.Q Pk+1 �
7 U � �$MPK ���$M � F ∈ Fk+1 �

S7T5K*Q I �LK¦UqO �LU �$V�iPQ
fk

�
F
Q I ��MPVWQv�NU 2�QRO �LU �$V Uh U

F = Pk �
O � Q I �(Ç�S�Uqi.QNV � U h U V �$V � F I � ÇRO,KNU �

F = {uaw ∈ Pk+1| w ∈ Irr(Ak)} �
Q ��M �$M[K

���]M �
v ∈ Pk �

p,M � UXS�Q P$U I ��Q�M[V Q �(M[V I Q,MPS
w ∈ Irr(A1,k)

��Q,Sbp,M1Q
fk(uaw) = v U L V Q�R_Q � �MWS �$V �.Q �$V I Pk

ioT$V I SAQ:�$K �$M$M&QfS U �,KRQ
Irr(A1,k)

4�U S}QQP$U I ��Q�MPV Q ��MPV I QNM[S
w′ ∈ Irr(A1,k)

��QNS}p,M1Q
fk(ua) • w′ = v U � �]M I�I T�S �$V I O*T]S O,M[SAQNK@S7T,S»T$SAQNMPK;i.Q\O{Q �
���_4

w′ = fk(ua) • v U� MPU I p,M&Q#M �$M[K ���$M��
w ∈ Irr(A1,k) � fk(uaw) = fk(ua) • w �

S7Q �
���
w′ = fk(ua) • v

Q I �
S � MPV&Uqp,M&Q;ÇNS7Ç �GQ,V �ci.Q

Irr(A1,k)
��QNSÎp,M&Q

fk(uaw) = v U
U U J T/MjK ��MjK¦U=Ç ��Ç F ∈ Fk+1

Q I � h kdn


Q P MjKNU �GTL�NSAQ\ioT$V I

Pk+1

4
Q,V�Q�R_Q � � F ∈ Fk+1

I¦I U
F
Q I �dMPVWQ MgT$K �LUqQ �GT$P$U �GT$SAQ ��QNS SAQFp,M&QTM �]MPK ���$M��

u, v ∈ F � U S�QQP$U I ��QM[V O�KgQ �\UXV i.Q
u
�
v
V � M �LUXS�U I T]V �_p,M&Q�i.Q I T$KRO I •a M �$M[K

a ∈ Â1,k U��
ScQ I �fi �$VWO4M � I¦I Uq�NS7QJiPQ

O �$V I �LKNM[U K*Q@MPV�Q h kwn


O �$K �;M[S7Q\i �]V ��S � Q,V I Q �,�NSAQ\i.Q I �
��iL�,S7Q I ioT$V I

Pk+1

Q I � Fk+1 U
V�Ï ����Ï M�H1I
H�~�H � �$M[K ���]M ��Q O �$K �;MPSAQ �

m
MjS7ToO{Q I

φ(X1, . . . , Xn)
I MPK

Sigk � k ≥ 1 � U S�QQP$U I ��Q;M[VWQO �$K �;M[S7Q �
m
MjS7ToO{Q I

φ′(X1, . . . , Xn, Y )
I M[K

Sigk+1
��QNS SAQ\p,M&Q ∀R1, . . . , Rm ⊆ Pk

4

∀S1, . . . , Sn ∈ Pk+1 � ∀F ∈ Fk+1 �

Pk+1
fk

−1(R1,...,Rm) |= φ′(S1 ∩ F, . . . , Sn ∩ F, F )
I{I U

Pk
(R1,...,Rm) |= φ(fk(S1 ∩ F, . . . , S1 ∩ F ))

� !$3F3G)\2&!$#&%�),2�- � !$2&% D 'R6A%b:=< z9-/?1678R#&01)]¡ fk ),8 fk
−1 01aB%R67+]2&),2P8�a,+.-/:A),3G),2P8f:A),#1'_+oa,2&a,'{-/:76A%¦-/8R6A!$2-/#g� � )BE,8*),#1'*%b01)(%*!$#&% C ),2&%*),34?1:A)B%@�

fk
−1(R1, . . . , Rm) = (fk

−1(R1), . . . , fk
−1(Rm))

Y
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ ��3Î!$#1';8*!$#18*)H�L!$'R3@#1:A)

φ
¡�:e-��q!$'R34#1:A)

φ′
)B%R8;EB!$2&%R8R'R#1678*) D -/'@672&0g#&E,8R6A!$2 %*#1'4:e-¼%R8R'R#&E,8R#1'*)01)

φ
Y� _!$#&%�2&)F01!$212&!$2&%f6AE,6�^P#&);:e-JEB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2 D !$#1' φ �L!$'R3@#1:A)G-/8*!$3F6A^.#&)]¡}:A)B%4-/#18R'*)B%(E�-$%f%*!$2P801!$212&aB%b)N�&-$E,8*),3G),2.8 D -/'�:e-\3��,3G)f672&0g#&E,8R6A!$2 ^.#&)f0&-/2&%b:e- D '*),# � )(0g#�EB!$'*!$:7:e-/67'*)�`&Y��gY��]�gY
� (ε)′(x, Y ) :=

∧
a∈A1,k

¬(∃y, x = y • a) ¡
� ∀a ∈ Â1,k

¡
(•a)′(x1, x2, Y ) := •a(x1, x2),� %*6 φ(X) := X ⊆ Ri

¡j-/:A!$'*%
φ′(X,Y ) := X ⊆ f−1

k (Ri),� %*6 φ(X1, X2) := X1 ⊆ X2
¡&-/:A!$'*%

φ′(X1, X2, Y ) := X1 ⊆ X2
Y

s !$678 ~R = (R1, . . . , Rm)
- � )BE

Ri ⊆ Pk
),8
φ ∈ SOM(Sigk)

¡9#12&)(672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1'b:e-5%R8R'R#&E,8R#1'*)\01)
φ

D ),'R3G),8`01) � a,'R6 �9),'c^P#&) φ′ %¦-/8R6A%m�q-/678d?16A),2J:A)b:A),3F3G)]Y1 "!$#&%`)N�1-/3G!$2&!$2&%`:A)"E�-$%c!$Æ φ )B%R8d#12&)_�L!$'R3@#1:A)-/8*!$3F6A^P#&)]¡1:A)B%b-/#18R'*)B%bE�-$%b%*) � a,'R6 �9),2.8"EB!$3F3G)40&-/2&%c:e- D '*),# � )40g#�EB!$'*!$:7:e-/67'*)�`&Y��gY��]�gY
� È_2&)(%R673 D :A)(672&0g#&E,8R6A!$2 D ),'R3G),8b01) � a,'R6 �9),'"^.#&) D !$#1'�8*!$#18 u ∈ Pk+1

%{-/8R6A%m�=-/6A%{-/2P8
(ε)′(x, F )

¡
fk(u) = ε

�9),2�) a�),8�¡
fk(u) = ε

%*%R6
u • ā /∈ Pk

¡ ∀a ∈ Ak
),8
fk−1(u) = ε

Y
� s !$678 a ∈ Â1,k

Y s 6
F = Pk

¡9-/:A!$'*%�2&!$#&%_- � !$2&%_E,:e-/67'*),3G),2.8�¡ D !$#1'�8*!$#&% u, v ∈ Pk

Pk+1
fk

−1(~R) |= •a′(u, v, F )
%*%*6

Pk

~R |= •a(fk(u), fk(v)).
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F = {ubw ∈ Pk+1| w ∈ Irr(Ak)}

¡�- � )BE
b ∈ Ak+1

¡�-/:A!$'*% D !$#1';8*!$#&% v = ubw
¡
v′ =

ubw′ ∈ F ¡

Pk+1
fk

−1(~R) |= (•a)′(v, v′, F )
%*%R6

Pk+1
fk

−1(~R) |= •a(ubw, ubw′)%{%R6
w′ = w • a%{%R6
fk(ub) • w′ = fk(ub) • w • a%{%R6
Pk

~R |= •a(fk(v), fk(v
′)).

� s 6 φ(X) = X ⊆ R1
¡&-/:A!$'*% D !$#1'c8*!$#18 S ⊆ Pk+1

¡

Pk+1
fk

−1(~R) |= φ′(S ∩ F, F )
%*%R6

Pk+1
fk

−1(~R) |= S ∩ F ⊆ fk
−1(R1)%*%R6

fk(S ∩ F ) ⊆ R1%*%R6
Pk

~R |= φ(fk(u), fk(v)).
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φ(X1, . . . , Xn)
I MPK

Sigk � k ≥ 1 � UXSQQP$U I ��Q4M[VWQ O �]K �;M[S7Q�s1t"u �
m
MjS7ToO{Q I

φ+1(X1, . . . , Xn)
I M[K

Sigk+1
��QNSXSAQ@pBM1Q

∀R1, . . . , Rm ⊆ Pk � ∀S1, . . . , Sn ∈ Pk+1 �
Pk+1

fk
−1(R1 ,...,Rm) |= φ+1(S1, . . . , Sn)I¦I U

∃D1, . . . , Dn ⊆ Pk

��QNS I p,M&Q
Pk

(R1,...,Rm) |= φ(D1, . . . , Dn)
Q � ∀i, Si = f−1

k (Di) U
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: Â1,k+1

∗ → Irr(A1,k)
�\:=<>),2&%{),34?1:A) Pk+1

Y1 _!$#&%`672P8R'*!P0g#16A%{!$2&% D !$#1'c8*!$#18 k ≥ 1
¡&:A)

� )BE,8*),#1' ~Ok

01)f%*!$#&% C ),2&%*),3@?1:A)B%b01) Pk

01aN�&216}672&0g#&E,8R6 � ),3G),2.8 D -/'4�� ~O1 = ∅� ~Ok+1 = (fk
−1( ~Ok), fk

−1(Pk · a1), . . . , fk
−1(Pk · an))

¡9!$Æ
A1,k = {a1, . . . , an}



EBE �����?�"	���
����'��� ���`�	� �%)+�"�, �� �T�����
k � 
�-"����)L	��"
��


�2�0�<�-/#18R'*)B%c3G!$8*%¢¡ ~Ok+1
)B%R8cEB!$3 D !]%{af01)�8*!$#&%`:A)B% fink,i

−1(a)
¡ D !$#1' 1 ≤ i ≤ k ),8 a ∈ Ai

Y1 "!$8*!$2&%
Sk = 〈Pk, ε, (

���(&'&
a)a∈cAk

〉 Y
V�Ï ����Ï M�H�~�H1I
H � �$M[K ���$M��

k ≥ 1 � S7Q IFI �LKNMgO �LM[K*Q I Pk � Sk � Sk

~Ok
Q �

fk(Sk+1
~Ok+1)

I �$V �`s1t"u

ÇRp,M[U�S»T$SAQNV ��Q I U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�
� � :e-/67'*),3G),2P8�¡ Pk

)B%R8;01aN�&216A%*%{-/?1:A)�0&-/2&%
Sk D #16A%*^P#&) ∀u, v ∈ Pk

¡
a ∈ Â1,k
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),8
v ∈ Sj

8*),:A%�^P#&)
u = v • ai

Y
� :�)B%R8@-/:A!$'*%4%R673 D :A)501)G01aN�&2167'@0&-/2&% Pk

:e-J'*),:e-/8R6A!$2�672&0g#1678*) D -/'(:e-�EB!$2&E�-/8*a,29-/8R6A!$2 D #16A%*^P#&)
D !$#1'c8*!$#&% u, v ∈ Pk

¡
a ∈ Âk
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T(Â1,k+1)

~Ok+1 Y&À;<�- D '*xB%�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 �]Y `&Y `&¡ D !$#1'b8*!$#18 u ∈ Â1,k+1
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FgYD�]Y `

fk
−1(ϕk(D)) ∈ � |�� ~N

k+1

¡�E]<>)B%R8 C � C 0g67'*)]¡Î0�<�- D '*xB%@:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 �]Y `&Y @[¡
pk+1,k

−1(D) ∈
� � | � k+1

~N Y



@H` �������"	*��
������ � ���`�	� �%)+�"�#
��"&���������	����$���')L�"�C ����"	*)+�"�,	*��-"
�-"�"�

�gY s 6
D ∈ � � |�� k+1

~N -/:A!$'*%�),2½#18R67:76A%{-/2P8¼),2&EB!$'*)�:e- D '*! D !]%*678R6A!$2 �]Y `&Y @[¡ D !$#1' D '*!$# � ),'¼^P#&)
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k

Y
3Å!]%*!$2&%

R = ϕk+1(D)
Y � ),8Å),2&%{),34?1:A)�- D1D -/'R8R6A),2.8�� � | � ~N

k+1
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MPVWQ O �$VjO �LU �$V�UXV,2�QRO

�LU�S/Q � δ = (p, α,w, ~o, q)

MPV�Q �LKRT$V I U �LU �$V�i.Q
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),8
ω2 = a3[a2[⊥]b2[⊥] ⊥2] ⊥3

),8
instr =

pop2 change2,a

Y
� :A!$'*%

instr(ω1)
)B%R8b672&01aN�&216=¡ D #16A%*^P#&) pop2(ω1) = a3[⊥2] ⊥3

¡ D -/'"EB!$2P8R'*)]¡ instr(ω2)
)B%R8_?16A),2

01aN�&216�),8ba,+.-/:��
a3[a[⊥] ⊥2] ⊥3

Y<3Å!$#1'R8{-/2.8�¡
top(ω1) = top(ω2)

Y
� 672&%R6=¡�#12

k C � 3��J672&%*8R'R#&E,8R6A!$2&%40&-/2&%
Instr∗k

2}<>)B%R84%*6734#1:e-/?1:A) D -/'(#12 k C � 3�E,:e-$%*%R6A^P#&)G^P#&)F%R6
:A)B%f%R#1678*)B%f0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%4%*!$2.8f?16A),2�E{z&!$6A%R6A)B%�Y�À�aN�&216A%*%*!$2&%�#12&);E,:e-$%*%*);0�<�-/#18*!$35-/8*)B%\�5672&%*8R'R#&E,8R6A!$2&%
EB!$3 D !]%*aB)B%�%R6734#1:e-/?1:A) D -/'�:e-"E,:e-$%*%{) k C{����� � Y ��:P�=-/#18 D !$#1'�EB),:e-�%*)w'*)B%R8R'*),672&0g'*)�-/#g�@672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%w-B~.-/2.8#12;01!$35-/672&)d01)d01aN�&21678R6A!$2\��6A01),2.8R6 �j-/?1:A)N�{Y � :g%R#��G8Å01!$2&Ed0�< 672.8*),'*0g67'*)�- D '*xB%Å#12 popi

8*!$#18*)d672&%R8R'R#&E,8R6A!$2
^P#16 D !$#1'R'{-/678�672&01aN�&216A)]¡jE]<>)B%R8 C � C 0g67'*)]¡&8*!$#18*)(672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 changej,a

!$#
popj D !$#1' j ∈ [1, i]

Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= �%H�~�H�I%H[� �$M I V �����$V I ∗k C �c� S7THOBS T I¦I Q\i.Q I �GToOjK.U V�Q I

M ∈ k C��y� (Instr∗)
��QNSXS7Q I p,M1Q ���]M ��Q �LKRT$V I U �LU �$V

(p, α, ak · · · a1, ~o, instr, q)
i.Q

M
S/ÇNKNU �dQ54

I U
instr = instr1 · · · instrn �

T]S �$K I T MjK � I O�K[Top,M&Q
popi �

S7Q�KRQ I ��Q¼i.Q�S7T I MPU ��Q�V�Q�O �$V �LU=QNV �\p,M&Q
i.Q I UXV I �LK¦M1O �LU �$V I

pop
Q �

change
i.Q5V&U*S$QRT$M I �LK¦UqO ��Q �5QNV � I M$M&ÇNK¦U=QNM[K �

i
Q ��i.Q I UXV I �LKNMgO �LU �$V I

pushp,M&QNS7O �$Vjp,M&Q I U� !$3 D -/'*!$2&%_35-/672.8*),29-/2P8_:A)B%�E,:e-$%{%*)B% k C �c� ),8 ∗k C �c� Y
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= �'H ~�H�~�H�� �$M[K ���$M I

A1, . . . , Ak

Q � ~C O �$V �LK��$SAQNM[K\ioT$V I
k C{����� � (A1, . . . , Ak) �

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) ≡id
∗k C �c� ~C(A1, . . . , Ak).



� ` �������
	���
����'� � � � ����
'��	��������A �� � ��&���	 ���"�

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ�� ��:�)B%*84a � 6A01),2P84^P#&)
k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid

∗k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) D #16A%*^P#&) k C �c� ~C )B%R8
672&E,:7#&%b0&-/2&% ∗k C �c� ~C Y

� 2 � ),'*%*),3G),2P8�¡Î%{!$678
A1 = (Q1,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆1, q0,⊥, F ) ∈ ∗k C �c� ¡�2&!$#&%(EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%#12�-/#18*!$35-/8*)

A2 = (Q1 ∪Q2,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆2, q0,⊥, F ) ∈ k C �c� ¡g- � )BE Q1 ∩Q2 = ∅ ),8 ∆2)B%R8c:=< #1216A!$2�01)B%_%R~g%R8*x,3G)B%
∆2,δ D !$#1' δ ∈ ∆1

¡101aN�&216A%_01)�:e-\�=-$�B!$2�%R#16 � -/2P8*)]Y
s # D1D !]%*!$2&% δ = (p, α,w, ~o, instr, q)

- � )BE
instr = instr1 · · · instrn

¡
n ≥ 0

Y
� s 6 n = 0

!$# �]¡j-/:A!$'*%
∆2,δ = {(p, α,w, ~o, instr, q)}� %*6 n ≥ 2

¡ D !$#1'b^P#&) ∆2,δ
%{!$678_- D1D :76AE�-/?1:A)@)N�&-$E,8*),3G),2.8f-/#g� (p, ω) D !$#1'b:A)B%*^.#&),:A% δ )B%R8_- D1D :76 CE�-/?1:A)]¡967:��=-/#18 �,8R'*)(E�- D -/?1:A)401)@01a,8*),'R3F672&),' D -/'�- � -/2&EB)4%R6 instr(δ)

)B%R8b01aN�&216=Y%3Å-/'"01aN�&21678R6A!$2
01) ∗k C �c� ¡j67:�)B%R8 D !]%*%R67?1:A);01)F%{- � !$67'(%R6 instr(ω)

)B%R8f01aN�&216�),2�EB!$2&%R6A01a,'{-/2P8(:A)B%f%R~[34?�!$:A)B%(01)
8 �,8*)401)

ω
Y

� s 6�67:})N�[6A%R8*) i, j 8*),:A%�^P#&) instrj = popi

!$#
changei,a

),8
ai =⊥ ¡&-/:A!$'*% ∆′

δ = ∅ ¡� %*672&!$2}¡

∆2,δ = {(p, α,w, ~o, instr1, s1,δ)}
∪ {(si,δ, ε, w

′, ~o′, instri+1, si+1,δ) | w′ ∈ A⊥
k · · ·A⊥

1 ,
~o′ ∈ {0, 1}| ~C |, i ∈ [1, n− 2]}

∪ {(sn−1,δ, ε, w
′, ~o′, instrn, q) | w′ ∈ A⊥

k · · ·A⊥
1 ,

~o′ ∈ {0, 1}| ~C |}.
� :e-/67'*),3G),2.8�¡j8*!$#18b%R~g%R8*x,3G)

∆2,δ
)B%R8

(p, α, q) C %R8{-/2&0&-/'*0�¡W),8 D !$#1'c8*!$#18 ω ∈ k C{�}� � � ¡� δ
)B%R8b- D1D :76AE�-/?1:A)\� (p, ω)

%*%R6
∆2,δ

)B%R8b- D1D :76AE�-/?1:A)\� (p, ω)
¡

� (p, α, ω)`
δ ~C (q, ε, ω′)

%*%R6
(p, α, ω)`+

∆2,δ
~C

(q, ω′)
Y

Z�<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2H6A01),2.8R678*a id
)B%R8�672$�R)BE,8R6 � )c),8 D !$#1'�8*!$#18 δ ∈ ∆

¡ D !$#1'�8*!$#18 ω ∈ k C{����� � ¡ δ ~C ≤id,ω ∆2,δ
~C Y


�2�E*z&!$6A%*6A%*%{-/2.8@EB!$'R'*)BE,8*),3G),2.8(:A)B%fa,8{-/8*%(- D1D -/'R8*),29-/2P8@� Q′ r 6=Y>)]Y7¡�%*6 δ 6= δ′
¡�-/:A!$'*%

si,δ 6= sj,δ′ D !$#1'8*!$#&%
i, j
v ¡92&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%

A1 ≤id A2
Y

2s -/2&%�:e-"'*)B%*8R'R6AE,8R6A!$2H%R#1'�:e-_�q!$'R3G)�01)B%w%R#1678*)B%�0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%`-/#18*!$'R6A%*aB)B%�0&-/2&%�:e-f01aN�&21678R6A!$2H01) ∗k C �c� ¡EB),8R8*)(EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2 2}<�-/#1'{-/678 D -$%ba,8*a � -/:76A01) D #16A%*^P#}< 67:�^.#}< 67:�~�-/#1'{-/678b),#¼0&-/2&%�:A)f+]'{- D z&)@01) A1
01)B%

E*z&),3F672&%(672.8*),'R'*!$3 D #&% D -/'f#12&)\672&%R8R'R#&E,8R6A!$2�2&!$2�01aN�&216A)F),8�2}<�-/?�!$#18R6A%*%{-/2P8(01!$2&E"�R-/35-/6A%(�H#12�a,8{-/801)
Q1
Y

3Å!$#1'�E*z9-$^P#&)dE,:e-$%{%*)w0�<�-/#18*!$35-/8*)B%�2&!$'R35-/:76A%{aB% D '*aB%*),2.8*aB)`0&-/2&%Å:e-b%{)BE,8R6A!$2F�gY��gYD�]¡»67:g)B%R8 D !]%*%R67?1:A)d01)01aN�&2167'�#12&)fE,:e-$%*%{)f0�<�-/#18*!$35-/8*)B%"�;%R#1678*)B%`672&%*8R'R#&E,8R6A!$2&%baB^P#16 � -/:A),2P8*)4),8b-B~.-/2P8b:A)B%`3��,3G)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%01)f2&!$'R35-/:76A%{-/8R6A!$2}Y ��!$6AE,6�EB),:7:A)(EB!$'R'*)B% D !$2&0&-/2.8�-/#g��-/#18*!$35-/8*)B%_ C 2&!$'R35-/:76A%{aB%�Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= �%H�~�H F�H[� �$M I V �����$V I ∗k C � �c� S TyO,S7T I{I Q;i.Q I �GToO�K.UXVWQ I

M ∈ k C��y� (Instrk∗)
��QNSXS7Q I p,M1Q ���]M ��Q �LKRT$V I U �LU �$V

(p, α, ak · · · a1, ~o, instr, q)
i.Q

M
S/ÇNKNU �dQ54

� I U instr = instr1 · · · instrn �
T MjK � I O�K[Top,M&Q

popi �
SAQyK*Q I ��Q�iPQyS T I MPU ��QyVWQJO �$V �LU=QNV �(p,M&Q�i.Q I

U V I �LK¦M1O �LU �$V I
pop

Q �
change

i.Q;V&U�S/QRT]M I �LK¦UqO ��Q �5QNV � I M�M1ÇNKNUqQ,MPK �
i
Q ��i.Q I UXV I �LKNMgO �LU �$V

pushp,M1Q,S O �]Vjp,M&Q I �
� I U instr

Q I �diPQ �  M1Q
pushi � i < k � T$S �$K I ai+1 6=⊥ U� z9-$^P#&) D 67:A)f+oa,2&a,'*aB) D -/'b#12�8*),:�-/#18*!$35-/8*)4)B%R8�E,:e-/67'*),3G),2P8_ C 2&!$'R35-/:76A%*aB)]Y

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= �'H ~�HDK�H�� �$M[K ���$M I
A1, . . . , Ak

Q � ~C O �$V �LK��$SAQNM[K\ioT$V I
k C{����� � (A1, . . . , Ak) �

k C � �c� ~C(A1, . . . , Ak) ≡id
∗k C � �c� ~C(A1, . . . , Ak).



�'���'���v���")+���(�"�,���?�	� �")L�"� �BF

��!$6AE,6 D !$#1'�8*),'R3F672&),'�:e-GE,:e-$%*%*)fEB!$'R'*)B% D !$2&0&-/2.8�-/#g��-/#18*!$35-/8*)B%" � C 2&!$'R35-/:76A%{aB%
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= �'H ~�HNM�HNJ T4OBS T I¦I Q ∗k C ��� �c� i.Q I T]M ���	�GT���Q I � 6



V �]K �GT$S U I Ç I O �$KNKRQ I M �$Vji � S7TfK*Q I �LKNUqO �LU �]V

i.Q ∗k C �c� T$M8P�T]M ���	�GT���Q I A = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak), ~C,∆, q0,⊥, F )
S/ÇNKNU �wT$V � 4

UXS�Q P$U I ��QfM[VWQmMgT$K �LU �LU �$V iPQ
∆

��QNSXS7Q@p,M&QmM �$MPK ���$M��wÇNSAÇ �5QNV �
δ̄
i.QfS7T MgT]K �LU �LU �]V � UXS�QQP$U I ��Q p, q ∈ Q �

a1 ∈ A1 ∪ {⊥} � α ∈ Σ ∪ {ε} � instr ∈ Instr∗(A1, . . . , Ak)
��QNS I pBM1Q

δ̄ = {(p, α, ak · · · a1, ~o, instr, q) | ak ∈ A⊥
k , . . . , a2 ∈ A⊥

2 }.
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= �'H ~�H�W�H�� �$M[K ���$M��

A1, . . . , Ak �
M �$M[K ���$M��wO �]V �LK �]S7QNM[K ~C ioT$V I

k C{�}� � � (A1, . . . , Ak) �

k C ��� �c� ~C(A1, . . . , Ak) ≡id
∗k C ��� �c� ~C(A1, . . . , Ak).

3�-/'c:e-;%R#1678*)]¡[2&!$#&%`2&!$#&%b-/#18*!$'R6A%*),'*!$2&%�01!$2&Ef�@#18R67:76A%*),'c672&0g6ba�a,'*),3F3G),2.8"01)B%�-/#18*!$35-/8*)B%b�\%R#1678*)B%
0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%"!$#��\672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%"%R673 D :A)B%�Y
� W
	EW
	 � � �B�(a oA��_
]e[ ��
La o�cYn ]pk
]

� :})B%R8�E,:e-/67'b^P#&) D !$#1'b8*!$#&% A1, . . . , Ak
¡1),8�EB!$2.8R'*¿$:A),#1' ~C 0&-/2&%

k C{����� � (A1, . . . , Ak)
¡

k C � �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid k C �c� ~C(A1, . . . , Ak)
¡

k C ��� �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid k C �c� ~C(A1, . . . , Ak)
¡

k C ��� �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid k C �c� ~C(A1, . . . , Ak)
¡

),8b%*6�:A)B%b-/: D z9-/?W),8*% A2, . . . , Ak
%*!$2.8b'*aB0g#1678*%_�\#12�#1216A^P#&)(a,:Aa,3G),2.8_!$#�?16A),2�%R6

k = 1
¡9-/:A!$'*%

k C ��� �c� ~C(A1, . . . , Ak) ≡ k C ��� �c� ~C(A1, . . . , Ak) ≡ k C �c� ~C(A1, . . . , Ak).

� W
	EW*V � � �B�(a oA��_
] ��nY[^]H�9
-���P�Dn��([^]�]��Na k �B
Ln�����_
]
s !$6A),2P8

A1, . . . , Ak

01)B%F-/: D z9-/?�),8*%\01) D 67:A)B%;),8 ~D = (D2, . . . , Dk)
:A) � )BE,8*),#1'F01)yEB!$2.8R'*¿$:A),#1'*%

01!$2.8�E*z9-$^P#&)\EB!$3 D !]%{-/2P8*) Di
EB!$2P8R6A),2.8�:=<>),2&%*),3@?1:A)\01)B%

k C=D 67:A)B% ω ∈ k C{����� � 01!$2.8":e- D '*!/�R)BE,8R6A!$2 D -/'
pi

0&-/2&%
i C{����� � )B%R8�01)(:e-@�L!$'R3G) a[ω1]b[ω1]ω

′ Y
� :A!$'*%�¡ D !$#1'�8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~C 01)fEB!$2P8R'*¿$:A),#1'*%_0&-/2&%

k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)
¡

k C �c� ~C
(A1, . . . , Ak) vid k C �c� ~C, ~D(A1, . . . , Ak).


�2 ) a�),8�¡jE*z9-$^P#&)
Di

EB!$'R'*)B% D !$2&0¼�G:=< #1216A!$2¼01)B%b01!$35-/672&)B%�01)@01aN�&21678R6A!$2 01)B%b672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&% pushi,a

Y
� z9-$^P#&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2

(p, α, ak · · · a1, ~o,pushi,ai
, q)

0�< #12¼-/#18*!$35-/8*)@�\672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%_%R~[3Ga,8R'R6A^.#&)B%�EB!$' C'*)B% D !$2&0 ��:=< #1216A!$2 01)B%G8R'{-/2&%R678R6A!$2&% (p, α, ak · · · a1, (~o, ~o′),popi, q) D !$#1' ~o′ ∈ {0, 1}k−1 01!$2.8y:e-
i− 1 C x,3G)4EB!$3 D !]%{-/2P8*)()B%R8=�]Y



�BE �������
	���
����'� � � � ����
'��	��������A �� � ��&���	 ���"�
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 � � ��� � �

� � � � � 
 � ��� � � �
	�� �½� � ����	�� � � � � � � � �¶��	��

 "!$#&% D '*!$# � !$2&%f0&-/2&%fEB)@E{z9- D 678R'*);:=<>aB^.#16 � -/:A),2&EB)F),2.8R'*)\:A)B%�E,:e-$%*%*)B%�0�<�-/#18*!$35-/8*)B%(%R#16 � -/2.8*)B%;� k C� 3Î¡
k C  � 3Å¡ k C  � � 3 ),8

k C  "� � 3 rX� !$67' C¦�gY��gYD� v Y1 _!$#&% D '*),2&0g'*!$2&%�#12J%{!$672 D -/'R8R6AE,#1:76A),'b�\EB!$3 D -/'*),':A)B%5E,:e-$%{%*)B%G01)�EB!$2P8R'*¿$:A),#1'*% D !$#1'G:A)B%{^.#&),:7:A)B%HEB)B%5aB^P#16 � -/:A),2&EB)B%H%*!$2.8 � -/:76A01)B%�Y 
�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'y2&!$#&%3G!$2.8R'*!$2&%�^.#&)`EB)B%�^P#9-/8R'*)cE,:e-$%*%*)B%�0�<�-/#18*!$35-/8*)B%�'*)B%R8R'*),672P8*)B%�-/#g�\EB!$2P8R'*¿$:A),#1'*%�EB!$3 D !]%*aB%�0�<>),2&%*),34?1:A)B%0&-/2&% � � |�� k
%{!$2.8baB^P#16 � -/:A),2P8*)B%�Y

Z�-\%R673@#1:e-/8R6A!$2J:e- D :7#&%`0g6 �5E,67:A)f�(3G!$2P8R'*),'�)B%R8`EB),:7:A)_0�< #12 k C � 3 D -/'`#12 k C  � � 3Î¡gE]<>)B%R8`01)"EB),:7:A) CE,6w^P#&) � !$2P8@01aBEB!$#1:A),'\8*!$#18*)B%\:A)B%@-/#18R'*)B%�YÎÄb),35-/'*^P#&!$2&%@^P#&)G:=<>aB^P#16 � -/:A),2&EB)y),2.8R'*)yEB)B%401),#g��E,:e-$%{%*)B%
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:A) � )BE,8*),#1'

#(ai · · · a1) = (a′i, . . . , a
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��	*������Ð � Z�-;8R'{-/2&%m�q!$'R35-/8R6A!$2 θ3 - D1D :76A^.#&aB)@� ωex

� �&2 0�<>!$?18*),2167'G#12&)�E,:e-$%*%{)y01)�35-$E*z1672&)�01)J+oa,2&a,'{-/2P8H^P#&)�01)B% D 67:A)B%G01)J:e-¼�q!$'R3G) θ(ω)
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ω′ ∈ k C{����� � (A1, . . . , Ak)

8*),:W^P#&)
θ(ω′) = ω

),8
instr(ω′))B%*8�01aN�&216=¡

� instrθ(ω)
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k C��y� (Instrθ)(Aθ
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k ≥ 1 � M �]MPK ���$M � ~C O �$V �LK��$SAQNM[K;i.Q
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MjU SAQ I �

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) ≡ k C��y� θ( ~C)(Instrθ)(Aθ
1, . . . , A

θ
k).

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��
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¡�),8
8*!$#18

ω ∈ k C{����� � (A1, . . . , Ak)
�

� instrθ(θ(ω)) = θ(instr(ω))
¡&),2 D -/'R8R6AE,#1:76A),' instr(ω)

)B%*8�01aN�&216�%*%R6
instrθ(θ(ω))

)B%R8�01aN�&216=¡
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� top(θ(ω)) = #k · · ·#2 ·#(top(ω))

%R6
ω 6=⊥k

¡1%R672&!$2
top(θ(ω)) = top(ω)
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θ
k).
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k C��H� θ( ~C)(Instrθ)(Aθ
1, . . . , A
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k) vθ−1 k C �c� ~C(A1, . . . , Ak).
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(p, α, a1, instr, q)
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¡1'*aN�qx,'*)401!$2&E\-/#¼%R~g%R8*x,3G)
δ̄ = {(p, α, ak · · · a1, instr, q) |

ai ∈ A⊥
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V�Ï ����Ï ��H1I
HDK�H�� �$M[K ���$M���Q �LKRT$V I U �LU �$V

δ
i	� MPV�Q �GToO�KPU VWQ�ioT$V I

k C��y� ~C(Instrθ) � U S4QQP$U I ��Q�M[VI� /I �Y� �5Q
∆̄δ

i � M[V�T$M �����FT ��Q@i.T$V I ∗k C ��� �c� ~C � ��QNSÎp,M&Q:M �$M[K ���$M�� ω ∈ k C{����� ��� δ ~C ≤id,θ(ω) ∆̄δ

~C U
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δ = (p, α, ck · · · c1, ~o, instrθ, q).s # D1D !]%*!$2&%c8*!$#18b0�<�-/?�!$'*0�^P#&) ck · · · c1 =⊥k Y s 6 instr = pushi,a

¡ D !]%*!$2&%
∆δ = (p, α,⊥, ~o,push#k

· · · push#2
push#(⊥k−i·a·⊥i−1), q),%R672&!$2

∆δ = ∅ Y3�#16A%{^.#&)�:e-�%*),#1:A)�672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 01aN�&216A) D !$#1' ⊥k
)B%R8

pushθ
i,a

¡�-/:A!$'*%H),2 #18R67:76A%{-/2.8y:e-�'*),35-/'*^P#&)
�gYD�]YD� r � v ¡9),8c:e-G01aN�&21678R6A!$2�01)

θ
¡[67:�)B%R8�E,:e-/67'b^P#&) D !$#1'�8*!$#18 ω ¡

δ
~C ≤id,ω ∆̄δ

~C
.

s # D1D !]%*!$2&%`35-/672.8*),29-/2P8b^.#&) ck · · · c1 6=⊥k ¡1-/:A!$'*%d8*!$#$�m!$#1'*%c0�<�- D '*xB%`:e-@'*),35-/'*^P#&) �gYD�]YD� r � v ¡g67:W)N�g6A%R8*)
ak · · · a1

¡&- � )BE
ai ∈ Ai ∪ {⊥}

8*),:}^.#&)
ck · · · c1 = #k · · ·#2 ·#(ak · · · a1),
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),8 D !$#1'�8*!$#18 ω ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)
¡

top(θ(ω)) = ck · · · c1
%*%R6

top(ω) = ak · · · a1.
r � v

 "!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%�8R'*!$6A%_E�-$%�%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'�01)
instr

Y
� 2&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%b01)�8 ~ D ) change

�
s # D1D !]%*!$2&%�^P#&) instr = changea

¡
a ∈ Ai

¡ D !]%*!$2&%

∆δ = (p, α, c1, ~o, change#(ak ···ai+1aai−1 ···a1), q).

3�-/'b01aN�&21678R6A!$2¼01)
θ
),8 r � v ¡g67:Î)B%R8�E,:e-/67'b^P#&) D !$#1'�8*!$#18 ω ∈ k C{����� � (A1, . . . , Ak)

¡
(p, α, θ(ω))`

δ ~C (q, ε, instrθ(ω))
%*%*6

(p, α, θ(ω))`
∆̄δ

~C (q, ε, instrθ(θ(ω)))
Y

� 2&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%b01)�8 ~ D ) push
�

s # D1D !]%*!$2&%�^P#&) instr = pusha

¡
a ∈ Ai

Y9 _!$#&% D !]%*!$2&% wa = ak · · · ai+1aai−1 · · · a1
),8

∆δ = {(p, α, c1, ~o, change#(ai···a1) push#i
change#(wa), q)}.

À;<�- D '*xB% r � v ¡ D !$#1'(8*!$#18 ω ∈ k C{�}� � � ∆̄δ

)B%R8\- D1D :76AE�-/?1:A)H� (p, θ(ω))
%*%*6

δ
)B%*8@- D1D :76AE�-/?1:A)y� (p, ω)

Y
3Å!$#1' � a,'R6 �9),'b^P#&)

∆̄δ
%{-/8R6A%m�=-/678c:A)f:A),3F3G)]¡167:}%R#��G8b01!$2&E401) D '*!$# � ),'b:e- D '*! D 'R6Aa,8*a4%*#16 � -/2P8*)G�

∀ω ∈ k C{����� � 8*),:�^P#&) top(ω) = ak · · · a1
¡

pushθ
a,i(θ(ω)) = change#(wa)(push#i

(change#(ai···a1)(θ(ω)))).
r � v

��a,'R6 �9!$2&%bEB),8R8*)(a,+.-/:7678*a D -/'b672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1' k ≥ 1
�

� T I Q54 8R'{-/678*!$2&%�:A)fE�-$%
k = 1

¡&0&-/2&%�:A)(E�-$% D :7#&%c+oa,2&a,'{-/:Å!$Æ i = k
Y

s # D1D !]%*!$2&%b^P#&) ω = ak[ω1]ω
′ ∈ k C{����� � ¡

pushθ
a,k(θ(ω)) = change#(top(pushk,a(ω)))(push#k

(θ(ω)))

= change#(wa)(push#k
(change#(top(ω))(θ(ω)))).
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¡1:e- D '*! D 'R6Aa,8*a4)B%*8 � a,'R6 �9aB)]Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %R# D1D !]%*!$2&%c:e- D '*! D 'R6Aa,8*a � '{-/6A) D !$#1' k ≥ 1

Y
s !$678

ω = ak+1[ω1]ω
′ ∈ (k + 1) C{�}� � � 2&!$2 � 6A01)\- � )BE top(ω) = ak+1 · · · a1 = w

¡
w′ = ak · · · a1),8

a ∈ Ai
¡
1 ≤ i ≤ k Y
3Å-/'b01aN�&21678R6A!$2}¡ pushi,a(ω) = ak+1[pushi,a(ω1)]ω

′ Y
� %*6 ω1 =⊥k

¡j0&-/2&%"EB)4E�-$%�¡
θ(ω) = #k+1[· · · [#2[#(a ⊥k) ⊥] ⊥] · · · ] ⊥k

¡9),8":e- D '*! D 'R6Aa,8*a;)B%R8�=-$E,67:A)(� � a,'R6 �9),'�¡
� %*672&!$2}¡

θ(pushi,a(ω)) = change#(ak+1·top(pushi,a(ω1)))(#k+1[θ(pushi,a(ω1))] · θ(ω′)),
r ` v

),8c:=< zP~ D !$8Rz&xB%*)(0�< 672&0g#&E,8R6A!$2�- D1D :76A^P#&a4� ω1
01!$212&)G�

θ(pushi,a(ω1)) = change#(w′
a)(push#i

(change#(ai···a1)(θ(ω1)))).
r F v


�2�%R#1?&%R8R678R#9-/2P8 r F v 0&-/2&%c:=<>a,+.-/:7678*a r ` v ¡12&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

θk+1(pushi,a(ω)) = change#(ak+1w′
a)(#k+1[push#i(change#(ai···a1)(θ(ω1)))]θ(ω

′))

= change#(wa)(push#i
(change#(ai···a1)(θk(ω))))

= pushθ
i,a(θ(ω)).



�����<���'	�� ��)D� ��	���� �$��
!��� ��������� � ��� ����
�� ��)+	*�`- Ð��

� 2&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%b01)�8 ~ D ) pop
�

s # D1D !]%*!$2&%b^P#&) instr = popi

¡
1 ≤ i ≤ k Y s 6 i = k

¡&-/:A!$'*%b),2 D !]%{-/2P8

∆δ = {(p, α, c1, ~o,popk, q)},
:A)f%R~g%R8*x,3G)

∆̄δ

� a,'R6 �9)f:A)f:A),3F3G)]Y
s # D1D !]%*!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8 1 ≤ i < k

Y1Àf-/2&%bEB)fE�-$%�¡ D !]%*!$2&%

∆δ = {(p, α, c1, ~o, stay, sδ)} ∪ {δbi···b1,~o′
| ∀j ∈ [1, i], bj ∈ Aj ∪ {⊥}, ~o′ ∈ {0, 1}| ~C |},

!$Æ4:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%
δ
bi···b1,~o′

¡�%*!$2P8Å01a,8*),'R3F672&aB)B% D -/'Î:A)B% � -/:A),#1'*%Î01) w1 = ak · · · ai+1
),8
w2 = bi · · · b1

�
� %*6 w2 6=⊥i ¡&-/:A!$'*%

δ
w2,~o′

= (sδ, ε,#(w2), ~o′, change#(w1w2), q),

� %*6 w1 6=⊥k−i ),8 w2 =⊥i ¡9-/:A!$'*%

δ
w2,~o′

= (sδ, ε,⊥, ~o′,push#i
· · · push#2

push#(w1w2), q),

� %*6 w1 =⊥k−i ),8 w2 =⊥i ¡
δ
w2,~o′

= {(sδ, ε,⊥, ~o′,popk, q). "!$#&%b- � !$2&%_E,:e-/67'*),3G),2.8;� ∀ω ∈ k C{����� � ¡

(p, α, θ(ω))`
δ ~C (q, ε, instrθ(ω))

%*%*6
(p, α, θ(ω))`

∆̄δ
~C (sδ, ε,popi(θ(ω))).

r E v
� �&2 01)�0g6A%*E,#18*),'�01)¼:e-�%R#1678*)�0g# E�-/:AE,#1:f0g# 3G),3@?1'*)�0g'*!$678J01)�EB),8R8*) aB^.#16 � -/:A),2&EB)]¡ D '*!$# � !$2&%J:e-
D '*! D 'R6Aa,8*a4%*#16 � -/2P8*) D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1' k ≥ 1

Y s 6
popi(ω)

)B%R8�01aN�&216=¡j-/:A!$'*%

∀ω ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak), pi(popi(θ(ω))) = θ(popi(pi(ω))).
r @ v

� T I Q54 %R6
i = k

¡oE]<>)B%R8wa � 6A01),2P8 D -/'�01aN�&21678R6A!$2J01) θ Y 
�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'�¡P%R6 k = 1
¡.:e- D '*! D 'R6Aa,8*ab)B%R8 � '{-/6A)]Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %R# D1D !]%*!$2&% r @ vd� '{-/6 D !$#1' k ≥ 1

Y
s !$678

ω ∈ (k + 1) C{�}� � � ),8 i < k + 1
¡ r :A)fE�-$%

i = k + 1
-Fa,8*af8R'{-/678*a4- � )BE(:A)fE�-$%

k = 1
v 8*),:A%b^P#&)

topi(ω) 6=⊥ Y s # D1D !]%{!$2&% ω = ak+1[ω1]ω
′ ¡g2&!$#&%_- � !$2&%_-/:A!$'*%

θ(ω) = change#(top(ω))(#k+1[θ(ω1)]θ(ω
′)),

),8

pi(popi(θ(ω))) = pi(popi(change#(top(ω))(#k+1[θ(ω1)]θ(ω
′)))) ( D -/'b01aN�&21678R6A!$2�01) θ)

= pi(popi(θ(ω1))) (
E�-/'

i ≤ k)
= θ(pi(popi(ω1))) ( D -/'�z}Y '�Y )
= θ(pi(popi(ω))) (

E�-/'
i ≤ k).

r �&2�01)�:=< 672&0g#&E,8R6A!$2 v 
�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'�¡&:e- D '*! D 'R6Aa,8*a r @ v 673 D :76A^P#&)(0g67'*)BE,8*),3G),2.8�^.#&)F�� %*6 pi(popi(ω)) 6=⊥i
¡&-/:A!$'*%

top1(popi(θ(ω))) = #(topi···1(popi(ω)))
¡

� %*672&!$2 pi(popi(θ(ω))) =⊥i
Y



Ð]� � �����"	*��
������������ �$��
'�?	*�`���� ��"�,&�)D�����`�"�, 
 ���������:� ���"�

� 672&%R6=¡ D !$#1'b8*!$#18 ω D !$#1'":A)B^.#&),: popi

)B%R8"01aN�&216=¡j:A)\%R~g%R8*x,3G)
δ̄topi···1(popi(ω)),χ~C

(popi(θ(ω)))
)B%R8�- DgC

D :76AE�-/?1:A)(� (sδ, ε,popi(θ(ω)))
),8d:A)�E�-/:AE,#1:}01)f%*)BEB!$2&0J3G),3@?1'*)f01)�:=<>aB^.#16 � -/:A),2&EB) r E v EB!$2.8R672P#&)(01!$2&E

D !$#1';-/?�!$#18R67'F0&-/2&%@:=<>a,8{-/8 q Y u !$2P8R'*!$2&%F^.#&)H:e- D 67:A)J!$?18*),2P#&)���:e-��&2 01)HE�-/:AE,#1:c)B%R8 popθ
i (θ(ω))

Y
3Å!$#1'_EB),:e-g¡167:}%R#��G8_01) D '*!$# � ),'b:e- D '*! D 'R6Aa,8*a4%*#16 � -/2P8*)/� (k)

%R#16 � -/2.8*)G�
D !$#1'58*!$#&% ω ∈ k C{�}� � � ¡ 1 ≤ i < k

8*),:A%y^P#&)
topi(ω) 6=⊥ ¡ D !]%*!$2&% w1 = topk···i+1(ω)

),8
w2 = topi···1(popi(ω))

¡
� %*6 w2 6=⊥i ¡&-/:A!$'*%

popθ
i (ω) = change#(w1w2)(popi(ω)),

� %*6 w1 6=⊥k−i ),8 w2 =⊥i ¡9-/:A!$'*%
popθ

i (ω) = push#(w2w1)(push#2
· · · push#i

(popi(θ(ω)))),

� %*6 w1 =⊥k−i ),8 w2 =⊥i ¡9-/:A!$'*%
popθ

i (θ(ω)) = popk(popi(ω)).

��a,'R6 �9!$2&%T�
(k) D -/'c672&0g#&E,8R6A!$2¼%*#1' k ≥ 2

Y
� T I Q54 %R6

k = 2
¡9-/:A!$'*%

i = 1
),8c:e- D '*! D 'R6Aa,8*a()B%R8`�=-$E,67:A)4� � a,'R6 �9),'�Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 s # D1D !]%{!$2&%T� (k)

� '{-/6 D !$#1' k ≥ 2
Y

s !$678
ω = ak+1[ω1]ω

′ ∈ (k + 1) C{�}� � � ¡`),8 1 ≤ i ≤ k
8*),:A%J^.#&)

topi(ω) 6=⊥ YdÀ�-/2&%�EB)�E�-$%
topi(ω1) 6=⊥

Y<3Å!]%*!$2&%
w′

1 = topk···i+1(ω1), w1 = ak+1(ω)w′
1

r 6=Y>)]Y7¡
w1 = topk+1···i+1(ω)

v
, w2 = topi···1(popi(ω)).

 "!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%�8R'*!$6A%_E�-$%�%*),:A!$2�:A)B% � -/:A),#1'*%b01)
w1

),8
w2
Y

� %*6 w2 6=⊥i ¡g-/:A!$'*%�¡ topi···1(popi(ω1)) =⊥i ),8w:=< zP~ D !$8Rz&xB%*)�0�< 672&0g#&E,8R6A!$2¼- D1D :76A^P#&aB)f� popi(ω1)01!$212&)
popθ

i (θ(ω1)) = change#(w′
1w2)(popi(θ(ω1))) "!$#&%b- � !$2&%_-/:A!$'*% D !$#1'�8*!$#18 b ∈ Aθ

1

changeb(#k+1[θ(popi(ω1))]) = changeb(#k+1[popi(θ(ω1))]).
r � v

À�!$2&E
popθ

i (ω) = θ(popi(ω)) ( D -/'b01aN�&21678R6A!$2¼01) popθ
i )

= change#(w1w2)(#k+1[θ(popi(ω1))]θ(ω
′)) ( D -/'b01aN�&21678R6A!$2¼01) θ)

= change#(w1w2)(#k+1[popi(θ(ω1))]θ(ω
′)) ( D -/' r � v )

= change#(w1w2)(popi(change#(w1w2)(#k+1[θ(ω1)]θ(ω
′))))

= change#(w1w2)(popi(θ(ω))) ( D -/'_01aN�&21678R6A!$2¼01) θ)
� %*6 w2 =⊥i ),8 w1 6=⊥k+1−i À"6A%R8R6721+]#&!$2&%_01),#g�JE�-$%�%{),:A!$2�:A)B% � -/:A),#1'*%�01) i ),8 w′

1

�
� %*6 i < k

¡}),8
w′

1 6=⊥k−i ¡}0&-/2&%@EB)5E�-$%�¡�:=< zP~ D !$8Rz&xB%*)G0�< 672&0g#&E,8R6A!$2 - D1D :76A^P#&aB)H� ω1
01!$212&)��

popθ
i (ω1) = (push#(w′

1w2)(push#2
· · · push#i

(popi(θ(ω1))))
Y9 "!$#&%b- � !$2&%b01!$2&E]¡

popθ
i (θ(ω)) = change#(w1w2)(#k+1[θ(popi(ω1))]θ(ω

′))

( D -/'�z}Y '�Y ) = change#(w1w2)(push#(w′
1w2)(push#2

· · · push#i
(popi(θ(ω)))))

= push#(w1w2)))(push#2
· · · push#i

(popi(θ(ω))))



�����<���'	�� ��)D� ��	���� �$��
!��� ��������� � ��� ����
�� ��)+	*�`- Ð]�

� %*6 i < k
),8
w′

1 =⊥k−i ¡&!$# i = k
¡10&-/2&%_EB)fE�-$%�¡

popi(ω1) =⊥k
),8�01!$2&E

popi(ω) = ak+1[⊥k]ω
′ ),8 popi(θ(ω)) = #k+1[⊥k]θ(ω

′)
Y

 "!$#&%b- � !$2&%"-/:A!$'*% D -/'_01aN�&21678R6A!$2¼01) θ �

popθ
i (θ(ω)) = push#(w1w2)(push#2

· · · push#i
(#k+1[· · ·#i+1[⊥i] · · · ⊥k]θ(ω

′)))

= push#(w1w2)(push#2
· · · push#i

(popi(θ(ω))))

� %*6 w2 =⊥i
),8
w1 =⊥k+1−i ¡&-/:A!$'*%�E,:e-/67'*),3G),2P8�¡ popi(ω) =⊥k

),8

popθ
i (ω) =⊥k= popk(θ(ω)) = popk(popi(θ(ω))).

2

u !$2.8R'*!$2&%d35-/672.8*),29-/2P8�^.#&)�8*!$#18`-/#18*!$35-/8*)��
k C=D 67:A)B%`)B%R8�%R673@#1:e-/?1:A) D -/'�#12y-/#18*!$35-/8*)�� k C=D 67:A)B% � C 2&!$'R35-/:76A%*a]Y

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= ��H�I%HNM�H�� �$M[K ���$M��
k ≥ 1 � M �$M[K ���$M�� ~C O �$V �LK �$SAQNM[K;iPQ

k 

MjUXS7Q I �

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vθ k C ��� �c� θ( ~C)(Aθ
1, . . . , A

θ
k).

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��9À;<�- D '*xB%":A)@:A),3F3G) D '*aBEBaB01),2P8�¡j2&!$#&%f- � !$2&%"E,:e-/67'*),3G),2P8 D !$#1'"8*!$#&% k ≥ 0
¡ ~C � )BE,8*),#1'f01)

:e-/21+.-/+o)B%b0&-/2&%
k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)

k C��y� (Instrθ
k)

θ( ~C)(Aθ
1, . . . , A

θ
k) vid k C ��� �c� θ( ~C)(Aθ

1, . . . , A
θ
k).


�2�#18R67:76A%{-/2.8_:e-\'*x,+]:A)(01)(EB!$3 D !]%R678R6A!$2�01)�:e-;'*),:e-/8R6A!$2 v ),8b:=< 672&E,:7#&%R6A!$2

k C �c� vθ k C��y� (Instrθ
k)

θ( ~C)(Aθ
1, . . . , A

θ
k)

01!$212&aB) D -/'�:A)�:A),3F3G) �gYD�]Y��g¡12&!$#&%�),2�01aB0g#16A%{!$2&%b^P#&)

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vθ k C ��� �c� θ( ~C)(Aθ
1, . . . , A

θ
k).

2

 "!$#&% D !$# � !$2&%F'*),35-/'*^.#&),'H01) D :7#&%G^.#&)J:=<�-/#18*!$35-/8*)¼^.#&)J2&!$#&% � ),2&!$2&%G01)�EB!$2&%R8R'R#167'*)�)B%R8G C2&!$'R35-/:76A%*a r 67:d:=<>)B%R84�q!$'*EBa,3G),2.8FE�-/'F0�<�- D '*xB%\:e-�'*),35-/'*^P#&) �gYD�]YD� r � v ¡Å67:w2&)y+oa,2&x,'*)y^.#&)y01)B% D 67:A)B%\ C2&!$'R35-/:76A%*aB)B% v ¡Î),84 �� C 2&!$'R35-/:76A%*a D #16A%*^P#&)F:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 change
2}<>)B%R8��R-/35-/6A%f#18R67:76A%{aB)H-/#g��216 � )�-/#g�

%R# D a,'R6A),#1'*%���� r ),8H#12&)¼672&%R8R'R#&E,8R6A!$2
change1,a

EB!$'R'*)B% D !$2&0´� pop1 push1,a

v Yw "!$#&%�- � !$2&%J01!$2&E
a,+.-/:A),3G),2.8\�
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= ��H�I%H�W�H�� �$M[K ���$M��

k ≥ 1 � M �$M[K ���$M�� ~C O �$V �LK �$SAQNM[K;i.T$V I
k C{�}� � � (A1, . . . , Ak) �

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vθ

k C � �c� θ( ~C)(Aθ
1, . . . , A

θ
k) ∩ k C ��� �c� θ( ~C)(Aθ

1, . . . , A
θ
k) ∩ k C ��� �c� θ( ~C)(Aθ

1, . . . , A
θ
k).



Ð ` � �����"	*��
������������ �$��
'�?	*�`���� ��"�,&�)D�����`�"�, 
 ���������:� ���"�

�(¤YX ��«�¬@ª �w¸ ^*­�±��Å­]\

 "!$#&%4'*),+.-/'*01!$2&%@35-/672.8*),29-/2P8GEB!$3F3G),2.8;:A)B%4%*6734#1:e-/8R6A!$2&%;01aN�&216A)B%;0&-/2&%(:e-�%{)BE,8R6A!$2 D '*aBEBaB01),2P8*)3G![0g6 �9),2.8d:A)B%�E,:e-$%*%*)B%w01)bEB!$2P8R'*¿$:A),#1'*%�¡[:A!$'*%*^.#&)bEB)B%w01),'R216A),'*%d%*!$2.8d01)B%�),2&%*),3@?1:A)B% s1t"u C 01aN�&216A%*%¦-/?1:A)B%r E]<>)B%R8c�(0g67'*)]¡[01)B%`a,:Aa,3G),2.8*%c01) � � | � k

v Y. "!$#&%d- � !$2&% D !$#1'dEB),:e-(?�)B%*!$672J0g#5'*aB%R#1:78{-/8c%R#16 � -/2.8`^.#16W)B%R8#12�EB!$'*!$:7:e-/67'*)f673F3GaB0g6e-/8"01)f:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 �gYD�]Y FgY
V�Ï ����Ï ��H�~�H�I%H � �]MPK ���$M �

k ≥ 1 � M �$M[K ���$M�� ~C O �]V �LK �]S7QNM[K�i.Q
k 

MWU SAQ I�I MPKwS7Q I T$S M
K[TL�*Q � I

A1, . . . , Ak �

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vθ k C �c� θ( ~C)(Aθ
1, . . . , A

θ
k).

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ@�B _!$#&%�- � !$2&%�'*),35-/'*^P#&a�:A!$'*%}01)B% D '*),3F6A),'*%�)N�1),3 D :A)B%�01)�%R673@#1:e-/8R6A!$2&% rX� !$67']C @[Y��gY�� v ^.#&) D !$#1'8*!$#&%�-/: D z9-/?�),8*%�01) D 67:A)B% B1, . . . , Bk
¡ D !$#1'`8*!$#18 ~D � )BE,8*),#1'�0�<>),2&%*),3@?1:A)B%�0&-/2&%

k C{����� � (B1, . . . , Bk)
¡

k C ��� �c� ~D(B1, . . . , Bk) vid k C �c� ~D(B1, . . . , Bk),

),2�EB!$3 D !]%{-/2.8_EB)f'*aB%R#1:78{-/8b- � )BE4:e- D '*! D !]%*678R6A!$2 �gYD�]Y Fg¡&:A)fEB!$'*!$:7:e-/67'*)@)B%R8�01a,3G!$2.8R'*a]Y
2

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= ��H ~�H�~�H�� �$M[K ���$M��
D ⊆ k C{����� � (A1, . . . , Ak) �I U

D ∈ � � |�� k(A1, . . . , Ak) �
T]S �$K I

θ(D)
T MDMgT]K �LU=QNV � � � � | � k(A

θ
1, . . . , A

θ
k) U�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1À"a,3G!$2P8R'*!$2&%b:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1' k ≥ 1

Y
� T I Q54 %R6

k = 1
¡9-/:A!$'*%

θ
)B%R8c:e-@�q!$2&E,8R6A!$2�6A01),2P8R678*a4),8

D
- D1D -/'R8R6A),212&),2.8�01!$2&Ef?16A),2¼� � � |�� 1(A

θ
1)
Y

� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %R# D1D !]%*!$2&%`:e- D '*! D 'R6Aa,8*a � '{-/6A) D !$#1' k ≥ 1
Y s !$678

D ∈ � � |�� k+1(A1, . . . , Ak+1)
Y

À;<�- D '*xB%\:A)58Rz&aB!$'*x,3G) EgY��gY @[¡Î67:d)N�g6A%R8*)H#12 � )BE,8*),#1' ~C = (C1, . . . , Cm)
¡Î01!$2P8FE*z9-$^P#&)HEB!$3 D !]%{-/2.8*))B%R8f01)\:e-5�L!$'R3G)
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Q �
� ~D

Q � ~C I �$V �wi.Q � � �5Q �=T$U SXSAQ �
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Y9 "!$#&%�2&!$#&%�-/#18*!$'R6A%*!$2&%"�5%R# D1D 'R673G),'":=< 672&0g6AEB)
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Y
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Y 
�2g�&2}¡1),2J#18R67:76A%{-/2.8b:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 EgY��gY Fg¡[2&!$#&%c!$?18*),2&!$2&%
Dj ∈ � � |�� i

¡
EB)f^P#16Î-$E*z&x � )f:e- D '*),# � )]Y

2

3Å!$#1'5EB!$2&E,:7#1'*)]¡�2&!$#&%5- � !$2&%G'*),35-/'*^P#&a�-/# C @[Y��gY���^P#&)y%*#1'G01)B%5-/: D z9-/?W),8*%501) D 67:A)B%F'*aB0g#1678*%5�#12�a,:Aa,3G),2.8"� D -/'R8R67'�0g#�216 � )�-/#��g¡g:A)B%cE,:e-$%*%*)B% k C �c� ~C ¡ k C ��� �c� ~C ¡ k C ��� �c� ~C ¡1a,8{-/6A),2P8baB^P#16 � -/:A),2P8*)B%�Y "!$#&%�),2�01aB0g#16A%*!$2&%c:A)(8Rz&aB!$'*x,3G)f+oa,2&a,'{-/:Î%R#16 � -/2.8@�
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k ≥ 1 �

k C �c� � � |�� k ≡ k C ��� �c� � � |�� k ≡ k C � �c� � � |�� k ≡ k C ��� �c� � � |�� k

Q �
k C �c� ∅ ≡ k C ��� �c� ∅ ≡ k C � �c� ∅ ≡ k C ��� �c� ∅.
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M �$M[K

A1 = {a1, b1, c1} � Ai = {ai} � i ∈ {2, 3}

(q0, u,⊥3) ` (q0, c̄1b1a2a1a3ā1a2, ω1)
T8S/QRO

ω1 = c1[c1[c1 ⊥] ⊥ [⊥]] ⊥3

` (q0, b1a2a1a3ā1ā2,⊥3)

` (q0, a1a3ā1ā2, ω2)
T8S/QRO

ω2 = b1[b1[b1 ⊥] ⊥ [⊥]] ⊥3) `a2

` (q0, a2a1a3ā1ā2, ω3)
T8S$QRO

ω3 = a2[a2[b1 ⊥]b1[b1 ⊥] ⊥ [⊥]]ω2

` (q0, a3ā1ā2, ω4)
T�S/QRO

ω4 = a1[a1[a1b1 ⊥]a2[b1 ⊥]b1[b1 ⊥] ⊥ [⊥]]ω3

` (q0, ā1ā2, ω5)
T8S/QRO

ω5 = a3[a1[a1b1 ⊥]a2[b1 ⊥]b1[b1 ⊥] ⊥ [⊥]]ω4

` (q0, ā2, ω6)
T�S/QRO

ω6 = ā1[a2[b1 ⊥]b1[b1 ⊥] ⊥ [⊥]]ω4

` (q0, ε, ω7)
T8S$QRO

ω7 = ā2[b1[b1 ⊥] ⊥ [⊥]]ω4)

� �$M I T�S �$V I T$S �$K I �NUqQ,V
ω7 = C3(ρ(u))

O*T]K
ρ(u) = b1a2a1a3ā1ā2 = mot3(ω7) � f2(ρ(u)) = b = mot2(ω7)

Q �
f1(ρ(u)) = b = mot1(ω7) U



�$�]� � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

�(¤YX � ³W¨ �@³�ª ��Z��]\�®@­]\´¸�¬=Zj¨�� ¸ Zj­]\ � Pk �

�;ª&^*­]\

Z})B%b'*aB%R#1:78{-/8*% D '*!$# � aB%_0&-/2&%bEB),8R8*)(%*)BE,8R6A!$2¼%*!$2.8b01)B%�'*aB%R#1:78{-/8*%�672P8*),'R3GaB0g6e-/67'*)B%"^P#16 D ),'R3G),8R8R'*!$2&%01) D '*!$# � ),'f:A)B%"8Rz&aB!$'*x,3G)F01)@:e-y%*)BE,8R6A!$2�%R#16 � -/2.8*)]Y� "!$#&%"3G!$2.8R'*!$2&%(^P#&)\:A)B%f-/#18*!$35-/8*)B%4� Pk C=D 67:A)B%%*!$2P8b%R6734#1:e-/?1:A)B% D -/'b0g6ba�a,'*),2.8*%�8 ~ D )B%�0�<�-/#18*!$35-/8*)B%\�
�]Yc8*!$#18"-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% Pk C �c� ∅ )B%R8b%R673@#1:e-/?1:A) D -/'�#12¼-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% k C �c� ∅�gYc8*!$#18"-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% Pk C �c� ∅ )B%R8b%R673@#1:e-/?1:A) D -/'�#12¼-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% k C �c� ∅�gYc8*!$#18Å-/#18*!$35-/8*)w0&-/2&% Pk C �c� ( � |�� `+1)`+1

)B%R8�%*6734#1:e-/?1:A) D -/'�#12@-/#18*!$35-/8*)�0&-/2&% k C �c� ( � � | � `)`

`&Yc8*!$#18"-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% Pk+` C �c� ∅ )B%R8�%R6734#1:e-/?1:A) D -/'�#12�-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% k C �c� ( � |�� `+1)1
Y

��W
	EWYX Z �]��
L_
]8]pn"�([ iN_
] nY[^]3�B
(���P�Dn��([^]
 "!$#&%}3G!$2P8R'*!$2&%Î6AE,6[^.#&)�:A)B%}672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%

prodi,a D ),# � ),2.8 �,8R'*)�01aN�&216A)B%ÅEB!$3F3G)w#12&)�EB!$3 D !]%R678R6A!$20�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%�E,:e-$%{%R6A^.#&)B%¢¡/),8�EB!$3F3G)`#12&)cEB!$3 D !]%R678R6A!$2G0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%�0&-/2&% Instrk
¡]01!$2.8�:e- � -/:A),#1'

2&)(01a D ),2&0�^.#&)401)B%�%R~[34?�!$:A)B%�01)f8 �,8*)f01)f:e- D 67:A)4�\:e-$^P#&),:7:A)(),:7:A)()B%*8b- D1D :76A^.#&aB)]YÄ_),+.-/'*01!$2&%�8*!$#18b0�<�-/?�!$'*0�EB!$3F3G),2.8"01aBEB!$# D ),' proda

�;:=<�-/6A01)(0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%
push

),8
pop

Y
V�Ï ����Ï 
�H�~�H1I
H�� �]MPK ���$M��

a ∈ Ai ∪ Ai � i ≥ 1 � Q � ���$M�� k ≥ 1 � Q � u ∈ Pk

��QNS�p,M1Q
u • a ∈ Pk �

Q �
���$M��

ω = C(u) 4

proda(ω) = a[proda(pk−1(ω))] · ω I U
i < k

Q �
topk(ω) 6= a

= pushk,a(ω)
I U
i = k

Q �
topk(ω) 6= a

= popk(ω)
I U

topk(ω) = a.

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1À_6A%*8R6721+]#&!$2&%b01),#g��E�-$%�%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'b01)
topk(ω)

�
� %*6 topk(ω) 6= a

¡[EB!$3F3G) D -/'c01aN�&21678R6A!$2}¡ motk(ω) = u
¡g-/:A!$'*%

u • a = u · a Y 3�-/'�01aN�&21678R6A!$2�01)
Ck
),8

prod
¡g2&!$#&%b- � !$2&%b01!$2&E

prodk,a(ω) = a[(Ck−1(fk−1(u • a)))] · ω
r Ð v

À"6A%R8R6721+]#&!$2&%"�\2&!$# � )�-/#¼01),#g��E�-$%�%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'b01)
i
�

� %*6 i = k
¡&-/:A!$'*%

fk−1(u • a) = fk−1(u)
Y 
�2�%R#1?&%R8R678R#9-/2P8

fk−1(u • a) D -/' fk−1(u)
0&-/2&% r Ð v ¡

),8 D -/'b01aN�&21678R6A!$2�01) Ck ¡g2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%b01!$2&E
prodk,a(ω) = pushk,a(ω),

� %*6 1 ≤ i < k
¡&-/:A!$'*%

fk−1(u • a) = fk−1(u) • a ∈ Pk−1
Y1 "!$#&%�!$?18*),2&!$2&%"-/:A!$'*%(�

Ck−1(fk−1(u • a)) = Ck−1(fk−1(u) • a)
= prodk−1,a(Ck−1(fk−1(u)))

= prodk−1,a(pk−1(ω)) D -/'b01aN�&21678R6A!$2¼01) Ck.

�2�%R#1?&%R8R678R#9-/2P8_EB)�'*aB%R#1:78{-/8b0&-/2&% r Ð v ¡12&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

proda(ω) = a[proda(w1)] · ω
� %*6 topk(ω) = a

¡]-/:A!$'*%�¡/67:1)N�g6A%R8*)
u′ ∈ Pk

8*),:&^P#&)
u = u′a

r E�-/'
motk(ω) = u

v Y � :A!$'*%
u•a = u′),8 D -/'_01aN�&21678R6A!$2¼01) Ck ¡ ω = a[Ck−1(fk−1(u))] · Ck(u′)

¡&0�<>!$Æ
proda(ω) = popk(ω).
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2

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ 
�H�~�H�~�H �\Ç���V&U I{I �$V I M �$MPK ���$M��
a ∈ Ai ∪Ai � i ≥ 1 � Q � w = ak · · · a1 � k ≥ 0

S � U V I �LK¦M1O

�LU �$V

instrw,a ∈ Instr∗k
I M[U*S»T]V ��Q54

� I U ak 6= a, . . . , ai 6= a � T$S �$K I

instrw,a = pushk,a · · · pushi,a

� I U aj = a, 1 ≤ j ≤ i Q � ak 6= a, . . . , aj+1 6= a � T]S �$K I

instrw,a = pushk,a · · · pushj+1,a popj

� � T�MjKQ� I SAQ@S7Q � �5Q MjK*ÇRO{ÇRiPQNV � � UXSÅQ I �cO,S7T$UXK\p,M&QTM �]MPK ���$M�� ω ∈ Pk C{�}� � � ��QNSÅp,M&Q
proda

Q I �ci.Ç���V&U
Q �

top(ω) = w �
instrw,a(ω) = proda(ω)

V�Ï ����Ï 
�H�~�H F�H � �]MPK ���$M��
a ∈ Ai ∪ Ai � i ≥ 1 � Q � u ∈ Pk � k ≥ 1 � ��QNS�p,M&Q u • a ∈ Pk �

Q � ���$M��
ω = C(u) = ak[ω1]ω

′ 4

proda(ω) = a[proda(ω1)] · ω
I U
i < k

Q �
ak 6= a

= pushk,a(ω)
I U
i = k

Q �
ak 6= a

= pushk,a(ak[proda(ω1)] · ω′)
I U
i < k

Q �
ak = a

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��WZ})B%fE�-$%
ak 6= a

%*!$2.8�6A01),2P8R6A^.#&)B%4�yEB),#g�¼0g#�:A),3F3G)GÐgY��gYD�]¡�),8f01!$2&E � '{-/6A%�Y � !$2&%R6A01a,'*!$2&%
01!$2&E

ω = a[ω1]ω
′ - � )BE ω = C(u) ),8 u•a ∈ Pk

¡
k ≥ i Y 
�2 D '*!PEBaB0&-/2P8�EB!$3F3G)c0&-/2&%�:A)d%{)BEB!$2&0 D !$672.801)F:e- D '*),# � )H0g#�:A),3F3G)5ÐgY��gYD�52&!$#&%(!$?18*),2&!$2&%@),2&EB!$'*) u = u′a

¡ C(u′) = ω′ ¡}),8 prodk,a(ω) = ω′
� :A!$'*%�¡

a[proda(ω1)]ω
′ = a[proda(Ck−1(fk−1(u)))]ω

′ = a[Ck−1(fk−1(u • a))]ω′

� %*6 k = i
¡

-/:A!$'*%¢¡ Ck−1(fk−1(u • a) = Ck−1(fk−1(u)) = pk−1(ω
′)
),8�01!$2&E]¡

pushk,a(a[proda(ω1)]ω
′)
)B%R8

01aN�&216Î),8�a,+.-/:Î�
proda(ω)

¡
� %*672&!$2

Ck−1(fk−1(u • a) = Ck−1(fk−1(u
′)) = pk−1(ω

′)

À�!$2&E
pushk,a(a[proda(ω1)]ω

′)
)B%R8�01aN�&216�),8ba,+.-/:Î�

proda(ω)
Y

2

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ 
�H ~�HDK�H �@Ç���V&U I¦I �$V I M �]MPK ���$M �
a ∈ Ai ∪ Ai � i ≥ 1 � Q � w = ak · · · a1 � k ≥ 0

S � UXV I

�LKNMgO �LU �$V

instra,w ∈ Instr∗k
I M[U*S/T$V ��Q54 h �$U �

k1 > · · · > km

S7T I M[U ��Q\i.Q I U VWi$ULO¦Q I
j ∈ [i, k]

��QNS I p,M&Q
aj 6= a

Q �
l1 < · · · < ln

S7T I M[U ��Q@O �	� MjSAÇ �5QNV �=T$UXK*QFioT$V I
[i, k] � T$S �$K I

instrw,a = pushk1,a · · · pushkm,a pushl1,a · · · pushl1,a.

� � T�MjKQ� I SAQ@S7Q � �5Q MjK*ÇRO{ÇRiPQNV � � UXSÅQ I �cO,S7T$UXK\p,M&QTM �]MPK ���$M�� ω ∈ Pk C{�}� � � ��QNSÅp,M&Q
proda

Q I �ci.Ç���V&U
Q �

top(ω) = w �
instrw,a(ω) = proda(ω).



�$� ` � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

��W
	EW
	 �EnYa �^cqo��Dn��([ ��o 
 ��[ o �]�B�(a o���_ �
k
h*�^n cq_
]

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= 
�H�~�HNM�H � �$M[K ���$M I T$S M%K[TL�*Q � I i.Q MjU SAQ I
A1, . . . , Ak �

M �]MPK ���]M �TS/QRO ��QNM[K ~C � i.Q I �$M I 
QNV I Q �,�NSAQ I i.Q
k C{�}� � � (AC

1 , . . . , A
C
k) �

Pk C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid k C �c� ~C(AC
1 , . . . , A

C
k)

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� s !$678
M = (Q,Σ, (AC

1 , . . . , A
C
k), ~C,∆, q0, F ) ∈ Pk C �c� (A1, . . . , Ak)

Y& "!$#&%�EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%
:=<�-/#18*!$35-/8*)

A = (Q,Σ, (AC
1 , . . . , A

C
k), ~C,∆′, q0, F ) ∈ ∗k C �c� (AC

1 , . . . , A
C
k)
8*),:�^P#&)

id : ω 7→ ω
)B%R8

#12&)�%R6734#1:e-/8R6A!$2¼01a,8*),'R3F67216A%R8*)f01)
M D -/' A

Y 
�2J#18R67:76A%{-/2.8c:e-@'*),35-/'*^P#&)(ÐgY��gY��g¡P67:�%R#��G8c01)�01aN�&2167'
∆′EB!$3F3G)f:=<>),2&%*),3@?1:A)401)B%c8R'{-/2&%*678R6A!$2&%

∆′
δ = {(p, α, ak · · · a1, ~o, instrak ···a1,a, q)}

D !$#1' δ = (p, α, ak · · · a1, ~o,prodk,a, q) ∈ ∆Z�<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2 id
)B%R8�E,:e-/67'*),3G),2P8b#12&)(%R673@#1:e-/8R6A!$2¼01a,8*),'R3F67216A%R8*)@01)

M D -/' A
Y

 "!$#&%�- � !$2&%c01!$2&E Pk C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid
∗k C �c� ~C(AC

1 , . . . , A
C
k)
),8`2&!$#&%�- � !$2&%�01a �*�@'*),35-/' C^P#&af^.#&) ∗k C �c� ~C(AC

1 , . . . , A
C
k) vid k C �c� ~C(AC

1 , . . . , A
C
k)
Y


�2 - D1D :76A^.#9-/2P8b:e-\:A!$6�01)(EB!$3 D !]%R678R6A!$2 r :A),3F3G) @[YD�]Y � v ¡1:e- D '*! D !]%R678R6A!$2�)B%R8�01a,3G!$2P8R'*aB)]Y
2

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ 
�H ~�H�W�H�J � T]M ���	�GT���Q�O �$V I �LKNM[U ��Q I � � 7


V �$K �GT$S�U I ÇNMWMPU I p,M&Q(T]MgO,M[VWQfU V I �LK¦M1O �LU �$V

changeV � Q I ��M��LU S U I Ç*Q � V �$M I T8S �$V I i �$VWO Pk C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid k C ��� �c� ~C(AC
1 , . . . , A

C
k)

V�Ï ����Ï 
�H�~�H��'H�� �$M[K ���$M��
R ∈ � |�� k(A1, . . . , Ak) � k ≥ 0 �

Ck(R) ∈ � � |�� k(A
C
1 , . . . , A

C
k).

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�<3�'*!$# � !$2&%_EB)�:A),3F3G) D -/'c672&0g#&E,8R6A!$2¼%R#1' k ≥ 0
�

� T I Q54 %R6
k = 0

¡�-/:A!$'*% � |�� 0 = {{ε}, ∅} � � |�� 0 = {{⊥0}, ∅}
¡�EB!$3F3G) C0(ε) =⊥0

¡�:e- D '*! D 'R6Aa,8*a)B%R8 � a,'R6 �9aB)]Y
� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %R# D1D !]%*!$2&%c:A)f:A),3F3G) � '{-/6 D !$#1' k ≥ 0

Y s !$678
R ∈ � |�� k+1

¡g67:Î)N�[6A%R8*)(#12 � )BE,8*),#1'
~O
0�<>a,:Aa,3G),2P8*%�01) � | � k

¡9),8�#12�-/#18*!$35-/8*)(�&216 A �G!$'{-$E,:A)
fk

−1( ~O)
01a,8*),'R3F67216A%R8*)\),8bEB!$3 D :A),8�0&-/2&%

Pk+1
¡]'*)BEB!$2129-/6A%{%{-/2.8d:A)c:e-/21+.-/+o)

R
YD3�-/'�#12&)bEB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2y%*673F67:e-/67'*)_�fEB),:7:A)�01!$212&aB)"0&-/2&%�:e- D '*),# � )0g# :A),3F3G)�ÐgYD�]Y �g¡Å2&!$#&%F!$?18*),2&!$2&%;#12&)H35-$E{z1672&)�0&-/2&% Pk+1 C �c� ( ~O)k

+oa,2&a,'{-/2.8G:A)y:e-/21+.-/+o)J01) D 67:A)
Ck+1(R)

Y 
�2½#18R67:76A%{-/2P8�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2�ÐgY��gY F ),8�:A)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%�01)�:e- %R673@#1:e-/8R6A!$2�01a,8*),'R3F67216A%R8*)]¡
Ck+1(R)

)B%R8�01!$2&Ef:A)f:e-/21+.-/+o)401) D 67:A)B%c+oa,2&a,'*a D -/'�#12 -/#18*!$35-/8*)40&-/2&% (k + 1) C �c� [Ck( ~O)]k Y
3�-/'Jz.~ D !$8Rz&xB%*) 0�< 672&0g#&E,8R6A!$2 Ck( ~O) ∈ � � | � k

¡w),8J),2 #18R67:76A%¦-/2.8J:A)�8Rz&aB!$'*x,3G) EgY��gY @[¡ Ck+1(R)- D1D -/'R8R6A),2.8"01!$2&E4� � � |�� k+1
Y

2

��W
	EW*V �EnYa �^cqo��Dn��([ ��o 
 ��[ o �]�B�(a o���_ � nY[^]3�B
(���P�Dn��([^] ] �Na k �B
Ln"�$��_
]
V�Ï ����Ï 
�H�~�H ��H

Pk C �c� ~C(A1, . . . , Ak) vid k C �c� ~C
(AC

1 , . . . , A
C
k).



�����'���T
%���"
�	�-<��-"�  (�"�\��������� � ���"� � Pk �
�"	�)L�"� �$�BF

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� s !$678
M = (Q,Σ, (AC

1 , . . . , A
C
k), ~C,∆, q0, F ) ∈ Pk C �c� (A1, . . . , Ak)

Y& "!$#&%�EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%
:=<�-/#18*!$35-/8*)

A = (Q,Σ, (AC
1 , . . . , A

C
k), ~C,∆′, q0, F ) ∈ ∗k C �c� (AC

1 , . . . , A
C
k)
8*),:Î^.#&)

id : ω 7→ ω
)B%R8

#12&)�%R6734#1:e-/8R6A!$2¼01a,8*),'R3F67216A%R8*)f01)
M D -/' A

Y 
�2J#18R67:76A%{-/2.8c:e-@'*),35-/'*^P#&)(ÐgY��gY `&¡P67:�%R#��G8c01)�01aN�&2167'
∆′EB!$3F3G)f:=< #1216A!$2 01)B%�%R~g%R8*x,3G)B%

∆′
δ = {(p, α, ak · · · a1, ~o, instrak ···a1,a, q)}

D !$#1' δ = (p, α, ak · · · a1, ~o,prodk,a, q) ∈ ∆
Y
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7�8R#&0g6A!$2&%G35-/672.8*),29-/2.8H:A)JE�-$%F!$Æl:A)y3G!$8F01)J216 � )�-/#
` + 1

0�< #12 Pk C � 3 )B%R8FEB!$2.8R'*¿$:Aa D -/'F#12:e-/21+.-/+o)
(`+1) C '*a,+]#1:76A),'�Y 3�-/'w01aN�&21678R6A!$2}¡o8*!$#18w:e-/21+.-/+o) R ∈ � |�� `+1

)B%R8�'*)BEB!$212P# D -/'�#12y-/#18*!$35-/8*)�&216 A �_!$'{-$E,:A)B% f`
−1( ~O)

¡$!$Æ ~O )B%R8Î#12 � )BE,8*),#1'�01)d:e-/21+.-/+o)B%
` C '*a,+]#1:76A),'*%¢Y � :A!$'*%�¡»8*!$#18�-/#18*!$35-/8*)c0&-/2&%

Pk C �c� (R)`+1 D ),#18��,8R'*)"%R6734#1:Aa D -/'w#12J-/#18*!$35-/8*)�0&-/2&% ∗k C �c� ( ~O)`
Y � :j%R#��G8 D !$#1'dEB),:e-401)b'*) D '*),2&0g'*):A)_3��,3G)b8 ~ D )b01)"EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2�^.#&) D !$#1'd:e- D '*! D !]%R678R6A!$2�ÐgY��gY Fg¡[35-/6A%w),2H�q-/6A%¦-/2.8`),2 D :7#&%d:A) D '*![0g#16780g#�216 � )�-/#

`+ 1
01)(:e- D 67:A)\- � )BE(:=<�-/#18*!$35-/8*) A ¡&),2¼%R#1?&%*8R678R#9-/2.8b:A)B%b8*)B%R8*%b01)B%_!$'{-$E,:A)B%_) a�)BE,8R#&aB%"01)

A D -/'�01)B%_EB!$2.8R'*¿$:A)B%_%R#1'�:A)�216 � )�-/# ` 01)f:e- D 67:A)]Y3�'*aBE,6A%{!$2&%H8*!$#18J0�<�-/?�!$'*0 :e-�%R6734#1:e-/8R6A!$2´^P#&)�2&!$#&%J-/:7:A!$2&%5#18R67:76A%*),'���%{!$678
B
#12 -/: D z9-/?�),8H�&216),8

η : A∗
` → B

#12&)H�q!$2&E,8R6A!$2 ^.#&),:AEB!$2&^P#&)J01aN�&216A) D !$#1' ε YÅ _!$#&%;01aN�&216A%*%{!$2&% D !$#1';8*!$#18 k ≥ 0
¡

:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2

idη : k C{����� � (A1, . . . , Ak)→ k C{�}� � � (⊥,η(ε))(A1, . . . , A`−1, A` ×B,A`+1, . . . Ak)

8R'{-/2&%m�q!$'R35-/2.8ÅE*z9-$^P#&)
ω ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)

),24#12&)
k C=D 67:A)�^P#9-$%R6 C 6A01),2.8R6A^P#&)]¡�z&!$'R3F6A%�:A)B%}a,8R6A^.#&),8R8*)B%01)f216 � )�-/#

`
�

%R6
mot`(ω) = a`,1 · · · a`,n

¡�-/:A!$'*%
mot`(idη(ω)) = (a`,1, η(a`,1)) · · · (a`,n, η(a`,1 · · · a`,n))

Y�ZÎ-
�&+]#1'*)4���f67:7:7#&%*8R'*)(EB),8R8*)f8R'{-/2&%m�q!$'R35-/8R6A!$2}Y

a2 a1 ⊥����� � 
�� ` (a1, η(a1))
idη

(a2, η(a1a2)) (⊥, η(ε))

��	��m�j��� � � D1D :76AE�-/8R6A!$2¼01)f:e-@�q!$2&E,8R6A!$2 idη

3Å!]%*!$2&% D -/'_EB!$2 � ),2.8R6A!$2 idη(ε) = ε
� D !$#1'c8*!$#18 ω = a[ω1]ω

′ ∈ k C{�}� � � ¡� idη(ω) = (a, η(u))[idη(ω1)] idη(ω
′)
¡1%*6

k = `
),8
u = mot`(ω)

),8
η(u)

)B%R8�01aN�&216
� idη(ω) = a[idη(ω1)] idη(ω

′)
¡1%R6

k 6= `� idη(ω)
)B%R8c672&01aN�&216Î%R6

k = `
),8
η(motk(ω))

)B%R8c672&01aN�&216=Y



�$�BE � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ 
�H�~�H	
�H�� VWQHUXVji$M1O �LU �$V Ç�S�Uqi.QNV ��Q I MPK
k ≥ 1

M1QNK �5Q �(i.Q,S/ÇNKNU �`QNKJpBM1Q/M �]MPK ���$M��
ω ∈

k C{�}� � �`� M �$M[K ���$M�� i ≥ 1
� idη(popi(ω)) = popi(idη(ω))
� I U i 6= k � idη(pushi,a(ω)) = pushi,a(idη(ω))
� I U i = k � T$S �$K I idη(pushi,a(ω)) = push`,(a,η(mot`(ω)))(idη(ω)) U

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= 
�H ~�H1I���H�� �$MPK ���$M I
0 ≤ ` < k �

Pk C �c� ( � | � `+1)`+1 v k C �c� [ � � |�� `]`


�2�0�<�-/#18R'*)B%b3G!$8*%�¡ D !$#1'c8*!$#&%b-/: D z9-/?W),8*%b01) D 67:A)B% A1, . . . , Ak

¡1),8c8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~R 0�<>),2&%*),34?1:A)B%
0&-/2&% � |�� `+1(A1, . . . , A`+1)

¡&67:Î)N�[6A%R8*)f01)B%"-/: D z9-/?W),8*%"01) D 67:A)B% B1, . . . , Bk
),8�#12 � )BE,8*),#1' ~D 0�<>),2 C%*),3@?1:A)B%b0&-/2&% � � |�� `(B1, . . . , B`)

8*),:A%�^P#&)

Pk C �c� (~R)`+1(A1, . . . , Ak) v k C �c� [ ~D]`(B1, . . . , Bk).

� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'=�� s # D1D !]%*!$2&%�8*!$#18�0�<�-/?W!$'*0 D !$#1'�%*673 D :76 �9),'�¡.^P#&) ~R = R ∈ � |�� `+1(A1, . . . , A`+1)
Y

s !$678
M = (Q,Σ, (AC

1 , . . . , A
C
k), (R)`+1,∆, q0, F ) ∈ Pk C �c� (A1, . . . , Ak)

3�-/'_01aN�&21678R6A!$2�01) � |�� `+1
¡&67:Î)N�g6A%R8*)�#12 � )BE,8*),#1' ~O 01)

m ≥ 0
),2&%*),3@?1:A)B%_0&-/2&% � |�� `(A1, . . . , A`)

¡
),8f#12�-/#18*!$35-/8*);�&216 A ∈ � � `+1(A1, . . . , A`+1)

¡}�J!$'{-$E,:A)B%
f−1
` ( ~O)

¡�'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/2P8(:A);:e-/21+.-/+o)
R
Y

s # D1D !]%*!$2&% A = (QA,∆A, f
−1
` ( ~O), p0, FA)

01a,8*),'R3F67216A%R8*)@),8bEB!$3 D :A),8b0&-/2&% P`+1
Y

3Å!]%*!$2&%
Bi = AC

i D !$#1'c8*!$#18 j 6= `+ 1
),8
B`+1 = AC

`+1 ×QA
¡&),8

A = (Q,Σ, (B1, . . . , Bk), [C`( ~O)]`,∆
′, q0, F, (⊥, p0)) ∈ ∗k C �c� (B1, . . . , Bk)

!$Æ
∆′ )B%R8c:=< #1216A!$2�01)B%b%R~[%*8*x,3G)B%�01)f8R'{-/2&%R678R6A!$2&% ∆′

δ

¡ D !$#1' δ ∈ ∆
),8c8*),:A%b^P#&)

%R6
δ = (q, α, ak · · · a1, b,prodk,a, q

′)
- � )BE

a ∈ Ai ∪Ai-/:A!$'*%
� %*6 instrak···a1,a

EB!$2.8R6A),2P8@2&)GEB!$2P8R6A),2.8 D -$%(:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 push`+1,a

¡}-/:A!$'*%
∆′

δ

)B%R8f:=<>),2&%*),3@?1:A)
01)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%

(q, α, ak · · · (a`+1, p) · a` · · · a1, ~o′, instrak···a1,a, q
′)

D !$#1' ~o′ ∈ {0, 1}m ),8
χFA

(p) = b� %*672&!$2 ∆′
δ

)B%*8c:=<>),2&%*),34?1:A)@01)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&%

(p, α, ak · · · (a`+1, p) · a` · · · a1, ~o, instrak ···a1,a,p′, q
′)

D !$#1' (p, a, ~o, p′) ∈ ∆A
),8
χFA

(p) = b
Y r

instrw,a,p′
01aB%R67+]2&)¼:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2

instrw,a
0&-/2&%

:e-$^P#&),:7:A)f:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2
push`+1,a

)B%R8c'*),3 D :e-$EBaB) D -/' push`+1,(a,p′)

v Y
À;<�- D '*xB%G:A)�:A),3F3G)¼ÐgY��gY @[¡ D #16A%{^.#&)�:A)B%HEB!$3 D !]%¦-/2.8*)B%y01) ~O

- D1D -/'R8R6A),212&),2P8J� � |�� `
¡�-/:A!$'*%5:A)B%

EB!$3 D !]%{-/2.8*)B%_01) C`( ~O)
- D1D -/'R8R6A),212&),2P8�� � � | � `

Y
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ �N3�-/'HE*z&!$6 � 01) A EB!$3 D :A),8y01a,8*),'R3F67216A%R8*)]¡�67:_)N�[6A%R8*)�#12&)�- D1D :76AE�-/8R6A!$2 η : P`+1 → QA-$%*%*![E,6e-/2.8(�H8*!$#18

u
:=< #1216A^.#&)

p
8*),:�^.#&)

(p0,↑ u)`∗A (p, u↑)
Y � :A!$'*%�¡

u ∈ R %*%*6
η(u) ∈ F Y ��a,'R6 �9!$2&%^P#&)

M ≤idη A
Y



�����'���T
%���"
�	�-<��-"�  (�"�\��������� � ���"� � Pk �
�"	�)L�"� �$��@

 "!$#&%�3G!$2P8R'*!$2&%�^.#&) D !$#1'Å8*!$#18*)w8R'{-/2&%R678R6A!$2 δ ∈ ∆
¡ D !$#1'Î8*!$#18 u ∈ Pk δ

(R)`+1 ≤idη ,Ck(u) ∆′
δ
( ~O)`

Y
s # D1D !]%*!$2&%

δ = (q, α, ak · · · a1, b,prodk,a, q
′)
- � )BE

a ∈ Ai ∪Ai.
� :A!$'*%�¡ D !$#1'b8*!$#&% ω, ω′ ∈ Pk C{�}� � � ¡&- � )BE mot`+1(ω) = u

(p, σ, ω)`
δ
(R)`+1 (q, ε, ω′)

r �$� v
%*%*6

top(ω) = ak · · · a1
),8
χR(u) = b

),8
ω′ = proda(ω)%*%*6

top(idη(ω)) = ak · · · (a`+1, η(u)) · · · a1, χFA
(η(u)) = b

),8
idη(ω

′) = idη(proda(ω)).

7�8R#&0g6A!$2&%_01),#g��E�-$%b%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'b01)
instrak···a1,a

�
� %*6 instrak ···a1,a

2&)HEB!$2.8R6A),2P8 D -$%@:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 push`+1,a

¡Å-/:A!$'*%@0�<�- D '*xB%\:e-�'*),35-/'*^.#&)JÐgY��gY�Ðg¡2&!$#&%_- � !$2&%b01!$2&E
instrak···a1,a(idη(ω)) = idη(ω)

¡&0�<>!$Æ

(10)
%*%R6

(q, idη(ω))`
∆′

δ
[~C]`

(q′, idη(ω
′))

� %*672&!$2 u•a = u ·a ∈ P`+1
),8�:e-"8R'{-/2&%R678R6A!$2

(p, a, χ ~O
, η(ua))

- D1D -/'R8R6A),2.8c� ∆A
),8�),2G#18R67:76A%{-/2P8

:e-\'*),35-/'*^P#&)4ÐgY��gY�Ðg¡
instrak ···a1,η(ua)(idη(ω)) = idη(ω

′)
Y1À;<>!$Æ

(10)
%*%R6

(q, idη(ω))`
∆′

δ
[~C]`

(q′, idη(ω
′)).
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È_2&)5E�-/'{-$E,8*a,'R6A%R8R6A^P#&)H8R'*xB%(�q!$'R8*)501)B% Pk C=D 67:A)B%\)B%R8@^P#&)]¡ D !$#1'48*!$#18 1 ≤ ` < k
¡}:A)5216 � )�-/#

`
01)

:e- D 67:A)G)B%R8fEB!$3 D :Ax,8*),3G),2P8\01a,8*),'R3F672&a D -/'(%*)B%�216 � )�-/#g��%R# D a,'R6A),#1'*%¢¡�),8f3��,3G)G%R673 D :A),3G),2.8 D -/'f:A)B%%R~[34?�!$:A)B%b- D1D -/'{-/6A%*%{-/2P8"-/#�216 � )�-/# `+ 1
Y


�2l) a�),8�¡ D !$#1'@8*!$#18 ω ∈ Pk C{����� � ¡�%R6 mot`+1(ω) = u
¡�-/:A!$'*%

u ∈ P`+1
),8

p`(ω) = C`(f`(u))rX� !$67'�'*),35-/'*^.#&)FÐgYD�]Y�� v Y � ),8R8*) D '*! D 'R6Aa,8*a;)B%R8_67:7:7#&%*8R'*aB) D -/'":e-5�&+]#1'*)F�]�gY � 672&%R6=¡�-/# EB!$#1'*%f0�< #12�E�-/: C

• • •· · · · · ·
· · ·

u = moti+1(ω)

Ci(fi(u))

��	����9�]� � pi(ω) = Ci(fi(moti+1(ω)))

E,#1:�0&-/2&%4#12 Pk C � 3Î¡}:A)G216 � )�-/# ` 01)G:e- D 67:A)5EB!$#1'{-/2.8*)H2}<>)B%R8('*aB),:7:A),3G),2.8\#18R67:A)5^P#&) D !$#1'4) a�)BE,8R#&),':A)B%;8*)B%R8*%
top`···1(ω)

Y ��:c)B%R8F01!$2&E D !]%*%R67?1:A)J01)�%R6734#1:A),'F:=<>)N�1aBE,#18R6A!$2 0�< #12 Pk+` C � 3 D -/'F#12 k C � 3EB!$2.8R'*¿$:Aa��¼:=<�-/6A01)J#12&)H�q!$2&E,8R6A!$2 ),2 � !�~.-/2P8HE*z9-$^P#&)
ω
%*#1'

ω−` ¡Å!$?18*),2.# ),2 8R'*!$2&^P#9-/2.850&-/2&% ω :A)B%



�$� � � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

216 � )�-/#g��672g�qa,'R6A),#1'*%(�
`
YjZ�< 672g�q!$'R35-/8R6A!$2�35-/2&^.#9-/2P8*)

top`···1(ω)
%*),'{-5'*)BEB!$2&%R8R678R#&aB) D -/'_#12�EB!$2.8R'*¿$:A)%R#1'

mot`+1(ω)
Y

�&!$'R35-/:76A%{!$2&%b8*!$#18�0�<�-/?�!$'*0�:e-;2&!$8R6A!$2�01) D 67:A)_��8R'*!$2&^.#&aB)N�{Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'=�
�H�~�H�I%I
H�� �]MPK ���]M I

`, k ≥ 0 � S � T MDMjS ULO{T��LU �]V

id−`
k+` : (k + `) C{����� � (A1, . . . , Ak+`)→ k C{�}� � � (A1+`, . . . , Ak+`)

Q I �di.Ç1��V&U=QmM �]MPK ���]M �
ω ∈ (k + `) C{����� � MgT$K 4

� I U k = 0 � T$S �$K I id−`
k (ω) =⊥0 �

� I U k > 0 � T$S �$K I ω I � ÇRO,KNU �
ω = a[ω1]ω

′ U � � I �$V I MgT]K@O �$V"S$QNV �LU �$V id−`
k (ε) = ε U

� S �$K I
id−`

k+`(ω) = a[id`−1
k+`−1(ω1)] id

−`
k+`(ω

′) U
3Å!$#1'

ω ∈ k + ` C{����� � ¡12&!$#&%b2&!$8*),'*!$2&%"%R673 D :A),3G),2P8 ω−` D !$#1' id−`
k+`(ω)

Y � :e-/67'*),3G),2.8�¡W:e-;'*)B%R8R'R6AE C8R6A!$2�01)
id−`

k+`

-/#g� Pk C=D 67:A)B%�)B%R8�672$�R)BE,8R6 � )]Y3Å!$#1'�8*!$#18*)�%*#1678*)�0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%Î0&-/2&%
Instrk

¡,2&!$8*!$2&%
(instr1 · · · instrn)−` = instr−`

1 · · · instr−`
n),8

� push−`
i,a = pushi−l,a

%R6
i > l

),8
push−`

i,a = id
%R672&!$2}¡

� pop−`
i,a = popi−l,a

%R6
i > l

),8
pop−`

i,a = id
%R672&!$2}Y

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= 
�H ~�H1I ~�H

Pk+` C �c� ∅ v k C �c� ( � |�� `+1)1

�(Ë/ÏPÌ(9jÏy�oZ})B%�8*)B%R8*%
topi(ω) D !$#1' i ≤ ` %*),'*!$2.8w'*),3 D :e-$EBaB% D -/'�#125EB!$2.8R'*¿$:A)"%R#1'�:A)c216 � )�-/# 1

01)
ω−l YZ}) � )BE,8*),#1'@01)HEB!$2.8R'*¿$:A),#1' ~T ^.#&)52&!$#&%4E{z&!$6A%R6A%*%*!$2&%\0�< #18R67:76A%*),'�¡�)B%*8401aN�&216w),2��L!$2&E,8R6A!$2l01)
`
),8

01)B%b-/: D z9-/?�),8*%b01) D 67:A)B%�Y
3Î!$#1' ` ≥ 0
¡&),8c:A)B%b-/: D z9-/?�),8*%b01) D 67:A)B% A1, . . . , A`+1

¡g:A)B%�EB!$3 D !]%{-/2.8*)B%"01)
~T
%*!$2P8�8*!$#&%c:A)B%

Tb`···b1

¡ D !$#1' bi ∈ AC
i

� a,'R6 �j-/2.8

Tb`···b1 = {u ∈ P`+1 | top`···1(C`(f`(u)) = b` · · · b1}.
� z9-$^P#&)

Tb`···b1

- D1D -/'R8R6A),2.8�� � |�� `+1
¡ D #16A%{^.#}< 67:"EB!$'R'*)B% D !$2&0 r 0�<�- D '*xB%H:e-�'*),35-/'*^P#&)¼ÐgYD�]Y�� r � vRv �:=< 672.8*),'*%{)BE,8R6A!$2 D !$#1' i ∈ [1, `]

01)B%b),2&%*),34?1:A)B%
f`+1,i

−1(Pi · bi)
%*6
bi 6=⊥

),8
f`+1,i

−1(Pi)
%R672&!$2}Y

s # D1D !]%*!$2&%":A) � )BE,8*),#1' ~T !$'R6A),2.8*a D -/'�#12&)4?16 �R)BE,8R6A!$2 β : (AC
`∪ ⊥) · · · (AC

1∪ ⊥) → [1,m]
^P#&),: CEB!$2&^P#&)]Y& _!$#&%�-$%{%*!PE,6A!$2&%bE*z9-$^P#&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2

δ = (p, α, ak+` · · · a1,prodk+`,a, q)
0�< #12 Pk+l C � 3�-/#%R~g%R8*x,3G)f01)f8R'{-/2&%R678R6A!$2&%

∆′
δ = {(p, α, ak+` · · · ak+1, ~o, instr−l

ak ···a1,a, q) | πβ`(ai,i)(~o) = 1, ∀i ∈ [1, `]}.
3Å!$#1'b8*!$#18

ω = Ck(u)
¡
topi(ω) = ai

%*%R6
πβ`(ai,i)(~o) = 1

Y
À�) D :7#&% instr−l

ak ···a1,a(ω
−l) = (instrak···a1,a(ω))−l ¡g2&!$#&%"- � !$2&%b01!$2&E4E,:e-/67'*),3G),2.8

δ ≤id−l
k+l,ω

∆′
δ
(~T )1 .

2
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D���`��
 )L�"�#��������� � ���"� �
k � �
	*)+�"� �$�]Ð

�(¤ £ �y³W¸b± \ �B­�³�Z \j¬4³ ^*­]\½¸�¬=Zj¨�� ¸ Zj­]\ �
k �

�;ª&^*­]\

��W*VEWYX �EnYa �^cqo��Dn��([ i��N�^[ o �]�B�(a o��8_ �
k
h �mnYcY_
]

 "!$#&% D '*!$# � !$2&%�0&-/2&%bEB),8R8*)\%*)BE,8R6A!$2 ^.#&)f8*!$#18�-/#18*!$35-/8*)\� k C=D 67:A)B%_)B%R8_%R6734#1:e-/?1:A) D -/'b#12�-/#18*! C35-/8*)w� Pk C=D 67:A)B%�Y$3�#16A%{^.#&)�2&!$#&%�0g6A% D !]%*!$2&%�01a �*�c01)�:e-�?16 �m)BE,8R6A!$2 ϕk
¡�01)

k C{����� � 0&-/2&% Pk
¡B:e-c%R673@#1:e-/8R6A!$2

^P#&)�2&!$#&%bE*z&!$6A%*6A%*%*!$2&%�0�< #18R67:76A%*),'_)B%R8�:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2�?16 �R)BE,8R6 � )
Dk = ϕk ◦ Ck : k C{����� � (A1, . . . , Ak)→ Pk C{����� � (A1, . . . , Ak)


�2F- D1D :76A^P#9-/2.8�:e- D '*! D 'R6Aa,8*a`01)dEB!$3 D !]%R678R6A!$2;01)�:e-_%R673@#1:e-/8R6A!$2;01a,8*),'R3F67216A%*8*)]¡/),8Î:A)B%ÎaB^P#16 � -/:A),2&EB)B%a,2&!$2&EBaB)B%b0&-/2&%b:A)�8Rz&aB!$'*x,3G)��gY��gY `&¡12&!$#&% D !$# � !$2&%b2&!$#&%�EB!$2.8*),2P8*),'"01)f3G!$2P8R'*),' k C � �c� v Pk C �c� Y�Î� -/2P8Î01) � !$67'ÎEB!$3F3G),2.8�%R673@#1:A),'�:A)B%Î672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%ÎE,:e-$%{%R6A^.#&)B%¢¡B672.8*a,'*)B%*%{!$2&%�2&!$#&%�-/#g�(%R~P3@?W!$:A)B%Å01)
8 �,8*)B%�YD7�8{-/2.8`01!$212&a

ω ∈ k C{�}� � � ¡]2&!$#&% D !$# � !$2&%��q-$E,67:A),3G),2P8�'*),35-/'*^P#&),'w^P#&)c:A)�3G!$8 top(ω)
2}<>)B%*8 D -$%0g67'*)BE,8*),3G),2.8@6A01),2.8R6 �j-/?1:A)5� D -/'R8R67'(01) top(Dk(ω))

Y � !$2&%R6A01a,'*!$2&% D -/'()N�1),3 D :A)]¡ ω =⊥ [⊥ [a1 ⊥]]
¡

0&-/2&%`EB)bE�-$% D3(ω) = a1[a1[a1 ⊥] ⊥] ⊥3
),8�¡.z&!$'R3F6A%d:e-@01!$212&aB)�01)

top1(ω)
¡.:A)_3G!$8

top(D3(ω))
2&)

%*),3@?1:A) D -$%bEB!$2P8*),2167'_0�< 672g�q!$'R35-/8R6A!$2&% D ),'R8R672&),2.8*)B%"%R#1'c:e- � -/:A),#1'_01) top(ω)
Y

|Î!$#18*)N�L!$6A%�¡»67:P)N�g6A%R8*)w01)B%ÎE�-$% D -/'R8R6AE,#1:76A),'*%Å!$Æ top(ω) D ),#18 �,8R'*)d!$?18*),2.#;0g67'*)BE,8*),3G),2.8�01)B%Î%*~P3@?W!$:A)B%01)f8 �,8*)B%�01) D(ω)
Y

V�Ï ����Ï 
�H F�H�I%H h �$U �
ω ∈ k C �d�}� � � (A1, . . . , Ak) � T8S$QRO A2 = {#2}, . . . , Ak = {#k} �

i.T$V I O{Q;O*T I �
� M �$M[K ���$M�� i ≥ 2 � topi(ω) = #i

I¦I U
topi(Dk(ω)) 6=⊥ �

� top1(ω) = top1(Dk(ω)) U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��d "!$#&%�3G!$2P8R'*!$2&%�8*!$#18�0�<�-/?�!$'*0½^.#&) D !$#1' A2, . . . , Ak

^.#&),:AEB!$2&^P#&)B%�¡ D !$#1'�8*!$#18 ω ∈
k C �w����� � (A1, . . . , Ak)

),8
i ≥ 2

¡9-/:A!$'*%
topi(ω) =⊥ %*%R6

topi(Dk(ω)) =⊥ . r �B� v
��a,'R6 �9!$2&%bEB),8R8*) D '*! D 'R6Aa,8*a D -/'b672&0g#&E,8R6A!$2¼%R#1' k ≥ 1

Y
� T I Q54 8R'{-/678*!$2&%�:A)fE�-$%

k = 1
¡&0&-/2&%�:A)(E�-$% D :7#&%c+oa,2&a,'{-/:Å!$Æ i = k

Y
3�-/'_01aN�&21678R6A!$2�01) D 67:A)B%� C 2&!$'R35-/:76A%{aB)B%�¡ D #16A%�01) Ck ¡g2&!$#&%_- � !$2&%@�

topk(ω) =⊥ %*%R6
ω =⊥k

%{%R6
ϕk(ω) = ε

%{%R6
topk(Dk(ω)) =⊥ Ck(ϕk(ω)) =⊥k .


�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'�¡j%R6 k = 1
¡9-/:A!$'*%

i = 1
),8c:e- D '*! D 'R6Aa,8*a()B%R8 � a,'R6 �9aB)]Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %R# D1D !]%*!$2&%c:e- D '*! D 'R6Aa,8*a � '{-/6A) D !$#1' k ≥ 1

Y
s !$678

ω = a[ω1]ω
′ ∈ (k + 1) C �d�}� � � (A1, . . . , Ak+1)

¡&),8
i ∈ [1, k]

Y � :A!$'*%�¡
topi(ω) =⊥ %{%R6

topi(ω1) =⊥ %*%*6 r D -/'Gz}Y '�Y v topi(Dk(ω1)) =⊥ %*%*6 r D -/'501aN�&21678R6A!$2�01) Ck+1
v

topi(Dk+1(ω)) =⊥ Yr �&2�01)�:=< 672&0g#&E,8R6A!$2 v
s 6}01) D :7#&%�¡g:A)B%�-/: D z9-/?�),8*%�01) D 67:A)B% A2, . . . , Ak, . . .

%*!$2.8c'*aB0g#1678*%��\#12J#1216A^P#&)fa,:Aa,3G),2.8�¡9-/:A!$'*%�:e-
D '*! D 'R6Aa,8*a4^P#&)�2&!$#&% � ),2&!$2&%_01) D '*!$# � ),'�673 D :76A^P#&)(E,:e-/67'*),3G),2.8�^.#&) D !$#1'c8*!$#18 1 ≤ i ≤ k ¡
topi(ω) = #i

%*%R6
topi(C(ϕk(ω))) 6=⊥ Y1À�) D :7#&%�¡

mot1(ω) = fk,1(ϕk(ω))

= mot1(Ck(ϕk(ω))) ( D -/'_01aN�&21678R6A!$2¼01) Ck )

= mot1(Dk(ω))


�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'�¡ top1(ω) = top1(Dk(ω))
Y



�B�$� � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

2

3�'*!$# � !$2&%\35-/672P8*),29-/2.8F^.#&) D !$#1'@8*!$#18*)G672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 δ 0�< #12l-/#18*!$35-/8*)y0&-/2&% k C � �c� - � )BEy01)B%-/: D z9-/?�),8*%_01)f216 � )�-/# %R# D a,'R6A),#1'"� �4'*aB0g#1678*%_�F#12¼a,:Aa,3G),2.8�¡W),8b8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~R 01)4EB!$2.8R'*¿$:A),#1'*%¢¡
δ

~C)B%R8�%R673@#1:e-/?1:A) D -/'�#12�%*~[%R8*x,3G)f0&-/2&% Pk C �c� Y� :W�q-/#18 D !$#1'�EB),:e- �,8R'*)fE�- D -/?1:A) D !$#1'�E{z9-$^.#&) ω ∈ k C{����� � (A1, . . . , Ak)
¡ D !$#1'c8*!$#18 instr

01)�8�~ D )
push

!$#
pop

¡»01)�01aN�&2167'Å#12&)�%R#1678*)w0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%�01)�8�~ D ) prod
¡»),2 � !¢~.-/2.8 Dk(ω)

%R#1' Dk(instr(ω))
¡

 "!$#&%�#18R67:76A%*!$2&% D !$#1'�EB),:e-(:A)B%�'*aB%R#1:78{-/8*%`!$?18*),2.#&%`-/# C EgYD�]YD�_%R#1'�:A)B%�:76A),2&%w),2P8R'*)b:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2�01)B%w672&% C8R'R#&E,8R6A!$2&%b01) D 67:A)B%�),8�:A) D '*![0g#1678_�;0g'*!$678*)40&-/2&% Pk
Y

s 6�:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2�01) D 67:A)f)B%R8`0g#J8�~ D ) pushi,a

¡[0�<�- D '*xB%`:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 EgYD�]YD�]¡
ϕk(pushi,a(ω))

)B%*8
!$?18*),2.# 01)

ϕ(ω) D -/' D '*!P0g#1678_- � )BE(:e-\:A),8R8R'*) a �
V�Ï ����Ï 
�H F�H ~�H h �$U �

a ∈ Ai � 1 ≤ i ≤ k Q � ω ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak) �
T$S �]K I

ϕk(pushi,a(ω)) = ϕk(ω) • aÀ�!$2&E]¡ D -/'b01aN�&21678R6A!$2 01)�:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 proda

� Dk(pushi,a(ω)) = proda(Dk(ω))

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= 
�H F�H F�H � �$MPK ���$M���Q �LKmT$V I U �LU �$V
δ = (p, α,w, ~o,pushi,a, q) ∈ k C � �c� ~C(A1, . . . , Ak) ��98

A2, . . . , Ak
I �$V �}K*ÇRi$M[U � I � MPVJM[V&ULpBM1QfÇNSAÇ �5QNV � � U SjQ P$U I ��Q_MPV I  »I �Y� �5Q ∆δ ∈ Pk C �c� (A1, . . . , Ak) ���QNSÎpBM1Q:M �$M[K ���]M �
ω ∈ k C{����� � δ ~C ≤Dk,ω ∆δ

Dk( ~C) U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � s # D1D !]%*!$2&%F^P#&) w = bk · · · b1

¡Å2&!$#&%F01aN�&216A%*%*!$2&%;:A)J%R~g%R8*x,3G)y01)J8R'{-/2&%R678R6A!$2&%
(p, α, q) C%R8{-/2&0&-/'*0�0�< #12 Pk C � 3 %R#16 � -/2P84�� %*6 bk · · · b1 6=⊥k ¡

∆δ = {(p, α, ak · · · a2b1, ~o,proda, q) | ∀i ∈ [1, k], ai ∈ AC
i }

� %*6 bj · · · b1 =⊥j ),8 bj+1 6=⊥
-/:A!$'*%

∆δ = {(p, α, ak · · · aj+1 ⊥ · · · ⊥, ~o,proda, q) | ∀i ∈ [1, k], ai ∈ AC
i }� );%R~g%R8*x,3G);)B%R8"E,:e-/67'*),3G),2P8401a,8*),'R3F67216A%R8*)G),8f0�<�- D '*xB%�:A)B%�8R'*!$6A%�:A),3F3G)B% D '*aBEBaB01),2P8*%�¡�67:�)B%R8fa � 6A01),2P8^P#&) D !$#1'�8*!$#18 ω ∈ k C �d����� � (A1, . . . , Ak)

¡
(p, α, ω)`

δ ~C (q, ε,pusha(ω))
%*%R6

(p, α,Dk(ω))`∗
∆δ

Dk(~C)
(q, ε,Dk(pusha(ω))),

),8
δ

~C )B%R8b- D1D :76AE�-/?1:A)@� ω %*%*6 ∆δ
Dk( ~C) )B%R8b- D1D :76AE�-/?1:A)@� Dk(ω)

Y
2

Z})5E�-/:AE,#1:�01) Dk(popi(ω))
)B%R8f:Aa,+ox,'*),3G),2.8 D :7#&%(EB!$3 D :76A^P#&a D #16A%*^P#&)G0�<�- D '*xB%(:A);:A),3F3G) EgYD�]Y��g¡

ϕk(popi(ω))
)B%R8�!$?18*),2.# D -/' D '*!P0g#1678_01) ϕk(ω)

- � )BEf#12�3G!$8
u ∈ A1,i

∗ Y|Î!$#18*)N�L!$6A%�¡
u
2&) 01a D ),2&0 ^.#&) 01)l:e- � -/:A),#1'�01)

ϕk(fk,i(ω))
¡fE]<>)B%R8���0g67'*) 01)l:e- � -/:A),#1'�01)

motk,i(Dk(ω))
Y&Ä_- D1D ),:A!$2&%c6AE,6}:A)�:A),3F3G) EgYD�]Y����

V�Ï ����Ï 
�H F�HbK(H h �$U �
ω, ω′ ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak) � Q � i ∈ [1, k]

��QNSÎp,M&Q
ω′ = popi(ω) �T$S �$K I U SÎQ P$U I ��Q

a ∈ Ai

��QNS�pBM1Q
topi(ω) = a

Q �
u ∈ Irr(A1,i−1)

��Q,S I p,M&Q
fk,i(ϕk(ω)) ∈ Pi · a · u

Q �
ϕk(ω

′) = ϕk(ω) • u • a U
V�Ï ����Ï 
�H F�HNM�H � �$M[K ���$M���Q �LKmT]V I U �LU �]V

δ(p, α, bk · · · b1, ~o,popi, q) ∈ k C � �c� ~C(A1, . . . , Ak) � �98HS7Q IT$S M
K[TL�{Q � I
A2, . . . , Ak

I �$V ��K*ÇRi$M[U � I � M[V�M[V&Uqp,M1Q@ÇNSAÇ �5QNV � � U S}QQP$U I ��Q ∆δ

I  »I �Y� �5Q(i.Q �LKmT$V I U �LU �$V�i � M[V
T$M����	�GT���Q\ioT$V I Pk C �c� Dk( ~C)(A1, . . . , Ak)

��QNSÎp,M&Q:M �$M[K ���$M��
ω ∈ k C{����� �`� δ ~C ≤Dk,ω ∆δ

Dk( ~C) U



���������{
'����� � �"
D���`��
 )L�"�#��������� � ���"� �
k � �
	*)+�"� �B�B�

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1À"aN�&216A%{%*!$2&%b01)f%R~g%R8*x,3G)f01)f8R'{-/2&%*678R6A!$2
(p, α, q) C %R8{-/2&0&-/'*0 ∆δ D -/'4�

∆δ = {(s, ε, ak · · · a1, ~o′,prodāi
, s) | ∀j ∈ [1, k], aj ∈ AC

i , ai 6= bi, ~o′ ∈ {0, 1}m}
∪ {(s, ε, ak · · · a1, ~o′,prodāi

, q) | ∀j ∈ [1, k], aj ∈ AC
i , ai = bi, ~o′ ∈ {0, 1}m}

∪ ∆δ,bk···b1 ,

),8
� %*6 bk · · · b1 6=⊥k ¡&-/:A!$'*%

∆δ,bk···b1 = {(p, α, ak · · · a2b1, ~o, stay, q) | ∀j ∈ [2, k], aj ∈ AC
j },

� %*6 bj · · · b1 =⊥j ),8 bj+1 6=⊥
-/:A!$'*%

∆δ,bk···b1 = {(p, α, ak · · · aj+1 ⊥ · · · ⊥, ~o, stay, q) | ∀` ∈ [2, k], a` ∈ AC
` }.

À;<�- D '*xB%�:A)�:A),3F3G) D '*aBEBaB01),2.8�¡967:})B%R8bE,:e-/67'�^P#&) D !$#1'c8*!$#18 ω ∈ k C{����� � (A1, . . . , Ak)
¡
popi(ω)

)B%*8
01aN�&216�%*%*6�67:})N�[6A%R8*)

u1 ∈ Â1,i−1
∗ ),8

a ∈ Ai
8*),:A%b^P#&)

moti(Dk(ω)) ∈ AC
i
∗ · a · u1

Y9À"!$2&E]¡90�<�- D '*xB%�:A):A),3F3G)4ÐgY��gY `5),8b:e-;01aN�&21678R6A!$2¼01)f:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2
prod

¡

(p, α, ω)→
δ ~C (q, ε,popi(ω))

%*%*6
(p, α,Dk(ω))→∗

∆δ
D(~C)

(q, ε, Ck(ϕk(ω) • u1 • a)).
t '�¡18*!$#$�R!$#1'*%�0�<�- D '*xB%�:A)(:A),3F3G)4ÐgY��gY `&¡

ϕk(ω) • u1 • a = ϕk(popi(ω)) = ϕk(popi(ω)).


�2�%R#1?&%R8R678R#9-/2P8
ϕk(ω) • u1 • a D -/' ϕk(popi(ω))

0&-/2&%�:A);E�-/:AE,#1:�E,6 C 01)B%*%R#&%¢¡j2&!$#&%f!$?18*),2&!$2&%f01!$2&E]¡
D !$#1'c8*!$#18 ω ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)

¡

(p, α, ω)`
δ

~C (q, ε,popi(ω))
%*%R6

(p, α,Dk(ω))`∗
∆δ

D(~C)
(q, ε,Dk(popi(ω))).

2

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= 
�H F�H�W�H � �$MPK ���$M I T$S M
K[TL�*Q � I iPQsMjUXSAQ I
A1, . . . , Ak �

UXS�Q P$U I ��Q5iPQ I T$S M%K[TL�*Q � I i.Q�MjUXS7Q I
B1, . . . Bk

��QNSgp,M1Q�M �$MPK ���$M���O �$V �LK��$S7Q,MPK ~C ∈ i C{����� � (A1, . . . , Ai) �
UXSPQQP$U I ��QdM[VvS/QRO ��Q,MPK ~R i	� Q,V I Q �,�NSAQ I

ioT$V I Pi(B1, . . . , Bi)
��QNSÎp,M&Q

k C �c� [ ~C]i(A1, . . . , Ak) v Pk C �c� (~R)i(B1, . . . , Bk)

Q �
� ~C

Q � ~R I �$V �wiPQ � � �5Q �=T$UXS SAQ �
� I U ~C ∈ � � |�� i(A1, . . . , Ai) �

T$S �]K I ~R ∈ � |�� i(B1, . . . , Bi) U�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � 
�2�#18R67:76A%¦-/2.8\:A)B%4:A),3F3G)B%FÐgY��gY�� ),8\ÐgY��gY Fg¡Î67:d)B%*8@E,:e-/67';^.#&) D !$#1'\8*!$#&% B1, . . . , Bk

¡Å- � )BE
|B2| = · · · = |Bk| = 1

¡1),8 ~D ∈ k C{�}� � � (B1, . . . , Bk)
¡

k C � �c� ~D(B1, . . . , Bk) vDk
Pk C �c� Dk( ~D)(B1, . . . , Bk).

À;<�- D '*xB%�:e-G'*),35-/'*^P#&)FÐgYD�]Y�� r � v ¡ D !$#1'"8*!$#18 u ∈ Pk
¡
pi(Ck(u)) = Ci(moti(Ck(u)))

Y�3�#16A%*^P#&) Dk =
ϕk ◦ Ck

¡ D !$#1' 8*!$#18 S ⊆ i C{�}� � � ¡ 1 ≤ i ≤ k
¡ D !$#1'¼8*!$#18 ω ∈ k C{�}� � � (B1, . . . , Bk)

¡
pi(ω) ∈
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S
%*%R6

moti(Dk(ω)) ∈ ϕi(S)
Y` "!$#&%�- � !$2&%�01!$2&E D !$#1'�8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~D

01) %{!$#&% C ),2&%*),34?1:A)B%¼01)
i C{����� � (A1, . . . , Ak)

¡

k C � �c� [ ~D]i(B1, . . . , Bk) v Pk C �c� (ϕi( ~D))i(B1, . . . , Bk)
r ��� v


�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'�¡j0�<�- D '*xB%�:A)�8Rz&aB!$'*x,3G) EgY��gY @[¡
%R6 ~D ∈ � � |�� i(B1, . . . , Bk)

¡&-/:A!$'*%
ϕi( ~D) ∈ � |�� i(B1, . . . , Bk)

Y

�2g�&2}¡�2&!$#&%4- � !$2&%@3G!$2.8R'*a D '*aBEBaB01),3F3G),2.8 r D '*! D !]%*678R6A!$2 �gY��gY�� v ^P#&) D !$#1'48*!$#&%@-/: D z9-/?�),8*%401)

D 67:A)B% A1, . . . , Ak
67:f)N�[6A%*8*) 01)B%�-/: D z9-/?�),8*%�01) D 67:A)B% B1, . . . , Bk

¡`- � )BE |B2| = · · · = |Bk| = 18*),:A% ^.#&) D !$#1'¼8*!$#&% C1, . . . , Cm ∈ i C{����� � (A1, . . . , Ai)
¡�67:@)N�g6A%R8*)�01)B% ),2&%*),3@?1:A)B%

D1, . . . Dm ∈
i C{����� � (B1, . . . , Bi)

8*),:A%�^P#&)

k C �c� [ ~C]i(A1, . . . , Ak) v k C � �c� [~D]i(B1, . . . , Bk).

À�) D :7#&%�¡�%R6 ~C ∈ � � |�� i(A1, . . . , Ai)
¡Î-/:A!$'*% ~D ∈ � � |�� i(B1, . . . , Bi)

Y 
�2l- D1D :76A^P#9-/2.8 r ��� v 2&!$#&%- � !$2&%_01!$2&E
k C �c� [ ~C]i(A1, . . . , Ak) v k C � �c� [ ~D]i(B1, . . . , Bk) v Pk C �c� (ϕi( ~D))i(B1, . . . , Bk),

EB)f^P#16 D '*!$# � )f:e- D '*! D !]%R678R6A!$2}Y
2

��W*VEW
	 � �([��9
 �(cq_
] ��o 
�i�_
] � 
���� 
Lnqk ��k
] ��� � hji�k<lm[^nY]8]po�b^cq_%]
I=J 2L6jË`� ��Ï 
�H F�H �%H�� �$MPK ���$M �

k ≥ 1 �

k C �c� � � | � k v k C �c� ~∅.


�2F0�<�-/#18R'*)B%Å3G!$8*%�¡ D !$#1'Å8*!$#&%�-/: D z9-/?W),8*%�01) D 67:A)B% A1, . . . , Ak

¡ D !$#1'Å8*!$#18 � )BE,8*),#1' ~C 01)�:e-/21+.-/+o)B%
0&-/2&% � � |�� k(A1, . . . , Ak)

¡`67:()N�g6A%R8*)�01)B%�-/: D z9-/?�),8*% B1, . . . Bk
8*),:A%�^.#&)

k C �c� ~C(A1, . . . , Ak) v
k C �c� ~∅(B1, . . . , Bk)

Y
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1 _!$#&% D '*!$# � !$2&% D -/'c672&0g#&E,8R6A!$2¼%*#1' i ∈ [0, k]

^.#&)

k C �c� [ � � | � i]i v k C �c� ~∅.

� T I Q54 %R6
i = 0

¡9-/:A!$'*% � � | � 0 = {{⊥0}, ∅}
¡9:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 )B%R8�a � 6A01),2.8*)]Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %R# D1D !]%*!$2&%c:e- D '*! D 'R6Aa,8*a � '{-/6A) D !$#1' i ≥ 0

¡&-/:A!$'*%_0�<�- D '*xB%�:A)B% D '*! D !]%R678R6A!$2&%_ÐgY��gY E),8bÐgY��gYD�$�G),8c:=< zP~ D !$8Rz&xB%*)(0�< 672&0g#&E,8R6A!$2l�

k C �c� [ � � |�� i+1]i+1 v Pk C �c� ( � |�� i+1)i+1 v k C �c� [ � � |�� i]i v k C �c� ~∅.

Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a@)B%R8�01!$2&E � '{-/6A) D !$#1'b8*!$#18 i ¡&),2 D -/'R8R6AE,#1:76A),'�¡ D !$#1' i = k
¡g2&!$#&%"- � !$2&%

k C �c� � � | � k = k C �c� [ � � |�� k ]k v k C �c� ~∅.

2



���������{
'����� � �"
D���`��
 )L�"�#��������� � ���"���
k � �
	*)+�"� �B���

��W*VEW*V � � �B�(a oA��_
] �
k
h �^n cq_
]��D] �Na k �B
Ln"�$�N_%]��

Z�-�E,:e-$%{%*)`01)B%�-/#18*!$35-/8*)B%��
k C=D 67:A)B%�#18R67:76A%{-/2P8�:A)B%�672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&% pushi,a

),8
pushi,a

)B%R8�aB^P#16 � -/:A),2P8*)
D -/'b%R673@#1:e-/8R6A!$2¼01a,8*),'R3F67216A%R8*)@�;:e-;E,:e-$%*%*) k C �c� Y
I=J 2L6jË`� ��Ï 
�H F�H	��H�� �$MPK ���$M �

k ≥ 1

k C �c� ~∅ ≡ k C �c� ~∅
.

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � 
�2�EB!$3 D !]%{-/2P85:A)B% D '*! D !]%R678R6A!$2 ÐgY��gY E�),8HÐgY��gY �g¡�2&!$#&%H!$?18*),2&!$2&% k C �c� ~∅ v Pk C �c� ~∅ v
k C �c� ~∅ Y

� 2 � ),'*%*),3G),2P8�¡�2&!$#&%(- � !$2&%�'*),35-/'*^P#&a D '*aBEBaB01),3F3G),2.8 rX� !$67' C @[Y��gY�� v ^P#&)
k C �c� ~∅ v k C �c� � � |�� k

0�<>!$Æ}¡&),2¼- D1D :76A^P#9-/2.8_:A)�8Rz&aB!$'*x,3G)@ÐgY��gY @J� k C �c� ~∅ ≡ k C �c� ~∅

2

��W*VEW � � �([��9
 �(cq_
] ��o 
 �^[ o �]�B�(a o��8_ �
`
h �^n cq_
]

BC2D>E=?0eÊ�0�6'= 
�H F�H	
�H5� �$M I V �����$V I −−−−−→z � ��� � k(Σ)
S�� QNV I Q �,�NS7Q i.Q I S/QRO ��QNM[K I ~L = (L1, . . . , Lm)

i.Q
S7T$V+�oT$�PQ I ioT$V I

Σ∗ � ��Q,S I p,M � UXSÅQQP]U I ��Q m T$M �����FT ��Q I i.Ç ��QNK �;U V9U I ��Q I

Ai = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak),∆, q0,⊥, Fi) ∈ k C �c� ~∅,
M �$MPK

i ∈ [1,m]

��QNS I p,M&Q�M �$MPK ���$M��
i ∈ [1,m] � L(Ai) = Li U

V�Ï ����Ï 
�H F�H�I ��H 	 �$M��NS/QRO ��QNMPK ~R i.Q4S7T$V+�oT��.Q I ioT]V I � |�� k+1 � k ≥ 0 � T MLMgT$K �LUqQNV � � −−−−−→z � ��� � k U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1À\<�- D '*xB%b:e- D '*! D !]%R678R6A!$2¼ÐgYD�]Y�Ðg¡167:})N�g6A%R8*) m -/#18*!$35-/8*)B%_01a,8*),'R3F67216A%*8*)B%

Ai = (Q,Σ, (A1, . . . , Ak), (~R)k,∆, q0,⊥, Fi) ∈ Pk C �c� ( � | � k)k , D !$#1' i ∈ [1,m]

8*),:A%�^P#&) D !$#1'c8*!$#18 i ∈ [1,m]
¡
L(Ai) = Li

Y�
�2�- D1D :76A^P#9-/2.8b:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 ÐgY��gY F D #16A%c:A)"8Rz&aB!$'*x,3G)ÐgY��gY @[¡167:})N�g6A%R8*)(01!$2&E
m
-/#18*!$35-/8*)B%_01a,8*),'R3F67216A%R8*)B%

Bi = (Q′,Σ, (B1, . . . , Bk),∆
′, q0,⊥, Fi) ∈ k C �c� ~∅, D !$#1' i ∈ [1,m]

8*),:A%�^P#&) D !$#1'c8*!$#18 i ∈ [1,m]
¡
L(Bi) = Li

Y
2

I=J 2L6jË`� ��Ï 
�H F�H1I
I%H�� �$M[K ���$M I
k, ` ≥ 1 � (k + `) C �c� ~∅ ≡ k C �c� (

−−−−−−−→z � ��� � `)1 U

�2¼EB!$3 D !]%{-/2P8�:A)B% D '*! D !]%R678R6A!$2¼ÐgY��gY EG),8bÐgY��gYD���g¡12&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%

(k + `) C �c� ~∅ ≡ k C �c� ( � |�� `+1)1 .


�2;- D1D :76A^.#9-/2&^P#9-/2.8�),2&%R#1678*)w:A)�:A)�:A),3F3G)dÐgY��gYD�$�g¡»2&!$#&%Å- � !$2&%Î01!$2&E (k + `) C �c� ~∅ v k C �c� (
−−−−−−−→z � ��� � `)1

Y
Z�< 672&E,:7#&%R6A!$2¼672 � ),'*%*)4)B%R8 D '*!$# � aB)40&-/2&%c:A)(:A),3F3G)(%R#16 � -/2.84�
V�Ï ����Ï 
�H F�H�I<~�H�� �]MPK ���]M I

k, ` ≥ 1 � k C �c� (
−−−−−−−→z � ��� � `)1 v (k + `) C �c� ∅ U



�B�*` � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

Z�-5%R6734#1:e-/8R6A!$2 #18R67:76A%*aB) D !$#1'�:e- D '*),# � )401)(EB)4:A),3F3G)4)B%R8_EB!$2&%R8R'R#1678*)4%R#1'_:A)f3��,3G)(3G![01x,:A)4^P#&):e-H%R6734#1:e-/8R6A!$2
idη

#18R67:76A%*aB)\0&-/2&%_:e- D '*),# � );01)(:e- D '*! D !]%R678R6A!$2�ÐgY��gYD�$�g¡W35-/6A%_),:7:A);-/#1+]3G),2.8*);),2 D :7#&%:A)�216 � )�-/#¼01)�:e- D 67:A)]Y� !$2&%R6A01a,'*!$2&%y01),#g��- D1D :76AE�-/8R6A!$2&%�� η1 : A`+1
∗ → B

!$Æ
B
)B%R85#12�-/: D z9-/?W),8J^P#&),:AEB!$2&^.#&)¼),8

η2 : A`+1
∗ → l C{����� � ⊥′

(A1, . . . , A`)
8*),:7:A)B%b^P#&)

η2(ε) =⊥′
`

),8 ⊥′= (⊥, η1(ε))
Y

 "!$#&%�01aN�&216A%*%*!$2&% D !$#1'c8*!$#18 k ≥ 0
¡&:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2

idη1,η2 : k C{����� � ⊥(A`+1, . . . , Ak+`)→ k + ` C{�}� � � ⊥′

(A1, . . . , A`, A`+1 ×B,A`+2, . . . A`+k)� a,'R6 �j-/2.8 D !$#1'b8*!$#18 ω ∈ k C{����� � (A1, . . . , Ak)
�

� :e- D 67:A)(8R'*!$2&^.#&aB) idη1,η2(ω)−` )B%R8�a,+.-/:A)4� idη1(ω)
rX� !$67' C¦ÐgY��gY `&¡&�&+]#1'*)4��� v ¡

� :e- D '*!/�R)BE,8R6A!$2 -/#�216 � )�-/# ` ¡ p`(idη1,η2(ω))
)B%R8�a,+.-/:A)4�

η2(mot1(ω))
¡

� EB)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%@%*) D '*! D -/+o),2.8@�y8*!$#18"� D '*aN�1�1)N�\01) idη1,η2(ω)
� D !$#1'�8*!$#18 i ∈ [` + 1, ` + k]

¡
popi(idη1,η2(ω)) = idη1,η2(popi(ω))

Y
Z�-\�&+]#1'*)@�]�\67:7:7#&%R8R'*)(EB),8R8*)f8R'{-/2&%m�q!$'R35-/8R6A!$2}Y

a2 a1 ⊥
idη1,η2

��� � � 
 � 1

(a1, η1(a1))(a2, η1(a1a2))

����� � 
�� ` + 1

(⊥, η1(ε))

η2(a1a2) η2(a1) η2(ε)

��	*���W�]� � � D1D :76AE�-/8R6A!$2¼01)f:e-@�q!$2&E,8R6A!$2 idη1,η2

È_2&)f01aN�&21678R6A!$2�'*aBE,#1'*%R6 � )(01)
idη1,η2

)B%*8�:e-;%R#16 � -/2.8*)G�
2&!$#&% D !]%*!$2&% D -/'_EB!$2 � ),2.8R6A!$2 idη1,η2(ε) = ε

¡9-/:A!$'*% D !$#1'c8*!$#18 ω = a[ω1]ω
′ ∈ k C{����� � �� idη1,η2(ω) = (a, η1(mot1(ω)))[η2(mot1(ω))] idη1,η2(ω

′)
¡1%R6

k = 1
¡

� idη1,η2(ω) = a[idη1,η2(ω1)] idη1,η2(ω
′)
%R672&!$2}Y

� 2.8R#1678R6 � ),3G),2P8�¡ D !$#1'4%R673@#1:A),'@#12 k C � 3�01!$2.84:A)B%@EB!$2.8R'*¿$:A),#1'*%;%*!$2P84E�-/:AE,#1:AaB% D -/'@#12 ` C � 3�01a C8*),'R3F67216A%R8*);),8�%{-/2&%
ε C 8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�¡ (η1(u), η2(u))

'*) D '*aB%*),2P8*)\. � 2.Ê$;gÊyÊ$69Ê$;".w-/8R8*),672P8 D -/'_:=<�-/#18*!$35-/8*)EB!$2.8R'*¿$:A),#1'(�G:e-;�&2�01)(:e-F:A)BE,8R#1'*)\01)
u
Y s 6Î:=<�-/#18*!$35-/8*)@) a�)BE,8R#&)@01)B%

ε C 8R'{-/2&%*678R6A!$2&%�¡jEB)\EB!$# D :A)@2}<>)B%R8
D -$%d#1216A^.#&)]¡P67:j�q-/#18`01!$2&E�01a,8*),'R3F672&),'`EB!$3F3G),2P8c:A)_E{z&!$6A%R67'�YgÀ�) D :7#&%d:e- D !]%*%*67?167:7678*a_^P#}< 67:W)N�g6A%R8*)"0&-/2&%:A)w+]'{- D z&)c01)�:=<�-/#18*!$35-/8*)c01)B%�%R#1678*)B%Å672g�&216A)B%�01) ε C 8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�!$?1:767+o)c�_E�-/:AE,#1:A),' D -/'�- � -/2&EB)w:e- � -/:A),#1'0g# � )BE,8*),#1'bE�-/'{-$E,8*a,'R6A%*8R6A^.#&)@01)

u
^.#16Å- D1D -/'{-��A8R'{-G0&-/2&% η1(u)

¡9),2 D :7#&%�01)f:=<>a,8{-/8_-/8R8*),672P8�Y�(Ë/ÏPÌ(9jÏH�] _!$#&% D '*![EBaB01!$2&%�),2G01),#g�Fa,8{- D )B%b�$2&!$#&%�EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%�8*!$#18�0�<�-/?W!$'*0;#12y-/#18*!$35-/8*)�01a,8*),' C3F67216A%R8*)f01)�216 � )�-/#
`
'*)BEB!$2129-/6A%{%{-/2.8�:A)B%c!$'{-$E,:A)B%b),8 D '*xB%�� �,8R'*)fEB!$3 D !]%*af- � )BEf:=<�-/#18*!$35-/8*)(EB!$2.8R'*¿$:Aa]¡

D #16A%c2&!$#&%_EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%�:A) (k + `) C � 3 %R6734#1:e-/2P8_:=<�-/#18*!$35-/8*)@EB!$2.8R'*¿$:Aa]Y3�'*),3F6Ax,'*)@a,8{- D )F� %*!$678 ~L = (L1, . . . , Lm)
#12 � )BE,8*),#1'@01);:e-/21+.-/+o)B%(0&-/2&%

A`+1
∗ Y s # D1D !]%*!$2&%(^P#}< 67:)N�g6A%R8*)�#12@-/#18*!$35-/8*) i.Ç ��QNK �;UXV&U I ��Q

A = (Q,A`+1, (B1, . . . , B`),∆, p0,⊥′, Q) ∈ ` C �c� ~∅ ),8 F1, . . . , Fm01)B%�%*!$#&% C ),2&%*),3@?1:A)B%(01) Q 8*),:A%"^P#&) D !$#1'�8*!$#18 i ∈ [1,m]
¡�:=<�-/#18*!$35-/8*)

Ai
!$?18*),2.#�),2�'*)B%R8R'*),67+]29-/2P8

:A)B%�a,8{-/8c�&29-/#g��01)
A
�
Fi
'*)BEB!$2129-��A8�:A)f:e-/21+.-/+o)

Li
Y

 "!$#&% D !$# � !$2&%�%{-/2&% D ),'R8*)c01)c+oa,2&a,'{-/:7678*a_%R# D1D !]%{),'�^.#&) A
)B%R8�� EB!$3 D :A),8m�b-/#5%{),2&%�%R#16 � -/2P8b� D !$#1'E*z9-$^P#&)(%*!$3F3G),8_0g#�+]'{- D z&)(01)(E�-/:AE,#1:�01) A

¡
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 )L�"�#��������� � ���"���
k � �
	*)+�"� �B�,F

� %{!$678c67:})N�[6A%R8*)(#12�#1216A^.#&)4-/'*E4%*!$'R8{-/2.8�¡&),8_EB),8b-/'*E()B%R8�a,8R6A^P#&),8*a D -/' ε� %{!$678 D !$#1'fE*z9-$^P#&);:A),8R8R'*)F01) A`+1
¡W67:�)N�g6A%R8*);)N�&-$E,8*),3G),2.8(#12�-/'*E;%*!$'R8{-/2.8(a,8R6A^P#&),8*a D -/'fEB),8R8*):A),8R8R'*)

r=s 6o:=<�-/#18*!$35-/8*)�2}<>)B%R8 D -$%�01)�EB),8R8*)��L!$'R3G)]¡�67:.%R#��G8�0�<�-»�R!$#18*),'�#124a,8{-/8Î),8Î-/672&%R6.^P#&)�:A)B%Î-/'*EB%�35-/2&^.#9-/2P8*%%*)f0g67'R67+o)�-/2P8 � ),'*%bEB),8�a,8{-/8�Y v
 "!$#&% D '*!PEBaB01!$2&%(�H2&!$# � )�-/#�),2�01),#g�¼a,8{- D )B%�Y�|�!$#18(0�<�-/?�!$'*0¼2&!$#&%fEB!$2&%*8R'R#16A%*!$2&%�#12¼2&!$# � ),: ` C� 3 01a,8*),'R3F67216A%R8*)H),84EB!$2.8R'*¿$:Aa D -/'401)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%\01aN�&216A%*%{-/?1:A)B%4),2�Z s1t"u ¡Î-$0g3G),8R8{-/2.8\#12�E�-/:AE,#1:

D !$#1'wE*z9-$^P#&) u ∈ A`+1
∗ ¡P),8�E�- D -/?1:A)_0�< 672&0g6A^P#&),'d:e- � -/:A),#1'd01) χ~L

(u)
Y.Àf-/2&%w#12H%*)BEB!$2&058*),3 D %�¡o2&!$#&%%R# D1D 'R673G!$2&%b:A)B%�EB!$2.8R'*¿$:A)B%"01)fEB),8_-/#18*!$35-/8*)]¡&8*!$#18_),2�EB!$2&%*),' � -/2P8_EB)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%¢Yh �]M I



Ç �=T M&Q 6 4 01aN�&216A%*%*!$2&%�8*!$#18b0�<�-/?W!$'*0�:A)B%�EB!$2.8R'*¿$:A),#1'*%"^.#&)�2&!$#&%"-/:7:A!$2&%c#18R67:76A%*),'�Y

� #12 � )BE,8*),#1' ~C EB!$3 D !]%{a(01)f8*!$#&%c:A)B% Cp,~o D !$#1' p ∈ Q ),8
~o ∈ {0, 1}m 8*),:A%b^P#&)F�

Cp,~o

EB!$2.8R6A),2P8")N�&-$E,8*),3G),2.8_8*!$#&%c:A)B%
ω
8*),:A%b^P#&) D !$#1'c8*!$#18 i ∈ [1,m]

¡

[∃p′ ∈ Fi, ω
′, (p, ε, ω)`∗A (p′, ε, ω′)]

%*%R6
oi = 1,

� #12 � )BE,8*),#1' ~D EB!$3 D !]%*af01)f8*!$#&%c:A)B% Dp
¡ D !$#1' p ∈ Q 8*),:A%�^P#&)

Dp
EB!$2P8R6A),2.8")N�1-$E,8*),3G),2P8_8*!$#&%c:A)B%

ω
8*),:A%b^.#&)

∃p′ ∈ Q,ω′, a ∈ A`+1, (p, a, ω)`∗A (p′, ε, ω′).

� )B% � )BE,8*),#1'*%(%*!$2P8f8*!$#&%�:A)B%f01),#g� E,:e-/67'*),3G),2P8 s1t"u C 01aN�&216A%*%{-/?1:A)B%(0&-/2&%�:e-y%R8R'R#&E,8R#1'*) Pile`

),8(- DgC
D -/'R8R6A),212&),2.8(01!$2&E;� � � |�� `

Y9À�) D :7#&%�¡967:�)B%R8"a � 6A01),2P8�^P#&)@8*!$#18 ua ∈ A`+1
∗ ¡j%R6Î67:Å)N�[6A%*8*)4#12�E�-/:AE,#1:01)f:e-@�q!$'R3G)

(p0, ua,⊥′
`)`∗A (p, a, ω)`A (p′, ε, ω′)

-/:A!$'*%(�
� ω′ ∈ Cp′,χ~L

(ua)
¡

� ω′ ∈ Dq′
%*%R6�EB)�E�-/:AE,#1:}EB!$2&0g#1678b�@:e-(:A)BE,8R#1'*)f),2�),2.8R'*aB)f0�<�-/#�3G!$672&%c),2&EB!$'*)�#12&)":A),8R8R'*) r 6=Y>)]Y7¡g:A)

'*)B%*8*)f0g#�E�-/:AE,#1:}2}<>)B%R8 D -$%b#12&)f%R#1678*)f672g�&216A)(01) ε C 8R'{-/2&%R678R6A!$2&% v Y3Å!]%*!$2&%
Q̃ = (Q ∪ {s⊥}) × {0, 1}m

r !$Æ
s⊥

)B%*84#12l2&!$# � )�-/# %*~P3@?W!$:A) v YÅ _!$#&%;01aN�&216A%*%{!$2&%\01),#g�
- D1D :76AE�-/8R6A!$2&% η1 : A`+1

∗ → Q̃1
),8
η̃2 : A`+1

∗ → ` C{����� � ⊥′

(B1, . . . , B`)
01)�:e-;�q-$�B!$2�%R#16 � -/2.8*)5�

� η1(ε) = (p0, χ~L
(ε))

),8
η̃2(ε) = ⊥′

`� D !$#1'c8*!$#18 ua ∈ A`+1
∗ ¡

� %*6�67:�)N�[6A%*8*)�#12�E�-/:AE,#1:
(p0, ua,⊥′

`)`∗A (p, a, ω)`A (p′, ε, ω′)

-/:A!$'*%
η1(ua) = (p′, χ~L

(ua))
),8
η̃2(ua) = ω′ ¡

� %*672&!$2}¡ η1(ua) = (s⊥, (0, . . . , 0))
r '*),35-/'*^P#&!$2&%_^P#&)f0&-/2&%�EB)(E�-$%

(0, . . . , 0) = χ~L
(ua))

v ),8
η̃2(ua) = η̃2(u)

Y

�2�#18R67:76A%{-/2P8f:A)B%fEB!$2.8R'*¿$:A),#1'*% ~C ),8 ~D ¡92&!$#&%(-/:7:A!$2&%fEB!$2&%R8R'R#167'*);#12�2&!$# � ),:�-/#18*!$35-/8*)F01a,8*),'R3F67216A%R8*)
A1

01!$2.8b:=<>),2&%*),34?1:A)@01)B%�a,8{-/8*%bEB!$2P8R6A),2.8
Q̃
),8 � a,'R6 �j-/2.8_:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P1

%*#16 � -/2P8*)5�
∀u ∈ A`+1

∗ � U SÎQQP]U I ��Q@MPV MPV9ULp,M&Q\O �$M�MjSAQ (p, ~o) ∈ Q̃ � UXSÎQQP$U I ��Q ω ∈ ` C{�}� � � ��QNS I p,M&Q

(η1(ε), u,⊥′
`)`∗A′ ((p, ~o), ε, ω′)

i.Q:MjS�M I � η1(u) = (p, ~o)
Q �
η̃2(u) = ω′ U



�B�,E � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

� !$2&%R8R'R#16A%{!$2&%bEB),8_-/#18*!$35-/8*)]Yj _!$#&% D !]%*!$2&%

A1 = (Q1 ∪ Q̃, A`+1, (B1, . . . , B`),∆1, p
′
0,⊥′, Q) ∈ ` C �c� ( ~C, ~D),

!$Æ
p′0 = (p0, χ~L

(ε))
r 0�<�- D '*xB%�:e-\'*),35-/'*^P#&) �$�gYD�]YD���g¡167:Î)N�[6A%R8*)�#12&) D '*!PEBaB0g#1'*)() a�)BE,8R6 � ) D ),'R3G),8R8{-/2.801)4E�-/:AE,#1:A),'_:e- � -/:A),#1'_01)

χ~L
(ε)
v ¡
Q1 = Q ∪ {pl | p ∈ Q}

r :A)B%�2&!$# � )�-/#g� a,8{-/8*%
pl D ),'R3G),8R8R'*!$2.8f01)%R67+]29-/:A),'�^.#&)@:=<�-/#18*!$35-/8*) � 6A),2P8f0�<>) a�)BE,8R#&),'"#12&)4:A)BE,8R#1'*);%R#1'":e-F?9-/2&01);0�<>),2P8R'*aB) v ),8

∆1
)B%R8_!$?18*),2P#

01)
∆
01)f:e-@�=-$�B!$2�%R#16 � -/2.8*)G�

� ∀(p, a, w, instr, p′) ∈ ∆
¡ ∀~c ∈ {0, 1}| ~C | ¡ ∀~d ∈ {0, 1}| ~D| ¡

1. (p, a, w, (~c, ~d), instr, p′l) ∈ ∆1,

� ∀(p, ε, w, instr, p′) ∈ ∆
¡ ∀~c ∈ {0, 1}| ~C | ¡ ∀~d ∈ {0, 1}| ~D| ¡

2. (p, a, w, (~c, ~d), instr, p′) ∈ ∆1,

� ∀(p, ~o) ∈ Q̃ ¡ ∀~c ∈ {0, 1}| ~C | 8*),:�^.#&) cp,~o = 1
¡ ∀~d ∈ {0, 1}| ~D| ¡ ∀w ¡

3. (pl, ε, w, (~c, ~d), stay, (p, ~o)) ∈ ∆1,

� ∀(p, ~o) ¡ ∀~c ∈ {0, 1}| ~C | ¡ ∀~d ∈ {0, 1}| ~D| ¡ ∀w ¡� %*6 p 6= s⊥
),8
dp = 1

¡9-/:A!$'*%

4.1. ((p, ~o), ε, w, (~c, ~d), stay, p) ∈ ∆1,

� %*6 p = s⊥
!$#

dp = 0
¡9-/:A!$'*% ∀a ∈ A`+1

4.2. ((p, ~o), a, w, (~c, ~d), stay, (s⊥, (0, . . . , 0))) ∈ ∆1.

��a,'R6 �9!$2&%�:e- D '*! D 'R6Aa,8*a4%*#16 � -/2P8*)G� ∀ua ∈ A`+1
∗ ¡

(η1(u), a, η̃2(u))`∗A1
(η1(ua), ε, η̃2(ua)).

r ��� v
s # D1D !]%*!$2&% η1(u) = (p, ~o)

¡
� %*6 ua 2}<�-$0g3G),8 D -$%@01)HE�-/:AE,#1:d0&-/2&% A

¡Î-/:A!$'*%\%*!$678467:w2}<>)N�[6A%*8*) D -$%@2&!$2 D :7#&%\01)5E�-/:AE,#1:`01) u),8�0&-/2&%fEB)\E�-$%
p = s⊥

¡W%*!$678"67:�)N�g6A%R8*)@#12 E�-/:AE,#1:�01)
u
-/?W!$#18R6A%{%{-/2.8f),2

(p, η̃2(u))
),8"67:Å2}< ~ -

),2&%*#1678*) D :7#&%�^P#&)f01)B% ε C 8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�- D1D :76AE�-/?1:A)B%"�\:=< 672g�&216=¡&6=Y>)]Y7¡ η̃2(u) /∈ Dp
Y

� :A!$'*%�¡1),2�- D1D :76A^P#9-/2.8_:e-;8R'{-/2&%R678R6A!$2 r `&Y�� v ¡12&!$#&%_!$?18*),2&!$2&%�?16A),2
(η1(u), a, η̃2(u))`∗A1

(η1(ua), ε, η̃2(ua)),

� %*672&!$2}¡g67:�)N�g6A%R8*)f0&-/2&% A
#12�E�-/:AE,#1:}01)

u
-/?�!$#18R6A%*%{-/2P8�),2

(p, η̃2(u))
),8c^P#16}EB!$2.8R672P#&) D !$#1'd:767'*)

a
Y 
�2�- D1D :76A^.#9-/2P8(:e-y8R'{-/2&%R678R6A!$2 r `&YD� v ¡ D #16A%�:A)B%(8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r � v ¡�),8 D !$#1'��&2167'f:e-y8R'{-/2&%*678R6A!$2r � v EB!$'R'*)B% D !$2&0&-/2P8��\:e-\:A)BE,8R#1'*)@01) a ¡12&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

(η1(u), a, η̃2(u))`∗A1
(p′, ε, ω′),

!$Æ
(p′, ω′)

)B%R8c:A) D '*),3F6A),'_a,8{-/8c8*!$8{-/:�'*),2&EB!$2.8R'*a(:A!$'*%b0g#�E�-/:AE,#1:�01) ua D -/' A
Y 
�2�- D1D :76A^P#9-/2.835-/672P8*),29-/2.8"#12&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v ¡&2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%�?16A),2

(η1(u), a, η̃2(u))`∗A1
(η1(ua), ε, η̃2(ua)).
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k � �
	*)+�"� �B�3@

È_2&)�%R673 D :A)c672&0g#&E,8R6A!$25#18R67:76A%{-/2.8w:A)B%�E�-/:AE,#1:A% r ��� v D ),'R3G),8�01) � a,'R6 �9),'d^.#&)cEB),8d-/#18*!$35-/8*)b%{-/8R6A%m�=-/678?16A),2�:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P1

a,2&!$2&EBaB) D '*aBEBaB01),3F3G),2P8�Yh �]M I


Ç �=T M&Q 7 4 D #16A%*^P#&)@:A)B%fEB!$2P8R'*¿$:A),#1'*%@01)\:=<�-/#18*!$35-/8*) A1

- D1D -/'R8R6A),212&),2P8\� � � |�� `
¡�:A)\8Rz&aB! C'*x,3G)¼ÐgY��gY @�-$%*%R#1'*)�01)�:=<>)N�g6A%R8*),2&EB)�0�< #12&)��L!$2&E,8R6A!$2 S : ` C{����� � (B1, . . . , B`) → ` C{����� � (A1, . . . , A`)01aN�&216A) D !$#1'�8*!$#18*) D 67:A) -$EBEB)B%*%R67?1:A) D -/'�#12 E�-/:AE,#1:;0&-/2&%

A1
¡�),8�0�< #12 -/#18*!$35-/8*) 01a,8*),'R3F67216A%*8*)

A2 ∈ ` C �c� ~∅(A1, . . . , A`)
8*),:_^.#&)

A1 ≤S A2
YN3Å!]%*!$2&%

η2 = η̃2 ◦ S
Y�Z�<>),2&%*),3@?1:A)�0�<>a,8{-/8*%y01)�EB)

2&!$# � ),:c-/#18*!$35-/8*)HEB!$2P8R6A),2.8F01!$2&E
Q̃
¡Î),8@0�<�- D '*xB% P1

),84:A)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%;01)H%R6734#1:e-/8R6A!$2}¡Å67:w)B%*84E,:e-/67'^P#&)
A2

� a,'R6 �9)f:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P2

%R#16 � -/2P8*)G�
∀u ∈ A`+1 �

U SÎQ P$U I ��Q4MPV MPV9ULp,M&Q;O �$M�MjSAQ
(p, ~o) ∈ Q̃ � UXSÎQQP$U I ��Q ω ∈ ` C{�}� � � ��Q,S I p,M&Q

(η1(ε), u,⊥′
`)`∗A′ ((p, ~o), ε, ω′)

i.Q:MjS M I � η1(u) = (p, ~o)
�mQ �`i �$VjO

χ~L
(u) = ~o

�HQ �
η2(u) = ω′ Us )BEB!$2&01)4a,8{- D )F� %*!$678 B = (Q′,Σ, (A1+`, . . . , Ak+`), (~L)1,∆

′, q0, F
′)
#12�-/#18*!$35-/8*)501);216 � )�-/#

k
Y

 "!$#&% D '*!$# � !$2&%�35-/672.8*),29-/2P8 ^P#}< 67:()N�g6A%R8*) B′ ∈ (`+ k) C �c� ~∅(A1, . . . , A`, A
′
`+1, A`+2, . . . , Ak+`)r - � )BE

A′
`+1 = A`+1 × Q̃

v 8*),:}^P#&)
B ≤idη1,η2

B′ Y
 "!$#&% D !]%*!$2&% ⊥′= (⊥, p′0)

¡
Q′′ = Q′ ∪ {qδ | q ∈ Q1 ∪ Q̃}

),8

B
′ = (Q′′,Σ, (A1, . . . , A`, B`+1, A`+2, . . . , Ak+`),∆

′′, q0, F
′)

!$Æ
∆′′ )B%R8�EB!$3 D !]%*a(01)�:=< #1216A!$2}¡ D !$#1' δ ∈ ∆2

01)B%b%*~[%R8*x,3G)B%
∆′′

δ

01aN�&216A%�01)(:e-@�q-$�B!$2�%*#16 � -/2P8*)G�
r 0&-/2&%`8*!$#18cEB)�^.#16�%R#1678�¡g%R6

a ∈ Ai ∪ {⊥}
¡
i ∈ [`+ 1, `+ k]

¡1-/:A!$'*%
a′
01aB%*67+]2&)�:A)_%R~[34?�!$:A)

a
%R6
a 6=⊥),8 ⊥′ %R672&!$2 v

�]Y�%*6
δ = (q, α, ak+` · · · a`+1, ~o, instr, q′)

),8
instr 6= push1,a

¡�-/:A!$'*%
∆′′

δ

)B%*8\:=<>),2&%{),34?1:A) D !$#1'
i ∈ [1, `]

¡
ai ∈ Ai

),8
p ∈ Q ∪ {s⊥}

01)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&%

(q, α, a′k+` · · · a′`+2(a`+1a` · · · a1, (p, ~o)), instr+`, q′),

�gY�%*6
δ = (q, α, ak+` · · · a`+1, ~o,push1,a, q

′)
-/:A!$'*%

� ∀ai ∈ Ai
¡
i ∈ [1, `]

¡ ∀p ∈ Q ∪ {s⊥} ¡

(q, α, a′k+` · · · a′`+2(a`+1, (p, ~o))a` · · · a1,push1,(a,(p,~o)), (p, ~o)δ) ∈ ∆′′
δ ,

� ∀(p′, a, a` · · · a1, instr, p′′)
¡
p′′ /∈ Q̃ ¡ a ∈ A`+1 ∪ {ε}

(p′δ, ε, a
′
k+` · · · a′`+2(a, (p, ~o))a` · · · a1, instr, p′′δ),

� ∀(p′, a, a` · · · a1, instr, (p′′, ~o))
¡
a ∈ A`+1 ∪ {ε}

(p′δ, ε, a
′
k+` · · · a′`+2(a, (p, ~o))a` · · · a1, instr change`+1,(a,(p′′,~o′)), q

′).

��a,'R6 �9!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8�01) D !$#1'bE{z9-$^.#&) δ ∈ ∆′ ¡ D !$#1'bE{z9-$^.#&) ω ∈ k C{����� � ¡ δ(~L)1 ≤idη1,η2 ,ω ∆′′
δ

Y
� s 6 δ 2&)FEB!$2P8R6A),2.8 D -$%(0�< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2 push

-/#�216 � )�-/#��]¡�-/:A!$'*% D #16A%*^.#&) top`+1(idη1,η2(ω) =
(top1(ω), η1(mot1(ω))

),8c:e-;%*)BEB!$2&01)(EB!$3 D !]%{-/2.8*)401) η1(mot1(ω))
)B%R8

χ~L
(mot1(ω))

¡167:})B%*8
a � 6A01),2.8w^.#&)

δ
)B%*8�- D1D :76AE�-/?1:A)b� ω %*%R6 ∆′′

δ

)B%R8�- D1D :76AE�-/?1:A)b� idη1,η2(ω)
Y]À�) D :7#&%�¡$#12&)`672&0g#&E,8R6A!$2a � 6A01),2.8*)4%R#1'

k ≥ 1 D ),'R3G),8�01) � a,'R6 �9),'b^P#&) D !$#1'c8*!$#18 i ∈ [1, k]� idη1,η2(popi(ω)) = pop`+i(idη1,η2(ω))
¡



�B� � � �����"	*��
������ �'	 �T�()�� ��	����! (�"�A&'������
��?)L�
��
��

� %*6 i 6= 1
¡
idη1,η2(pushi,a(ω)) = pushi+`,a(idη1,η2(ω))

Y
 "!$#&%b- � !$2&%b01!$2&E(E,:e-/67'*),3G),2P8�¡

δ(
~L)1 ≤idη1,η2 ,ω ∆′′

δ

Y
� s 6 δ = (q, α,w, ~o,push1,a, q

′)
¡&:A)\%R~g%R8*x,3G)

∆′′
δ

)B%R8"E,:e-/67'*),3G),2P8
(q, α, q′) C %R8{-/2&0&-/'*0�¡�),8 D -/'":A)3��,3G)\-/'R+]#13G),2.8�^.#&) D !$#1'b:A) D !$672P8 D '*aBEBaB01),2.8�¡ δ )B%R8_- D1D :76AE�-/?1:A)@� ω %*%R6 ∆′′

δ

)B%R8"- D1D :76AE�-/?1:A)�
idη1,η2(ω)

¡1),8�#12&)(%*673 D :A)�672&0g#&E,8R6A!$2 D ),'R3G),8b01) � a,'R6 �9),'b^P#&)

(q, α, ω)`
δ(~L)1

(q′, ε, ω′)
%*%R6

(q, α, idη1,η2(ω))`∗∆′′
δ

(q′, ε, idη1,η2(ω
′)).

2
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Pk |= Accp,q(u, v)
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(p, ϕ−1
k (u)) `∗A (q, ϕ−1

k (v))
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+1 � a,'R6 �j-/2.8 D !$#1'c8*!$#18 u, v ∈ Pk+1
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� ∅ ∈ R � {m} ∈ R M �$M[K ���$M��
m ∈M �

� I U A,B ∈ R � T]S �$K I A ∪B � AB ∈ R �
� I U A ∈ R � T$S �$K I A+ =

⋃

n≥1

An ∈ R U
BC2D>E=?0eÊ�0�6'= I���H�~�H ~ � I Ë`;"=ÎÉ$@�Ì�ÍoÊ�0*6'=�Ë`;gÊ�0�6'=�=ÎÏ+.1.XÏ<�$H�� VWQ �LKmT]V I i$M1O �LU �$V

τ ⊆ X∗ × Y ∗ Q I �"MPV�Q
#/',.A! �9OAQ�S(#/�10�! ',.A#/��0A!$!]%�� �
% I U�O�� Q I ��M[V I �$M I



Q,V I Q �,�NSAQ@KRT��LU �]V&VWQNSÎiPQ

X∗ × Y ∗ Uh U �$V O�K��$U I U �`MPV�QFK*QYMjK*Ç I Q,V �=T��LU �$V O �$VjO �LU �$V9VWQNSXS7QFiPQ
τ : X∗ → Y ∗ � T$S �$K I τ Q I �cKRT��LU �]V&VWQNSXS7Q I UI �]V �$KRT M
KgQ i.Q�KRQ,S T��LU �$V I

R = {(f, g) ∈ X∗ × Y ∗| g ∈ τ(f)} Q I �(M[V I �]M I 
 QNV I Q �,�NSAQ�KRT��LU �$V&VWQ,S
X∗ × Y ∗ UZ})J8Rz&aB!$'*x,3G)�%R#16 � -/2P8G)B%R8F0 � �  b6 � -/8 <> b6 � E �HGb),8F)B%R8Fa,+.-/:A),3G),2.8 D '*!$# � a�0&-/2&% < � Â � �g¡ D Y��]�g¡8Rz&aB!$'*x,3G)@�gYD�]Y>E G�Y
I=J 2L6jË`� ��Ï�I���H�~�H F�H h �$U �

X
Q �
Y
i.QNM�P�T$S M%K[TL�*Q � I U J Q I O �$Vji$U �LU �$V I�I M[U*S/T$V ��Q IfI �$V �dÇ*p,MPU�S»T$SAQNV ��Q I

6 U τ : X∗ → Y ∗ Q I ��KRT��LU �$V&VWQ,S SAQ �
7 U UXS`Q P$U I ��QyM[V T$S M%K[TL�*Q � Z � iPQNM8P��
�$KqM%K.U I �5Q I

ϕ : Z∗ → X∗ � ψ : Z∗ → Y ∗ Q �"M[V S7T$V+�oT$�PQK*Ç �$M[S UqQNK
K ⊆ Z∗ ��QNSÎpBM1Q

∀u ∈ X∗ τ(u) = ψ(ϕ−1(u) ∩K).

BC2D>E=?0eÊ�0�6'= I���H�~�HbK���BC6'��01=�;gÊ�0*6'= Ë`;gÊ�0�6'=�=ÎÏ+.1.XÏ<�$H h �]UqQNV �
L
Q �
L′ i.QNM�PHS T]V+�oT$�.Q I U k`V i$U ��p,M&Q LO�0 � ��!$% ',.�#/�10�!$!]%�� �
%�� %(!$#

L′ I U�U SÅQ P$U I ��Q@MPV�Q �LKmT$V I i$M1O �LU �$V�KmT �LU �$V9VWQNSXS7Q τ ��QNS SAQ\p,M&Q
L′ = τ(L) Uk`V�Ç*O,K¦U �`T$S �]K I

L′ ≤ L U
BC2D>E=?0eÊ�0�6'=�I���H ~�HNM�� � �%=ÎÏ(Ë`;gÊ�0�6'=�=ÎÏ+.Y�$H � V S��A!]%5',.�#/�10�!$!]%��1Q I �WMPV�Q O T	�;UXS SAQdi.QwS7T$V+�oT$�PQ I O QNK �GÇ{Q
MgT$K �LKmT$V I i$M1O �LU �$V�KmT��LU �$V&V�QNS SAQ UL Vyi	� T]M �LK*Q I � � � I � M[VWQ O T	�;UXS SAQ L iPQdS T]V+�oT$�.Q I Q I ��M[VHO �$VWQ I UjU S I T��LU I O T$U �WS T(O �$Vji$U �LU �]V I M[U*S/T$V ��Q 4

I U
L ∈ L Q �

L′ ≤ L T$S �]K I
L′ ∈ L.



�������'��� ���(�"�,
'� ��	*�������")+�A �� ��	 ��� ���
k

���BF

È_2�EB!$'*!$:7:e-/67'*)(673F3GaB0g6e-/8"0g#�8Rz&aB!$'*x,3G) �$�gY��gY��F)B%R8c:A)4%R#16 � -/2P84�
V�Ï ����Ï�I ��H�~�H�W�H � VWQ O T	�;UXS SAQ5iPQHS T$V �oT$�.Q I Q I �_MPV O �$V�QHKmT��LU �$V&V�QNS I{I U_QNSXS7QJQ I �"O,S � I Q�M1T$K#K���� �



�
�$KYM
K.U I �5Q � K��	�
�	�
�$KYM
K.U I �5Q(U V
S/QNK I Q;Q �wU V ��Q,K I QRO �LU �$V�T8S/QRO\M[V�Q,V I Q �,�NSAQ@K*Ç �$M[S�U=QNK U� )B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%b!$2.8_01a �R�Fa,8*a4a,8R#&0g6AaB)B% D !$#1'�:A)B%c:e-/21+.-/+o)B%b01)(216 � )�-/# k ¡ u -$%*:A! � D '*!$# � )4^P#&)�:A)B%:e-/21+.-/+o)B%b01)(216 � )�-/#

k
� a,'R6 �9),2.8_EB)B%�8R'*!$6A% D '*! D 'R6Aa,8*aB%b01)4E,:A¿$8R#1'*) < u -$% @H`&¡ D Y �B�3@$�HG�Y

I=J 2L6jË`� ��Ï I ��H�~�H �%H � �]MPK ���$M��
k ≥ 1 � S T O T	�;U SXSAQ � ��� � k

Q I �"M[V O �$VWQJKmT��LU �$V&V�QNS U L V i	� T$M��LKRQ I
�
��� I � M �$MPK ���$M � L ∈ � ��� � k �

M �$M[K ���$M���Q �LKRT$V I i$M1O �LU �]V KRT��LU �$V&VWQ,S SAQ
τ � τ(L) ∈ � ��� � k U

BC2D>E=?0eÊ�0�6'= I ��H�~�H	� � � �%=ÎÏ}�ÅËp01=ÎÍL0���;".Y�$H�� V O �]VWQ�KmT��LU �$V&V�QNS L Q I �;i$U � )$'B�"!]S-��) . � I UfUXS_QQP$U I ��Q
L0 ∈ L

T MLM1QNSAÇ���+-!]+(',.A#&%(Q�'5i.Q L ��QNSÎp,M&Q
M �]MPK ���]M �

L ∈ L, L ≤ L0.

X��EW 	�W
	 ��k
[�k�
Do���_�� 
�i�_������
	
k "!$#&% D '*!$# � !$2&%�6AE,6&^P#&)`:e-�E,:e-$%*%*) � ��� � k

)B%R8�+oa,2&a,'*aB) D -/'�:A)c:e-/21+.-/+o) Mk
Y] "!$#&% D '*!$# � !$2&% D !$#1'EB),:e-g¡�^P#&) D !$#1'f8*!$#18f:e-/21+.-/+o) L 01);216 � )�-/#

k
¡�67:�)N�g6A%R8*)\#12&);8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2�'{-/8R6A!$212&),:7:A)

τ
8*),:7:A)F^P#&)

τ(Mk) = L
Y

I=J 2L6jË`� ��Ï�I ��H�~�H	
�H�� �$MPK ���]M �
L ∈ � ��� � k(Σ) � k ≥ 1 � U S�QQP]U I ��QfM[VWQ �LKmT$V I i$M1O �LU �$V¼KRT��LU �$V&VWQ,S SAQ τ��QNSXS7Q\p,M&Q

τ(Mk) = L U
� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= ��À;<�- D '*xB%4:A);8Rz&aB!$'*x,3G) �gY��gY `&¡�67:�)N�g6A%R8*);#12�-/#18*!$35-/8*) A ∈ k C ��� �c� (A1, . . . , Ak)

¡
2&!$2�EB!$2P8R'*¿$:AaJ),8('*)BEB!$2129-/6A%*%{-/2P8

L
Y�3Î!]%{!$2&%

B1 = Q ∪ {⊥} ∪ A1
),8
Bi = Ai D !$#1' i ≥ 2

YÎ _!$#&%
01aN�&216A%*%*!$2&%�#12&)\8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2�'{-/8R6A!$212&),:7:A)

τ ⊆ (
⋃

i∈[1,k]Bi ∪ Bi)
∗ × Σ∗ � a,'R6 �j-/2P8 D !$#1'�8*!$#18 ω ∈

k C{�}� � � (A1, . . . , Ak)
�
(q0, σ,⊥k)`∗

A
(p, ε, ω)

%{%R6c67:b)N�g6A%R8*)
v ∈ Mk(B1, . . . , Bk)

8*),:
τδ(w) = σ

Y
� !$2&%R6A01a,'*!$2&%_01!$2&Ef:A)B%c8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2&%"%R#16 � -/2.8*)B%4�

� τpushi,a
= (a, ε)

¡
� τpopi

= {(b, ε) | b ∈ Âi−1}∗ · {(b̄i, α) | bi ∈ Ai}
Y

3Å!$#1'b8*!$#18*)f8R'{-/2&%*678R6A!$2
δ̄
'*) D '*aB%{),2.8*aB) D -/' δ = (p, α, a1, instr, q)

¡12&!$#&% D !]%*!$2&%

τδ = (p̄ā1a1, ε) · τinstr · (q, α).

À�aN�&216A%*%*!$2&%`�&29-/:A),3G),2P8_:A)B%�8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2&%

τq = (⊥ q0, ε) · (
⋃

δ̄∈∆

τδ)
∗(q, ε)

),8
τ =

⋃

q∈F

τq.

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ�I ��H�~�H1I���H�� �$M[K:MjK �$M S/QNK;S7T,S/T$S�Uqi$U ��Ç;i.Q@S7T�O �$V I �LK¦M1O �LU �$V � V �$M I T]S S �$V I M��LU S U I QNK � V �$M 
S/QRT]M\SAQcO �¢ioT$�.Q
ϕk

i.Q I ÇNS7Ç �GQ,V � I i.Q
k C{����� � I �$M I O �]K �5Q`i.Q �
��� I ioT$V I Pk U �

T MLM1QNS �$V I UqO,UjS7Q I KRÇ I M[S �=T�� I
I M[K Pk � Mk

Q �
ϕk

p,M[U I QNK �$V ��M �LUXS U I Ç*Q I T$M�O �$MPK I i.Q4S7T�MWKRQNM S/Q 4
6 U M1T$K�i.Ç���V&U �LU �$V � M �$MPK ���$M��

u ∈ Mk(A1, . . . , Ak) � ρ(u) ∈ Pk(A1, . . . , Ak) � Q � M �$M[K ���$M��
v 4 u � v ∈Mk(A1, . . . , Ak) �

7 U M �$MPK ���$M�� u ∈Mk(A1, . . . , Ak) � a ∈ Ai �
ua ∈Mk

Q �
[uā ∈Mk

I¦I U
fini ρ(u) = a] �

U U M �$MPK ���$M�� ω ∈ k C{�}� � �`� ��QNSÎpBM1Q top1(ω) = a ∈ A1 ∪ {⊥} �I U
a ∈ A1 �

T$S �$K I
a = fin1(ϕk(ω)) � I UXV �$V fin1(ϕk(ω)) = ε �



���BE �����?�"	���
�� ����� 	 �"�
)L	�&
� ��	*�����

�%U M �$MPK ���$M�� a ∈ Ai � ω, ω′ ∈ k C{�}� � � (A1, . . . , Ak) �
ω′ = pusha(ω)

I¦I U
ϕk

−1(ω′) = ϕk
−1(ω) • a � Q �

ω′ = popi(ω)
I{I U ∃w ∈ Âi−1

∗ � b ∈ Ai � ϕk
−1(ω′) = ϕk

−1(ω) • w • b̄ UZ�- � -/:76A0g678*a"01)bEB),8R8*)_EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2J)B%R8 D '*!$# � aB) D -/'�:A)b:A),3F3G)=�$�gY��gYD�,Fg¡[^.#16W01aBEB!$#1:A)_01)B%�:A),3F3G)B%
672.8*),'R3GaB0g6e-/67'*)B%5�$�gY��gYD�B�]¡��$�gY��gYD���G),8=�$�gY��gYD�*`&Y
V�Ï ����Ï�I���H�~�H1I
I%H�� �$M[K ���$M I

u1, u2 ∈ Pk(A1, . . . , Ak) � M �$M[K ���$M�� v ∈Mk

��QNSÎp,M&Q
ρ(v) =⊥ u1 �

ϕk
−1(u2) = instr(ϕk

−1(u1))
I{I U ∃w, τδ(w) = ε, vw ∈Mk

Q �
ρ(vw) =⊥ u2.

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�1À_6A%*8R6721+]#&!$2&%b01),#g��E�-$%�%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'b01)
instr

�
� %*6 instr = pusha,i

¡10�<�- D '*xB%�:e-;'*),35-/'*^P#&) �$�gY��gYD�$� r ` v ¡

ϕk
−1(u2) = instr(ϕk

−1(u1))
%*%R6

u2 = u1 • a%*%R6
va ∈Mk, τpushi,a

(a) = ε
),8
ρ(va) =⊥ u1 • a =⊥ u2

� %*6 instr = popi

¡�-/:A!$'*%f0�<�- D '*xB%�:e-5'*),35-/'*^.#&) �$�gY��gYD�$� r ` v ¡
ϕk

−1(u2) = popi(ϕk
−1(u1))

%*%R6Å67:
)N�g6A%R8*)

w ∈ Irri−1 ·Ai
8*),:[^P#&)

u2 = u1•w
Yp3�-/'Å01aN�&21678R6A!$2F01)

τpopi

¡ D !$#1'�8*!$#18 w ¡ τpopi
(w) = ε%{%R6

w ∈ Âi−1
∗
Ai
Y& "!$#&%�!$?18*),2&!$2&%b01!$2&E]¡

ϕk
−1(u2) = popi(ϕk

−1(u1))
%*%R6 ∃w, vw ∈Mk, u1 • ρ(w) = u2

),8
τδ(w) = ε%*%R6

w, τδ(w) = ε, vw ∈Mk
),8
ρ(vw) =⊥ u2.

2

V�Ï ����ÏeI ��H�~�H1I ~�H � �$M[K ���]M I
u1, u2 ∈ Pk(A1, . . . , Ak) � M �$M[K ���]M � v ∈Mk

��QNS�p,M1Q
ρ(vp̄) =⊥ u1 �

(p, α, ϕk
−1(u1))`δ (q, ε, ϕk

−1(u2))
I{I U ∃w, τδ(w) = α, vw ∈Mk

Q �
ρ(vw) =⊥ u2

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� s # D1D !]%*!$2&% δ = (p, α, a, instr, q)
¡
a ∈ A1 ∪ {⊥}

¡

(p, α, ϕk
−1(u1))`δ (q, ε, ϕk

−1(u2))
%*%R6

top1(ϕk
−1(u1)) = a

),8
ϕk

−1(u2) = instr(ϕk
−1(u1)).

r �*` v
t '�¡

top1(ϕk
−1(u1)) = a

%*%R6
fin1(ρ(vp̄)) = a

%*%R6
vp̄ā ∈Mk

%*%*6
v′ = vp̄āa ∈Mk.

� :A!$'*%�¡
ρ(v′) =⊥ u1

),8b0�<�- D '*xB%�:A)f:A),3F3G) �$�gY��gYD�B�]¡

ϕk
−1(u2) = instr(ϕk

−1(u1))
%*%R6 ∃w, τinstr(w) = ε, v′w ∈Mk

),8
ρ(v′w) =⊥ u2.


�2�%*#1?&%R8R678R#9-/2.8bEB)B%_01),#g�JaB^P#16 � -/:A),2&EB)B%b0&-/2&%c:A)(%{)BEB!$2&0�3G),34?1'*)(01) r �*` v ¡12&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

(p, α, ϕk
−1(u1))`δ (q, ε, ϕk

−1(u2))
%*%R6 ∃w, τδ(w) = α, v′w ∈Mk

),8
ρ(v′w) =⊥ u2.

2

�Î� -/2P8�0�<>a,8R#&0g6A),'�:A)`:e-/21+.-/+o)�01aN�&21678 D -/'�#12&)c8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2501)c8 ~ D ) τp ¡$67:&)B%R8�#18R67:A)�01)`'*),35-/'*^P#&),':e- D '*! D 'R6Aa,8*a4%*#16 � -/2P8*)G�



�������'��� ���(�"�,
'� ��	*�������")+�A �� ��	 ��� ���
k

����@

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ�I���H ~�H1I F�H�� �$MPK ���$M �
w ∈Mk � σ ∈ Σ∗ � q ∈ Q �

τq(w) = σ
I{I U

� I �$U � w =⊥ q0q̄0
Q �
σ = ε �

� I �$U ��UXSÅQQP]U I ��Q w1, w2
Q �
δ = (p, α, a, instr, q) � σ′ ∈ Σ∗ ��QNS I p,M&Q

w = w1w2q̄ � τp(w1p̄) = σ′ �
τδ(w2) = α

Q �
σ = σ′α U

V�Ï ����Ï�I���H�~�H1I-K(H�� �$M[K ���$M��
u ∈ Pk(A1, . . . , Ak) � σ ∈ Σ∗ � q ∈ Q �

(q0, σ,⊥k)`∗A (q, ε, ϕk
−1(u))

I{I U ∃v ∈Mk, ρ(v) =⊥ u Q � τq(v) = σ.

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��<3�'*!$# � !$2&%c:A)�:A),3F3G) D -/'c672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1' n ≥ 0
¡1!$Æ

n
)B%*8d:e-\:A!$21+]#&),#1'�0g#�E�-/:AE,#1:}0&-/2&%

A
Y

� T I Q54 %R6
n = 0

¡&-/:A!$'*%

(q0, σ,⊥k)`0
A (q, ε, ϕk

−1(u))
%{%R6

q = q0
),8
u = ε

%*%R6
τq(⊥ q0q̄0) = σ.

� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V 4 %*# D1D !]%*!$2&%`:A)_:A),3F3G) � '{-/6 D !$#1' n ≥ 0
Y s !$6A),2P8

u1, u2 ∈ Pk(A1, . . . , Ak)
¡
σ, α ∈

Σ∗ ¡1),8 δ = (p, α, a, instr, q)
Y s # D1D !]%*!$2&%

(q0, σα,⊥k)`A
n (p, α, ϕk

−1(u1))`δ (q, ε, ϕk
−1(u2)).

r �,F v

�2¼- D1D :76A^P#9-/2.8_:=< z.~ D !$8Rz&xB%{)(0�< 672&0g#&E,8R6A!$2 � u1

¡g2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%

(15)
%{%R6 ∃v′1 ∈Mk, ρ(v

′
1) =⊥ u1

),8
τp(v

′
1) = σ.

t '�¡
τp(v

′
1) = σ

673 D :76A^.#&) v′1 = v1p̄
Y1À"!$2&E

(15)
%*%*6 ∃v1 ∈Mk, ρ(v1p̄) =⊥ u1, τp(v1p̄) = σ

),8
(p, α, ϕk

−1(u1))`δ (q, ε, ϕk
−1(u2)).


�2¼- D1D :76A^P#9-/2.8_:A)�:A),3F3G) �$�gY��gYD���g¡

(15)
%{%R6 ∃v2 = v1w ∈Mk, τp(v1p̄) = σ, τδ(w) = α

),8
ρ(v2) =⊥ u2.

�Å6729-/:A),3G),2.8"0�<�- D '*xB%�:e-;'*),35-/'*^P#&) D '*aBEBaB01),2.8_:A)f:A),3F3G)]¡12&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

(15)
%*%*6 ∃v2 ∈Mk, ρ(v2) =⊥ u2

),8
τq(v2) = σα.

2� E*z&) � !$2&%_35-/672.8*),29-/2P8_:e- D '*),# � )@01)�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2��
V�Ï ����Ï�I���H�~�H1I�M�H�� �$M[K ���$M��

σ ∈ Σ∗ �

∃w ∈Mk, τ(w) = σ
I{I U

σ ∈ L(A).

�(Ë/ÏPÌ(9jÏH�p3�-/'�01aN�&21678R6A!$2501)
τ
¡
τ(w) = σ

%{%R6g67:&)N�[6A%R8*)
q ∈ F 8*),:&^P#&)

τq(w) = σ
Y]À"!$2&E]¡.),2F#18R67:76A%{-/2.8

:A)�:A),3F3G) �$�gY��gYD�*`&¡&2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%

σ ∈ L(A)
%*%R6 ∃q ∈ F, u ∈ Pk, (q0, σ,⊥k)`∗A (q, ε, ϕk

−1(u))%*%*6 ∃v ∈Mk, ∃q ∈ F,∃u ∈ Pk(A1, . . . , Ak), ρ(v) =⊥ u ),8 τq(v) = σ%*%*6 ∃w ∈Mk, τ(w) = σ.
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 "!$#&% � ),2&!$2&%`01!$2&E"01) D '*!$# � ),'c^P#&) D !$#1'�8*!$#18 L ∈ � ��� � k
¡ U S�QQP$U I ��Q(iPQ I T$S M
K[T+�*Q � I

B1, . . . , Bk),8d#12&)b8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2J'{-/8R6A!$212&),:7:A)
τ
8*),:7:A)"^.#&)

τ(Mk(B1, . . . , Bk)) = L
Y+3Î!$#1'`3G!$2P8R'*),'`^P#&) � ��� � k)B%R8`#12�EB¿$2&) D 'R672&E,6 D -/:=¡167:W�q-/#18 D !$# � !$67'`�1�1),'`#12&)_�q-/3F67:7:A) A1, . . . , Ak
01)"8*),:7:A)_�q-$�B!$2�^P#&) D !$#1'`8*!$#18

L ∈ � ��� � k
¡g67:�)N�[6A%*8*)�#12&)f8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2�'{-/8R6A!$212&),:7:A)

τ
8*),:7:A)(^.#&)

τ(Mk(A1, . . . , Ak)) = L
Y

Àf-/2&%@:e- D '*),# � )y0g#�8Rz&aB!$'*x,3G)]¡Î2&!$#&%F- � !$2&%;%R# D1D !]%*aF:A)B%;-/: D z9-/?W),8*% A2, . . . , Ak
^P#&),:AEB!$2&^P#&)B%�¡

35-/6A% D #16A%*^P#&)5:e-¼EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2 )B%R8@) a�)BE,8R#&aB)�� D -/'R8R67';0�< #12 -/#18*!$35-/8*)J � C 2&!$'R35-/:76A%*a]¡Å'R6A),2l2}<>),3 C
D �BE*z&)�01)�EB!$2&%R6A01a,'*),'�^P#&)�:A)B%¼-/: D z9-/?�),8*% Bi = Ai

¡ D !$#1' i ≥ 1
%*!$2P8�'*aB0g#1678*%¼� :=< #1216A^.#&)�a,:Aa C3G),2.8

#i
Y:3�'*!$# � !$2&%�35-/672.8*),29-/2P8¼^P#}< 67:()B%R8 D !]%*%R67?1:A)�01)�8R'*!$# � ),'�#12 -/: D z9-/?�),8 Bmin

1

3F6721673@#13
8*),:�^.#&)]¡ D !$#1'd8*!$#18`:e-/21+.-/+o) L ∈ � ��� � k

¡P67:W)N�g6A%R8*)_#12&)"8R'{-/2&%*0g#&E,8R6A!$2J'{-/8R6A!$212&),:7:A)f%R#1'w:A)B%`-/: D z9-/?�),8*%
Bmin

1 , {#2}, . . . {#k}
'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/2P8_EB)�:e-/21+.-/+o)]Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'= I���H ~�H1IPW�H � �$M[K ���$M��
n ≥ 2 � M �$MPK ���$M��

A1
��QNS�p,M&Q |A1| = n � �$V´V ����Q Mk,n =

Mk(A1, {#2}, . . . , {#k})) U
� 69Ëp6%.1.�;"0XË»Ï�I���H�~�H�I �%H�� �]MPK ���$M��

L ∈ � ��� � k �
UXSÎQQP$U I ��Q

n ≥ 2
Q �wM[VWQ �LKmT$V I i$M1O �LU �$V¼KRT��LU �$V&VWQ,S SAQ

τ��QNSXS7Q\p,M&Q
τ(M′

k,n) = L U
V�Ï ����Ï I���H�~�H1I ��H h �$U �

n ≥ 2 � k ≥ 1 � U S�QQP$U I ��Q_M[VWQ �LKmT]V I i$M1O �LU �$V�KRT��LU �]V&VWQNSXS7Q τ ��QNSXS7Q�p,M&Q Mk,n =
τ(Mk,2) U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � s # D1D !]%*!$2&% Mk,2

)B%R8�aBE,'R678�- � )BE
B1 = {a, b} ),8 ^P#&) Mk,n

)B%R8�aBE,'R678�%*#1'
A1 =

{a1, . . . , an}
Y� _!$#&%"01aN�&216A%*%*!$2&%�#12 z&!$3G!$3G!$' D z16A%R3G) ψ : Γ̂∗

1 7→ Γ̂∗
2 D -/' ψ(ai) = abia

),8
ψ(ai) =

ab
i
a D !$#1'�8*!$#18 ai ∈ A1

),8
ψ(x) = x

%R672&!$2}Y
È_2&)5%R673 D :A) � a,'R6 �9E�-/8R6A!$2 3G!$2.8R'*)y^.#&) Mk,n = ψ−1(Mk,2)

¡�01!$2&E D -/'@:A)58Rz&aB!$'*x,3G)H01)H b6 � -/8r 8Rz&aB!$'*x,3G) �$�gY��gY�� v ¡9),2 D !]%¦-/2.8 τ = ψ−1 ¡g:A)�:A),3F3G)4)B%R8 � a,'R6 �9a]Y
2

� :c)B%R8Ga,2&!$2&EBa�0&-/2&% < u -$% @9Eg¡�8Rz&aB!$'*x,3G) `9Gb^P#&) D !$#1'F8*!$#18 k ≥ 1
¡�:A)B%;:e-/21+.-/+o)B%G01)J216 � )�-/#

k�q!$'R3G),2.8�#12�EB¿$2&) D 'R672&E,6 D -/:=Y9 "!$#&%�),2�01!$212&!$2&%�6AE,6}#12�+oa,2&a,'{-/8*),#1'�Y
I=J 2L6jË`� ��Ï}I ��H�~�H1I 
�H � �$M[K ���$M �

k ≥ 1 � � ��� � k

Q I ��M[V�O �$VWQ MjKNU VjOBU MgT]S��.Ç,VWÇNK*Ç4MgT$KySAQJS7T$V+�oT$�PQ
Mk,2 U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��'3Î!$#1'"8*!$#18

k ≥ 1
¡
n ≥ 2

¡j0�<�- D '*xB%":A)@:A),3F3G)\ÐgYD�]YD�$�g¡W:e-F:e-/21+.-/+o) Mk,n

)B%R8_'*)BEB!$212.# D -/'#12�-/#18*!$35-/8*)F0&-/2&% Pk C �c� ~∅ Y�À;<�- D '*xB%�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2�ÐgY��gY Fg¡ Mk,n
- D1D -/'R8R6A),2.84� � ��� � k

¡967:�)N�g6A%R8*)
01!$2&E

L0 =Mk,2 ∈ � ��� � k

+oa,2&a,'{-/2P8b:A)fEB¿$2&)f'{-/8R6A!$212&),: � ��� � k

Y
2
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 "!$#&%F2&!$#&%F672P8*a,'*)B%*%*!$2&%F35-/672P8*),29-/2.8�-/#g�¼�R),#g� %{)y01a,'*!$#1:e-/2P8H0&-/2&%F:A)J+]'{- D z&)�01)�E�-/:AE,#1:b0�< #12-/#18*!$35-/8*)b�
k C=D 67:A)B%�Yo "!$#&% D '*!$# � !$2&%w^.#}< 67:&)B%R8 D !]%*%R67?1:A)`01)�01aBE,6A01),'w0g#F+.-/+]29-/2.8w0�< #12F8*),:o�m),#G),8�^P#}< 67:)N�g6A%R8*)�#12�-/#18*!$35-/8*)(�

k C=D 67:A)B%�� E�-/:AE,#1:e-/2.8m��#12&)_%*8R'{-/8*a,+]6A)b+.-/+]29-/2P8*) D !$#1'd:A)�+.-/+]29-/2P8�Y � )B%�'*aB%R#1:78{-/8*%^P#16Wa,8*),2&01),2P8`EB),#g�y01) ��-/:7#��[6A)��c6AE�� D !$#1'd:A)B%c-/#18*!$35-/8*)B%�� 1 C=D 67:A)B% < ��-/:����*G�!$2.8c01a �*�4a,8*a"a,8{-/?1:76A%c01)
35-/216Ax,'*)F) �5E�-$EB)F0&-/2&% < � -$E$�]� G�Y� "!$#&% D '*! D !]%*!$2&%�6AE,6�#12&)F-/#18R'*);3Ga,8Rz&![01)F01aBEB!$#1:e-/2.8(0g67'*)BE,8*),3G),2.80g# 8Rz&aB!$'*x,3G)�ÐgY��gY @¼a,2&!$2&��-/2.8G:=<>aB^P#16 � -/:A),2&EB)�),2.8R'*)J:A)B%G-/#18*!$35-/8*)B%5�

k C=D 67:A)B%F2&!$2 C EB!$2.8R'*¿$:AaB%H),8;:A)B%-/#18*!$35-/8*)B%��
k C=D 67:A)B%_EB!$2P8R'*¿$:AaB% D -/'"01)B%�),2&%*),34?1:A)B%�01) D 67:A)B% k C '*a,+]#1:76A),'*%�Y
3�-/'�%*!$#&E,6A%�01)4%*673 D :76AE,678*a]¡EB)B%Î'*aB%R#1:78{-/8*%�%*!$2.8�a,8{-/?1:76A% D !$#1'�01)B%&�R),#g�4%*)�01a,'*!$#1:e-/2P8�0&-/2&%�:A)w+]'{- D z&)w01)dE�-/:AE,#1:g0�< #12;-/#18*!$35-/8*)w2&!$2
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EB!$2.8R'*¿$:Aad35-/6A%Å2&!$#&%Å!$?18*),2&!$2&%Å)N�&-$E,8*),3G),2.8�:A)B%Î3��,3G)B%Å'*aB%R#1:78{-/8*%�%R6.2&!$#&%ÅEB!$2&%R6A01a,'*!$2&%�01)B%�-/#18*!$35-/8*)B%
EB!$2.8R'*¿$:AaB% D -/'�01)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB% s1t"u C 01aN�&216A%{%{-/?1:A)B%�YZ})B%�01aN�&21678R6A!$2&%�),8 D 'R672&E,6 D -/#g�F'*aB%R#1:78{-/8*% D !$'R8{-/2.8�%*#1'�:A)B%W�m),#g�;01) D -/'R678*a�!$2.8�a,8*a`672P8R'*!P0g#1678*%w0&-/2&%:A)fE*z9- D 678R'*) C&`&Y��gYD�]Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'=�I ��H F�H1IC����Ï[Ì �#��0�.XÏPÉ 0 Ê$2.Ëp2.ÏPÉ8�$H#� V��H%-Q��

k
�")�� �
%��4Q I ��S7T(i �]V&VWÇ*Q_i	� MPVHT]M ���	�GT���Q �

k 
MjUXS7Q I"I T$V I QNV �LK*Ç*Q
A = (Q, ∅, (A1, . . . , Ak), ∅,∆, q0,⊥) � i	� M[VWQmM1T$K �LU �LU �$V i.Q Q QNV�iPQNM8P�QNV I Q �,�NSAQ I

Q0
Q �
Q1

Q ��i	� MPVWQGT MDMjS ULO{T��LU �]V�i.Q
Q
S$QNK I MPV I �$M I



QNV I Q �#�,S7Q � �$KNVWÇGiPQ

N � c : Q → [0,max] U J Ti �$V9VWÇ*Q\i.Q\O{Q I �LK �$U I �L� 2�Q � I i.Ç���V9U ��S7Q�2�QNM�i.Q:MgT$KNU ��Ç
J(M, Q0, Q1, c) = (V0, V1, E, c, (q0,⊥))

�98
Vε = Qε × k C{����� � (A1, . . . , Ak) � ε ∈ {0, 1} �

Q �
E
O �$V �LU=QNV � ���$M���Q I SAQ I O �$M�MjS7Q I i	� Ç �=T�� I �����=T$M�P

((p, ω), (q, ω))
��QNS I p,M&Q

(p, ω) _M (q, ω′)
Q �
c
Q I �}Ç ��QNVji]M1Q_QNVFMPV�QcT MDMjS UqO*T��LU �$VHi.Q

V
ioT$V I

[0,max]QNV#M � I T]V �'M �$M[K ���$M��
(p, ω) ∈ V � c(p, ω) = c(p) U L V i	� T]M �LK*Q I �
��� I � (V0 ∪ V1, E)

Q I ��SAQ �$KRT M
KgQ@i.Q
O*T$S7O,M[SÅi.Q

A UÈ_2&)�%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%R678R6A!$212&),:7:A) r D !$#1'G:A)F�m!$#&),#1'A� v )B%R8G#12&)�- D1D :76AE�-/8R6A!$2 �
: V0 → ∆

Y s 6
δ =

(p,w, ~o, instr, q)
¡�-/:A!$'*% �

(p, ω) = δ
%R67+]216 �9)5^P#}<>),2 D !]%R678R6A!$2 (p, ω)

:A)��m!$#&),#1'v��01!$678 r ),8 D ),#18 v %*)01a D :e-$EB),'_),2 D !]%R678R6A!$2 (q, instr(ω))
Y

� !$3F3G) D '*aBEBaB01),3F3G),2.8�0&-/2&%G:e-�%*)BE,8R6A!$2 `&Y��gY��g¡�67:b%*),'{-�%*!$# � ),2.8H#18R67:A)�01) � !$67'5#12&)�%R8R'{-/8*a,+]6A)
D !]%R678R6A!$212&),:7:A)�EB!$3F3G)�#12 � )BE,8*),#1'H01)�%*!$#&% C ),2&%*),34?1:A)B%y01) k C=D 67:A)B%5672&0g6AEBaB% D -/'G:A)B%F8R'{-/2&%R678R6A!$2&%y01):=<�-/#18*!$35-/8*)401aN�&216A%{%{-/2.8_:=<�-/'*x,2&)(0g#;�m),#}Y
BC2D>E=?0eÊ�0�6'=�I ��H F�H�~�� r�Ê�Ëp;gÊ$2 �%0XÏ��N6jÉ�0 Ê�0*6'=�Ï .1. Ï �N6WÌ�Ë �,ÏPÌ	� � ��01.XÏ.É8�$H h �$U �

J = (A, Q0, Q1, c)
MPV

2�QNM �
k 

MjUXS7Q I T�S/QRO

A = (Q, (A1, . . . , Ak), ∅,∆, q0, F )
Q �

∆ = {δ1, . . . , δd} U
� � �]M I i$UXK �$V I T$S �$K I

p,M&Q@S7Q 2�QNM Q I �di.Q �=T$UXSXS7Q
d
� U

	 �$M���Q I �LKRT���Ç �]UqQ�M � I U �LU �$V&VWQ,S SAQ!� M �$M[K SAQ52 �$M&QNM[K ��� � Q I �FK*QYMjK*Ç I QNV ��Ç*Q MgT]K M[V S/Q*O ��QNM[K ~S � =
(S � ,1, . . . , S � ,d)

T�S/QRO
S � ,i = {ω | � (p, ω) = δi} U

X��EW�V�WYX ��k��<nYi�_�
�i�� ��o
�([�o�[���i��N�^[��`_A� �
k
h �^n cq_
]

7�8{-/2P8y01!$212&a�#12��R),#��
k C=D 67:A)B% J ¡�2&!$#&%H3G!$2.8R'*!$2&%y^P#&)�:A) D '*!$?1:Ax,3G) U S_QQP]U I ��Q�M[VWQ I �LKRT���Ç �]UqQ�oT$�]VjT$V ��Q�M �$M[K � %*)\'*aB0g#1678@�y:e-J%¦-/8R6A%m�j-/?167:7678*aG0�< #12&)\�q!$'R34#1:A)GE,:A!]%*)F0&-/2&%(:e-J%R8R'R#&E,8R#1'*)

Pilek

EB!$' C'*)B% D !$2&0&-/2.8@-/#�+]'{- D z&)501)B%�672&%R8R'R#&E,8R6A!$2&%4E,:e-$%*%*6A^.#&)B%�Y� "!$#&%f3G!$2.8R'*!$2&%@a,+.-/:A),3G),2.8\^.#}< 67:�)N�g6A%R8*)\#12&)�q!$'R34#1:A)d0&-/2&%
Pilek

01!$2.8Å:A)B%�3G![01x,:A)B%Î%{!$2.8�)N�1-$E,8*),3G),2P8Î:A)B% � )BE,8*),#1'*% ~S � 8*),:A%Å^.#&)��w)B%R8�#12&)w%R8R'{-/8*a,+]6A)+.-/+]29-/2.8*)]Y
 "!$#&% D '*![EBaB01!$2&% D -/'Ga,8{- D )B%¢¡�),2 3G!$2.8R'{-/2.8y0�<�-/?W!$'*0 ^.#&) D !$#1'F8*!$#18*)�%R8R'{-/8*a,+]6A) D !$#1'#��%{-/2&%3Ga,3G!$67'*) �]¡Å:A) D '*!$?1:Ax,3G)y01)J%{- � !$67'F%R6��y)B%R8\+.-/+]29-/2.8*)�%{)5'*aB0g#1678G��:e-¼%¦-/8R6A%m�j-/?167:7678*aJ0�< #12&) s1t"u C�q!$'R34#1:A)�E,:A!]%*)y0&-/2&%;:A)y+]'{- D z&)y01)JE�-/:AE,#1:c01)y:=<�-/#18*!$35-/8*)�01aN�&216A%*%{-/2P8F:=<�-/'*x,2&)y0g# �R),#}¡Î),21'R6AE{z16A)�01)'*),:e-/8R6A!$2&%bEB![0&-/2.8b:e-F%R8R'{-/8*a,+]6A)]Y
Z�- D :7# D -/'R8;01)B%43Ga,8Rz&![01)B%4#18R67:76A%{aB)B%46AE,6`%*!$2.8\%R673F67:e-/67'*)B%F��EB),:7:A)B%;- D1D :76A^.#&aB)B%;0&-/2&%@:A)5E{z9- D 678R'*)`&Y��gY��gY
� �&2 01) D !$# � !$67'G8*)B%R8*),'G:e- D 'R6A!$'R678*a¼01)B%5%*!$3F3G),8*%¢¡�2&!$#&%F3G![0g6 �9!$2&%G:=<�-/#18*!$35-/8*) 0�<>!$'R67+]672&)�01)�=-$�B!$2¼�;EB)f^.#&)(:A)B%b-/'*EB%�01)(%*!$2�+]'{- D z&)401)(E�-/:AE,#1:�%*!$6A),2P8ba,8R6A^.#&),8*aB% D -/'c:e-;8R'{-/2&%R678R6A!$2¼- D1D :76A^P#&aB)]Y

BC2D>E=?0eÊ�0�6'=�I ��H F�H F�H h �$U �
A = (Q, ∅, (A1, . . . , Ak), ~C,∆, q0)

M[V
k 

����I T]V I QNV �LK*Ç*Q U � �$M I V �����$V I

A∆ = (Q,∆, (A1, . . . , Ak), ~C,∆
′, q0)

�98

∆′ = {(p, δ, w, instr, q) | δ = (p,w, ~o, instr, q) ∈ ∆}.
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Ä"- D1D ),:A!$2&%Å^.#}< #12&)��q!$'R34#1:A)`� m C=D :e-$EB)B%�%R#1'}#12&)d%R67+]29-/8R#1'*) Sig )B%*8�#12&)��q!$'R34#1:A)`%R#1'Î:e-�%R67+]29-/8R#1'*)
Sig

),21'R6AE{z16A)401)(%*~P3@?W!$:A)B%�01)
m
'*),:e-/8R6A!$2&%b#129-/67'*)B% rX� !$67'b01aN�&21678R6A!$2��gY��gY F v Y

V�Ï ����Ï#I���H F�HDK�H h �$U �
J = J(A, Q0, Q1, c)

M[V 2BQNM �
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MjU SAQ I �98\S T�K*QNS7T��LU �$VHi.Q �LKRT$V I U �LU �$V I i.Q

A
Q I �

∆ = {δ1, . . . , δd} U �
S[QQP]U I ��QwMPVWQ O �$K �;MPSAQ`O,S � I Q �

d 

MjS7ToO{Q I��T�$� �4���$��������� ioT$V I

SOM(
��

����� � (A∆))��QNSXS7Q\p,M&Q M �$M[K ���$M���Q I �LKRT���Ç �$U=Q I T]V I �GÇ � �]U K*Q � �

��

����� � (A∆)(
� −1(δ1),..., � −1(δd)) |= �T��� �4���$����������I{I U � Q I ���.T$�$VjT$V ��Q U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ\��À;<�- D '*xB%�:A)�:A),3F3G) `&Y��gY @[¡�67:P%R#��G8�01) D '*!$# � ),'Å^.#&)�:e-c%R8R'R#&E,8R#1'*) � � -$%*%*![E,6AaB)�-/#��R),#('*)B%R8R'*),672P8�\:e-F%R8R'{-/8*a,+]6A) rX� !$67'b01aN�&21678R6A!$2 `&Y��gY F v )B%*8 s1t"u C 01aN�&216A%*%¦-/?1:A)40&-/2&% ��

����� � (A∆)(
� −1(δ1),..., � −1(δd)) �

� E � ((p, ω), (q, ω′))
%*%R6

� %{!$678�67:})N�[6A%*8*) δ ∈ ∆1
8*),:}^.#&)

(p, ω)
δ

_A∆
(q, ω′)

¡
� %{!$678�67:})N�[6A%*8*) δi ∈ ∆0

8*),:�^.#&)]¡
(p, ω)

δ
_A

� (q, ω′)
),8

(p, ω) ∈ � −1(δi)
¡

� :A)y01!$35-/672&)J01)5:e-�%R8R'R#&E,8R#1'*) � � )B%R8@01aN�&216A%*%¦-/?1:A)y0&-/2&% ��

����� � (A∆)~
� EB!$3F3G)y:e-�E,:A¿$8R#1'*)J01)

{(q0,⊥k)} D -/'�:A)B%�'*),:e-/8R6A!$2&%_-$%*%*![E,6AaB)B%b� E � ¡� D !$#1'c8*!$#18 n ∈ [0,max]
¡
cn(y)

)B%R8�)N� D 'R6735-/?1:A) D -/'b:e-@�L!$'R3@#1:A)

[y = (q0,⊥k) ∧ c(q0) = n] ∨
∨

δ=(p,...,q)|c(q)=n

∃x, Eδ(x, y).
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id : � � → ��

����� � (A∆)(

� −1(δ1),..., � −1(δd)) )B%R8G#12&) s1t"u C 672.8*),' D '*a,8{-/8R6A!$2}¡cEB)�^P#16 D '*!$# � )¼:A):A),3F3G)]Y
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 ����� � (A)

%*!$2P8f)N�1-$E,8*),3G),2P8f:A)B% � )BE,8*),#1'*%
(
� −1(δ1), . . . ,

� −1(δd))
!$Æ��\)B%R8"#12&)

%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%R678R6A!$212&),:7:A)4+.-/+]29-/2.8*)]Y
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%=}I ��H F�HNM�H�� �$M[K ���$M���2BQ,M �

k 

MjUXS7Q I

J = J(A, Q0, Q1, c) �
T8S/QRO

∆A = {δ1, . . . , δd} �
U S

QQP$U I ��Q4M[VWQ�s1t"u


O �]K �;M[S7Q 
��"�

(X1, . . . , Xd)
��QNSXSAQ@pBM1Q

6 U ��
 ����� � (A∆) |= ∃X1, . . . , Xd,

��
�

(X1, . . . , Xd)
I{I U � Q I ���oT��$VjT$V ��M �$M[K � �

7 U M �$MPK ���$M I M1, . . . ,Md ⊆ V �
��

����� � (A∆) |= 
��"�

(M1, . . . ,Mn)

I¦I U�UXSÎQQP$U I ��Q4M[VWQ I �LKRT���Ç �$U=Q M � I U �LU �$V&VWQ,S SAQs�oT$�$VjT]V ��Q � ��Q,S SAQ\p,M1Q ∀i ∈ [1, d] � Mi =
� −1(δi) U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � s !$678 �T��� �4���$��������� :e-��q!$'R34#1:A)��
d C=D :e-$EB)B%J01aN�&216A)¼0&-/2&%y:A)�:A),3F3G) D '*aBEBaB01),2P8�Y�
�28R'{-/2&%m�q!$'R35-/2.8FE*z9-$^P#&)y%R~P3@?W!$:A)H'*),:e-/8R6A!$212&),:

Oi
),2 D :e-$EB) i D -/'\#12&) � -/'R6e-/?1:A) Xi

2}<�-B~.-/2P85-/#&E,#12&)
![EBE,#1'R'*),2&EB)�0&-/2&%

EstGagnante
¡`2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%�#12&) �q!$'R34#1:A)�� �$� �4���$��������� 
 � a,'R6 �j-/2P8 D !$#1'8*!$#18*)(%R8R'{-/8*a,+]6A) �F�

��

����� � (A∆) |= � �$� �4������������� 

(
� −1(δ1), . . . ,

� −1(δd))
%*%*6W:A)c�m),#�)B%R8c+.-/+]29-/2P8 D !$#1'T�gY3Å!]%*!$2&% D !$#1'c8*!$#18 p ∈ Q0

¡
Ip = {i ∈ [1, d] | π1(δi) = p} YÈ_2 � )BE,8*),#1'

(M1, . . . ,Md)
)B%R8`EB!$3 D !]%*a�01)B%`6735-/+o)B%`672 � ),'*%*)B%c0�< #12&)�%R8R'{-/8*a,+]6A) D !]%*678R6A!$212&),:7:A)f%*%R6� D !$#1'"8*!$#18 p ∈ Q0

¡
(Mi)i∈Ip

)B%R8"#12&) D -/'R8R678R6A!$2�01)4:e-H'*)B%R8R'R6AE,8R6A!$2�01) 
�8{-/8*| (A∆)
-/#g��a,8{-/8*%

8*!$8{-/#g��-�~.-/2.8 D !$#1'�a,8{-/8 p ¡
� x ∈Mi =⇒ ∃y, x δi

_A∆
y
Y
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� :})N�[6A%R8*)f01!$2&E(#12&)��L!$'R3@#1:A)4�$��
'� �
(X1, . . . , Xd)

� a,'R6 �j-/2P8
��

����� � (A∆) |= �$��
'� �

(M1, . . . ,Md)
%*%R6 ∃ � D !]%*678R6A!$212&),:7:A)]¡ Mi = (

� −1(δi)
¡ ∀i ∈ [1, d]

Y
3Å!]%*!$2&% 
��"�

(X1, . . . , Xd) :=
����
'� �

(X1, . . . , Xd)∧
�"�$� �4���$��������� 


(X1, . . . , Xd)
Y � ),8R8*)��q!$' C34#1:A)4%{-/8R6A%m�=-/678�:e- D '*! D !]%*678R6A!$2}Y

2|}'{-/2&%R�La,'*!$2&%`35-/672P8*),29-/2.8bEB)B%`'*aB%R#1:78{-/8*%`0&-/2&%`#12&)�%R8R'R#&E,8R#1'*) D :7#&%d+oa,2&a,'{-/:A)(-»�&2�0�<�- � !$67'c#12y'*aB%R#1:78{-/8672&01a D ),2&0&-/2.8_01)(:=<�-/#18*!$35-/8*)4E*z&!$6A%*678�Y
I=J 2L6jË`� ��Ï I ��H F�H�W�H � �$M[K ���$M�� 2�QNM

J
�
k 

MjUXSAQ I i.Q �=T$UXS SAQ

d � UXS_QQP$U I ��Q¼M[VWQ O �$K �;MPSAQ 
��"� J
�
dS»T$KNUqTL�NSAQ I S U �NK*Q I � ��QNSXS7Q\p,M&Q

6 U Pilek |= ∃X1, . . . , Xd,

��"�

J(X1, . . . , Xd)
I¦I U��4�oT$�$VWQ@SAQ 2BQNM

7 U M �$MPK ���$M I S1, . . . , Sd ⊆ k C{����� �`� Pilek |=

��"�

J(S1, . . . , Sd)
I¦I U

S = {((p, ω), δi) | ω ∈ Si)}Q I �wMPVWQ I �LKmT���Çq�$UqQ I T$V I �5Ç �
�$UXKRQ:M �$M[K(SAQ�2 �$M&QNM[K � �oT$�$VWT$V ��Q\ioT$V I
J U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ��� _!$#&% D '*![EBaB01!$2&%(6AE,6�01)\�=-$�B!$2�%R673F67:e-/67'*)G�y:e- D '*),# � )G0g#�:A),3F3G)5`&Y��gYD���g¡}),2�01aN�&216A%*%{-/2P8
#12�EB![0&-/+o)

g
01)B%�a,:Aa,3G),2P8*%_01) 
�8{-/8*|

(A) D -/'�01)B%b%*!$#&% C ),2&%*),34?1:A)B%_01) k C{����� � Ys # D1D !]%*!$2&%d^.#&) Q = {p1, . . . , pτ}
¡.2&!$#&% D !]%*!$2&% D !$#1'w8*!$#18 S ⊆ V ¡ g(S) = (g1(S), . . . , gτ (S))!$Æ

gi(S) = {ω | (pi, ω) ∈ S)
¡ D !$#1' i ∈ [1, τ ]

Y
3�-/'@:e-�3��,3G)G3Ga,8Rz&![01)5^P#&)GEB),:7:A)G#18R67:76A%*aB)H0&-/2&%(:e- D '*),# � )50g#�:A),3F3G) `&Y��gYD�B�]¡�2&!$#&% D '*!$# � !$2&%^P#&) D !$#1';8*!$#18*) s1t"u C �q!$'R34#1:A) Φ(X1, . . . , Xn)

¡�0&-/2&%F:A)y+]'{- D z&) ��

����� � k(A)
¡�67:c)B%R8 D !]%{%R67?1:A)J01)EB!$2&%R8R'R#167'*)f#12&)f�L!$'R3@#1:A) s1t"u

g(Φ)(X1,1, . . . Xτ,n, . . . , Xm,1, . . . , Xτ,n)
%*#1'

Pilek

¡g8*),:7:A)(^P#&)
��

����� � k(A∆) |= Φ(D1, . . . , Dn)

%*%R6
Pilek

~C |= g(Φ)(g(D1), . . . , g(Dn)).
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Pilek

Y]Èb2&)c%R8R'{-/8*a,+]6A) D ),#18 �,8R'*)c#18R67:76A%{aB)�EB!$3F3G)EB!$2.8R'*¿$:A),#1';0�< #12
k C � 3 01a,8*),'R3F67216A%R8*)H'*)BEB!$2129-/6A%*%{-/2P8@8*!$#18*)B%4:A)B% D -/'R8R6A)B%��m!$#&aB)B%@%*),:A!$2�:e-�%*8R'{-/8*a,+]6A)]¡r 2&!$#&%�0g67'*!$2&%�^.#&)w:=<�-/#18*!$35-/8*)w� E�-/:AE,#1:A)d:e-b%*8R'{-/8*a,+]6A)N� v Y 
�2F- D1D :76A^P#9-/2.8�:A)w8Rz&aB!$'*x,3G)cÐgY��gY @ D ),'R3G),8R8{-/2P801)_8R'{-/2&%m�L!$'R3G),'`#12J8*),:�-/#18*!$35-/8*)f),2H#12�-/#18*!$35-/8*)f01a,8*),'R3F67216A%R8*)"2&!$2�EB!$2.8R'*¿$:Aa]¡g2&!$#&%`),2y01aB0g#16A%{!$2&%

^P#&)�8*!$#18*)(%R8R'{-/8*a,+]6A)()B%R8_E�-/:AE,#1:AaB) D -/'�#12�-/#18*!$35-/8*)40&-/2&% k C �c� ∅ Ys !$678
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∆
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MjUXS7Q I U � V T$M �����FT ��Q A ∈ k C �c� KRQ*O �$V&VjT � ��MPVWQ I �LKRT���Ç �]UqQ �i.Q

J
I U

A
Q I �`i.Ç ��QNK �;U V&U I ��Q\Q �

L(A)
Q I ��S � QNV I Q �#�,S7Q;i.Q I M1T$K �LU=Q I

δ1 · · · δn · · ·
2 �$M1Ç{Q IfI QNS �$V � U
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MjU SAQ I i �$V �dS � T$K �NVWQFQ I �`SAQ��$KmT�M
KgQGi � M[V�T$M �����FT ��QFioT$V I

k C �c� � � |�� k � SAQ 2 �]M1QNM[K ���oT$�]VWQ�SAQ 2�QNM I{I U4SAQ 2 �]M1QNM[K � Toi��GQ �;MPVWQ I �LKRT���Ç �$U=Q�K*QRO �]V&V&M MgT$K�M[V
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k C �c� ~∅ U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � s !$678

J = (A, Q0, Q1, c)
- � )BE

A = (Q, (A1, . . . , Ak),∆, q0, F ) ∈ k C �c� Y�À;<�- D '*xB%G:A)8Rz&aB!$'*x,3G)��$�gY��gY Ef),8 D #16A%{^.#&) Pilek
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Pilek

Y<3Î!]%{!$2&%

A
�
= (Q,∆, (A1, . . . , Ak), ~S � ,∆ � , q0, F )
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¡&-/:A!$'*% {(p, δ, w, ~o, instr, q) | ~o ∈ {0, 1}d} ⊆ ∆ � ¡� %*6 p ∈ Q0
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ε C 8R'{-/2&%*678R6A!$2}¡})B%R8�01a,8*),'R3F67216A%R8*)G),8 D !$#1'�8*!$#18 δ0 · · · δn ¡W8*),:^P#&)

(q0, δ0 · · · δn,⊥k)`∗M �∆ (q, ε, ω)
¡1-/:A!$'*%

δ0 · · · δn
01aN�&21678d:A) D '*aN�1�1)_0�< #12&) D -/'R8R6A)��R!$#&aB)"%*),:A!$2��_),8-/?�!$#18R6A%*%{-/2.8Å),2

(q, ω)
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k C{����� � ~∅ E�-/:AE,#1:e-/2P8:e-;%R8R'{-/8*a,+]6A)v�]Y

2

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ I���H F�H�I ��HR� �$M I T$M[K¦U �$V I Ç �oT$SAQ �5QNV �EMjM�i.Ç���V&UXK\S TJV ���LU �]V�i	� T]M ���	�GT���Q5O*T$S7O,M[S T$V �cMPV�Q
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 I �$K �LUqQ I �O �	� �5Q�iPÇ���V&U;ioT$V I 
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s !$678
(Q,+, ·) :A)�EB!$' D %G01)B%G2&!$34?1'*)B%H'{-/8R6A!$212&),:A%�Y�È_2&) I M[U ��Q 01)J2&!$34?1'*)B%G'{-/8R6A!$212&),:A%H)B%R8F#12&)- D1D :76AE�-/8R6A!$2 s : N→ Q

YP _!$#&%w2&!$8*!$2&%
s(n)

r !$# D -/'m�L!$6A% sn

v :=< 6735-/+o)"01)_:=<>),2.8R6A),'
n D -/'w:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2

s
Y1È_2&)f%R#1678*)

s D ),#18"-/#&%*%R6 �,8R'*) � #&)fEB!$3F3G)f#12&)(%*a,'R6A)"�q!$'R3G),:7:A)G�

s(X) =

∞∑

n=0

snX
n.

���BF
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Z})B%�! D a,'{-/8*),#1'*%b%*#16 � -/2P8*%b%*!$2P8bE,:e-$%*%R6A^P#&)B%(�
E
�1:=<>! D a,'{-/8*),#1' i.ÇRO*T$S7T$�.Q

(Es)(n) = s(n+ 1), (Es)(X) =
s(X)− s(0)

X

∆
�g:=<>! D a,'{-/8*),#1' i$U R_ÇNK*QNVjO{Q

(∆s)(n) = s(n+ 1)− s(n), (∆s)(X) =
s(X)(1 −X)− s(0)

X

Σ
�g:=<>! D a,'{-/8*),#1'(I ��� �5Q �.ÇNVWÇ,KmT$S U I Ç*Q

(Σs)(n) =
n∑

j=0

s(j), (Σs)(X) =
s(X)

1−X

+
�g:=<>! D a,'{-/8*),#1'(I ��� �5Q

(s+ t)(n) = s(n) + t(n), (s+ t)(X) = s(X) + t(X)

· �1:A) MjK ��i$M[U ��QQP ��QNK¦V�Q ¡ D !$#1'�8*!$#18 r ∈ Q

(r · s)(n) = r · s(n)

� �g:A) D '*![0g#1678�01)�>�-$0&-/35-/'*0�¡ r !$# MjK ��i$M[U � �$KRi$UXVjT$UXKRQ{v
(s� t)(n) = s(n) · t(n)

× �g:A) MjK ��i$M[U �di.Q\O �]V"S �$S M �LU �$V

(s× t)(n) =

n∑

k=0

s(k) · t(n− k), (s× t)(X) = s(X) · t(X)

◦ �g:e- O �	� M � I U �LU �$V�i.Q I MPU ��Q I
(s◦t)(n) = s(t(n))

−1 �1:=<>! D a,'{-/8*),#1' U V
S/QNK I Q;QNV �LU=QNK
s−1(n) = |s(N) ∩ [1, . . . , n]|

• �g:e- O �	� M � I U �LU �$V�i.Q I ÇNK¦U=Q I
(s•t)(X) =

∞∑

n=0

s(n) · t(X)n
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(s(n) · t(X)n)n≥0
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Q[[X]]

Y
Z�-F%*8R'R#&E,8R#1'*)

(Q[[X]],+,×)
)B%R8c#12¼-/212&)�-/#}¡W- � )BE

1l = (1, 0, . . . , 0, . . .)
Y s !$678

r ∈ Q
¡12&!$#&%c#18R67:76A%*) C'*!$2&%c:e-;3��,3G)(2&!$8{-/8R6A!$2 D !$#1'c:A)B%�%R#1678*)B% r !$#�%{a,'R6A)B% v �

r = r · 1l = (r, 0, . . . , 0, . . .)
8{-/2&0g6A%b^P#&)�2&!$#&%c#18R67:76A%*),'*!$2&% r

1−X D !$#1'c:e-F%*#1678*) r !$#�%*a,'R6A) v EB!$2&%R8{-/2P8*)G�
r

1−X = (r, r, . . . , r, . . .).
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n ≥ 0
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(q0, α
s(n), ak[ak−1[· · · a2[a1

n] · · · ] ⊥k−1] ⊥k) `∗A (q0, ε,⊥k).
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� D -/'R8R67'�01)�:=<>a,8{-/8�8*!$8{-/:�6721678R6e-/:

(q0, bk[ak−1[· · · a2[a1
n] · · · ] ⊥k−1] ⊥k)

¡�67:f)B%R8�-/:A!$'*%H�q-$E,67:A) 01)�EB!$2&%R8R'R#167'*) #12�2&!$# � )�-/#
k C � 3 CE�-/:AE,#1:e-/2.8_:e-F%R#1678*)

s+ t
� D -/'R8R67'b01)(:=<>a,8{-/8�8*!$8{-/: (q0, ck[ak−1[· · · a2[a1

n] · · · ] ⊥k−1] ⊥k)
Y

� :}%R#��G8 D !$#1'�EB),:e-F01)"�=-/67'*)f:=< #1216A!$2�01)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&%_01) A
),8

B
- � )BEf:e-F8R'{-/2&%R678R6A!$2

(q0, ε, ckak−1 · · · a1, q0, changebk
pushak

)
Y

3Å!$#1'b8*!$#18
n ≥ 0

¡
C
) a�)BE,8R#&)f:A)(E�-/:AE,#1:�%*#16 � -/2P84�

(q0, α
s(n)+t(n), ck[ak−1[· · · a2[a1

n] · · · ] ⊥k−1] ⊥k)

`C (q0, α
s(n)+t(n), ak[ak−1[· · · a2[a1

n] · · · ] ⊥k−1]bk[ak−1[· · · a2[a1
n] · · · ] ⊥k−1] ⊥k)

`∗
C

(q0, α
t(n), bk[ak−1[· · · a2[a1

n] · · · ] ⊥k−1] ⊥k)

`∗
C

(q0, ε,⊥k).
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��:=< 672P8*a,'R6A),#1'(0�< #12&)

k C  D 67:A)]¡j:A)@01),'R216A),'(-/8*!$3G)\01)@E*z9-$^P#&);!PEBE,#1'R'*),2&EB);0�< #12&) D 67:A)@01)@216 � )�-/# i)B%R8 ⊥i
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ω = a3[ε]b3[a2[a1]]
!$#�3��,3G)

ω = a3b3[a2[a1]]
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Y
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BC2D>E=?0eÊ�0�6'= I
I
H1I%H�I ���yÌ}Ê$6'��;gÊ�ÏPÉ �yÍL6%���ÎÊ�ÏPÌÎË/És=�69Ë8��;".10XÉ$2.É��$H h �$U � ~N MPVAS/QRO ��QNM[Kfi	� Q,V I Q �,�NSAQ I
i	� QNV �LU=QNK I VjT��LM[KRQ,S I U � �$M I V �����$V I

k C � � ~N S � M[V&U �$V½i.Q I
k C � �c� (| ~N |A1

−1
)1(A1, . . . , Ak) �

M �$M[K ���$M I
T$S M
K[TL�{Q � I

A1, . . . , Ak

��Q,S I p,M&Q |A1| = 1 U J � MPV&U �$V i.Q ���]M I SAQ I k C � � ~N Q I ��V � ��Ç*Q
k C � � � S7T O,S T I{I Qi.Q I

k C � � ~N iPÇ ��QNK �\UXV&U I ��Q I Q I ��V ����Ç*Q
k C � �Ez ~N U
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BC2D>E=?0eÊ�0�6'= I
I%H ~�H1I � r�Ì?0 Ê�Ï.É�ÍD;".XÍ.Ì?.�;<5?.XÏPÉ8�$H h �$UqQ,V �

k ≥ 1
Q � ~N M[V�S/QRO ��Q,MPKJi.Q I �$M I



QNV I Q �,�NSAQ I

i.Q
N U � VWQ I MPU ��Q(i � QNV �LUqQNK I VjT��LM[KRQNS I s Q I ��i]U ��Q (k, ~N )

� S . � S(Q � . ���
% I U�UXS�Q P$U I ��Q
A ∈ k C � ��z ~N i.Ç���V&U

I M[K(SAQ I T$S M
K[TL�*Q � I i.Q:MjUXS7Q I
A1, . . . , Ak

Q � ��QNSÎp,M&Q ∀i ≥ 1 � O�K[T.p,M1Q Ai

O �$V �LU=QNV �wMPV�Q(SAQ � �LK*Q
ai

Q �_4



� �<���'� �'��	����"�A (-�� 	 ��	��"�,����
 ��������� � ���"� ���]Ð

(H1(ak · · · a1)) ∀n ≥ 0, (q0, α
s(n), ak[ak−1[. . . [a2[a1

n]] . . .]])`∗
A

(q0, ε, ε) �
(H2) ∀q ∈ Q, ∆A

VWQ\O �]V �LUqQ,V ��MgT I i.Q �GQ �#�,KRQ��oT]MgO�K1Q;i.Q4S T O �]K �5Q
(q, α, ε)

�$M
(q, ε, ε) U

� �$M I V � ���$V I
Sk

~N S � QNV I Q �,�NSAQ i.Q IJI M[U ��Q I
(k, ~N ) 


O{T$S OBMPS7TL�NSAQ I U J �]K I p,M1Q ~N = ~∅ � V �$M I i$U K �$V II U � MjSAQ �5QNV �wpBM1Q
s
Q I �

k 

O{T$S OBMPS7TL�NSAQ5Q �wV �$M I V ����QNK �$V I

Sk

MjS�M������`p,M&Q
S

~∅
k U� )G%{E*z&a,35-�01)5E�-/:AE,#1: � - D ),'R3G),8R8R'*)H01)G01aN�&2167'401)52&!$34?1'*),#&%*)B%@'*aBE,#1'R'*),2&EB)B%�Y�ZÎ- D 'R672&E,6 D )H)B%R8)N� D !]%*a�6AE,6 D !$#1'�:=<>)N�1),3 D :A)f:A) D :7#&%�%*673 D :A)G�

���}Ï+����.XÏ I%I
H�~�H�~ � �A2PÍ.ÌÎË»Ë/Ï+=ÎÍoÏ!.10�=�2L;"0XË/Ï<�$H � �$V I ULiPÇNK �]V I S T I M[U ��Q s i.Ç1��V&U=Q�M1T$KGS7T�K*ÇRO,M[KNKRQNVWO{QI M[U�S»T$V ��Q �
s(0) = 2; ∀n ≥ 0, s(n+ 1) = 2s(n) + 1.

� �]M I O �$V I �LKNM[U I �$V I M[V T$M����	�GT���QJi.Ç ��QNK �;U V9U I ��Q
A ∈ 2 C � � O*T$S7O,M[S T$V �

s � S/ÇNKNU �wT]V � (H1(a2a1))
Q �

(H2) UJ THO,SAÇ;i.Q4S7THO �]V I �LKNMgO �LU �$V�Q I �diPQ �LK �$M S/QNK@S7Q I �LKRT$V I U �LU �$V I M1QNK �5Q � �=T$V �wSAQ I O*T$S7O,M[S I(I MPU�S»T$V � I 4

6 U (q0, α
s(0), a2[ε])`∗A (q0, ε, ε) �

7 U ∀n ≥ 0 � ∀ω ∈ 2 C �d�}� � �p� (q0, ε, a2[a1
n+1]ω)`∗A (q0, ε, b2[a1

n]a2[a1
n]a2[a1

n]ω) �
U U ∀n ≥ 0 � ∀ω ∈ 2 C �d�}� � �p� (q0, α, b2[a1

n]ω)`∗
A

(q0, ε, ω) U
� ÇNK¦U � �$V I MgT$K`UXVji$M1O �LU �$V I M[K

n ≥ 0
pBM1Q ���$M��}T$M �����FT ��Q`K*ÇRT$S U I T$V ��O{Q I O*T]S O,M[S I S$ÇNK¦U �dQcS T�MjK ��MjK¦U=Ç ��Ç

P(n)
I MPU�S»T$V ��Q 4 ∀ω ∈ 2 C �d�}� � �p�

(q0, α
s(n), a2[a1

n]ω)`∗A (q0, ε, ω).

J � K  M ����K<� I Q�� 6 �eMjK �]M+S/Q
P(0) U h M�MDM � I �$V I P(n)

M �$M[K
n ≥ 0 U � �$MPK ���$M��

ω ∈ 2 C �w����� ��� V �$M I
�L� ��Q,V �$V I QNV�T MDMWS�Uqp,M1T$V �wS�� K  M ����K � I Q � 7 � � S�� K  M ����K<� I Q � U � � MjM[U I iPQNM8P O �$U I P(n)

4

(q0, α
s(n+1), a2[a1

n+1]ω) `∗A (q0, α
s(n+1), b2[a1

n]a2[a1
n]a2[a1

n]ω)

`∗A (q0, α
s(n+1)−1, a2[a1

n]a2[a1
n]ω)

`∗
A

(q0, α
s(n+1)−s(n)−1, a2[a1

n]ω)

`∗
A

(q0, ε, ω).

J TAMjK � MjKNUqÇ ��Ç
P(n)

Q I �fi �$VWO�S�KRT$UqQ M �$M[K ���]M �
n ≥ 0 � Q �fioT$V I S7Q�O*T I M1T$K �LUqO,M[S�U=QNK �98 ω = ε �S � T$M����	�GT���Q

A
S/Ç,K¦U �dQ

(H1(a2a1)) U
�
SoV �$M I O T$M�� �FT]U V ��Q,VjT$V � �
�$V �LK*QNKwp,M&QdV �$M I�I T8S �$V I �LK �$M S/QNKdMPV5T]M ���	�GT���Q`i.T$V I

2 C � �Ez KRÇRT]S�U I T$V �SAQ I O*T$S7O,M[S I � 6 � � � 7 �HQ �s� U � � T]U V I U�p,M&Q(S � K  M ����K � I Q H2 U� � I �$V I
A = ({q0}, {α}, (A1 , A2),∆, q0)

�98
A1 = {a1} � A2 = {a2, b2}

Q � 4
� T��

∆(q0, ε, a2) = (changeb2 pushb2 , q0) �� � �
∆(q0, ε, a2a1) = (pop1 pusha2

pushb2 , q0) �� O �
δ(q0, α, b2) = δ(q0, α, b2a1) = (pop2, q0) U

� Q ��T]M ���	�GT���Q4Q I ��i.Ç ��QNK �;UXV&U I ��Q(Q ��S$ÇNK¦U �dQ H2 U J Q I �LKRT$V I U �LU �$V I � T��;Q �:� O �TM1QNK �GQ � ��QNV ��SAQfO*T$S7O,M[Si �$V9VWÇ5i.T$V I S�� K  M ����K<� I Q 6 � S7T �LKRT$V I U �LU �$V���� ��KRQ,Vji¼S7QHO*T$S7O,M[S � 7 ��S/T$S�Uqi.Q � �=T]Vji$U I pBM1Q5S7T �LKRT$V I U �LU �$V
� O���M1QNK �GQ ��SAQ\O*T$S7O,MPSm� U � U
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(q0, α
11, a2[a1a1]) `A (q0, α

11, b2[a1]a2[a1]a2[a1])`A (q0, α
10, a2[a1]a2[a1])

`A (q0, α
10, b2a2a2a2[a1])`A (q0, α

9, a2a2a2[a1])

`A (q0, α
9, b2b2a2a2[a1])`2

A (q0, α
7, a2a2[a1])

`A (q0, α
7, b2b2a2[a1])`2

A (q0, α
5, a2[a1])

`A (q0, α
5, b2a2a2)`A (q0, α

4, a2a2)

`A (q0, α
4, b2b2a2)`2

A (q0, α
2, a2)

`A (q0, α
2, b2b2)`2

A (q0, ε, ε).
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, p0)}� ∆1(p0, ε, ε) = (stay, qF )
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(p0, α

s(n), ε) `A1 (p0, α
s(n), ak[ak−1 · · · [a2[a1

n]] · · · ])
`A1

(q0, α
s(n), ak[ak−1 · · · [a2[a1

n]] · · · ])
`∗

A1
(q0, ε, ε)`A1

(qF , ε, ε).
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n ∈ N} Q � 
���� (A2) = {an

1 | n ≥ 0} U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ�� s # D1D !]%*!$2&%f^.#&) s )B%R8fE�-/:AE,#1:AaB) D -/' A = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak), ~N,∆, q0, F ) ∈ k C � ��z� a,'R6 �j-/2.8

(H1(ak · · · a1))
),8

(H2)
Y"3Å!]%*!$2&%

A2 = (Q ∪ {q⊥}, {α}, (A1 , . . . , Ak ∪ {bk}), ~N,∆ ∪∆2, q0, {q⊥})
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(q0, α
Σs(n), ε)`∗A2

(qF , ε, bk[ak−1 · · · [a2[a1
n+1]] · · · ]).
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(p, αε, ω)`A (p′, ε, ω′)

),8
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(p, ω, q)→A αε
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(p, αε, ω)`A (q, ε, ε)
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∆1(q, αε, a[ω]) = {(η′, q′) ∈ Q× Γ∗
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(p, ω, q)→∗
A σ ⇔ (p, σ, ω)`∗A (q, ε, ε).
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P (0)

)B%R8 � '{-/6A)]Y
� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V � s # D1D !]%{!$2&% P (n) D !$#1' n ≥ 0

Y

(q0a2,i,j[a1
n+1]q0) →A (q0

∏

1≤l≤d

(a2,i,l[a1
n])ml,j b2[a1

n]q0)
r D -/'�8R'{-/2&%*678R6A!$2 r � vRv

→∗
A

∏

1≤l≤d

(q0a2,i,l[a1
n]q0)

ml,j (q0, b2[a1
n], q0)

r 01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2 v

→∗
A

∏

1≤l≤d

(q0a2,i,l[a1
n]q0)

ml,j
r D -/'c8R'{-/2&%R678R6A!$2 r ` vRv .

3�-/'�z.~ D !$8Rz&xB%{)(0�< 672&0g#&E,8R6A!$2��
(q0a2,i,l[a1

n]q0)→∗
A αui,l(n).
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�2�EB!$3 D !]%{-/2P8�:A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&% D '*aBEBaB01),2.8*)B%¢¡92&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%@�

(q0a2,i,j[a1
n+1]q0)→∗

A

∏

1≤l≤d

(αui,l(n))ml,j = αui,j (n+1).

� )BE,6 D '*!$# � ) P (n+ 1)
),8b:e- D '*! D 'R6Aa,8*a r �3@ v )B%R8�01!$2&E4a,8{-/?1:76A) D !$#1'b8*!$#18 n Y
��&-/3F672&!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8":e-F%R#1678*)

u
Y"3Å!$#1'�8*!$#18

n ≥ 0
�

u(n) =
∑

1≤i≤d

∑

1≤j≤d

`i · ui,j(n) · cj .
r � � v


�2J- D1D :76A^.#9-/2P8w:e-(8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v %R#16 � 6A) D -/'w01)B%�'*x,+]:A)B%w01)_01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2&%¢¡P),8�01)b:e-f8R'{-/2&%R678R6A!$2 r ` v ¡2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%\�

(q0a2[a1
n]q0) →∗

A
(q0

∏

1≤j≤d

(
∏

1≤i≤d

(a2,i,j[a1
n])li)cj · b2[a1

n]q0)

→∗
A

∏

1≤j≤d

(
∏

1≤i≤d

(q0a2,i,j[a1
n]q0)

li·cj)
r ��Ð v

),8�0�<�- D '*xB% P (n)
2&!$#&%b01aB0g#16A%*!$2&%b^P#&)

∏

1≤i≤d

(q0a2,i,j[a1
n]q0)

li·cj→∗
A

∏

1≤i≤d

αui,j (n)·li·cj .
r ��� v


�2�EB!$3@?16729-/2.8":A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r ��Ð v ),8 r ��� v 2&!$#&%_!$?18*),2&!$2&%�¡ D -/'�:e-@�q!$'R34#1:A) r � � v �

(q0a2[a1
n]q0)→∗

A αu(n).
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V�Ï ����Ï I
I
HDK(HbK(H h �$U �
(un)n≥0

S7T I M[U ��QFiPÇ���V&U=Q MgT$K
un+1 = (un)d � d ≥ 2

Q �
u0 = c ∈ N U � S �]K I

(un)n≥0 ∈ S3 U
� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= �"3Å!]%*!$2&%

A = ({q0}, {α}, ({a1}, {a2}, {a3}),∆, q0,⊥)
- � )BE5�

r � v
∆(q0, ε, a3a2a1) = (pop1(pusha2

)d−1, q0)
¡

r � v
∆(q0, ε, a3a2) = (pop2(pusha3

)c−1, q0)
%R6
c ≥ 1

),8
= (pop3, q0)

%R672&!$2}¡
r � v

∆(q0, α, a3) = (pop3, q0)
Y

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ�� s !$678
Ω2

#12&)�672&01a,8*),'R3F672&aB) 01)�216 � )�-/# � D !$#1'¼:=<�-/#18*!$35-/8*) A
r E]<>)B%R8�� 0g67'*)]¡

Ω2 /∈
{a1, a2, a3}

v Y& _!$#&% D '*!$# � !$2&% D -/'c672&0g#&E,8R6A!$2¼%*#1' n ≥ 0
¡1:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)

%R#16 � -/2.8*)5�

(q0a3[a2[a1
n]Ω2]q0)→∗

A (q0a3[Ω2]q0)
un .

� T I Q �
n = 03�-/'�:e-;8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v ),8c:A)B%�'*x,+]:A)B%�01)(01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2��

(q0a3[a2[ε]Ω2]q0)→A (q0(a3[Ω2])
cq0)→∗

A (q0a3[Ω]q0)
c.

r ��� v
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Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a P(0)
)B%R8�01!$2&E D '*!$# � aB)]Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V � s # D1D !]%{!$2&% P(n) D !$#1' n ≥ 0

Y

�2�#18R67:76A%¦-/2.8�:e-;8R'{-/2&%*678R6A!$2 r � v ¡12&!$#&%b- � !$2&%@�

(q0a3[a2[a1
n+1]Ω2]q0)→A (q0a3[(a2[a1

n])dΩ2]q0).
r �]� v

s !$678
i ≥ 1

),8
Ti = (a2[a1

n])i−1Ω
Y 
�2�%R#1?&%R8R678R#9-/2P8":A);� C 8*),'R3G) Ti

�G:=< 672&01a,8*),'R3F672&aB)
Ω
0&-/2&%

P(n)2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%\�
(q0a3[(a2[a1

n])iΩ2]q0)→∗
A (q0a3[(a2[a1

n])i−1Ω2]q0)
un .


�2�EB!$3 D !]%{-/2P8bEB)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r D !$#1' 1 ≤ i ≤ d v ¡&2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%4�

(q0a3[(a2[a1
n])dΩ2]q0)→∗

A (q0a3[Ω2]q0)
(un)d

.
r �]� v


�2�EB!$3 D !]%{-/2P8�35-/672.8*),29-/2P8_:A)B%_01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r �]� v ),8 r �]� v �

(q0a3[a2[a1
n+1]Ω]q0)→∗

A (q0a3[Ω]q0)
(un)d

= (q0a3[Ω]q0)
un+1

6=Y>)]Y7¡
P(n+ 1)

Y&Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)
)B%R8�01!$2&E � a,'R6 �9aB) D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0

Y
Z�-F8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v )N� D 'R673GaB)(EB!$3F3G)f#12&)(01a,'R6 � -/8R6A!$2¼01!$212&)5�

(q0a3[ε]q0)→A α.

 "!$#&% D !$# � !$2&%"-/:A!$'*%�EB!$2&E,:7#1'*)4^P#&)]¡ D !$#1'c8*!$#18 n ∈ N

(q0a3[a2[a1
n]]q0)→∗

A αun .
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�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I
I%HbK(HNM�H h �]U �
P (X) =

∑
0≤i≤d γiX

i
MPV�M �$S  V	�	�5Q T8S/QRO�O �¢Q � O,U=QNV � I

γi ∈ N
Q �

(un)n≥0
S T I MPU ��Q4iPÇ���V&U=Q:MgT$K

un+1 = P (un)
Q �
u0 = γ ∈ N+ U

� S �$K I
(un)n≥0 ∈ S3 U "!$#&%c#18R67:76A%*!$2&%b6AE,6�:e-;3��,3G)f6A01aB)(^P#&)�:e- D '*),# � ) D '*aBEBaB01),2P8*)]Y

� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= �"3Å!]%*!$2&%
A = ({q0, q}, {α}, ({a1}, {a2}, {a3, b3, c3,0, . . . c3,d}),∆, q0,⊥)- � )BE5�

r � v
∆(q0, ε, a3a2a1) = (pop1 changec3,1

(pushc3,0
)γ0 , q0)

¡
r � v

∆(q0, ε, c3,0a2a1) = ∆(q0, ε, c3,0a2) = (pop2 changea3
, q0)r � v

∆(q0, ε, a3a2a1) = ∆(q0, ε, a3a2) = (changec3,2
(pusha3

)γ1 , q0)
¡

r ` v D !$#1'�8*!$#18 2 ≤ i ≤ d ¡ ∆(q0, ε, c3,ia2a1) = ∆(q0, ε, c3,ia2) = (pusha2
, q)
¡

r F v D !$#1'�8*!$#18 2 ≤ i ≤ d ¡ ∆(q, ε, c3,ia2a1) = ∆(q, ε, c3,ia2) = (changec3,i+1
(pusha3

)γi , q0)
¡

r E v
∆(q, ε, c3,da2a1) = ∆(q, ε, c3,da2) = (changea3

(pusha3
)γd−1, q0)

¡
r @[YD� v

∆(q0, ε, a3a2) = (change3(b3) push3(b3)
γ−1, q0)

¡
r @[Y�� v

∆(q0, ε, b3a2) = (change3(a3) pop2, q0)
¡

r � v
∆(q0, α, a3) = (pop3, q0)

Y
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#12&)f672&01a,8*),'R3F672&aB)401)(216 � )�-/#¼�gYg3G!$2.8R'*!$2&%"^.#&)]¡ D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0
¡1:e- D '*! D 'R6Aa,8*a

P(n)
%R#16 � -/2.8*)()B%*8 � '{-/6A)G�

(q0a3[a2[a1
n]Ω2]q0)→∗

A (q0Ω2q0)
u(n).

� !$3F3G),2&�B!$2&% D -/' � a,'R6 �9),'b^P#&) D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0
¡

(q0a3[a2[a1
n+1]Ω2]q0)→∗

A

d∏

i=0

(q0a3[(a2[a1
n])iΩ2]q0)

γi .
r � ` v

È_2&)�8*),:7:A)(01a,'R6 � -/8R6A!$2 D ),#18��,8R'*)401aBEB!$3 D !]%*aB)4EB!$3F3G)(%R#16784�
(q0a3[a2[a1

n+1]Ω2]q0)

→A (q0(
&

0[a2[a1
n]Ω2])

γ0
&

3,1[a2[a1
n]Ω2]q0) ( D -/'b8R'{-/2&%R678R6A!$2 (1))

→∗
A

(q0
&

3,0[a2[a1
n]Ω2]q0)

γ0(q0
&

3,1[a2[a1
n]Ω2]q0) ( D -/'_'*x,+]:A)(01)f01aBEB!$3 D !]%*678R6A!$2 )

→A (q0a3[Ω2]q0)
γ0(q0

&
3,1[a2[a1

n]Ω2]q0) ( D -/'�8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v )
→∗

A
(q0a3[Ω2]q0)

γ0(q0(a3[a2[a1
n]Ω2])

γ1
&

3,2[a2[a1
n]Ω2]q0) ( D -/'�8R'{-/2&%R678R6A!$2 (3))

→∗
A

(q0a3[Ω2]q0)
γ0(q0(a3[a2[a1

n]Ω2]q0)
γ1(q0

&
3,2[a2[a1

n]Ω2]q0) ( D -/'b01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2 )
→∗

A
(q0a3[Ω2]q0)

γ0

d∏

i=1

(q0(a3[(a2[a1
n])iΩ2]q0)

γi (
),2¼- D1D :76A^P#9-/2.8 d− 2

�q!$6A%
(4, 5) D #16A% (4, 6)).

3�'*!$# � !$2&%b35-/672.8*),29-/2.8
P(n) D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2l�

� T I Q �
n = 0Z�-F01a,'R6 � -/8R6A!$2�%R#16 � -/2.8*)4)B%R8 � -/:76A01)5�

(q0a3[a2[ε]Ω2]q0)→A (q0(b3[a2[ε]Ω2])
γq0) ( D -/' r @[YD� v )

→∗
A (q0b3[a2[ε]Ω2]q0)

γ ( D -/'�'*x,+]:A)B%_01)f01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2 )
→∗

A (q0a3[Ω2]q0)
γ ( D -/' r @[Y�� v ).

� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V � s # D1D !]%{!$2&% P(n)
Y

Àf-/2&%�EB)(E�-$%�¡1!$2 D ),#18c3G!$2P8R'*),'_),2�#18R67:76A%{-/2P8�:e-F%R#1?&%*8R678R#18R6A!$2 Ω2 ← (a[a1
n])i−1Ω2

¡1^.#&)F�
(q0a3[(a2[a1

n])iΩ2]q0)→∗
A (q0a3[Ω2]q0)

u(n)i

.

� )B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&% D ),'R3G),8R8*),2.8"0�<>!$?18*),2167'@�
d∏

i=0

(q0a3[(a2[a1
n])iΩ2]q0)

γi→∗
A (q0a3[Ω2]q0)

P (u(n)) = (q0a3[Ω]q0)
u(n+1).

Z�-5EB!$34?16729-/6A%*!$2�01)B%"01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r � ` v ),8"01)(:e-H01a,'R6 � -/8R6A!$2 D '*aBEBaB01),2.8*) D '*!$# � ) P(n+ 1)
YWZ�- D '*! C

D 'R6Aa,8*a P(n)
)B%R8�01!$2&E � a,'R6 �9aB) D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0

Y

�2�%*#1?&%R8R678R#9-/2.8

ε
�

Ω2
0&-/2&%

P(n)
),8�),2 - D1D :76A^.#9-/2P8b:e-\8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v ¡g2&!$#&%bEB!$2&E,:7#&!$2&%b^P#&)
(q0a3[a2[a1

n]]q0)→∗
A αu(n).
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�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I%I
HDK�H�W�H h �$U=QNV �
Pi(X1, . . . , Xp) �

�
1 ≤ i ≤ p

��i.Q I M �]S  V	�	�5Q I � O �¢Q � O,U=QNV � I i.T$V I
N � c1, . . . , ci, . . . cp ∈ N

Q � � ui �
�
1 ≤ i ≤ p �fS7T I MPU ��Q"i.Ç���V9UqQEMgT$K ui(n+1) = Pi(u1(n), . . . , up(n)) �Q �

ui(0) = ci U
� S �]K I

u1 ∈ S3 U�"É,;}Ì�0XÉ�É¢Ïe@ÅÏ �ÎË/ÏPÌ(9jÏ¼� s # D1D !]%*!$2&%�^P#&) D !$#1'�8*!$#18 1 ≤ i ≤ p ¡

Pi(X1, . . . Xp) =

νi∑

j=0

ci,jX
di,j,1

1 · · ·Xdi,j,p
p .


�2 %R#16 � -/2.8F:A)B%\3��,3G)B%F:767+]2&)B%F^P#&)H0&-/2&%;:e- D '*),# � )�01)y:e- D '*! D !]%*678R6A!$2 �B�]Y `&Y Fg¡�67:d)B%R8 D !]%*%R67?1:A)J01)EB!$2&%R8R'R#167'*)f#12 � C � � À %{-/8R6A%m�=-/6A%{-/2.8 D !$#1'c8*!$#18 1 ≤ i ≤ p ¡

(q0a3[
�

2,i[a1
n+1]Ω2]q0)→∗

νi∏

j=0

(q0a3[(

p∏

`=1

(
�

2,`[a1
n])di,j,`) · Ω2]q0)

ci,j

-/672&%R6}^P#&)
(q0a3[

�
2,i[ε]Ω2]q0)→∗ (q0a2[Ω2]q0)

ci .� )B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&%�673 D :76A^P#&),2.8�¡ D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2¼%R#1' n ¡1^P#&)F�
(q0, a3[

�
2,i[a1

n]]q0)→∗ αui(n).
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HDK�H �%H h �]U �
s
M[VWQ I MPU ��Q�QNV �LU �NK*Q I �LK¦UqO ��Q �5QNV �(O,K �]U I¦I T$V ��Q�Q � ��QNSXS7Q�p,M1Q

s(0) = 0 �T$S �$K I
s−1 ∈ S

s(N)
2 U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�
A = ({q0}, {α}, ({a1}, {a2}), s(N),∆, q0)

- � )BE
∆(q0, ε, a2, o) = (q0,pop2) D !$#1' o ∈ {0, 1} ¡
∆(q0, ε, a2a1, 0) = ∆(q0, α, a2a1, 1) = (pop1, q0)

Y
3�-/'R8{-/2.8y0�< #12&)yEB!$2g�&+]#1'{-/8R6A!$2

(q0, σ, a2[a1
n])
¡Å:=<�-/#18*!$35-/8*)�01a D 67:A)J678*a,'{-/8R6 � ),3G),2P85:A)y216 � )�-/# �]¡

),2�:76A%{-/2.84�yE{z9-$^.#&);678*a,'{-/8R6A!$2�:e-H:A),8R8R'*)
α
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s(N)
Y
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[1, n] ∩ s(N)
¡1E]Y�-gY>0�Y7¡

s−1(n)
Y
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YÎÈb2l%*!$672 D -/'R8R6AE,#1:76A),';)B%R8- D1D !$'R8*a��@:e-@EB!$2&%*),' � -/8R6A!$2�0g#H216 � )�-/#�01)B%`%R#1678*)B%�¡ D -/'`)N�g),3 D :A) S

~N
k

)B%R8d%*8{-/?1:A) D -/'c%*!$3F3G)f� D -/'R8R67'01)
k = 2

),8 D -/' D '*![0g#16784� D -/'R8R67'401) k = 3
Y} "!$#&%fEB!$2&E,:7#&!$2&%(:e-J%{)BE,8R6A!$2�),2�a,2.#13Ga,'{-/2P8\0&-/2&%f:A)

8Rz&aB!$'*x,3G) �B�]Y FgYD��ÐF8*!$#18*)B%�:A)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%_a,8{-/?1:76A)B%�Y
 "!$#&%�01a,?1#18*!$2&% D -/'Å01),#g�4:A),3F3G)B%�8*)BE{z1216A^.#&)B%�^P#16g%*),'*!$2.8Å#18R67:76A%*aB%�0&-/2&%�8*!$#18*)B%Å:A)B%ÅEB!$2&%*8R'R#&E,8R6A!$2&%� � ),2167'�Y � :Î%¢<�-/+]678"),2¼�q-/678�01)\01),#g� � ),'*%R6A!$2&%�0g#�3��,3G)4:A),3F3G)J�j#12&) � ),'*%R6A!$2 �=-/67?1:A)@),8"#12&) � ),'*%R6A!$2



�,F�� �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

�q!$'R8*)]¡&^.#16 D ),'R3G),8R8*),2P8�¡j� D -/'R8R67'"0�< #12 k C � � À ~N E�-/:AE,#1:e-/2P8_#12&)4%R#1678*)
s
¡901)(EB!$2&%R8R'R#167'*)(#12�2&!$# � )�-/#

k C � � À ~N %{-$E*z9-/2P84�=-/67'*)G:e-�EB! D 6A) s(n)
�q!$6A%40�< #12&)HEB!$2g�&+]#1'{-/8R6A!$2 D -/'R8R6AE,#1:76Ax,'*)]YÅ _!$#&%@EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%EB),8_-/#18*!$35-/8*)(01)f�q-$�B!$2¼�;EB)f^P#}< 67:�%*!$678 D ' �,8"� �,8R'*)(EB!$3 D !]%{a4- � )BEf#12 -/#18R'*)]Y "!$#&%}#18R67:76A%*),'*!$2&%Î0&-/2&%}8*!$#18*)wEB),8R8*)�%*)BE,8R6A!$2(:e-c2&!$8{-/8R6A!$2@%R#16 � -/2.8*)_� D !$#1'�8*!$#18 k ≥ 2

¡
i ∈ [1, k−1]

¡

Tk,i[Ωi−1] := ak[ak−1[· · · [ai[Ωi−1]] · · · ]]

�2 D -/'R8R6AE,#1:76A),' Tk,k[Ωk−1] = ak[Ωk−1]

),8
Tk,k−1[Ωk] = Ωk

Y
V�Ï ����Ï I%I
HNM�H1I�����69Ë8��ÏC=�69Ë8��;".XÏ �Y;"0�5?.XÏ"�$H h �]U �

s ∈ S
~N
k+1 � k ≥ 1

Q �
A ∈ (k + 1) C � ��z ~N i.Ç���V&U

I M[K(SAQ I T$S M
K[TL�*Q � I i.Q:MjUXS7Q
A1, . . . , Ak

�B8
a1 ∈ A1 � . . . , ak+1 ∈ Ak+1

Q �^S/ÇNKNU �dT$V � �
(H1) ∀n ≥ 0, (q0, α

s(n), ak+1[ak[. . . [a2[a1
n]] . . .]])`∗A (q0, ε, ε).

(H2) A
VWQ@O �$V �LU=QNV ��MgT I iPQ �5Q �,�NK*Q��oT$M1O�KgQ;i.Q4S7T O �$K �5Q

(q, α, ε)
�]M

(q, ε, ε) U
� S �$K I �]V\M1QNM��`O �$V I �LK¦M[U K*Q

A′ ∈ k C � ��z ~N i.Ç���V&U I MPKfSAQ I T$S M
K[TL�*Q � I i.QmMWU SAQ I
(A1 ∪A′

1, . . . , Ak ∪
Ak

′) � �98 A′
k

O �$V �LU=QNV ��M[V I� �,� �$SAQ^MgT]K �LUqO,M[S�U=QNK �
k �
i �]V �ÅS�� QNV I Q �,�NS7Q4i	� Ç �=T�� I O �$V �LU=QNV �

q0
Q � ��Q,S�p,M&Q=4

(P1) (q0, ak+1[ak[. . . [a2[a1
n]] . . .]], q0)→∗

B
(q0,

�
k+1[ε], q0)

s(n).
(P2) ∆′ VWQ\O �]V �LUqQ,V ��M1T I i.Q �GQ �#�,KRQ��oT]MgO�K1Q;i.Q4S T O �]K �5Q (q0, ε, ε) U
(P3) ∆′ VWQ\O �]V �LUqQ,V ��M1T I i.Q �GQ �#�,KRQ��oT]MgO�K1Q;i.Q4S T O �]K �5Q (q0, ε,

�
k+1 · w) U

� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= � s # D1D !]%*!$2&%G^P#&) A
)B%R8F#12 -/#18*!$35-/8*) � a,'R6 �j-/2P8G:A)B%Fz.~ D !$8Rz&xB%*)B% (H1), (H2)

),8
01!$212&a D -/' A = (Q, {α}, (A1 , . . . , Ak+1), ~N,∆, q0)

Y�3Î!]%*!$2&%
Bk+1 = Ak+1 ∪ {

�
k+1,

�
k+1} ∪

{(bk+1, δ) | bk+1 ∈ Ak+1, δ ∈ ∆} ),8

B = (Q, ∅, (A1, . . . , Ak, Bk+1), ~N,∆
′, q0)

!$Æ
∆′ )B%R8�EB!$3 D !]%*af01)B%�8R'{-/2&%*678R6A!$2&%b%R#16 � -/2.8*)B%(�
• D !$#1'c8*!$#18 ∆(p, ε, w, ~o) = (instr, q)r � v

∆′(p, ε, w, ~o) = (instr, q)

• D !$#1'c8*!$#18 bk+1 ∈ Ak+1
),8
δ = (p, α, bkw,~o, instr, q) ∈ ∆r �gYD� v

∆′(p, ε, bk+1w,~o) = (change(bk+1,δ) push �
k+1

, q0)r �gY�� v
∆′(q0, ε, (bk+1, δ)w,~o) = (changebk+1

instr, q)

• D !$#1'c8*!$#&% w 6= ε ∈ top(k C �w����� � (A1, . . . , Ak))
¡
~o ∈ {0, 1}| ~N | ¡r �gYD� v

∆′(q0, ε,
�

k+1w,~o) = (popk, q0)

• D !$#1'c8*!$#18 ~o ∈ {0, 1}| ~N | ¡r �gY�� v
∆′(q0, ε,

�
k+1, ~o) = (push �

k+1
, q0)

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�<3�'*!$# � !$2&%b35-/672P8*),29-/2.8":e- � -/:76A0g678*a401)f:e-;EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2}Y
À�a,8*),'R3F67216A%R3G)4),8�EB!$2&0g678R6A!$2&% r �4~

�
�4F v � ��a,'R6 �9!$2&%�^.#&)

B
)B%*8_01a,8*),'R3F67216A%R8*)]YWZ�<�-/#18*!$35-/8*)

A
a,8{-/2P8

01a,8*),'R3F67216A%R8*)]¡P01),#g�\8R'{-/2&%R678R6A!$2&%w0g6A%R8R672&E,8*)B%�01)c8 ~ D )B% ��!$#5��%*!$2P8�01!$2&E`8*!$#$�R!$#1'*%�672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%�YPZ})B%8R'{-/2&%R678R6A!$2&%"01)f8�~ D )4�G%*!$2P8�672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%�),2.8R'*)\),:7:A)B%b),8 D #16A%{^.#&) � k+1
)B%R8�#12�2&!$# � )�-/#¼%R~[34?�!$:A)]¡

E*z9-$E,#12&)@0�<>),:7:A)B%b)B%R8c672&EB!$3 D -/8R67?1:A)\- � )BEf8*!$#18*)(8R'{-/2&%R678R6A!$2¼01)�8 ~ D ) �(!$#��gY&Z�<�-/#18*!$35-/8*)
B
)B%*8�01!$2&E

01a,8*),'R3F67216A%R8*)]Y
Z�<�-/#18*!$35-/8*)

A
� a,'R6 �j-/2.8_:=< z.~ D !$8Rz&xB%*) (H2)

¡167:})B%R8�a � 6A01),2.8"^.#&)
B
� a,'R6 �9)

(P2)
Y


�2g�&2}¡o:e-_EB!$2&0g678R6A!$2
(P3)

)B%R8 � a,'R6 �9aB) D -/'�:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�6A%*%R#&)B%�01) A
r 01)`8 ~ D ) �c),8�� v E�-/'N�

k+1)B%R8`#12J2&!$# � )�-/#�%R~[34?�!$:A)]¡1),8`EB!$3F3G)�2&!$#&%`2}<�- � !$2&% D -$% D !]%*a_01)"8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�#18R67:76A%{-/2.8�EB)�%R~[34?�!$:A)]¡01!$2&Ef:e-;EB!$2&0g678R6A!$2
(P3)

)B%R8 � a,'R6 �9aB) D -/' B
Y



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,F��

� !$2&0g678R6A!$2 r �#I v � 3Î!$#1' D '*!$# � ),'�^P#&) B
� a,'R6 �9) :e-lEB!$2&0g678R6A!$2 r �\I v ¡d2&!$#&%Ja,8{-/?1:76A%*%*!$2&%J:A)B%�01),#g�

673 D :76AE�-/8R6A!$2&%"%R#16 � -/2P8*)B%(�
D !$#1'�8*!$#&% p, q ∈ Q ¡ ω, ω′ ∈ k + 1 C{�}� � � (A1, . . . , Ak, Bk+1)

(p, ε, ω)`∗A (q, ε, ω′) =⇒ (pωq0)→∗
B (qω′q0)

r �BF v
(p, α, ω)`A (q, ε, ω′) =⇒ (pωq0)→∗

B (q0
�

k+1[ε]q0)(qω
′q0)

r �BE v
 "!$8*!$2&%�^.#&)�2&!$#&%�:e-/6A%*%*!$2&%�!$# � ),'R8*)�:e- D !]%*%R67?167:7678*a�^P#&) ω, ω′ EB!$2P8R6A),212&),2.8�01)B%�!PEBE,#1'R'*),2&EB)B%¼01)B%:A),8R8R'*)B%@2}<�- D1D -/'R8*),29-/2.8 D -$%@� Ak+1

Y�ZÎ-�'*),:e-/8R6A!$2 `∗A )B%R8\01aN�&216A)H� D -/'R8R67'\01)B%48R'{-/2&%R678R6A!$2&%;01) A
¡

35-/6A%b- D1D :76A^P#&aB)@-/#g��a,8{-/8*%c8*!$8{-/#g��0&-/2&% Q× k C{����� � (A1, . . . , Ak, Bk+1)
Y

Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a r �BF v )B%*8(!$?18*),2.#&) D -/'(%R673 D :A);8R'{-$0g#&E,8R6A!$2}¡�),2�8*),'R3G)F01)F01a,'R6 � -/8R6A!$2}¡}01)B%�8R'{-/2&%*678R6A!$2&%01)f8 ~ D ) r � v Y"3�'*!$# � !$2&%b:=< 673 D :76AE�-/8R6A!$2 r �BE v �%R# D1D !]%*!$2&% ω = bk+1[ω1]ω
′′ ¡ ω′ = instr(ω)

),8
(p, α, ω)`δ (q, ε, ω′)

¡ D !$#1' δ ∈ ∆
Y�ZÎ-�01a,'R6 � -/8R6A!$2

%R#16 � -/2.8*)()B%*8 � -/:76A01)G�

(pωq0) →B (q0
�

k+1[ω1](bk+1, δ)[ω1]ω
′′q0)

r D -/' r �gYD� vRv
→∗

B
(q0
�

k+1[ε](a, δ)[ω1]ω
′′q0)

r D -/'�678*a,'{-/8R6A!$2�01) r �gYD� vRv
→B (q0

�
k+1[ε](a, δ)[ω1 ]ω

′′q0)
r D -/' r �gY�� vRv

→B (q0
�

k+1[ε]q0)(q0(a, δ)[ω1]ω
′′q0)

r D -/'_01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2 v
→B (q0

�
k+1[ε]q0)(qω

′q0)
r D -/' r �gY�� vRv


�2�#18R67:76A%{-/2P8":A)B%"673 D :76AE�-/8R6A!$2&% r �BF v ),8 r �BE v ¡W),8":=< z.~ D !$8Rz&xB%*) r ��I v %R#1' A
¡j#12&)@672&0g#&E,8R6A!$2�a � 6A01),2P8*)

%R#1'c:e-;:A!$21+]#&),#1'_01)f:e-;01a,'R6 � -/8R6A!$2 01aBE,'R678*)(0&-/2&% r ��I v D '*!$# � )(^P#&) D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0
¡

(q0ak+1[· · · [a1
n] · · · ]q0)→∗

B (q0
�

k+1[ε]q0)
s(n)

2

V�Ï ����Ï�I
I%HNM�H�~!����6jËp��Ï�=�69Ë8��;".XÏ � 69Ë»Ê�Ï<�$H h �]U �
s ∈ S

~N
k+1 � k ≥ 2

Q �
A ∈ (k + 1) C � �Ez ~N i.Ç���V&U

I M[K(SAQ I T$S M
K[TL�*Q � I i.Q:MjUXS7Q
A1, . . . , Ak

�B8
a1 ∈ A1 � . . . , ak+1 ∈ Ak+1

Q �^S/ÇNKNU �dT$V � ∀n ≥ 0 �
(H1) (q0, α

s(n), ak+1[ak[. . . [a2[a1
n]] . . .]])`∗A (q0, ε, ε).

(H2) A
VWQ@O �$V �LU=QNV ��MgT I iPQ �5Q �,�NK*Q��oT$M1O�KgQ;i.Q4S7T O �$K �5Q

(q0, α, ε)
�]M

(q0, ε, ε) U
� S �$K I �$VAM1QNM��`O �$V I �LKNM[U K*Q

B ∈ k C � ��z ~N i.Ç���V&U I M[K(S7Q I T$S M
K[TL�*Q � I i.Q MjUXS7Q I
(A1 ∪A′

1, . . . , Ak ∪
Ak

′) � �98 A′
k

O �$V �LU=QNV ��M[V I� �,� �$SAQ^MgT]K �LUqO,M[S�U=QNK �
k �
i �]V �ÅS�� QNV I Q �,�NS7Q4i	� Ç �=T�� I O �$V �LU=QNV �

q0
Q � ��Q,S�p,M&Q=4

(Q1) ∀Ωk ∈ Ik, (q0, ak+1[ak[. . . [a2[a1
n]] . . .]Ωk], q0)→∗

B
(q0,

�
k+1[Ωk], q0)

s(n)

(Q2) ∆′ VWQ\O �$V �LU=QNV ��MgT I i.Q �5Q �,�NK*Q��oT$M1O�KgQ;i.Q4S7T O �$K �5Q (q0, ε, ε) U
(Q3) ∆′ VWQ\O �$V �LU=QNV ��MgT I i.Q �5Q �,�NK*Q��oT$M1O�KgQ;i.Q4S7T O �$K �5Q (q0, ε,

�
k+1 · w) U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� � !$2&%R6A01a,'*!$2&%b:A)B%b01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_%R#16 � -/2P8*)B%4�
�
� �]S7Q;i	� UXV&U �LUqT$S U I T��LU �$V�r À�� v �

(q0ak+1[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

B (q0bk+1[Tk,2[a1
n]
�

k[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)

�
� �]S7Q;i.Q\O*T]S O,M[S�i.Q

f
r À5� v �

(q0bk+1[Tk,2[a1
n]
�

k[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)→∗

B (q0
�

k+1[
�

k[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)

f(n)



�,F]� �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

�
� �]S7Q;i.Q ��QNK �;U VWT$U I �$V�r Àf� v �

(q0
�

k+1[bk[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)→∗

A′ (q0
�

k+1[Ωk]q0)|�!$#18"-/#18*!$35-/8*)('*a�-/:76A%{-/2P8_EB)B%c8R'*!$6A%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_'*a�-/:76A%*)fa,+.-/:A),3G),2.8":e-;01a,'R6 � -/8R6A!$2 r�� I v �
(q0, ak+1[Tk,2[a1

n]Ωk], q0) →∗
B

(q0bk+1[Tk,2[a1
n]
�

k[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)

→∗
B

(q0
�

k+1[bk[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)

f(n)

→∗
B

(q0
�

k+1[Ωk]q0)
f(n)

3Å!$#1' D '*!$# � ),'d:A)_:A),3F3G)]¡[67:j2&!$#&%`%R#��G8`01!$2&E�01)_EB!$2&%*8R'R#167'*)_#12�-/#18*!$35-/8*) B
01a,8*),'R3F67216A%R8*) D !$#1':A)B^P#&),:}:A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r À � v ¡ r À5� v ),8 r Àf� v %*!$2.8 � -/:76A01)B%_),8 � a,'R6 �j-/2.8b:A)B%bEB!$2&0g678R6A!$2&% r�� ~

�

� F v Y
� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= � 
�2�#18R67:76A%{-/2P8�:A)�:A),3F3G) �B�]Y FgYD�]¡&),8 D -/'c#12�'*),2&!$3F35-/+o)4- D1D '*! D 'R6Aa@01)B%`:A),8R8R'*)B%�01)B%-/: D z9-/?�),8*%b01) D 67:A)B%�¡12&!$#&%_!$?18*),2&!$2&%�#12¼-/#18*!$35-/8*) A = (Q, ∅, (A1, . . . , Ak+1), ~N,∆

′, q0)
01a,8*),'R3F6 C216A%R8*)f),8 � a,'R6 �j-/2P8b:A)B%�EB!$2&0g678R6A!$2&%

(P1(bk+1ak · · · a1,
�

k+1)), (P2)
),8

(P3(
�

k+1))
Y

3Å!]%*!$2&%
B = (Q, ∅, (B1, . . . , Bk+1), ~N,∆ ∪ ∆′, q0)

¡�- � )BE
Bk+1 = Ak+1 ∪ {ak+1}

¡
Bk =

Ak ∪ {
�

k}
¡
Bi = Ai D !$#1' 1 ≤ i ≤ k − 1

¡&),8
∆
)B%R8�EB!$3 D !]%*a(01)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%b%R#16 � -/2.8*)B%@�

• D !$#1'c:A)B%b%R~[34?�!$:A)B% D '*aBE,6A% a1, a2, . . . ak, bk+1
#18R67:76A%*aB%�0&-/2&%

(P1)
¡ D !$#1'b8*!$#18 ~o ∈ {0, 1}| ~N |r � v

δ(q0, ε, ak+1 · · · a2a1, ~o) = (changebk+1
change �

k
pushak

, q0)

• D !$#1'w8*!$#18 (q, ε, ck+1, χ ~N
(0), instr, p) ∈ ∆′ ¡ ck+1 ∈ Ak+1

^P#&),:AEB!$2&^P#&)]¡ D !$#1'd8*!$#18 ~o ∈ {0, 1}| ~N |r � v
∆(q, ε, ck+1

�
kak−1 · · · a2a1, ~o) = ∆(q, ε, ck+1

�
kak−1 · · · a2, ~o) = (instr, p)

• D !$#1'c8*!$#&% w ∈ top((k − 1) C �d����� � (A1, . . . , Ak−1))
¡
~o ∈ {0, 1}| ~N |r � v

∆′(q0, ε,
�

k+1
�

kw,~o) = (popk, q0)
Y

À�a,8*),'R3F67216A%R3G)4),8�EB!$2&0g678R6A!$2&% r�� ~
�

� F v � Z�<�-/#18*!$35-/8*)
A
)B%R8F01a,8*),'R3F67216A%R8*)�),8 D #16A%*^P#&) ak+1

¡��
k%*!$2P8(01)B%f2&!$# � )�-/#g��%R~P3@?W!$:A)B%¢¡j:=<�-»�R!$#18401)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r � v ),8 r � v 2}< 672.8R'*![0g#16A%*),2.8 D -$%f01);2&!$2�01a C8*),'R3F67216A%R8*)]YjÀ")(3��,3G)]¡&:A)B%�8R'{-/2&%*678R6A!$2&%b01)(8 ~ D )B% r � v %*!$2.8�672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%f- � )BE(8*!$#18*)(8R'{-/2&%*678R6A!$2¼01)

∆′ !$Æ�0�< #12�-/#18R'*)f8�~ D )]¡1),8 D #16A%*^.#&) A
)B%R8�01a,8*),'R3F67216A%*8*)]¡ D !$#1'c8*!$#18_EB!$# D :A) (q, ck+1) ∈ Q×Ak+1

¡
67:�)N�[6A%*8*)_#12&)�#1216A^P#&)"8R'{-/2&%R678R6A!$2¼-�~.-/2.8 D !$#1'`3G),34?1'*)f+.-/#&E{z&) (q, ε, ck+1, χ ~N

(0))
),8`:A)B%`8R'{-/2&%R678R6A!$2&%

01)\8�~ D ) r � v %*!$2P8f01!$2&E;8*!$#18*)B%�672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%4),2.8R'*)F),:7:A)B%¢Y�Z�<�-/#18*!$35-/8*) B
)B%*8�01!$2&E;01a,8*),'R3F67216A%R8*)]Y

À�) D :7#&%�¡ A � a,'R6 �9) r �4~ v ),8 r �{F r �
k+1

vRv ¡�),8":=<�-»�R!$#18f01)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r � v ¡ r � v ¡�),8 r � v ¡�EB!$2&%*),' � )FEB)B%
D '*! D 'R6Aa,8*aB%�YjZ�<�-/#18*!$35-/8*) B

� a,'R6 �9)(01!$2&E r�� ~ v ),8 r�� F r �
k+1

vRv Y
� �$Vji]U �LU �$V�r�� I v � À;<�- D '*xB%�:e-f0g6A%*E,#&%{%R6A!$2 D '*aBEBaB0&-/2.8w:e-�EB!$2&%R8R'R#&E,8R6A!$2}¡]67:&2&!$#&%�%*#��G8�01)`3G!$2.8R'*),'w^P#&):A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2 r À � v ¡ r À5� v ),8 r Àf� v %*!$2.8w'*a�-/:76A%*aB)B% D -/'w:=<�-/#18*!$35-/8*)]Y.Z�-401a,'R6 � -/8R6A!$2 r À � v )B%R8�!$?18*),2P#&)
D -/'"- D1D :76AE�-/8R6A!$2�01)4:e-F8R'{-/2&%R678R6A!$2��g¡9),8 r À�� v )B%R8�'*a�-/:76A%{aB) D -/'_#12&)48R'{-/2&%R678R6A!$2�01)(8 ~ D ) r � v Y���:Î2&!$#&%'*)B%R8*)f01!$2&E4� � a,'R6 �9),'b^.#&) r À5� v )B%*8c#12&)(01a,'R6 � -/8R6A!$2 � -/:76A01)]Y

À�aN�&216A%*%*!$2&% D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0
¡g:=<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2

τn : (k + 1) C �d�}� � � (A1, . . . , Ak+1)→ k C � � 
�� � (B1, . . . , Bk+1)-$%*%*![E,6e-/2.84�y8*!$#18*) D 67:A)F:A);8*),'R3G)F!$?18*),2.#l),2�-»�m!$#18{-/2P8 � k[Tk−1,2[a1
n]]Ωk

-/#��q!$2&0�01)FE*z9-$^P#&) D 67:A)01)f216 � )�-/#
k
�

� ∀ω = ck+1[ω1]ω
′ ∈ (k + 1) C{����� � ¡ τn(ω) = ck+1[ω1

�
k[Tk−1,2[a1

n]]Ωk]τn(ω)� τn(ε) = ε
Y

3Å!$#1'b8*!$#18
ω, ω′ ∈ (k + 1) C �d�}� � � ¡ p, q ∈ Q ¡ n ≥ 0

(p, ε, ω)`A (q, ε, ω′) =⇒ (p, ε, τn(ω))`B (q, ε, τn(ω′))
r ��@ v

� ),8R8*) D '*! D 'R6Aa,8*a@%*) � a,'R6 �9)��=-$E,67:A),3G),2.8@�



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,F]�

� %*6 topk(ω) 6= ε
¡]-/:A!$'*%

topk(ω) = topk(τn(ω))
),8�:e-_8R'{-/2&%R678R6A!$2G- D1D :76A^P#&aB)�-/#\3G),3@?1'*)`+.-/#&E*z&)01) r ��@ v )B%R8�a,+.-/:A),3G),2.8f- D1D :76AE�-/?1:A)@� (p, ε, τn(ω))

01!$2&E

(p, ε, τn(ω))`B (q, ε, τn(ω′))

� %*672&!$2}¡ ω = ck+1[ε]ω
′ ¡o-/:A!$'*%�:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$25- D1D :76A^P#&aB)�-/#F3G),34?1'*)`+.-/#&E{z&)�01)c��@_)B%R8Å�L!$'*EBa,3G),2P801)4:e-\�q!$'R3G)

(p, ε, ck+1, χ ~N
(0), instr, q)

!$Æ
instr

)B%R8b%*!$678_#12&)
(k + 1) C 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2}¡�%*!$678�#12&)672&%*8R'R#&E,8R6A!$2

push
01)�216 � )�-/#

k
Y

� :A!$'*%�¡.67:W)N�g6A%R8*)
~o = χ ~N

(n)
¡P8*),:W^P#&)�:e-48R'{-/2&%R678R6A!$2J01)b8 ~ D ) r � v (p, ε, bk+1

�
k · · · a1, ~o, instr, q)- D1D -/'R8R6A),2P8"� ∆

),8
(p, ε, τn(ω))`B (q, ε, τn(ω′))


�� D 'R673G!$2&%bEB)('*aB%R#1:78{-/8b%*!$#&%`�q!$'R3G)f01)(01a,'R6 � -/8R6A!$2&%4�
D !$#1'�8*!$#&% ω, ωi ∈ (k + 1) C �d����� � ¡ i ∈ [1, `]

¡
p, q, qi, pi ∈ Q

¡
n,m ≥ 0

�

(p, ω, q)→m
A

∏̀

i=1

(pi, ωi, qi) =⇒ (p, τn(ω), q)→m
B

∏̀

i=1

(pi, τn(ωi), qi)
r � � v

� ),8R8*)@673 D :76AE�-/8R6A!$2�%{) � a,'R6 �9)(�=-$E,67:A),3G),2.8 D -/'_#12&)4672&0g#&E,8R6A!$2�%R#1' m ≥ 0
Y s 6�:e-G'*x,+]:A)\- D1D :76A^P#&aB)@)B%*8#12&);'*x,+]:A)F01)F01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2}¡�),:7:A)F%�<�- D1D :76A^P#&)Fa,+.-/:A),3G),2.8\� (p, τn(ω), q)
),8f:e- D '*! D 'R6Aa,8*aG)B%R8f01!$2&E� a,'R6 �9aB)]Y s 6w:e-�'*x,+]:A)J- D1D :76A^.#&aB)J)B%R8@6A%*%R#&)y0�< #12&)58R'{-/2&%R678R6A!$2}¡�-/:A!$'*% r ��@ v 673 D :76A^.#&)y673F3GaB0g6e-/8*),3G),2.8r � � v Y

 "!$#&% D !$# � !$2&%(35-/672.8*),29-/2P8;-$E{z&) � ),'@:e- D '*),# � )H0g#�:A),3F3G)G),2 D '*!$# � -/2.8\^.#&) B
'*a�-/:76A%*)G:e-J01a C'R6 � -/8R6A!$2 r À � v Y 
�2 %R#1?&%R8R678R#9-/2.8F:e-�01a,'R6 � -/8R6A!$2 r �\I r

bk+1ak · · · a1,
�

k+1
vRv -/# 3G),34?1'*)�+.-/#&E{z&)�01)

:=< 673 D :76AE�-/8R6A!$2 r � � v ¡&2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%b0g67'*)BE,8*),3G),2P8

(q0, τn(bk+1[Tk,2[a1
n]]), q0)→∗

A′ (q0, τn(
�

k+1[ε])q0)

E]<>)B%R8b�F0g67'*) r À � v Y
2

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ�I
I%H�M�H F�H
6 U � 2 �]M ���$V I T$M�P �LKRT$V I U �LU �$V I i.Q�S � T]M ���	�GT���Q

B
O �$V I �LK¦M[U �wioT$V I S7QfS7Q � �5Q 6(6 U � U 6 ��KRQ I M U 6�6 U � U 7 � �SAQ I �LKRT$V I U �LU �$V I

(q0, α,
�

k+1, ~o,pop1, q0)
��M �$M[K

~o
p,M&QNS7O �$Vjp,M&Q � � V �$M I �L� ��QNV �]V I T$UXV I U�MPV�T$M 
�����FT ��Q

B′ S/ÇNKNU �wT]V ��S7Q I K  M � ��K � I Q I (H0) � (H1)
i.QfS TGiPÇ���V&U �LU �]V¼i	� T$M �����FT ��QfO*T$S7O,M[S T$V ��M[VWQ

I MPU ��QA� i.Ç1��V&U �LU �$V 6�6 U 7 U 6 � U
7 U J Q I MjK � MjKNUqÇ ��Ç I (P1)

��KRQ I M U (Q1)
��KRQ,Vji.QNV �ÎS � T$M����	�GT���Q

B
MjK�� � � � �LK*Q�O �	�,�NUXVWÇbT�S/QRO"M[VJT$M��LK*Q

T]M ���	�GT���Q 4dU S I M � ��i � TY2 �$M���QNKyiPQ I �LKRT$V I U �LU �$V I MgT$K �=T$V �fi.Q
q0
�

k[ω]
M �$M[K

ω
�NU=QNV O�K��$U I U � Q �T��GQ,VjT$V � � M[VWQfO �$V����$M[KmT��LU �$V¼i � M[V�T$M��LKRQ4T$M �����FT ��Qfi.Ç ��QNK �;U V9U I ��Q U J Q I MjK � MjKNUqÇ ��Ç I (P2,P3)��KRQ I M U (Q2, Q3)

�sM1QNK �5Q � ��QNV �cp,M&Q4S7Q4V �]M+S/Q,SÅT$M����	�GT���Q\T$UXV I U�O �	� M � I Ç@K*Q I ��Q;i.Ç ��QNK �;UXV&U I ��Q U
U U J T S/QNK I U �$V O �]K ��Q i$M S7Q � �5Q�V � Q I �,S»T]S TL�,S7Q pBM1Q M �]MPK

k ≥ 2 U J QlO*T I k = 1
Q I � MgT]K �LU


OBMPS UqQ,KvMjM[U I p,M1Q¼S � U VjiPÇ ��QNK �\UXVWÇ*Q�Q I �@T$S �$K I i.Q�V&U*S$QRT$M 6 Q �;T8S �$V I K*Q �GT$KRp,M1Ç�p,M � � O*T$M I Q�i.Q I
O �$V �LK��$S7Q,MPK I � SAQ I KRQ,S T��LU �$V I →A

Q � `A

V � Ç �=T$UqQ,V �4i.Ç���V&UqQ I p,M&Q I M[K�iPQ I ��Q,K �5Q I VWQ�O �$V ��Q

VWT$V �sMgT I i	� UXVji.Ç ��QNK �;U V�Ç*Q I i.Q�V9U*S/Q*T$M 6 U �@Q�MjS M I � I U k = 1 � S T�O �$Vji]U �LU �$V (Q1)

I � Ç*O,K¦U �
(q0, a2[a1

nΩ1], q0)→∗
B

(q0,
�

2[Ω1], q0)
s(n) Q � �$V!S �$U �(p,M � UXSwV � Q I ��MjS M I M � I{I U �,S7Q�i � UXV I Ç,KRQNKySAQI ÇYMgT$KRT���QNM[K �

1
QNV �LK*Q

a1
Q �

Ω1
VWÇRO{Q I¦I T$UXK*Q � S7T/MjK*QNM+S$Q;i.Q4S TAS/QNK I U �$V O �]K ��Q\i$M�SAQ � �5Q U



�,F ` �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

�%U J T;O �$V I �LK¦M1O �LU �$V�i �$V&V�Ç*QEM �$M[KbS7T{S$QNK I U �]V O T$Uq�NSAQ"Q I ��O �	� MjS � ��Q �5QNV ��UXVji.ÇYM&QNVjioT$V ��Q_iPQ I O �$V �LK � 
SAQNM[K I OjK��$U I U I � Q ��U S1V � Q I � MgT I V�ÇRO{Q I¦I T$UXKRQ(i.Q"O �$V&VjT � �LK*QbS7QNM[K S»T]S7QNM[KEM �$MPK�Q�R_QRO �LM&QNK"S T\O �$V I �LK¦M1O 
�LU �$V U � �$M[KHS7T�S/Q,K I U �$V O �$K ��Q � S T�O �$V I �LKNM1O �LU �]V ) a�)BE,8R6 � ) i.QyS � T]M ���	�GT���QJVWÇRO{Q I¦I U ��Q�iPQ I T8S �$U KO{T$S OBMPSAQNK\S TAS»T$SAQNM[K@i.Q
χ ~N

(0) U
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I%I
HNM�HDK � r�6%� ��Ï<�$H h U

s, t ∈ S
~N
k+1 � k ≥ 1

T$S �$K I
s+ t ∈ S

~N
k+1 U�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� s !$678

A,A′ 01),#g� k C � ��z E�-/:AE,#1:e-/2P8_'*)B% D )BE,8R6 � ),3G),2.8 s -/2&0 t Y s # D1D !]%{!$2&%

q0ak+1[Tk,2[a1
n]]q0→∗

A αs(n) ),8 q0bk+1[Tk,2[a1
n]]q0→∗

A′ αt(n).

� :(%R#��G8�01)�EB!$2&%R8R'R#167'*)
B ∈ k C � �Ez ~N D '*!P0g#16A%¦-/2.8�:A)�E�-/:AE,#1:(%*#16 � -/2P8�� D -/'R8{-/2.8 01)�:=<>a,8{-/8�8*!$8{-/:

q0ck+1[Tk,2[a1
n]]
¡ r !$Æ

ck+1
)B%R8J#12´2&!$# � )�-/#½%R~[34?�!$:A) v ),2½) a�)BE,8R#9-/2P8�:=< 672&%R8R'R#&E,8R6A!$2

changebk+1%R#16 � 6A);01)
pushak+1

¡�:=<�-/#18*!$35-/8*)H-/?W!$#18R678(),2
q0ak+1[Tk,2[a1

n]]bk+1[Tk,2[a1
n]]
¡�!$Æ

q0
)B%R8�:=<>a,8{-/8401)

01a D -/'R8 r ),8d0�<�-/'R'R6 � aB) v EB!$3F34#12�01)B%`-/#18*!$35-/8*)B% A
),8

A′ Y � :93F673G)�-/672&%R6j:A)bEB!$3 D !$'R8*),3G),2.8�01) A
%R#1'

q0ak+1[Tk,2[a1
n]]
¡ D #16A%_EB),:7#16�01) A′ %R#1' q0bk+1[Tk,2[a1

n]]
¡&),8b8*),'R3F672&)(),2

q0
Y

2

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I%I
HNM�HNM!���(Ëp6�@�Ì�0 Ê\69Ëp@?01=�;"0XË»Ï"�$H h U
s, t ∈ S

~N
k+1 � k ≥ 2

T$S �$K I
f � g ∈ Sk+1 U

� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= � 
�2�#18R67:76A%{-/2.8_:A)�:A),3F3G) �B�]Y FgY��g¡&2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&% r - D '*xB%�#12�E{z&!$6 ��- D1D '*! D 'R6Aa@0�<>),2 C%*),3@?1:A)B%d0�<>a,8{-/8*%`),8`0�<�-/: D z9-/?W),8*%`01) D 67:A)B% v 01),#g� (k+1) C � � À ~N ¡ A ),8
A′ ¡ � a,'R6 �j-/2P8d:A)B%dEB!$2&0g678R6A!$2&%f�

(Q1) ∀Ωk ∈ Ik, (q0, ak+1[ak[. . . [a2[a1
n]] . . .]Ωk], q0)→∗

A
(q0,

�
k+1[Ω], q0)

f(n).
(Q1′) ∀Ωk ∈ Ik, (q0,

�
k+1[ak[. . . [a2[a1

n]] . . .]Ωk], q0)→∗
A′ (q0,

�
k+1[Ω], q0)

g(n).
(Q2) ∆

2}<�- D -$%�01)�3G),3@?1'*)(+.-/#&E{z&)401)f:e-@�q!$'R3G) (q0, ε, ε)
Y

(Q2′) ∆′ 2}<�- D -$%�01)f3G),3@?1'*)(+.-/#&E{z&)401)�:e-\�q!$'R3G) (q0, ε, ε)
Y

(Q3) ∆
2}<�- D -$%�01)�3G),3@?1'*)B%b+.-/#&E{z&)401)�:e-\�q!$'R3G) (q0, ε,

�
k+1 · w)

Y
(Q3′) ∆′ 2}<�- D -$%�01)f3G),3@?1'*)(+.-/#&E{z&)401)�:e-\�q!$'R3G) (q0, ε,

�
k+1 · w)

Y
(Q4) Q ∩Q′ = {q0}.
(Q5) ∀i ∈ [1, k]

¡
Ai ∩Ai

′ = {ai}
),8
Ak+1 ∩Ak+1

′ = { � k+1}
Y

 "!$#&%�EB!$2&%R8R'R#16A%*!$2&%
B = (Q ∪Q′, {α}, (B1, . . . , Bk+1), ~N,∆ ∪∆′ ∪∆′′, q0)

!$Æ
Bi = Ai ∪ A′

i D !$#1' 1 ≤ i ≤ k
),8
Bk+1 = Ak+1 ∪ A′

k+1 ∪ {bk+1}
),8

∆′′ )B%R8@:=< #1216A!$2 D !$#1'
~o ∈ {0, 1}| ~N | 01)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&%_%R#16 � -/2P8*)B%4�
r � v

∆′′(q0, ε, bk+1ak · · · a2, ~o) = (pushak
changeak+1

, q0)r � v
∆′′(q0, α,

�
k+1, ~o) = (popk+1, q0)�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�

À�a,8*),'R3F67216A%R3G)5� � !$2&%*6A01a,'*!$2&%
(q1, ε, w1)

3G),3@?1'*)�+.-/#&E{z&)�0�< #12&)c'*x,+]:A)�01)
∆
¡]),8

(q2, ε, w2)
3G),34?1'*)

+.-/#&E*z&)�0�< #12&)J'*x,+]:A)�01)
∆′ Y � z9-$E,#12&) D ),#18 C �,8R'*)�- D1D :76A^.#&aB)�-¼#12 3��,3G)�a,8{-/8F8*!$8{-/:c%*),#1:A),3G),2P85%R6

q1 = q2
),8
w1 = w2

YÎÀf-/2&%\EB)HE�-$%�¡ D -/' r�� K v
q1 = q2 = q0

),8 D -/' r�� M v
w1 = w2 =

�
k+1w

Y
u -/6A%_:e-yEB!$2&0g678R6A!$2 r�� F v '*),2&0�673 D !]%{%R67?1:A)B%�01)@8*),:A%"3G),3@?1'*)B%f+.-/#&E*z&)B% D !$#1' ∆

YWÀ�!$2&E
∆ ∪∆′ )B%R801a,8*),'R3F67216A%R8*)]Y`Z�<�-»�R!$#18�01)B%H8R'{-/2&%*678R6A!$2&% r � v 2&) ?1'R6A%*) D -$%HEB) 01a,8*),'R3F67216A%R8*) D #16A%*^P#&) bk+1

)B%R8y#12
2&!$# � )�-/#�%R~[34?�!$:A)]¡g),2g�&2 D -/' r�� F � v ¡[#12&)�8R'{-/2&%R678R6A!$2 r � v 2}<>)B%R8cEB!$3 D -/8R67?1:A)4- � )BE(-/#&E,#12&)�8R'{-/2&%R678R6A!$201)

∆′ ¡1),8 D -/' r�� M v - � )BE@-/#&E,#12&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2 01)
∆
Y1Z�<�-/#18*!$35-/8*)4)B%*8b01!$2&Ef01a,8*),'R3F67216A%R8*)]Y

À�) D :7#&%¢¡ D -/' r�� ~ v ),8 r�� ~ � v ¡]:=<�-/#18*!$35-/8*) B
� a,'R6 �9)b:e-fEB!$2&0g678R6A!$2 r �e~ v 01)�:e-(01aN�&21678R6A!$2 �B�]Y��gYD�\�

67:�2}< ~�-F-/#&E,#12&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2&%"-B~.-/2.8 D !$#1'b3G),34?1'*)(+.-/#&E{z&) (q0, ε, ε)
!$#

(q0, α, ε)
Y



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,FBF

� -/:AE,#1:�01)f:e-;%*#1678*)G� u !$2.8R'*!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8(^P#&)4:=<�-/#18*!$35-/8*)FE�-/:AE,#1:A)
f � g Y�3Î!$#1'�8*!$#18 n ≥ 0

¡9:A)B%
01a,'R6 � -/8R6A!$2&%b%R#16 � -/2.8*)B%_%*!$2.8 � -/:76A01)B%(�

(q0bk+1[Tk,2[a1
n]]q0)→A (q0ak+1[Tk,2[a1

n]Tk,2[a1
n]]q0) ( D -/' r � v )

→∗
A (q0

�
k+1[Tk,2[a1

n]]q0)
f(n) ( D -/' (Q1))

→∗
A (q0

�
k+1[ε]q0)

f(n)·g(n) ( D -/' (Q1′))

→∗
A αf(n)·g(n) ( D -/' r � v )

2

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I%I
HNM�H�W�H h U
f ∈ S

~N
k+1 � k ≥ 2 � T$S �]K I S T I MPU ��Q g i.Ç1��V&U=Q,MgT$K

g(0) = c ≥ 1
Q �

g(n+ 1) = f(n).g(n)d � M �$MPK d ≥ 1 � T MDM1T$K �LU=QNV � � S
~N
k+1 U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � � :�)N�g6A%R8*)G#12 -/#18*!$35-/8*)
A1 = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak+1), ~N,∆1, q0) ∈ k C � ��z � a,'R6 �j-/2.8

:A)B%;EB!$2&0g678R6A!$2&%
(Q1(a+1 · · · a1,

�
k+1)), (Q2), (Q3(

�
k+1))

a,8{-/?1:76A)B%F0&-/2&%\:A)H:A),3F3G) �B�]Y FgY��gY� "!$#&%
EB!$2&%R6A01a,'*!$2&%b:=<�-/#18*!$35-/8*)

A = (Q, {α}, (B1, . . . , Bk+1), ~N,∆, q0) ∈ k C � �
!$Æ

Bk+1 = Ak+1∪{dk}
¡
Bi = Ai D !$#1'�8*!$#18 1 ≤ i ≤ k ),8 ∆

)B%R8�:=< #1216A!$2H01)
∆1

- � )BEb:A)B%�2&!$# � ),:7:A)B%
8R'{-/2&%R678R6A!$2&%_%R#16 � -/2P8*)B%4�

D !$#1'�8*!$#18 ~o ∈ {0, 1}| ~N | ¡
r �gYD� v

∆(q0, ε, dk+1ak · · · a2a1, ~o) = (pop1(pushak
)d changeak+1

, q0)r �gY�� v
∆(q0, ε, dk+1ak · · · a2, ~o) = (popk(pushdk+1

)c−1, q0)r � v
∆(q0, ε,

�
k+1ak · · · a2a1, ~o) = ∆(q0, ε,

�
k+1ak · · · a2, ~o) = (changedk+1

, q0)r � v
∆(q0, α, dk+1, ~o) = (popk+1, q0)� ),8�-/#18*!$35-/8*)¼)B%*8H01a,8*),'R3F67216A%R8*) �

∆1
)B%R85#12&)��q!$2&E,8R6A!$2 01)�8R'{-/2&%R678R6A!$2 01a,8*),'R3F67216A%*8*) ),8 D -/'EB!$2&0g678R6A!$2

(Q2)
¡]:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r � v 2&)c?1'R6A%*),2P8 D -$%�:A)�01a,8*),'R3F67216A%*3G)]Y.À�) D :7#&%�¡]:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r �gY 6 v),8 r � v %*!$2P8w672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%�- � )BE"8*!$#18*)b8R'{-/2&%R678R6A!$2�01) ∆1

r D #16A%*^P#&) dk+1
)B%R8d#12H2&!$# � )�-/#J%R~[34?�!$:A) v ¡

),8c2&) D ),# � ),2.8 D -$%c672.8*),'m�qa,'*),'b:A)B%c#12&)B%_- � )BEf:A)B%"-/#18R'*)B%�YÀ�)"�q-$�B!$2 �\3G!$2.8R'*),'_^P#&)
A
E�-/:AE,#1:A)

g
¡&2&!$#&%�a,2.#13Ga,'*!$2&%"01)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_01)�?9-$%*)�672P8*a,'*)B%*%{-/2P8*)B%@�

�
� �]S7Q I i	� UXV&U �LULT]S�U I T��LU �$V ¡ r ��� v �

),2�#18R67:76A%{-/2P8�:A)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r �gYD� v ¡
(q0dk+1[Tk,2[a1

n+1]Ωk]q0)→∗
A (q0ak+1[(Tk,2[a1

n])d+1Ωk]q0)

�
� �]S7Q I i	� UXV&U �LULT]S�U I T��LU �$V ¡ r ���g< v �&),8 D -/'�:A)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r �gY�� v ),8�:e-\'*x,+]:A)(01)401aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2}¡

(q0dk+1[Tk,2[ε]Ωk]q0)→∗
A (q0dk+1[Ωk]q0)

c

�
� �]S7Q I i.Q\O*T$S7O,MPS�i.Q

f
¡ r � � v �

3�-/' r �\I v ¡
(q0ak+1[Tk,2[a1

n]Ωk]q0)→∗
A (q0

�
k+1[Ωk]q0)

f(n)

�
� �]S7Q;i.Q4K*QRO �$SXSAQ �5QNV � ¡ r Ä_� v �1),2�#18R67:76A%{-/2P8b:A)B%c8R'{-/2&%*678R6A!$2&% r � v ¡ D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0

(q0
�

k+1[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

A (q0dk+1[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)
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�
� �]S7Q;i.Q ��QNK �;U VWT$U I �$V ¡ r |�� v �&),2�#18R67:76A%¦-/2.8b:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r � v ¡

(q0dk+1[ε]q0)→A α

u !$2.8R'*!$2&% D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2¼%R#1' n ≥ 0
¡1:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)

%R#16 � -/2.8*)G�

(q0dk+1[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

A (q0dk+1[Ωk]q0)
g(n)

� T I Q �1Z�-;'*x,+]:A)(0�< 6721678R6e-/:76A%{-/8R6A!$2 r � �g< v D '*!$# � ) P(0)
Y

� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V � � !$2&%R6A01a,'*!$2&%_:e-;01a,'R6 � -/8R6A!$2��

(q0dk+1[Tk,2[a1
n+1]Ωk]q0)→∗

A (q0ak+1[(Tk,2[a1
n])d+1Ωk]q0) ( D -/'�:e-\'*x,+]:A) r ��� v )

→∗
A (q0

�
k+1[(Tk,2[a1

n])dΩk]q0)
f(n) ( D -/' (C1))

→∗
A (q0dk+1[(Tk,2[a1

n])dΩk]q0)
f(n) ( D -/'�:e-\'*x,+]:A) r Ä"� v ) r �]Ð v


�2�- D1D :76A^P#9-/2.8 d �L!$6A% P(n)
r - � )BE":A)B%`%R#1?&%R8R678R#18R6A!$2&%c-$01aB^.#9-/8*)B%c01)_:=< 672&01a,8*),'R3F672&aB)

Ωk

v ¡P2&!$#&%`!$?18*) C2&!$2&%(�
(q0dk+1[(Tk,2[a1

n])dΩk]q0)→∗
A (q0dk+1[Ωk]q0)

g(n)d r ��� v
Z�-FEB!$3 D !]%R678R6A!$2�01)B%b01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r �]Ð v ),8 r ��� v 01!$212&)5�

(q0dk+1[Tk,2[a1
n+1]Ωk]q0)→∗

A (q0dk+1[Ωk]q0)
f(n)·g(n)d

= (q0dk+1[Ωk]q0)
g(n+1)

Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n+ 1)
)B%R8�01!$2&E � '{-/6=¡&0�<>!$Æ

P(n)
� '{-/6A) D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0

Y

�2¼- D1D :76A^P#9-/2.8_:e-\'*x,+]:A)(01)f8*),'R3F6729-/6A%*!$2 r |�� v � P(n)

¡12&!$#&%�01aB0g#16A%*!$2&%_^.#&)]¡ D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0
¡

(q0dk+1[Tk,2[a1
n]]q0)→∗

A αg(n)

2

 "!$8*!$2&%(^P#&) D -/'(:A)B% D '*! D !]%*678R6A!$2��B�]Y FgY `�),8 �B�]Y FgY Fg¡ D !$#1'f8*!$#18 k ≥ 3
¡
(S

~N
k ,+, ·)

)B%R8f#12�%*),3F6 C-/212&)�-/#}Yg _!$#&%d2&!$8*!$2&%
P (n,X1, . . . , Xp)

#12Ja,:Aa,3G),2.8�0g#J%*),3F6 C -/212&)�-/# Sk[X1, . . . , Xp] D !$#1'`%*!$#1:76 C+]2&),'�:A)"�=-/678b^P#&)�:A)B%�EB!P) �5E,6A),2P8*%_01)
P
%{!$2.8b01)B%`�q!$2&E,8R6A!$2&%b01)�:=<�-/'R+]#13G),2P8

n
Y

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I
I%HNM�H �%H h �$U=QNV �
k ≥ 2

Q �
Pi(n,X1, . . . , Xp) � 1 ≤ i ≤ p

i.Q I M �$S  V	�	�5Q I � O �¢Q �

O,U=QNV � I ioT$V I

S
~N
k+1 U �

�$V I Uqi.ÇNK �$V I S7Q I"I MPU ��Q I
ui �

M �]MPK
1 ≤ i ≤ p � i.Ç���V9UqQ I M1T$K

ui(n+ 1) = Pi(n, u1(n), . . . , up(n)) � Q � ui(0) = γi U
� S �$K I

u1 ∈ S
~N
k+1 U�"É,;}Ì�0XÉ�É¢Ïe@ÅÏe�ÅË»Ï[Ì�9WÏ��&Z}) D 'R672&E,6 D )f#18R67:76A%{af6AE,6�)B%R8�:A)�3��,3G)@^.#&)fEB),:7#16Î)N� D !]%*a(0&-/2&%c:e- D '*),# � )401):e- D '*! D !]%R678R6A!$2��B�]Y FgY Eg¡&a,8*),2&0g# � D :7#&%R6A),#1'*%c672&EB!$212P#&)B%�Y s # D1D !]%*!$2&%b^P#&) D !$#1'c8*!$#18 1 ≤ i ≤ p ¡

Pi(X1, . . . Xp) =

νi∑

j=0

ui,j(n)X
di,j,1

1 . . . X
di,j,p
p .


�2�#18R67:76A%{-/2P8c:A)":A),3F3G) �B�]Y FgY��g¡g2&!$#&% D !$# � !$2&%c%R# D1D !]%*),'c^P#&)"E{z9-$^.#&)fEB![) �5E,6A),2.8 ui,j(n)
)B%*8`E�-/:AE,#1:Aa

D -/'_-/#18*!$35-/8*)

Ai,j = (Qi,j , ∅, (A1,i,j , . . . , Ak,i,j), ~N,∆i,j, q0) ∈ (k + 1) C � �Ez ~N
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'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,F�@

� a,'R6 �j-/2.8b:A)B%cEB!$2&0g678R6A!$2&%
(Q1(ak+1,i,jak · · · a1,

�
k+1,i,j))

¡
(Q2)

),8
(Q3(

�
k+1,i,j))

01aN�&216A)B%b0&-/2&%c:A)
:A),3F3G) �B�]Y FgY��gYL3�-/'w#12H'*),2&!$3F35-/+o)"01)B%wa,8{-/8*%w),8d01)B%d-/: D z9-/?�),8*%d01) D 67:A)B%�¡.2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&% D !$#1'w8*!$#&%EB!$# D :A)B% (i, j) 6= (i′, j′)

�
Qi,j ∩Qi′,j′ = {q0}; ∀l ∈ [1, k], Al,i,j ∩Al,i′,j′ = {ai}

),8
Ak+1,i,j ∩Ak+1,i′,j′ = ∅

s # D1D !]%*!$2&%f01!$212&aF#12�-/#18*!$35-/8*) A = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak), ~N,∆, q0) ∈ (k + 1) C � ��z ~N 8*),:�^P#&)
D !$#1'c8*!$#18 (i, j)

¡
Q
EB!$2.8R6A),2.8_8*!$#&%c:A)B%

Qi,j
¡
∆
EB!$2P8R6A),2.8b8*!$#&%�:A)B%

∆i,j
¡1),8 D !$#1'c8*!$#18 ` ¡ A`

EB!$2.8R6A),2P8
8*!$#&%(:A)B%

Al,i,j

Y s # D1D !]%{!$2&%(01) D :7#&%4^P#&) Ak

EB!$2P8R6A),2.8\:A)B%f2&!$# � )�-/#g��%R~[34?�!$:A)B% �
k,1,

�
k,2, . . . ,

�
k,p),8

Ak+1
EB!$2P8R6A),2.8�:A)_2&!$# � )�-/#�%R~[34?�!$:A)

ak+1
Y s # D1D !]%*!$2&%`),2g�&2�^.#&)_:A)B%d8R'{-/2&%R678R6A!$2&% D ),'R3G),8R8*),2P8c:A)B%01a,'R6 � -/8R6A!$2&%b01)f?9-$%*)f%*#16 � -/2P8*)B%4�
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� �]S7Q I i	� UXV&U �LULT]S�U I T��LU �$V �

(q0ak+1[
�

k,i[Tk−1[a1
n+1]]Ωk]q0)→∗

A

νi∏

j=0

(q0ak+1,i,j[(Tk,2[a1
n])2Ωk]q0)

),8
(q0ak+1[

�
k,i[Tk−1,2[ε]]Ω]q0)→∗

A (q0ak+1[Ωk]q0)
γi

�
� �]S7Q I i.Q\O �¢Q � O,U=QNV � I(�

(q0ak+1,i,j[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

Ai,j
(q0
�

k+1,i,j[Ωk]q0)
ui,j (n)
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� �]S7Q I i.Q4KRQRO �$S SAQ �5QNV � � D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0
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(q0
�

k+1,i,j[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗
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p∏

`=1
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k,`[Tk−1,2[a1
n]])di,j,`)Ωk]q0)
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� �]S7Q;i.Q ��QNK �;U VWT$U I �$V �

(q0ak+1[ε]q0)→A α� !$2&%R6A01a,'*!$2&%b:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)
01aN�&216A) D -/'(�

∀i ∈ [1, p], (q0ak+1[
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k,i[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)→∗

A (q0ak+1[Ωk]q0)
ui(n).Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)
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ui,j (n)
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01aN�&216A)B%50&-/2&%H:A)
:A),3F3G) �B�]Y FgY��gY



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,E��

3�-/'�#12´'*),2&!$3F35-/+o)�01)B%�a,8{-/8*%�),8�01)B%�-/: D z9-/?�),8*%�01) D 67:A)B%�¡`2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&% D !$#1'y8*!$#&%�EB!$# D :A)B%
(i, j) 6= (i′, j′)

�
Qi,j ∩Qi′,j′ = {q0}, ∀m ∈ [1, k], Am,i,j ∩Am,i′,j′ = {ai}

),8
Ak+1,i,j ∩Ak+1,i′,j′ = ∅

),8 D !$#1'�8*!$#&% (i, j, `) 6= (i′, j′, `′)
�

Qi,j,`∩Qi′,j′,`′ = {r0}, ∀m ∈ [1, k−1], Bm,i,j,`∩Bm,i′,j′,`′ = {ai}
),8
Bk+1,i,j,`∩Bk+1,i′,j′,`′ = ∅

),2g�&2 D !$#1'c8*!$#&% (i, j)
¡
(i′, j′, `′)

�
Qi,j ∩Qi′,j′,`′ = ∅, ∀m ∈ [1, k], Am,i,j ∩Bm,i′,j′,`′ = ∅.

s # D1D !]%*!$2&%f01!$212&aF#12�-/#18*!$35-/8*) A = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak), ~N,∆, q0) ∈ (k + 1) C � ��z ~N 8*),:�^P#&)
D !$#1'b8*!$#18 (i, j, `)

¡
Q
EB!$2.8R6A),2P8�8*!$#&%�:A)B%

Qi,j ∪Qi,j,`

¡ D !$#1'b8*!$#18 m ∈ [1, k]
¡
Am

EB!$2.8R6A),2P8"8*!$#&%b:A)B%
Am,i,j ∪Bm,i,j,`

¡
Ak+1

EB!$2.8R6A),2P8�8*!$#&%d:A)B%
Ak+1,i,j

),8
∆
EB!$2.8R6A),2P8�8*!$#&%`:A)B%

∆i,j ∪∆i,j,`
Y s # D1D !]%*!$2&%01) D :7#&%d^.#&) Ak

EB!$2.8R6A),2P8w:A)B%�2&!$# � )�-/#g�H%R~[34?�!$:A)B%m�
k,1,

�
k,2, . . . ,

�
k,p

),8
Ak+1

EB!$2.8R6A),2P8w:A)b2&!$# � )�-/#
%R~[34?�!$:A)

ak+1
Y s # D1D !]%*!$2&%Î),2g�&2@^P#&)�:A)B%}8R'{-/2&%*678R6A!$2&% D ),'R3G),8R8*),2.8Å:A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&%Î01)�?9-$%*)�%R#16 � -/2.8*)B%d�

�
� �]S7Q I i	� UXV&U �LULT]S�U I T��LU �$V �

(q0ak+1[
�

k,i[Tk−1,2[a1
n+1]]Ωk]q0)→∗

A

νi∏

j=1

(q0ak+1,i,j[Tk,2[a1
n][Tk,2[a1

n]]Ωk]q0)

�
� �]S7Q I i.Q\O �¢Q � O,U=QNV � I(�

(q0ak+1,i,j[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

A (q0
�

k+1,i,j[Ωk]q0)
ui,j (n)

r 67:�%�<�-/+]678��m#&%R8*)f01)f:e-;EB!$2&0g678R6A!$2 r�� I v D !$#1'b:=<�-/#18*!$35-/8*) Ai,j

v
�
� �]S7Q I i.Q4KRQRO �$S SAQ �5QNV � ¡ r Ä=� v �

(q0
�

k+1,i,j[Tk,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

A (q0ak+1[(

p∏

`=1

bk,i,j,`[Tk−1,2[a1
n]Tk−1,2[a1

n]])Ωk]r0)

�
� �]S7Q I i.Q\i.Q �$K*Ç I4�

(r0bk,i,j,`[Tk−1,2[a1
n]Ωk−1]r0)→∗

ak+1
−1·A (r0

�
k,i,j,`[Ωk−1]r0)

di,j,`(n)

�
� �]S7Q I i.Q4KRQRO �$S SAQ �5QNV � ¡ r Ä_� v �

(r0ak+1[
�

k,i,j,`[Tk−1,2[a1
n]Ωk]q0)→∗

A (q0ak+1[
�

k,`[Tk−1,2[a1
n]]Ωk]q0)

�
� �]S7Q;i.Q ��QNK �;U VWT$U I �$V �

(q0ak+1[ε]q0)→A α� !$2&%R6A01a,'*!$2&%b:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)
01aN�&216A) D -/'(�

∀i ∈ [1, p], (q0ak+1[
�

k,i[Tk−1,2[a1
n]]Ω]q0)→∗

A (q0ak+1[Ω]q0)
ui(n).

Z�- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n) D ),#18��,8R'*) D '*!$# � aB) D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2H%R#1' n �o),2y- D1D :76A^.#9-/2P8w0&-/2&%�:=<>!$'*0g'*)b:A)B%�'*x,+]:A)B%0�< 6721678R6e-/:76A%{-/8R6A!$2}¡&01)"EB![) �5E,6A),2.8*%�¡101)"'*)BEB!$:7:A),3G),2.8 r Ä=� v ¡[01)"01),+]'*aB%¢¡ D #16A%c01)_'*)BEB!$:7:A),3G),2.8 r Ä_� v ¡[2&!$#&%!$?18*),2&!$2&%�:e-G01a,'R6 � -/8R6A!$2�%*#16 � -/2P8*)G�

(q0ak+1[
�

k,i[Tk−1,2[a1
n+1]]Ωk]q0)→∗

A

νi∏

j=0

(q0ak+1[(

p∏

`=1

(
�

k,`[Tk−1,2[a1
n]])di,j,`(n))Ωk]q0)

ui,j(n)
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�2�- D1D :76A^P#9-/2.8;-/:A!$'*%f:=< z.~ D !$8Rz&xB%{) P(n)
¡}2&!$#&%(!$?18*),2&!$2&%

P(n + 1)
Y�Z�<�- D1D :76AE�-/8R6A!$2l01);:e-y'*x,+]:A)G01)8*),'R3F6729-/6A%*!$2��

P(n) D '*!$# � )4-/:A!$'*%b^P#&)fEB),8_-/#18*!$35-/8*)(E�-/:AE,#1:A)4?16A),2�:e-;%R#1678*) ui
Y


�2�%�<�- D1D #1~.-/2P8�%*#1'b:A)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%�01)42&!$'R35-/:76A%{-/8R6A!$2 r�� ~ v ),8 r�� F v ¡967:Å)B%R8 D !]%{%R67?1:A)40�<�-»�R!$#18*),'01)B%f8R'{-/2&%R678R6A!$2&%\��:=< #1216A!$2�01)B%
∆i,j

¡
∆i,j,`

01);�=-$�B!$2�� EB)G^P#&);8*!$#18*)B%4EB)B%f'*x,+]:A)B%@%*!$6A),2.84'*),2&0g#&)B%
� -/:76A01)B%�),8b^P#&)�:=<�-/#18*!$35-/8*)

A
'*)B%R8*)(01a,8*),'R3F67216A%R8*)H�

C :A)B% � -/'R6e-/?1:A)B%b01)B%c3G),3@?1'*)B%b+.-/#&E{z&)B%b01)B%b'*x,+]:A)B%�01!$212&aB)B%bE,6 C 01)B%*%*#&%�%*!$2.8_0g6A%R8R672&E,8*)B%
C 67:c%R#��G8F01!$2&E�01)y01aBEB!$3 D !]%*),'GE{z9-$E,#12&)�01)JEB)B%;'*x,+]:A)B%F),2l#12&)�%*#1678*)5�&216A)J01)y3G!$# � ),3G),2.8*%Ha,:Aa C3G),2.8{-/67'*)B%¢¡�#18R67:76A%{-/2P8¼01)B%�),2&%*),3@?1:A)B%�0�<>a,8{-/8*%¼0g6A%L�m!$672P8*% D !$#1'�:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�672.8*),'R3GaB0g6e-/67'*)B%�01)B%0g6ba�a,'*),2.8*)B%�'*x,+]:A)B%¢¡ D !$#1'_!$?18*),2167'�#12�8*),:�-/#18*!$35-/8*) iPÇ ��QNK �\UXV&U I ��Q Y 2
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%=GI
I%H�M�H1I�� ���(Ë`6�@�Ì?0eÊ @ÎÏ ÍD6'='9%6'.XÌ�Ê�0�6%=N�$H h �$U �

f ∈ S
~N
k+1

Q �
g ∈ Sk �

M �$MPK
k ≥ 3 U

� S �$K I
f × g ∈ S

~N
k+1

�98
f × g i.Ç I U��$V�Q(SAQ:MjK ��i$M[U �`i.Q\O �$V"S �$S�M��LU �$V�4

(f × g)(n) =
n∑

m=0

f(m) · g(n−m)
M �]MPK ���]M �

n ∈ N

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ ��ZÎ-�0g6 �5E,#1:78*a D 'R672&E,6 D -/:A)¼)B%*8H01)�01aN�&2167' D !$#1'58*!$#&% 0 ≤ m ≤ n
¡�#12&)

(k + 1) C  D 67:A)
ωm,n−m

� D -/'R8R67'(01)\:e-$^.#&),:7:A);2&!$#&%f%¦- � !$2&%fE�-/:AE,#1:A),' f(m) · g(n −m)
¡�),8f01)\+oa,2&a,'*),'f:e-y%R#1678*);01)B%

ωn,0
¡
ωn−1,1, . . . , ω0,n

YÅ _!$#&%;- � !$2&%;?�)B%*!$672 EB),8R8*)H�L!$6A%\01)H01),#g� EB!$3 D 8*),#1'*%F^.#16`01!$6 � ),2.8 D !$# � !$67'a � !$:7#&),'4%R673@#1:78{-/2&a,3G),2.8�¡Î67:�2}<>)B%R8(01!$2&E D -$% D !]%*%R67?1:A)F01);:A)B% D :e-$EB),'f8*!$#&%f:A)B%(01),#g��-/#�216 � )�-/#��F01)
:e- D 67:A)]Y�Z});EB!$3 D 8*),#1' a1

01);:e-H%*#1678*)
f
%*),'{- D :e-$EBaG-/#�216 � )�-/# �;EB!$3F3G)F#&%R#&),:7:A),3G),2P8�¡�8{-/2&0g6A%(^P#&)

EB),:7#16�01)\:e-y%R#1678*)
g
%*),'{-H2&!$8*a

b2
),8 D :e-$EBaG-/#�216 � )�-/#��gY � )BE,6�)N� D :76A^P#&)\:A)4�=-/678f^.#&)\:A)B%f%R#1678*)B% f ),8

g
- D1D -/'R8R6A),212&),2P8(�F01),#g��E,:e-$%*%*)B%_01)f216 � )�-/#g��0g6ba�a,'*),2P8*%_),8"^.#&)(2&!$#&%b2}<�-/#18*!$'R6A%*!$2&% D -$%�:=<�-/#18*!$35-/8*)E�-/:AE,#1:e-/2.8

g
���,8R'*)yEB!$2.8R'*¿$:Aa]¡ D #16A%*^P#&)G:A)B%\EB!$2.8R'*¿$:A)B%;2&) D ),# � ),2P8 D !$'R8*),'\^P#&)5%*#1'4:A)H216 � )�-/# �H01)B%

D 67:A)B%�Y "!$#&%�EB![01!$2&%�E*z9-$^P#&)4EB!$# D :A) (m,n−m) D -/'c:e-G� C=D 67:A)(%*#16 � -/2P8*)G�
γm,n = a2[a

m
1 ]b2[a

m+1
1 ] · · · b2[a1

n], m 6= n, γn,n = a2[a1
n]

Z�<>),2P8R6A),'
m
)B%R8HEB!P01a�EB!$3F3G)�#&%R#&),:7:A),3G),2.8J0&-/2&%G:A) D '*),3F6A),'J-/8*!$3G)]¡�8{-/2&0g6A%5^P#&)�:=<>),2.8R6A),' n − mEB!$'R'*)B% D !$2&0��;:e-;:A!$21+]#&),#1'_0g#�%R#��F�1) b2[am+1

1 ] · · · b2[a1
n]
Y& "!$#&%�E�-/:AE,#1:A!$2&%"-/:A!$'*%

f(m) · g(n−m)),25#18R67:76A%¦-/2.8d:A)�3��,3G)�8 ~ D )b0�<�-/'R+]#13G),2P8c^.#&)_EB),:7#16j01)�:e- D '*! D !]%*678R6A!$2 �B�]Y FgY F4EB!$2&EB),'R29-/2.8`:A) D '*![0g#1678�Y3�'*),3F6Ax,'*)@a,8{- D )s # D1D !]%*!$2&%�01!$212&a A = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak+1), ~N,∆, q0) ∈ (k + 1) C � � ~N - � )BE
A1 = {a1}

¡
A2 ⊇ {a2, b2}

¡
Ai ⊇ {ai} D !$#1' i ∈ [3, k]

),8
Ak+1 ⊇ {ak+1,

�
k+1
�

k+1}
Y

� !$3F3G) D '*aBEBaB01),3F3G),2.8�¡g:e-4:A),8R8R'*) Ωi
01aB%R67+]2&)"#12&)�672&01a,8*),'R3F672&aB)f01)_216 � )�-/#

i
Y[Z})B%d:A),8R8R'*)B%

a2
),8

b2
%*!$2P8`#18R67:76A%*aB)B%cEB!$3F3G)b� EB!$3 D 8*),#1'*%m� D !$#1'w:e-@%R#1678*) g 8{-/2&0g6A%c^.#&) a1

)B%R8d:A)�EB!$3 D 8*),#1'd#18R67:76A%{a D !$#1':e-;%R#1678*)
f
Yg "!$#&%c2&!$8*!$2&%b),2&EB!$'*)

Tk,3[Ω2] = ak[· · · [a3[Ω2]] · · · ]s # D1D !]%*!$2&%�^P#&) A D ),'R3G),8R8*)f:A)B%b01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_01)f?9-$%*)f%R#16 � -/2.8*)B%@�
� T$S7O,M[SÎi.Q f ¡ r � � v � D !$#1'c8*!$#18 n,m ≥ 0

(q0bk+1[Tk,3[γm,n]Ωk]q0)→∗
A (q0

�
k+1[Ωk]q0)

f(m)

� T$S7O,M[SÎi.Q g ¡ r � � v � D !$#1'c8*!$#&% n ≥ 0,m ∈ [0, n]

(q0
�

k+1[Tk,3[γn,m]]q0)→∗
A (q0

�
k+1[ε]q0)

g(m)



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,E]�

� ÇNVWÇ,KmT��LU �$V�i.Q I MgT]U K*Q IN¡ r � � v � D !$#1'c8*!$#&% 1 ≤ m ≤ n

(q0ak+1[Tk,3[γm,n]]q0)→∗
A (q0ak+1[Tk,3[γm−1,n]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γm,n]Tk,3[γm,n]]q0)

� a,2&a,'{-/8R6A!$2 01)�:e- D -/67'*)f6721678R6e-/:A)]¡ r � ��� v � D !$#1'�8*!$#18 n ≥ 0

(q0ak+1[Tk,3[γ0,n]]q0)→∗
A (q0bk+1[Tk,3[γ0,n]Tk,3[γ0,n]]q0)

�
� �]S7Q;i.Q ��QNK �;U VWT$U I �$V ¡ r |_` v �

(q0
�

k+1[ε]q0)→∗
A α.

� !$3F3G)
γn,n = a2[a1

n]
¡&),2�- D1D :76A^P#9-/2.8_678*a,'{-/8R6 � ),3G),2.8 r � � v D #16A% r � ��� v ¡&2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%4�

(q0ak+1[Tk,2[a1
n]]q0) →∗

A

n∏

m=0

(q0bk+1[Tk,3[γm,n]Tk,3[γm,n]]q0)
r �BF v


�2 D -/'R8{-/2P8_01)fE{z9-$^.#&)(�q-$E,8*),#1'b01)fEB) D '*!P0g#1678c2&!$#&%_01a,'R6 � !$2&%4�

(q0bk+1[Tk,3[γm,n]Tk,3[γm,n]]q0)→∗
A (q0

�
k+1[Tk,3[γm,n]]q0)

f(m) ( D -/'�'*x,+]:A) r � � v
)

→∗
A (q0

�
k+1[ε]q0)

g(n−m)·f(m) ( D -/'�'*x,+]:A) r � � v ) r �BE v

�2�EB!$3 D !]%{-/2P8�:A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r �BF v ),8 r �BE v ¡&2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%4�

(q0ak+1[Tk,3[a2[a1
n]]]q0) →∗

A
(q0
�

k+1[ε]q0)
Pn

m=0 g(n−m)·f(m)

= (q0
�

k+1[ε]q0)
(f×g)(n)

s )BEB!$2&01)4a,8{- D )F�� !$2&%R8R'R#16A%*!$2&%�35-/672.8*),29-/2.8b#12�-/#18*!$35-/8*)401a,8*),'R3F67216A%R8*)
A
'*a�-/:76A%¦-/2.8�EB)B%c01a,'R6 � -/8R6A!$2&%�Y1Z�-\%R#1678*)

f(n))B%R8�E�-/:AE,#1:AaB) D -/'�#12 (k + 1) C � � À A′
1

� a,'R6 �j-/2P8b:A)B%bEB!$2&0g678R6A!$2&%
(Q1(bk+1ak · · · a1,

�
k+1)

¡ r�� ~ v ),8
(Q3(

�
k+1)) D !]%{aB)B%Î0&-/2&%Î:A)�:A),3F3G)R�B�]Y FgY��gY» "!$#&%Î672.8R'*![0g#16A%*!$2&%Å:A)�2&!$# � )�-/#;%R~P3@?W!$:A)

b2
¡¢),2F-»�m!$#18{-/2P8

01)B%(8R'{-/2&%*678R6A!$2&% D ),'R3G),8R8{-/2.8;01)F8R'{-/678*),' b2 EB!$3F3G)5#12�%R~[34?�!$:A)G01);�q!$2&0�01) D 67:A)]Y� _!$#&%@!$?18*),2&!$2&%-/672&%R6&#12J-/#18*!$35-/8*)
A1 = (Q1, ∅, (B1, . . . , Bk+1), ~N,∆1, q0)

¡.!$Æ
Bk+1 ⊇ {bk+1,

�
k+1}

¡
Bi ⊇ {ai}D !$#1' i ∈ [3, k]

¡
B2 ⊇ {a2, b2}

),8
B1 = {a1}

� a,'R6 �j-/2P8b:A)B%_EB!$2&0g678R6A!$2&% r � � v ¡ r�� ~ v ),8
(Q3(

�
k+1))

Y
3�-/'b:A)�:A),3F3G) �B�]Y FgYD�]¡9:e-;%R#1678*)

g(n)
)B%R8�E�-/:AE,#1:AaB) D -/'�#12 k C � � À

A
′
2 = (Q′

2, ∅, (C2, . . . , Ck+1),∆
′
2, q0),

!$Æ
C2 = {b2}

¡
Ci ⊇ {ai} D !$#1' i ∈ [3, k]

¡
Ck+1 ⊇ {

�
k+1,

�
k+1}

),8 � a,'R6 �j-/2.8�:e-�EB!$2&0g678R6A!$2
(P1(q0,

�
k+1ak · · · a3b2,

�
k+1))

¡]:e-�EB!$2&0g678R6A!$2 r �4~ v ),8�:e-�EB!$2&0g678R6A!$2
(P3(

�
k+1))

Y � :&)B%R8�-/:A!$'*%��=-$E,67:A)
01)�8R'{-/2&%R�L!$'R3G),'

A1
),25#12

(k+1) C � � À EB!$2.8R'*¿$:Aa A2 = (Q2, {α}, (C1, . . . , Ck+1), ~N,∆2, q0)
¡P- � )BE
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�,E ` �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

- � )BE D !$#1'Å8*!$#18 i ∈ [1, k]
¡
popi

+1 = popi+1
¡
pushi,a

+1 = pushi+1,a

),8
changei,a

+1 = changei+1,a

Y
Z})J%R~[34?�!$:A)

a1
)B%R8;01!$2&EJ67+]2&!$'*a D -/';:=<�-/#18*!$35-/8*)�),8;:A)B%FEB!$2.8R'*¿$:A),#1'*%G2}<>!$2P85-/#&E,#12&)y672 �&#&),2&EB)%R#1'J:A)B%J8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�Y` "!$#&%�E*z&!$6A%R6A%{%*!$2&%J:A)B%�-/: D z9-/?W),8*%�01)¼�=-$�B!$2 �lEB) ^P#&) B2 ∩ C2 = {a2, b2}

¡
Bi ∩ Ci = {ai} D !$#1' i ∈ [3, k]

),8
Bk+1 ∩ Ck+1 = { � k+1}

Y
À�aN�&216A%*%*!$2&%
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2
pusha2

changeak+1
, q0)

Y
3Å!$#1'b8*!$#18

γm,n = a2[a1
m]ω

¡g2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%_:e-;01a,'R6 � -/8R6A!$2

(q0,
�

k+1[Tk,3[γm,n]], q0)→A (q0, ak+1[Tk,3[a2[a1
m]
�

2[a1
m]ω]], q0)

Z�-F'*x,+]:A) r Ä_�]� v )B%R8�01!$2&E � -/:76A01)]Y
2

� !$3F3G) D !$#1'b:A)4E�-$%b01)4:e-FEB!$2 � !$:7#18R6A!$2}¡W67:Å)B%R8 D !]%*%R67?1:A)(01)@01a,3G!$2.8R'*),'�EB),8R8*) D '*! D !]%R678R6A!$2 D !$#1'
k = 3

¡135-/6A%�:e- D '*),# � )4)B%R8c:Aa,+ox,'*),3G),2.8�0g6ba�a,'*),2P8*)]Y
�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I%I
HNM�H1I F��mÍD6%='9'6%.LÌ}Ê�0�6'=�w 01='9jÏPË»É¢Ï<�$H h �]U �

g ∈ S2 �
Q �
f
S7T I M[U ��Q_iPÇ���V&U=QEMgT$K

f(0) = 1

Q ��M �$M[K ���$M��
n ≥ 0 � f(n+ 1) =

n∑

m=0

f(m) · g(n−m) U � S �$K I f ∈ S3 U
�(Ë/ÏPÌ(9jÏ´�d _!$#&%y#18R67:76A%*!$2&%J6AE,6�:A)B%y3��,3G)B%y2&!$8{-/8R6A!$2&%�^P#&)¼0&-/2&%y:e- D '*),# � )�01)¼:A),3F3G) D '*aBEBaB01),2P8),2�-»�R!$#18{-/2.8

γ′m,n = b2[a1
m+1] · · · b2[a1

n]
r E]<>)B%R8y��0g67'*)

γm,n = a2[a1
m]γ′m,n

v Y� "!$#&%5- D1D ),:A!$2&%),2&EB!$'*) D 67:A)"?1:A!P^P#9-/2.8*)"8*!$#18*)(� C=D 67:A)"8*),:7:A)�^.#&) top2(ω) =
�

2
Y s # D1D !]%*!$2&%c^.#&)_2&!$#&%c0g6A% D !]%*!$2&%`0�< #12-/#18*!$35-/8*)

A ∈ k C � � ~N D !$#1'c:A)B^.#&),:�:A)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_%R#16 � -/2.8*)B%b%{!$2.8 � -/:76A01)B%(�
�
� �]S7Q;i	� UXV&U �LUqT$S U I T��LU �$V ¡ r � � v � D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0

(q0, d3[a2[a1
n]], q0)→∗

A (q0, a3[γn,n
�

2[a1
n]], q0)

� T$S7O,M[SÎi.Q g ¡ r � � v � D !$#1'c8*!$#&% n ≥ 0,m ∈ [1, n]
¡ D !$#1'�8*!$#18*) D 67:A)f?1:A!P^P#9-/2.8*) ω

(q0b3[γ
′
m,nω]q0)→∗

A (q0
�

3[ω]q0)
g(n−m)

� ÇNVWÇ,KmT��LU �$V�i.Q I MgT]U K*Q IN¡ r � � v � D !$#1'c8*!$#&% n ≥ 0

(q0a3[a2[a1
n+1]Ω2]q0)→∗

A

n∏

m=0

(q0a3[a2[a1
m]
�

2[a1
m]γ′m,nΩ2]q0)

� T$UXK*Q@iPQ@iPÇYMgT$K � ¡ r � ��� v � D !$#1'�8*!$#18 0 ≤ n

(q0a3[γ0,0Ω2]q0)→∗
A (q0

�
3[Ω2]q0)

�
� �]S7Q I i.Q ��QNK �;UXVjT$U I �$V ¡ r | � v �

(q0
�

3[ε]q0)→∗
A α.r | � v �

(q0
�

3[
�

2[Ω1]Ω2]q0)→∗
A (q0

�
3[Ω2]q0)

�
� �]S7Q;i.Q4K*QRO �$SXSAQ �5QNV � ¡ r Ä ` v � D !$#1'�8*!$#18 ω 6= ε ∈ 2 C �d�}� � �

(q0
�

3[ω]q0)→∗
A (q0b3[ω]q0)

� D -/'R8R67'b01)(EB)B%c'*x,+]:A)B%�¡&2&!$#&% D '*!$# � !$2&% D -/'�672&0g#&E,8R6A!$2 %R#1' n ≥ 0
:e- D '*! D 'R6Aa,8*a P(n)

%R#16 � -/2.8*)5�

(q0a3[a2[a1
n]
�

2[Ω1]Ω2]q0)→∗
A (q0

�
3[Ω2]q0)

f(n)

� T I Q ��
�2¼- D1D :76A^P#9-/2.8 r � ��� v D #16A% r | � v ¡12&!$#&%_!$?18*),2&!$2&%

(q0a3[γ0,0
�

2[Ω1]Ω2]q0)→∗
A (q0

�
3[
�

2[Ω1]Ω2]q0)→∗
A (q0

�
3[Ω2]q0)



�,E � �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

3�#16A%*^P#&)
γ0,0 = a2[ε]

),8
f(0) = 1

¡
P(0)

)B%*8 D '*!$# � aB)]Y� T I i	� UXVji$M1O �LU �]V � s # D1D !]%{!$2&% P(n)
¡ D !$#1' n ≥ 0

¡
(q0a3[a2[a1

n+1]
�

2[Ω1]Ω2]q0)

( D -/' r � � v ) →∗
A

n∏

m=0

(q0a3[a2[a1
m]
�

2[a1
m]γ′m,n

�
2[Ω1]Ω2]q0)

( D -/'�z.~ D !$8Rz&xB%*)(0�< 672&0g#&E,8R6A!$2 ) →∗
A

n∏

m=0

(q0
�

3[γ
′
m,n

�
2[Ω1]Ω2]q0)

f(m)

( D -/' r Ä ` v
) →∗

A

n∏

m=0

(q0b3[γ
′
m,n

�
2[Ω1]Ω2]q0)

f(m)

( D -/' r � � v ) →∗
A

n∏

m=0

(q0
�

3[
�

2[Ω1]Ω2]q0)
f(m)g(n−m)

( D -/' r | � v
) →∗

A

n∏

m=0

(q0
�

3[Ω2]q0)
f(m)g(n−m)

= (q0
�

3[Ω2]q0)
f(n+1)

� :A!$'*%�¡P),2JEB!$3 D !]%{-/2.8`:e-4'*x,+]:A)"0�< 6721678R6e-/:76A%¦-/8R6A!$2}¡g:e-401a,'R6 � -/8R6A!$2�E,6 C 01)B%*%R#&%�¡[),8w:e-@'*x,+]:A)"01)b8*),'R3F6729-/6A%{!$2r | � v ¡12&!$#&%�!$?18*),2&!$2&% D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0
�

(q0d3[a2[a1
n]]q0) →∗

A
(q0a3[γn,n

�
2[a1

n]]q0)

→∗
A

(q0
�

3[ε]q0)

→∗
A

αf(n)

s )BEB!$2&01)4a,8{- D )F� 
�2 D '*![EBaB0&-/2.8yEB!$3F3G)�0&-/2&%F:e- D '*),# � )�0g# :A),3F3G) �B�]Y FgYD�B�]¡�2&!$#&%5!$?18*),2&!$2&%G#12
-/#18*!$35-/8*)

A1 ∈ k C � ��z ~N 8*),:�^P#&) D !$#1'c8*!$#18 n ≥ 0
¡
m ∈ [1, n]

(q0b3[γ
′
m,n]q0)→∗

A (q0
�

3[ε]q0)
g(n−m)

r E]<>)B%R8�:e-"'*x,+]:A) r � � v 01)d:e- D '*),# � )c0g#\:A),3F3G) �B�]Y FgYD�B� v ),8 � a,'R6 �j-/2P8 r�� F v �/67:[2}< ~;- D -$%�01)w8R'{-/2&%*678R6A!$2&%01a,?1#18{-/2.8 D -/' (q0, ε,
�

3w)
Y


�2�-»�R!$#18{-/2.8�:A)�2&!$# � )�-/# %R~[34?�!$:A) �
2
),8¼),2´8R'{-/2&%m�L!$'R35-/2P8�:A)B%�8R'{-/2&%*678R6A!$2&%�01) �=-$�B!$2��l8R'{-/678*),'

8*!$#18*) D 67:A);?1:A![^.#9-/2P8*)FEB!$3F3G);#12&) D 67:A) � 6A01)]¡�2&!$#&%f!$?18*),2&!$2&%f#12�-/#18*!$35-/8*) � a,'R6 �j-/2P8 r � � v Y � ),8R8*)8R'{-/2&%m�q!$'R35-/8R6A!$2;2}< 672.8R'*![0g#1678 D -$%Å01)w2&!$# � ),:7:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�01a,?1#18{-/2.8 D -/' (q0, ε,
�

3w)
),8 � a,'R6 �9)`01!$2&E

),2&EB!$'*) r�� F v Y�Z})B%(-/#18R'*)B%(01a,'R6 � -/8R6A!$2&%(%*!$2P8f!$?18*),2.#&)B%401)\�=-$�B!$2�a � 6A01),2P8*)]¡ D 'R672&E,6 D -/:A),3G),2.8\EB!$3F3G)0&-/2&%c:e- D '*),# � )401)f:e- D '*! D !]%*678R6A!$2 �B�]Y FgYD�B�]Y
2

�yÏ+��;1Ë ;}ÌÎÏ�I
I%H�M�H1I-K�H � Q �oT$KRi �$V I S T I M[U ��Q g O �	� �5Q4MPVWQ I ÇNK¦U=Q O �]K �5QNSXS7Q

g =

∞∑

n=0

g(n)Xn.

J T�MjK � M � I U �LU �$V 6(6 U � U 6 7 T � K �GQbp,M&Q�S7T I ÇNKNUqQ 1
1−Xg

T MDMgT]K �LU=QNV � �
Sk+1 U

L Vyi	� T$M��LKRQ I �
��� I � S � U V"S$QNK I Qi.Q\O �$V
S �$S M �LU �$V�i.Q ���$M���Q I ÇNKNUqQ O �$K �5QNSXSAQ@iPQ(S7T O �$K �5Q
1−Xg � �98 g ∈ Sk �

T MLMgT$K �LUqQNV � �
Sk+1 U



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �,E]Ð

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%= I%I
HNM�H1I�M�� � 6%����69É�0 Ê�0�6%=!@ÅÏ�É$2PËp0XÏPÉ8�$H h �$U �
g ∈ Sk � k ≥ 2 � g(0) = 0

Q �
f ∈ S

~N
k+1 �T$S �$K I S7T I M[U ��Q

(f • g)(X) = f(g(X))
T MDM1T$K �LU=QNV � �

S
~N
k+1 U

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�<3Î!$#1'
n ≥ 0

¡
(f • g)(n) = f(n) · h(n)

!$Æ

h(n) =
∑

(i1,...,im)∈In

g(i1) · · · g(im), In = {(i1, . . . , im) | m ∈ [1, n], i1, . . . , im ≥ 1,
∑

j∈[1,m]

ij = n}


�2¼#18R67:76A%{-/2.8_:e-G%R8{-/?167:7678*a D -/' D '*![0g#1678_a,8{-/?1:76A)40&-/2&%b:e- D '*! D !]%R678R6A!$2��B�]Y FgY Fg¡967:�%R#��G8b01) D '*!$# � ),'^P#&)�:e-_%R#1678*)
h(n)

- D1D -/'R8R6A),2P8�� Sk+1
Yp3Å!$#1'�EB),:e-g¡¢67:[�=-/#18 �,8R'*)dE�- D -/?1:A)`0�<>a,2.#13Ga,'*),'�8*!$#&%Å:A)B% m C # D :A),8*%01)

In
Y � !P01!$2&%c:A)B%ba,:Aa,3G),2.8*%"01)

In D -/'b01)B%c3G!$8*%_01) {a2, b2}n−1 · b2
Y

|Î!$#18
~p = (p1 + 1, . . . , pm + 1)

¡
pi ≥ 0

¡�- D1D -/'R8*),29-/2.84� In )B%R8f-$%*%*![E,6Aa\01)(�=-$�B!$2�?16 �m)BE,8R6 � )F-/#3G!$8
u~p = a2

p1b2a2
p2b2 · · · a2

pmb2
01) {a2, b2}n−1 · b2

Y
 "!$#&% D !$# � !$2&%�-/:A!$'*%`'*) D '*aB%{),2.8*),'�E*z9-$^P#&)fa,:Aa,3G),2.8�01) In D -/'`#12&) 2 C=D 67:A)f),2J#18R67:76A%{-/2.8c:A)�EB![0&-/+o)01)B%c3G!$8*%_01) {a2, b2}∗

%R#16 � -/2.84�
∀u = β1 · · · βn ∈ {a2, b2}n

¡
γu = β1[a1]β2[a1a1] · · · βn[a1

n]c2[a1
n].

� :.2&!$#&%Î�=-/#18�35-/672.8*),29-/2P8�E*z&!$6A%R67'�#12\!$'*0g'*) D !$#1'Îa,2P#13Ga,'*),'�:A)B% m C # D :A),8*%�01) In Y/ _!$#&%ÅE*z&!$6A%R6A%{%*!$2&%0�< #18R67:76A%*),'c:=<>!$'*0g'*)�:A)N�g6AE�-/:�672 � ),'*%*aF� D !$#1'c8*!$#&% u, v ∈ {a2, b2}n
¡[2&!$#&%c2&!$8*!$2&%

u <n v
%*%R6

u = u′a2w),8
v = v′b2w

Y� "!$#&%;01aN�&216A%*%*!$2&%5-/672&%*6d#12 !$'*0g'*)J8*!$8{-/:�%R#1';:A)B%;a,:Aa,3G),2.8*%H01) {a2, b2}n−1 · b2
Y�Z})

D :7#&% D ),8R678�a,:Aa,3G),2.8")B%R8 a2
n−1b2

),8�:A) D :7#&%�+]'{-/2&0�a,:Aa,3G),2.8_)B%*8 b2n Y& "!$#&%�01aN�&216A%*%*!$2&%b:e-\2&!$8R6A!$2¼01)%R#&EBEB)B%*%{),#1' D !$#1'bEB),8_!$'*0g'*)G�1%R6 u = b2
pa2w

¡g:A)(%R#&EBEB)B%{%*),#1'�01)
u
)B%*8

succlex(u) = a2
pb2w

Y
3�'*),3F6Ax,'*)@a,8{- D )F� s # D1D !]%*!$2&%¼01!$212&a A = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak),∆, q0) ∈ (k + 1) C � ��zc¡_- � )BE
Ak+1 ⊇ {ak+1,

�
k+1, bk+1, ck+1}

¡
Ai ⊇ {ai} D !$#1' i ∈ [k, 3]

¡
A2 ⊇ {a2, b2, c2}

),8
A1 = {a1}

¡
D ),'R3G),8R8{-/2.8b:A)B%b01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_01)f?9-$%*)f%R#16 � -/2.8*)B%@�
�
V&U �LULT]S�U I T��LU �$V ¡ r ��� v � ∀n ≥ 0

¡
(q0ak+1[Tk,3[c2[a1

n]]]q0)→∗
A (q0ck+1[Tk,3[γa2

n−1b2 ]]]q0)

� ÇNVWÇ,KmT��LU �$V�i.Q I �


M�MjSAQ � IN¡ r � � v � D !$#1'�8*!$#18 u ∈ {a2, b2}n−1 · b2

¡
u 6= b2

n ¡
(q0ck+1[Tk,3[γu]]q0)→∗

A (q0ck+1[Tk,3[γsuivn(u)]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γu]]q0)

� ÇNVWÇ,KmT��LU �$V�i.Q I �


M�MjSAQ � IN¡ r � �$� v �

(q0ck+1[Tk,3[γb2
n ]]q0)→∗

A (q0bk+1[Tk,3[γb2
n ]]q0)

� T$S7O,M[SÎi.Q g ¡ r Àf� v � D !$#1'c8*!$#&% ` ≥ 1, i0, i1, . . . , i` ≥ 0

(q0bk+1[Tk,3[a2[a1
i0 ]a2[a1

i1 ] · · · a2[a1
i`−1 ]b2[a1

i` ]Ω2]]q0)→∗
A (q0

�
k+1[Tk,3[Ω2]]q0)

g(`+1)

� T$S7O,M[SÎi.Q g ¡ r Àf��� v � D !$#1'c8*!$#18 i ≥ 0
¡

(q0bk+1[Tk,3[b2[a1
i]Ω2]]q0)→∗

A (q0
�

k+1[Tk,3[Ω2]]q0)
g(1)

�
� �]S7Q I i.Q ��QNK �;UXVjT$U I �$V ¡ r | � v � D !$#1'c8*!$#18 i ≥ 0

(q0
�

k+1[Tk,3[c2[a1
i]]]q0)→∗

A α.



�3@8� �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

�
� �]S7Q I i.Q ��QNK �;UXVjT$U I �$V ¡ r | � v � D !$#1'c8*!$#18 i ≥ 0

(q0
�

k+1[Tk,3[a2[Ω1]Ω2]]q0)→∗
A (q0bk+1[Tk,3[a2[Ω1]Ω2]]q0)

�
� �]S7Q I i.Q ��QNK �;UXVjT$U I �$V ¡ r | �]< v � D !$#1'c8*!$#18 i ≥ 0

(q0
�

k+1[Tk,3[b2[Ω1]Ω2]]q0)→∗
A (q0bk+1[Tk,3[b2[Ω1]Ω2]]q0)

��a,'R6 �9!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8�^P#}< #12@-/#18*!$35-/8*) � -/:76A0&-/2.8�EB)B%�01a,'R6 � -/8R6A!$2&%ÎE�-/:AE,#1:A)�:e-c%R#1678*)
h
Y�3�#16A%*^P#&)

<n01aN�&21678c#12�!$'*0g'*)�8*!$8{-/:�%R#1' {a2, b2}n−1b2
01!$2.8c:A) D :7#&% D ),8R678`a,:Aa,3G),2P8b)B%R8 a2

n−1b2
),8`:A) D :7#&%`+]'{-/2&0)B%R8

b2
n ¡ D -/'b:e-\'*x,+]:A)(0�< 6721678R6e-/:76A%{-/8R6A!$2 r ��� v ¡ D #16A%c678*a,'{-/8R6A!$2 01) r � � v ¡ D #16A% r � �$� v ¡12&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%@�

(q0ak+1[Tk,3[c2[a1
n]]]q0) →∗

A
(q0ck+1[Tk,3[γa2

n−1b2 ]]]q0)

→∗
A

∏

~p∈In

(q0bk+1[Tk,3[γu~p
]]q0)

r ��@ v


�2 D -/'R8{-/2P8�01)dE{z9-$^.#&)d�=-$E,8*),#1'�EB!P0&-/2P8 ~p = (p1, . . . , pm)
¡
pi ≥ 1

0g# D '*![0g#1678���@[¡»2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%),2�- D1D :76A^P#9-/2.8�678*a,'{-/8R6 � ),3G),2P8 r � �g¡>| � v ),8 r � ���g¡>| � vfrRr � � v :A!$'*%*^P#&)
γupi,...,pm

EB!$3F3G),2&EB) D -/' a2
),8

r � ��� v :A!$'*%*^P#&)
γupi,...,pm

EB!$3F3G),2&EB) D -/' b2 v �

(q0bk+1[Tk,3[γu~p
]]q0) →∗

A
(q0
�

k+1[Tk,3[γup2,...,pm
]]q0)

g(p1)

→∗
A

(q0bk+1[Tk,3[γup2,...,pm
]]q0)

g(p1)

→∗
A
· · ·

→∗
A

(q0
�

k+1[Tk,3[c2[a1
n]]]q0)

g(p1)···g(pm) r � � v
� D1D :76A^.#&!$2&%��"E{z9-$^.#&)`a,:Aa,3G),2.8w0g# D '*![0g#1678 r ��@ v ¡/:e-b:e-_01a,'R6 � -/8R6A!$2 r � � v -$%{%*!PE,6AaB)]Y$ "!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

(q0ak+1[Tk,3[c2[a1
n]]]q0) →∗

A

∏

(p1,...,pm)∈In

(q0
�

k+1[Tk,3[c2[a1
n]]]q0)

g(p1)···g(pm)

→∗
A

∏

(p1,...,pm)∈In

αg(p1)···g(pm) r D -/'�'*x,+]:A) r | � vRv

= α
P

(p1,...,pm)∈In
g(p1)···g(pm)

= αh(n)

Z�<�-/#18*!$35-/8*)
A
E�-/:AE,#1:A)(01!$2&Ef:e-;%R#1678*)

h
Y

s )BEB!$2&01)4a,8{- D )F� � !$2&%*8R'R#16A%*!$2&%435-/672P8*),29-/2.8;#12l-/#18*!$35-/8*) A
'*a�-/:76A%{-/2P8@:A)B%@01a,'R6 � -/8R6A!$2&%;E,6 C 01)B%*%*#&%�Y3�-/'�#12&)�EB!$2&%*8R'R#&E,8R6A!$2�%R673F67:e-/67'*)�� EB),:7:A)�01!$212&aB)l0&-/2&%�:e- D '*! D !]%R678R6A!$2 �B�]Y FgYD���g¡ r ),8¼%*673F67:e-/67'*)��

EB),:7:A)�01!$212&aB)�0&-/2&%J:e- D '*),# � )�01) �B�]Y FgYD��� %R6
k = 2

v D !$#1'H:e-l01a,'R6 � -/8R6A!$2 r � � v ¡d2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%
A2 = (Q2, ∅, (B1, . . . , Bk+1),∆2, q0) ∈ (k + 1) C � �Ezc¡9!$Æ Bk+1 ⊇ {bk+1,

�
k+1}

¡
Bi ⊇ {ai} D !$#1'

i ∈ [3, k]
¡
B2 ⊇ {a2, b2, c2}

),8
B1 = {a1}

),8 � a,'R6 �j-/2P8d:A)B%`01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r � � v ),8 r � ��� v -/672&%R6W^P#&)_:A)B%
EB!$2&0g678R6A!$2&%

(Q2)
),8

(Q2(
�

k+1)) D !]%*aB)B%�0&-/2&%c:A)f:A),3F3G) �B�]Y FgY��gY
À�aN�&216A%*%*!$2&%

A = (Q, {α}, (A1, . . . , Ak+1),∆, q0)
!$Æ

Q = Q2 ∪ {q1, q2}, Ai = Bi D !$#1' i ∈ [1, k], Ak+1 = Bk+1 ∪ {bk+1, a
′
k+1},

),8
∆
)B%R8�:=< #1216A!$2¼01)

∆2
- � )BE(:A)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&%b%*#16 � -/2P8*)B%4� D !$#1' w = ak · · · a3

¡
r �gYD� v

∆(q0, ε, ak+1wc2a1) = (pushb2 , q1)



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �3@P�

r �gY�� v
∆(q1, ε, ak+1wa2a1) = ∆(q1, ε, ak+1wb2a1) = (pusha2

pop1, q1)r �gY�� v
∆(q1, ε, ak+1wa2) = ∆(q1, ε, ak+1wb2) = (pop2 changeck+1

, q0)

r �]YD�]YD� v
∆(q0, ε, ck+1wb2a1) = (changebk+1

pushck+1
, q2)r �]YD�]Y�� v

∆(q0, ε, ck+1wa2a1) = (changebk+1
pushck+1

changeb2 , q0)r �]Y��gYD� v
∆(q2, ε, ck+1wb2a1) = (pop2, q2)r �]Y��gY � v
∆(q2, ε, ck+1wc2a1) = (popk+1, q0)r �]Y��gYD� v
∆(q2, ε, ck+1wa2a1) = (changeb2 , q1)r �]Y `&YD� v
∆(q1, ε, ck+1wb2a1) = ∆(q1, ε, ck+1wa2a1) = (pop1 pusha2

, q1)r �]Y FgYD� v
∆(q1, ε, ck+1wa2) = (pop2, q0)

r � v
∆(q0, α,

�
k+1wc2a1) = (popk+1, q0)

r ` v
∆(q0, α,

�
k+1wb2a1) = ∆(q0, α,

�
k+1wa2a1) = (changebk+1

, q0)� )B%y8R'{-/2&%R678R6A!$2&%J%*!$2P8H8*!$#18*)B%y672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%�01),#g� ��01),#g��Ym3�#16A%*^P#&) ck+1
),8
ak+1

%*!$2.8J01)B%
2&!$# � )�-/#g��%R~P3@?W!$:A)B%¢¡1),8`^P#&)

A2
)B%R8c01a,8*),'R3F67216A%R8*)(),8 � a,'R6 �9)�:e-;EB!$2&0g678R6A!$2

(Q3(
�

k+1))
¡g:=<�-»�R!$#18�01)B%

8R'{-/2&%R678R6A!$2&%
∆1

-/#g��8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�E,6 C 01)B%*%R#&%"2&)(3G![0g6 �9) D -$%":A)@01a,8*),'R3F67216A%R3G)F01) ∆
YjZ�<�-/#18*!$35-/8*)

A)B%R8�01!$2&E(01a,8*),'R3F67216A%*8*)]Y
��a,'R6 �9!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8�^.#&)

A
'*a�-/:76A%*)f:A)B%b01a,'R6 � -/8R6A!$2&%_01aBE,'R678*)B%b0&-/2&%�:e- D '*),3F6Ax,'*)@a,8{- D )]YZ})B%J01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r � � v ),8 r � ��� v %{!$2.8y'*),2&0g#&)B% � -/:76A01)B% D -/'5:A)B%y8R'{-/2&%R678R6A!$2&% ∆2

YdZ�-�'*x,+]:A)�01)
8*),'R3F6729-/6A%*!$2 r | � v )B%*8G!$?18*),2.#&)�),2 - D1D :76A^P#9-/2.8G:e- 8R'{-/2&%*678R6A!$2 r � v ¡�:A)B%G01a,'R6 � -/8R6A!$2&% r | � v ),8 r | �]< v
01aBEB!$#1:A),2.8"01)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&% r ` v Y

3�-/'5:A)B%F8R'{-/2&%*678R6A!$2&% r �gYD� v ¡ D #16A%G678*a,'{-/8R6A!$2�01) r �gY�� v ¡ D #16A% r �gY�� v 2&!$#&%5!$?18*),2&!$2&%G:e-�01a,'R6 � -/8R6A!$2%R#16 � -/2.8*)G�
(q0ak+1[Tk,3[c2[a1

n]]]q0) →A (q1ak+1[Tk,3[b2[a1
n]c2[a1

n]]]q0)

→∗
A

(q1, ak+1[Tk,3[a2[ε]a2[a1] · · · a2[a1
n−1]b2[a1

n]c2[a1
n]]]q0)

→A (q0, ck+1[Tk,3[a2[a1] · · · a2[a1
n−1]b2[a1

n]c2[a1
n]]]q0)

= (q0ck+1[Tk,3[γa2
n−1b2 ]]q0)Z�-F01a,'R6 � -/8R6A!$2�6721678R6e-/:A) r � � v )B%R8�01!$2&E(?16A),2�'*a�-/:76A%*aB) D -/'c:=<�-/#18*!$35-/8*)]Y

��a,'R6 �9!$2&%`35-/672.8*),29-/2P8_^P#&)_:A)B%`'*x,+]:A)B%c01)"+oa,2&a,'{-/8R6A!$2�01)B%
m C # D :A),8*%c%*!$2P8 � -/:76A01)B%¢Y 3Å!$#1'c3G!$2.8R'*),'r � � v ¡12&!$#&%b0g6A%R8R6721+]#&!$2&%b01),#g��E�-$%�%*),:A!$2�:e- D '*),3F6Ax,'*)f:A),8R8R'*)401) u ∈ {a2, b2}n−1 · b2

¡
u 6= b2

n �
� T I 6 4 %*6

u = b2
ia2w

¡Å-/:A!$'*%¢¡�%*!$678
ω
:e-

2 C=D 67:A)G8*),:7:A)y^P#&) γu = b2[a1] · · · b2[a1
i]a2[a1

i+1]ω
¡�2&!$#&%

!$?18*),2&!$2&%�:e-G01a,'R6 � -/8R6A!$2�%*#16 � -/2P8*)G�
(q0ck+1[Tk,3[γu]]q0)r D -/'=�]YD�]YD� v →A (q2ck+1[Tk,3[γu]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γu]]q0)r D -/' r �]Y��gYD� vRv →i

A
(q2ck+1[Tk,3[a2[a1

i+1]ω]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γu]]q0)r D -/' r �]Y��gYD� vRv →A (q1ck+1[Tk,3[b2[a1
i+1]ω]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γu]]q0)r D -/' r �]Y `&YD� vRv →i

A
(q1ck+1[Tk,3[a2[ε] · · · a2[a1

i]b2[a1
i+1]ω]]q0)(q0, bk+1[Tk,3[γu]]q0)r D -/' r �]Y FgYD� vRv →A (q0ck+1[Tk,3[γsuivlex(u)]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γu]]q0)

� T I 7 4 %R6
u = a2w

¡&-/:A!$'*%�¡&%*!$678
ω
8*),:Î^.#&)

γu = a2[a1]ω
Y



�3@$� �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

 "!$#&%�!$?18*),2&!$2&%�:e-G01a,'R6 � -/8R6A!$2�%*#16 � -/2P8*)G�

(q0ck+1[Tk,3[γu]]q0)r D -/' r �]YD�]Y�� vRv →A (q0ck+1[Tk,3[b2[a1]ω]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γu]]q0)

= (q0ck+1[Tk,3[γsuivlex(u)]]bk+1[Tk,3[γu]]q0)

u !$2.8R'*!$2&% D !$#1'c�&2167'b^P#&)�:e-\'*x,+]:A)(01)f+oa,2&a,'{-/8R6A!$2 r � �$� v )B%R8 � -/:76A01)F�

(q0ck+1[Tk,3[γb2
n ]]q0)r D -/' r �]YD�]YD� vRv →A (q2ck+1[Tk,3[γb2
n ]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γb2

n ]]q0)r D -/' r �]Y��gYD� vRv →n
A

(q2ck+1[Tk,3[c2[a1
n]]]q0)(q0bk+1[Tk,3[γb2

n ]]q0)r D -/' r �]Y��gY � vRv →A (q0bk+1[Tk,3[γb2
n ]]q0)

|Î!$#18*)B%`:A)B%w01a,'R6 � -/8R6A!$2&%d#18R67:76A%*aB)B%`0&-/2&%�:e- D '*),3F6Ax,'*)�a,8{- D )_%*!$2.8 � -/:76A01)B%¢¡.:e- D '*! D !]%*678R6A!$2y)B%R8d01!$2&E
D '*!$# � aB)]Y

2

�(Ëp6
�N6jÉ�0 Ê�0�6%=!I%I
HNM�H1I�W�� � 6%���N69É`0eÊ�0�6'=�@ÅÏ5É¢Ì?0 Ê�Ï.É8�$H h �]UqQNV �
k1, k2 ≥ 1, f ∈ Sk1+1

Q �
g ∈ S

~N
k2+1 �T$S �$K I

g◦f ∈ S
~N
k1+k2+1 U

� 6%=ÎÉBÊ�Ë$Ì�ÍoÊ�0*6'= � 
�2J#18R67:76A%{-/2P8`:A)=�B�]Y FgYD�]¡g),8`- D '*xB%d#12JE*z&!$6 �y- D1D '*! D 'R6Aa�0�<>),2&%*),3@?1:A)B%cEB!$2&E,'*),8*%ca,8{-/8*%),8501)¼%R~P3@?W!$:A)B%H01) D 67:A)B%�¡�2&!$#&%5!$?18*),2&!$2&%H#12�-/#18*!$35-/8*) A1 ∈ (k1 + 1) C � ��z ~N (A1, . . . , Ak1+1)
¡

-/672&%R6}^P#}< #12¼-/#18*!$35-/8*)
A2 ∈ (k2 + 1) C � �Ez ~N (B1, . . . , Bk2+1)

),8 � a,'R6 �j-/2.8_:A)B%bEB!$2&0g678R6A!$2&%4�
(P1.1) ∀Ωk ∈ Ik, (q0, ak1+1[ak1 [· · · [a2[a1

n]] · · · ]], q0)→∗
A1

(q0,
�

k1+1[ε], q0)
f(n).

(P1.2) ∀Ωk ∈ Ik, (r0, bk2+1[bk2 [· · · [b2[b1n]] · · · ]], r0)→∗
A2

(r0,
�

k2+1[ε], r0)
g(n).

(P2.1) ∆1
2}<�-$0g3G),8 D -$%b01)�3G),3@?1'*)B%b+.-/#&E{z&)B%b01)f:e-@�q!$'R3G) (q0, ε, ε)

¡
q ∈ Q1

Y
(P2.2) ∆2

2}<�-$0g3G),8 D -$%b01)�3G),3@?1'*)B%b+.-/#&E{z&)B%b01)f:e-@�q!$'R3G) (q, ε, ε)
¡
q ∈ Q2

Y
(P3.1) ∆1

2}<�-$0g3G),8 D -$%b01)�3G),3@?1'*)B%b+.-/#&E{z&)B%b01)f:e-@�q!$'R3G) (q, ε,
�

k+1 · w)
Y

(P3.2) ∆2
2}<�-$0g3G),8 D -$%b01)�3G),3@?1'*)B%b+.-/#&E{z&)B%b01)f:e-@�q!$'R3G) (r0, ε,

�
k+1 · w,~o)

Y
(P4) A1 ∩Bk2+1 = {a1} = { � k2+1}. "!$#&%�EB!$2&%R6A01a,'*!$2&%Î:=<�-/#18*!$35-/8*)

(k1+k2+1) C � � À A = ( ~N,Q, {α}, (C1, . . . , Ck1+k2+1),∆, (q0, r0))
∈ (k1 + k2 + 1) C � �Ez !$Æ �

Q = Q1 × Q2
¡�),8

Ck2+k1+1 = Ak1+1, . . . , Ck2+2 = A2
¡
Ck2+1 =

Bk2+1, . . . , C1 = B1
¡1),8

∆
)B%R8c:=< #1216A!$2 01)B%c8R'{-/2&%R678R6A!$2&%_%R#16 � -/2P8*)B%�Y

|}'{-/2&%*678R6A!$2&%bz&a,'R678*aB)B%_01)
A1

�
D !$#1'�8*!$#18 ∆1(q1, ε, w1) = (instr, p1)

¡
w1 ∈ top((k1 + 1) C �w����� � ¡ D !$#1'c8*!$#18 ~o ∈ {0, 1}| ~N | ¡r � v

∆((q1, r0), ε, w1, ~o) = (instr+k2 , (p1, r0))
¡

!$Æ�:e-\2&!$8{-/8R6A!$2
instr+k %R67+]216 �9)G�

� %*6 instr = popi

-/:A!$'*%
instr+k = popi+k� %*6 instr = pushi(a)
-/:A!$'*%

instr+k = pushi+k(a)� %*6 instr = changei(a)
-/:A!$'*%

instr+k = changei+k(a)
Y

|}'{-/2&%*678R6A!$2&%bz&a,'R678*aB)B%_01)
A2

�
D !$#1'F8*!$#18 ∆2(r, ε, w2, ~o) = (instr, r′)

¡
w2 ∈ top((k2 + 1) C �w����� � ¡ r, r′ ∈ Q2

¡�),8 D !$#1'F8*!$#&%
q1 ∈ Q1, w1 ∈ Ak1+1 · · ·A2r � v

∆((q1, r), ε, w1 · w2, ~o) = (instr, (q1, r
′))
Y



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �3@$�

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼�<3�'*!$# � !$2&%_^P#&)�:=<�-/#18*!$35-/8*)4E,6 C 01)B%{%R#&% A
)B%R8�01a,8*),'R3F67216A%R8*)]Y

Z}) �=-/678�^.#&)�:A)B%¼-/#18*!$35-/8*)B%�6721678R6e-/#g�
Ai

r
i = 1, 2

v %{!$6A),2.8�01a,8*),'R3F67216A%R8*)B% -$%*%R#1'*)�^P#&)�01),#g� 01)
8R'{-/2&%R678R6A!$2&%`0g6A%R8R672&E,8*)B%d0g#53��,3G)_8�~ D ) r 6 v %*!$2P8w672&EB!$3 D -/8R67?1:A)B%�Y s # D1D !]%*!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8�^P#}< 67:j)N�g6A%R8*)#12&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2¼01)f8�~ D ) r � v EB!$3 D -/8R67?1:A)@- � )BE(#12&)f8R'{-/2&%R678R6A!$2�01)f8 ~ D ) r � v Y& "!$#&%b- � !$2&%"-/:A!$'*%

((q, r0), w1) = ((q1, r), w
′
1 · w′

2)

D !$#1' q, q1 ∈ Q1, r ∈ Q2, w1 ∈ top((k1 + 1) C �d����� � (A1, . . . , Ak1+1))
¡
w′

1 ∈ Ak1+1 · · ·A1
¡
w′

2 ∈
top((k2 + 1) C �w����� � )(B1, . . . , Bk2+1)

Y&Z�-F%{),#1:A) D !]%*%*67?167:7678*a D !$#1'c#12&)(8*),:7:A)(a,+.-/:7678*a()B%R8

r = r0
),8

[w′
2 = a1 =

�
k2+1

!$#
w′

2 = ε]

u -/6A%�¡ D -/'d:e-4EB!$2&0g678R6A!$2 (P3.2)
¡.67:W2}< ~5-\-/#&E,#12&)b8R'{-/2&%R678R6A!$2�01)

∆2
01a,35-/'R'{-/2.8b- � )BE

(r0,
�

k2+1)
¡[01)

3��,3G)]¡ D -/' (P2.2′)
¡P67:W2}< ~y-;-/#&E,#12&)"8R'{-/2&%R678R6A!$2�01)

∆2
01a,35-/'R'{-/2.8"- � )BE

(r0, ε)
Y �Å6729-/:A),3G),2.8�¡12&!$#&%

%*!$3F3G)B%�%��1'*%�^.#&)
A
)B%*8c#12

(k1 + k2 + 1) C � � À 01a,8*),'R3F67216A%R8*)@- � )BE(EB!$3 D 8*),#1' b1 Y
��a,'R6 �9!$2&%�35-/672.8*),29-/2P8"^P#&)

((q0, r0)ak1+1[· · · a2[bk2+1[· · · [b2[b1n]] · · · ]] · · · ](q0, r0))→∗
A ((q0, r0)

�
k1+1[ε](q0, r0))

f(g(n))r �]Ð v
 "!$#&%�01aN�&216A%*%*!$2&%�:e-d�q!$2&E,8R6A!$2 D -/'R8R6A),:7:A) ϕ : (k2 + 1) C �w����� � (B1, . . . , Bk2+1)→ 1 C �d�}� � � (A1)

� a,'R6 �j-/2.8
D !$#1'c8*!$#18 ω ∈ (k2 + 1) C �d����� � (B1, . . . , Bk2+1)

ϕ(ω) = a1
n ⇔ (r0ωr0)→∗

A2
(r0
�

k2+1r0)
n !$#�?16A),2 ω = ε

),8
ϕ(ω) = ε

r `L� v
-/672&%R6=¡

ϕ(ω)
)B%*8401aN�&216A)H)N�&-$E,8*),3G),2.8 D !$#1'@E*z9-$^P#&) ω 8*),:d^.#&)

(r0ωr0)
%*)G01a,'R6 � ) r 3G![0g#1:A!

A2
v ),2

(r0
�

k2+1r0)
∗ Y

V�Ï ����Ï I%I
HNM�H1I �%H
� �$MPK ���$M��
(k1 +1) 


��QNK �5Q
T1[Ω1] �

�98
Ω1

U VjiPÇ ��QNK �\UXVWÇfiPQ"V&U�S/QRT$M 6 Toi��GQ � �=T$V �
M[VWQ;Q ��M[VWQ I QNM[SAQ ��O*O,M[K¦K*QNVjO¦Q5ioT]V I

T1 �
M �$M[K ���]M I

ω1 ∈ Dom(ϕ)
Q �
ω ∈ (k1 + 1) C �d����� �`�

I U
(q, ε, T1[ϕ(ω1)])`A1 (q′, ε, ω)

T$S �$K I � UXSÎQQP$U I ��Q ω2 ∈ Dom(ϕ)
Q ��MPV

(k1 + 1) 

��QNK �5Q

T2[Ω1] �
��QNS I p,M&Q M �$M[K ���$M��

p ∈ Q

((q, r0)T1
+k2 [ω1](p, r0))→∗

A ((q′, r0)T2
+k2 [ω2](p, r0))

Q �
T2[ϕ(ω2)] = ω

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ¼� s # D1D !]%*!$2&%_^.#&)�:e-F8R'{-/2&%R678R6A!$2¼- D1D :76A^P#&aB)()B%R8 (q, ε, w, instr, q′)
¡1E]<>)B%R8_�;0g67'*)

(q, ε, T1[ϕ(ω1)])`A1 (q′, ε, instr(T1[ϕ(ω1)]))
),8
ω = instr(T1[ϕ(ω1)])

r `�� v
 "!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%b01),#g��E�-$%�%{),:A!$2�:e- D !]%*678R6A!$2�01)f:=< 672&01a,8*),'R3F672&aB)40&-/2&% T1

�
� T I 6 4 %R6

Ω1
2}<�- D1D -/'{-��A8 D -$%`0&-/2&%w:A)B%`%R~[34?�!$:A)B%`01)b8 �,8*)"01) T1

¡g-/:A!$'*%
instr(T1)

)B%R8`01aN�&216=Y 3Î!]%*!$2&%
T2[Ω1] = instr(T1[Ω1])

Y& "!$#&%b- � !$2&%"-/:A!$'*%
ω = T2[ϕ(ω1)]

Y
3�#16A%{^.#&)

top1(T ) 6= Ω1
¡ | top(T1

+k2 [ω])| ≤ k1 + 1
¡j),8f),2 #18R67:76A%{-/2.8f:e-58R'{-/2&%R678R6A!$2�01)48 ~ D ) r � v-$%*%*![E,6AaB)(�\:e-;8R'{-/2&%R678R6A!$2 - D1D :76A^.#&aB)(0&-/2&% r `�� vfr ),8b-B~.-/2P8 D !$#1'�8*)B%R8 χ ~N

(0)
v ¡&2&!$#&%�!$?18*),2&!$2&%

((q, r0)T1
+k2 [ω1](p, r0))→A ((q′, r0)T2

+k2 [ω1](p, r0))

� T I 7 4 %R6�:=<>![EBE,#1'R'*),2&EB);01)
Ω1

- D1D -/'{-��A8"),2 8 �,8*)\01) T1
¡92&!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%�01),#g�¼%*!$#&% C E�-$%_%*),:A!$2 :A)216 � )�-/#�01)f:=< 672&%*8R'R#&E,8R6A!$2

instr
Y



�3@H` �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��

� T I 7 U 6 %R6 instr
)B%R8c01)�216 � )�-/#�%R# D a,'R6A),#1'b� �]¡&-/:A!$'*%

instr(T1)
)B%R8c01aN�&216=Y<3Î!]%{!$2&%

T2 = instr(T1)
¡

0&-/2&%wEB)�E�-$%
instr+k2(T1

+k2) = T2
+k2

),8
ω = T2[ϕ(ω1)]

Y. "!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%`��2&!$# � )�-/#H01),#g�
%{!$#&% C E�-$%�%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'b01) ϕ(ω1)

�
� T I 7 U 6 U 6 4 %*6

ϕ(ω1) = ε
¡/-/:A!$'*%�¡�),2;- D1D :76A^.#9-/2P8Î:A)B%Î8R'{-/2&%R678R6A!$2&%Å01)�8�~ D ) r � v ¡ D #16A%Î:e-c8R'{-/2&%R678R6A!$201)(8�~ D ) r � v -$%{%*!PE,6AaB)(-/#�E�-/:AE,#1: r `�� v �

((q, r0)T1
+k2 [ω1](p, r0)) →∗

A
((q, r0)T1

+k2 [ε](p, r0))

→∗
A

((q′, r0) instr+k2(T1
+k2)[ε](p, r0))

Z�)f:A),3F3G)()B%R8�01!$2&E � a,'R6 �9a D !$#1' ω2 = ε D #16A%*^P#&) T2[ϕ(ω2)] = T2[ε] = ω
Y

� T I 7 U 6 U 7 4 %R6
ϕ(ω1) = a1

n+1 ¡ n ≥ 0
¡}-/:A!$'*%�¡ D -/'(01aN�&21678R6A!$2�01) ϕ ¡�67:�)N�[6A%R8*) ω̂1 ∈ Dom(ϕ)8*),:Î^.#&)F�

(r0ω1r0)→∗
A2

(r0
�

k2+1r0)(r0ω̂1r0)
),8
ϕ(ω̂1) = a1

n


�25- D1D :76A^.#9-/2P8�:A)B%�8R'{-/2&%R678R6A!$2&%�01)`8 ~ D ) r � v ¡ D #16A%�:e-"8R'{-/2&%R678R6A!$2G01)`8 ~ D ) r � v -$%*%*![E,6AaB)c-/#GE�-/:AE,#1:r `�� v �
(q, r0)T1

+k2 [ω1](p, r0)) →∗
A1

((q, r0)T1
+k2 [

�
k2+1ω̂1](p, r0))

→∗
A1

((q′, r0) instr+k2(T1
+k2 [

�
k2+1ω̂1])(p, r0))

Z�)f:A),3F3G)()B%R8�01!$2&E � a,'R6 �9a D !$#1' ω2 =
�

k2+1ω̂1 D #16A%*^P#&) T2[ϕ(ω2)] = T2[a1
n+1] = ω

Y
� T I 7 U 7 %*6 instr

)B%R8d01)�216 � )�-/# �]¡o2&!$#&% D !]%{!$2&% T2 = T1
Y. "!$#&%w- � !$2&%c-/:A!$'*%

ω = T2[instr(ϕ(ω1))]
Y

 "!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%_),2&EB!$'*)401),#g��E�-$%�%*),:A!$2�:e- � -/:A),#1'b01)
ϕ(ω1)

�
� T I 7 U 7 U 6 4 %*6

ϕ(ω1) = ε
¡/-/:A!$'*%�¡�),2;- D1D :76A^.#9-/2P8Î:A)B%Î8R'{-/2&%R678R6A!$2&%Å01)�8�~ D ) r � v ¡ D #16A%Î:e-c8R'{-/2&%R678R6A!$201)(8�~ D ) r � v -$%{%*!PE,6AaB)(-/#�E�-/:AE,#1: r `�� v �

(q, r0)T1
+k2 [ω1](p, r0)) →∗

A1
((q, r0)T1

+k2 [ε](p, r0))

→∗
A1

((q′, r0)T1
+k2 [instr+k2(ε)](p, r0))

r 0&-/2&%fEB);E�-$%
instr = pusha1

v Y�Z})\:A),3F3G)F)B%R8"01!$2&E � a,'R6 �9a D !$#1' ω2 = instr+k2(ε) D #16A%*^P#&)
T2[ϕ(ω2)] = T2[ϕ(ε)] = ω

Y
� T I 7 U 7 U 7 4 %R6

ϕ(ω) = a1
n+1 ¡ n ≥ 0

¡g-/:A!$'*%�¡g),2�- D1D :76A^.#9-/2P8c:A)B%w8R'{-/2&%*678R6A!$2&%c01)_8 ~ D ) r � v ¡ D #16A%:e-F8R'{-/2&%R678R6A!$2�01)f8 ~ D ) r � v -$%*%*![E,6AaB)(-/#�E�-/:AE,#1: r `�� v �
(q, r0)T1

+k2 [ω1](p, r0)) →∗
A1

((q, r0)T1
+k2 [

�
k2+1ω̂1](p, r0))

→∗
A1

((q′, r0)T1
+k2 [instr+k2(

�
k2+1ω̂1)](p, r0))

Z�)f:A),3F3G)()B%R8�01!$2&E � a,'R6 �9a D !$#1' ω2 = instr+k2(
�

k2+1ω̂1) D #16A%{^.#&)
T2[ϕ(ω2)] = T2[instr(a1

n+1)] = ω.

2

 "!$#&%ca,8*),2&01!$2&%�35-/672P8*),29-/2.8_EB)�:A),3F3G)(-/#g��01a,'R6 � -/8R6A!$2&%�),2�672.8R'*![0g#16A%{-/2.8b#12&)(- D1D :76AE�-/8R6A!$2 D -/' C8R6A),:7:A)
Φ : VA → VA1

¡j01)@:=<>),2&%*),34?1:A);01)B% � -/'R6e-/?1:A)B%"01)
A
r 01aN�&216�0&-/2&% C3�B�]Y�� D -/'_:=<>aB^P#9-/8R6A!$2 r �,E vRv0&-/2&%Î:=<>),2&%*),34?1:A)d01)B% � -/'R6e-/?1:A)B%Î01)

A1
Y�3Å!$#1'Î8*!$#18

T [Ω1, . . . ,Ωn] ∈ (k1 + 1) C � � 
�� � (A1, . . . , Ak1+1)
¡

Ωi
672&01a,8*),'R3F672&aB)B%�01)f216 � )�-/# �(),8

ω1, . . . , ωn ∈ (k2 + 1) C �d����� � (B1, . . . , Bk2+1), q ∈ Q1
¡&2&!$#&%�01a C�&216A%*%*!$2&%

Φ((q, r0)T
+k2 [ω1, . . . , ωn](q′, r0)) = (qT [ϕ(ω1), . . . , ϕ(ωn)]q′)



� �<� �'���v�"-"
'� ��	*����� ����
!�`��	����"���L��������� � ���"�+� �3@9F

-/672&%R6
Φ(V )

)B%R8b01aN�&216�)N�&-$E,8*),3G),2.8 D !$#1'b:A)B% � -/'R6e-/?1:A)B% V = ((q, r0)T
+k2 [ω1, . . . , ωn](q′, r0))

8*),:7:A)B%
^P#&) D !$#1'b8*!$#18 Ωi

- D1D -/'{-/6A%*%{-/2.8�0&-/2&% T ¡ ωi ∈ Dom(ϕ)
Yj "!$#&%ba,8*),2&01!$2&%":e-;�q!$2&E,8R6A!$2

Φ
-/#g��3G!$8*%

),2 D !]%{-/2.8(�

Φ(V1V2 · · · Vm) = Φ(V1)Φ(V2) · · ·Φ(Vm)
%R6 D !$#1'c8*!$#18 i , Vi ∈ Dom(Φ)

),8
Φ(V1V2 · · · Vm)

)B%*8c672&01aN�&216�%R672&!$2}Y
V�Ï ����Ï�I
I%HNM�H1I ��H h U

U ∈ Dom(Φ)
Q �
U ′

1 ∈ VA1
∗ I �$V � ��Q,S I p,M&Q

Φ(U)→A1
U ′

1

T$S �$K I � UXSÎQQP$U I ��Q4MPV �
��� U ′ ∈ Dom(Φ)
��QNS�p,M&Q

U→∗
A U ′ & Φ(U ′) = U ′

1.

�(Ë/ÏPÌ(9jÏ � � :F%R#��G8�01) :A) � a,'R6 �9),'�0&-/2&%�:A)lE�-$%�!$Æ
U
)B%*8 '*aB0g#1678���#12&) � -/'R6e-/?1:A)]Y s # D1D !]%{!$2&%

U = (q, r0)T [ω1, ω2, . . . , ωn](q′, r0)
!$Æ

T [Ω1,Ω2, . . . ,Ωn]
)B%R8J#12

(k1 + 1) C 8*),'R3G)]¡`8*!$#&%J:A)B% ωi- D1D -/'R8R6A),212&),2.8\� Dom(ϕ)
),8
q, q′ ∈ Q1

Y s -/2&% D ),'R8*);01)\+oa,2&a,'{-/:7678*a]¡�2&!$#&% D !$# � !$2&%f%R# D1D !]%{),'�^P#&)E*z9-$^P#&)
Ωi

-$0g3G),8(#12&);#1216A^P#&)G![EBE,#1'R'*),2&EB)G0&-/2&%
T
),8 D !$#1'f8*!$#&% 1 ≤ i < j ≤ n

¡
Ωi

- D1D -/'{-��A8\�+.-/#&E*z&)@01)
Ωj
Y1 "!$#&%�%R# D1D !]%*!$2&%�^P#&)

Φ(U)→A1 U
′
1.

r `.� v
 "!$#&%�0g6A%R8R6721+]#&!$2&%b01),#g��E�-$%�¡101a D ),2&0&-/2.8*%_0g#�8�~ D )f01)f'*x,+]:A)f#18R67:76A%*a(0&-/2&%�:e-F01a,'R6 � -/8R6A!$2 r `.� v Y
� T I 6 �1Ä_x,+]:A)(01)f01aBEB!$3 D !]%*678R6A!$2}Y� ),:e-F%R67+]216 �9)4^.#&)

T = T ′ · T ′′ ),8b01!$2&E]¡&67:})N�[6A%R8*) n′ ∈ [1, n]
8*),:�^P#&)

qT [ϕ(ω1), . . . , ϕ(ωn)]q′ →A1
qT1[ϕ(ω1), . . . , ϕ(ωn′)]q′′ · q′′T2[ϕ(ωn′+1), . . . , ϕ(ωn)]q′

= U ′
1.

Àf-/2&%�EB)(E�-$%�¡ D -/'b#12&)�'*x,+]:A)(01)(01aBEB!$3 D !]%R678R6A!$2}¡ U→∗
A
U ′ - � )BE

U ′ = (q, r0)T1
+k2 [ω1, . . . , ωn′ ](q′′, r0) · (q′′, r0)T2

+k2 [ωn′+1, . . . , ωn](q′, r0)

� a,'R6 �9)f:e-FEB!$2&E,:7#&%*6A!$2�0g#�:A),3F3G)]Y
� T I 7 �1Ä_x,+]:A)(01)�8R'{-/2&%R678R6A!$2}Y
� :})N�[6A%R8*)

p ∈ Q1
),8�#12&)f672&%*8R'R#&E,8R6A!$2

instr
8*),:A%�^P#&) r `.� v %*)�'*)N�q!$'R34#1:A)5�

(q, T [ϕ(ω1), . . . , ϕ(ωn)], q′)→A1 (p, instr(T [ϕ(ω1), . . . , ϕ(ωn)]), q′)


�2´- D1D :76A^.#9-/2P8J:A)�:A),3F3G) D '*aBEBaB01),2.8�¡`67:")N�[6A%R8*) U ′ ∈ Dom(Φ)
8*),:�^P#&)

U→∗
A1

U ′ ),8 Φ(U ′) =
(p, T [ϕ(ω1), . . . , ϕ(ωn)], q′)

Y
2 "!$#&% D !$# � !$2&%�35-/672.8*),29-/2.8 D '*!$# � ),'�:e-�01a,'R6 � -/8R6A!$2 r �]Ð v YD3Å!]%*!$2&% k = k1 +k2 +1

¡$2&!$#&%�'*),35-/'*^.#&!$2&%
^P#&)]¡

Φ((q0, r0)Tk,k2+1
+k2 [bk2 [· · · b2[b1n] · · · ]](q0, r0)) = (q0Tk,k2+1[a1

g(n)]q0)

→∗
A1

(q0
�

k1+1[ε]q0)
f(g(n))



�3@9E �������"	*��
�� � �<���'��	*���"�, 
 ������	*�"
��


�2¼- D1D :76A^P#9-/2.8_678*a,'{-/8R6 � ),3G),2.8":A)�:A),3F3G) �B�]Y FgYD� �g¡&2&!$#&%b!$?18*),2&!$2&%b#12
U ′ ∈ Dom(Φ)

8*),:}^P#&)G�

((q0, r0)Tk,k2+1
+k2 [bk2 [· · · b2[b1n] · · · ]](q0, r0))→∗

A U ′ ),8 Φ(U ′) = (q0
�

k1+1[ε]q0)
f(g(n)).

u -/6A%c:e-;%*),#1:A) � -/:A),#1' D !]%*%R67?1:A) D !$#1'c#12&) D '*a C 6735-/+o) D -/' Φ
01)

(q0
�

k1+1[ε]q0)
f(g(n)) )B%*8

U ′ = ((q0, r0)
�

k1+1[ε](q0, r0))
f(g(n)),

E�-/':�
k+1[ε]

2&) D ),#18`EB!$'R'*)B% D !$2&0g'*)f�;-/#&E,#12J8*),'R3G)"%¦-/2&%w672&01a,8*),'R3F672&af01)_216 � )�-/# �]Y[Z�- D '*! D !]%R678R6A!$2�B�]Y FgYD�,EF)B%R8_01!$2&E D '*!$# � aB)]Y
2

 "!$#&%J'*aB%R#13G!$2&%�0&-/2&%J:A)�8Rz&aB!$'*x,3G)�%R#16 � -/2.8�:A)B% D '*! D 'R6Aa,8*aB%�01)�E,:A¿$8R#1'*)�01a,3G!$2P8R'*aB)B%�0&-/2&%J:e-%*)BE,8R6A!$2 �B�]Y FgY
I=J 2L6jË`� ��Ï�I
I
HNM�H�I 
�H
�


� �]MPK ���]M �

f ∈ S
~N
k+1 � k ≥ 1 � Q � ���$M��dQ,V �LUqQ,K c ∈ N �SAQ IfI M[U ��Q I

Ef
�=SAQ\i.ÇRO*T]S T$�PQFi.Q

f
� � f + c

1−X
� T MDM1T$K �LU=QNV&V�QNV � � S

~N
k+1 �I U ∀n ∈ N, f(n) ≥ c T$S �$K I f − c

1−X

T MDM1T$K �LU=QNV � �
S

~N
k+1 �S7T I MPU ��Q\i.Ç���V&U=Q:MgT$K

0 7→ c, n+ 1 7→ f(n)
T MDM1T$K �LU=QNV � �

S
~N
k+1 U6



� �]MPK ���]M ��Q IfI MPU ��Q I

f, g ∈ S
~N
k+1 �

T8S$QRO
k ≥ 1 � S T I M[U ��Q f + g

T MDM1T$K �LU=QNV � �
S

~N
k+1 U7



� �]MPK ���]M ��Q IfI MPU ��Q I

f, g ∈ S
~N
k+1 �

T8S/QRO
k ≥ 2 � S7T I M[U ��Q f � g �=SAQ:MjK ��i$M[U � �$KRi$UXVjT$UXKRQ � � T MDMgT]K �LU=QNV �

�
S

~N
k+1

Q ��M �$M[K ���$M��
f ′ ∈ S

~N
k+2 � f ′g

T MDMgT]K �LU=QNV � �
S

~N
k+2 UU



� �$M[K ���$M���Q I�I M[U ��Q I

f ∈ Sk+1
~N Q �

g ∈ Sk �
M �]MPK

k ≥ 2 � SAQ I�I M[U ��Q I f × g
�=SAQAMjK ��i$M[U �yi.Q

O �$V
S �$S M �LU �$V��yQ �
f • g ��S T I M"� I �LU �LM��LU �]V�iPQ I ÇNKNUqQ �5T MLMgT$K �LUqQNV9VWQNV � �

S
~N
k+1 U

� 
 � �]MPK ���$M���Q I M[U ��Q
g ∈ Sk �

T8S/QRO
k ≥ 2 � S7T I M[U ��Q f i.Ç1��V&U=QvM1T$K 4

f(0) = 1
Q �
f(n + 1) =∑n

m=0 f(m) · g(n−m)
��S�� UXV"S/QNK I Q\i.Q\O �$V
S �$S M �LU �$V�i.Q

1−X × f �5T MDM1T$K �LU=QNV � � Sk+1 U�


� �$MPK ���$M ��Q IGI M[U ��Q I

f ∈ Sk

Q �
g ∈ S

~N
` �

M �$M[K
k, l ≥ 2 � S7T I M[U ��Q f◦g ��S T I M[U ��QJO �	� M � I U �LU �$V��

T MDM1T$K �LU=QNV � �
S

~N
k+`−1 U�



� �$M[K ���$M��

k ≥ 2
Q ��M �$M[K ���]M � I  »I �Y� �5QFi	� ÇRp,M1T��LU �$V I K*ÇRO,M[KNKRQNV ��QyQ P MjKNU �5Ç*Q I MgT]K;i.Q I M �$S  V	�	�5Q I

ioT$V I
S

~N
k+1[X1, . . . , Xp] �

T�S/QROFO �$VWi$U �LU �$V I UXV&U �LULT$SAQ I ioT$V I
N � ���]M ��Q I �]S�M��LU �]V�T MLMgT$K �LUqQNV � � S
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∆Σu = Eu; Σ∆u = Eu− u(0)
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J � ��	��"
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( , ² �*>*>e	Q
"	���
 5 ��! ∆u ∈ Sk

J � ��	��"

Σ∆u+ u(0)

1−X
= Eu

J % !��¡��	1	��8� 5 �*� C ����!�� �"!QP Σ(∆u+u(0)) = Eu
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∆(Σu× Σv) =
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U = Σu, V = Σv

>e	��*�
u ∈ Sk1+1, v ∈ S

~N
k2+1

J � ��	��"

U◦V =

∑m=V (n)
m=0 u(m)

J % 	�� -
(∆(U◦V ))(n) =

m=V (n+1)∑

m=V (n)+1

um

°6�"	�� C 	���
¯(*	�� - 5 ��! ∑m=V (n+1)
m=V (n)+1 um

��>*>#���'�'��!�� �´2
S

~N
k1+k2+1

J
°\	Q
"	���


k = k1 + k2 +1
J i¯�

k , � L % - ��� - �*�%��� � U◦V >e!��*��
��'�"! - 	���
'�'�'�*���T!���
'�*� C ���I� ��!1
N�����Q��!1


'�*� C ��� �"!1
�J
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 5 ��!QP�(f9 ��>*�"±1
t��!8� E �1	��"±��8! FQFQJ��4J�F��4PO>e	���� � B 8 HKP

V
��>*>#���'�'��!�� �S��� ����!��8!�� �82

Sk2+1
JO°\���@��!

��!��<�8!0FQFQJ��4J�FQP�����!K34��
'�"!=�*�
(k1 + 1) , � L %

A

'�*����!1

����> E ��/e!��"
¯(*!A>*����!1


Ak1+1 ⊇ {ak1+1,
�

k1+1}!��
Ai ⊇ {ai}

>e	��*�
i ∈ [1, k1]

P#����!K34��
'�"!?�*�
(k2 + 1) , � L %

B

'�*����!1

����> E ��/`!��"

(*!?>*����!1


Bk2+1 ⊇
{bk2+1,

�
k2+1}

!��
Bi ⊇ {bi}

!������O!K3���
'�"!´�*�
(k2 + 1) , � L %

C

'�*����!1
�����> E ��/`!��"
¯(*!=>*����!1
 Ck2+1 ⊇

{ck2+1, " k2+1}
!��
Ci ⊇ {ci}

>`	��*�
i ∈ [1, k]

P
b1 = c1

� C ! - ��!1
ª!���
"!��A/*��!1
 (f9;�������"

QA 3 q0, QB, QC

P
-"E 	���
"��
U�"!���
 5 ��!<®

QB ∩QC = {r0}
(q0ak[ak−1[· · · [ak2+1

n]] · · · ]]q0) →∗
A (q0

�
k[ε]q0)

u(n) B � 4 H
(r0bk2+1[bk2 [· · · [b2[b1n]] · · · ]]r0) →∗

B
(r0
�

k2+1[ε]r0)
v(n) B ��GIH

(r0ck2+1[ck2 [· · · [c2[c1n]] · · · ]]r0) →∗
C

(r0 " k2+1[ε]r0)
V (n).

B � ��H

��¯(*���'� C ���'��	�� B ��GIHO>*�"	�� C !M�:9;!K34��
'�"!�� - !M(f9 �*��!N
'�*���"! H1, . . . ,Hv(n)

(*!
(k2+1) , 3 !��'�8!1
 C ���'�������I�V®

Hv(n+1) = bk2+1[bk2 [· · · [b2[b1n+1]] · · · ]Ωk2 ], H1 =
�

k2+1[Ωk2 ],

(r0Hi+1r0)→B (r0
�

k2+1[Ωk2 ]r0)(r0Hi[Ωk2 ]r0).°\	Q
"	���

γn = dk1+1[· · · [d2[d1

n]] · · · ] J�°R���U�*��! - 	���
'�'�'� - �'��	�� ���#����	��Q��!t2 - !�����!?(*	��*���1!=>*�"	�>e	Q
'���'��	��
FQFQJ��4J�F 8 P\��	���
<	�/*�"!���	���
S�*�

(k) , � L %
D
P\
"�*�t��!1
<����> E ��/e!��"
<(*!�>*����!1


Di ⊇ Bi ∪ Ci
P�>`	��*�@�"	��*�

i ∈ [1, k2 + 1]
P
Dk2+i ⊇ Ai

P >e	��*�
i ∈ [1, k1 + 1]

!��
Dk - 	�� �'��!��I�U��� ����!��8!�� �V��!1
N��	�� C !�����
'µ��A/e	���!1


dk
!�� ¶ k

P�!�� �:9;!���
�!��A/*��!´(f9;�������"

QD ⊇ QA× (QB ∪QC)

P�!�� �"!���(����I�V��!1
M�"±��Q��!1
V
"�*� C ���I�"!1
 C ������(*!1
´®
� y � y � n jki¡h���s r oAn �¡� p ��rK�#j o P B�� F^H
®*>e	��*�V�"	��*�

n ≥ 0

((q0, r0)dk[Tk−1,k1+1[γn]](q0, r0))→∗
D

v(n+1)∏

i=1

((q0, r0)Tk,k1+1[Hi · Tk1+1,2[a1
n]](q0, r0))

� n�v�}�p�v s r u◦v P B L ( H=®4>`	��*�U�"	��*� n ≥ 0, v(n+ 1) ≥ i ≥ 1

(q0, r0)Tk,k1+2[Hi · Tk1+1,2[a1
n]](q0, r0)→∗

D ((q0, r0) ¶ k[ε](q0, r0))
u(i+V (n)).

�6� - 	��<>e	Q
����I� B�� F^HT!�� B L ( HN��	���
¯	�/*�"!���	���
 ���#����!��8!��I�t®

(q0, r0)dk[Tk−1,k1 [γn]](q0, r0) →∗
D

v(n+1)∏

i=1

((q0, r0) ¶ k[ε](q0, r0))
u(i+V (n))

= ((q0, r0) ¶ k[ε](q0, r0))
∆(U◦V )(n)
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©ª�����&�)a��Od�cfdka��fd@g`hQiDj
k ≥ 2 l g`h�i:rK�#j U1, U2, . . . , Up

s r o�oKp ikj.r o s�� r��#jki¡r�� oqw P1, P2, . . . , Pp
s r o

x h v�� ��¦���r o s n � o ΣS
~N
k+1[X1, X2, . . . , Xp] w c1, c2, . . . , cp ∈ N

j.r v ot��p rS« x h p �tj:h p j 1 ≤ i ≤ p

Ui(n+ 1) = Pi(n,U1(n), U2(n), . . . , Up(n))
r�j
ci = Ui(0) ≤ Ui(1).

¬ v h�� o U1 ∈ ΣS
~N
k+1 l

�?���I��­�� ® ² 	����
Ui, Pi, ci

C ���'�������I�¯�:9 E µI>e	�� E ±1
"!t(4����!��<�8!QJ ² 	����
a0(n), a1(n), . . . , aq(n)

�*��!A
"�*���"!
��� �*�8�������I�¯��!1
 - 	I! � - ��!��I�"
¯(*!1
V>e	���µ�� 
��8!1


P1, P2, . . . , Pp
J

6 �O!K3���
"�"!=(*!1
V>`	���µ�� 
��8!1

Qi ∈ N[X0, . . . , Xq+p]

P*�"!���
 5 ��!QP*>`	��*�V�"	��*� i ∈ [1, p]
®

Pi(n,U1(n), U2(n), . . . , Up(n)) = Qi(a0(n), . . . , aq(n), U1(n), . . . , Up(n)).


�� �¡	��'�A�*��!A(*! �6�*��!�� , ? � -K, 
����*�'���³��>*>*��� 5 ���1!A���43$>e	���µI� 
��8!1

Qi

!K34>*�'���8!=�%�<(4�A@f���"!�� - !
Qi(X0, . . . , Xq+p)−Qi(Y0, . . . , Yq+p)


"	���
V�%� �¡	��'�8!8®
∑

k̄

1

k̄!

∂k̄Qi

(∂X0)k0 . . . (∂Xq+p)kq+p
(Y0, . . . , Yq+p) · (X0 − Y0)

k0 · · · (Xq+p − Yq+p)
kq+p ,

B � 8 H

	��
k̄ = (k1, k2, . . . , kq+p)

C ���'��!¯
"�*�N�"	���
T��!1

(q+ p) , �'�*>*��!1
U� C ! - �*��!´
"	��<�8!

k1 + k2 + . . .+ kq+p��� �¡���'��!��*�"! 	�� ��� ����!³���b(*!��Q�"�³(*!
Qi

J °\	��*���"	��*�7�8	�� 
��8!
M = Xd0

0 Xd1
1 · · ·X

dq+p

q+p

�%� (*���'� C �1!
>#���'�'��!�����!

1

k̄!

∂k̄M

(∂X0)k0 . . . (∂Xq+p)kq+p
(Y0, . . . , Yq+p),

!1
'�U��� ����!A2
(
d0

k0

)(
d1

k1

)
· · ·

(
dq+p

kq+p

)
· Y d0−k0

0 Y d1−k1
1 · · · Y dq+p−kq+p

q+p .
B ��·QH

3 	��*�"!t(*���'� C �1!=>#���'�'��!�����!

Ri,k̄ =
∂k̄Qi

(∂X0)k0 . . . (∂Xq+p)kq+p
(Y0, . . . , Yq+p)

!1
'�ª�*��! - 	��A/*���#����
"	��0�������������"!QPI� C ! -�- 	�! � - ��!�� �"
T(�����
 N
P (*!V�8	�� 
��8!1
 (*!��%���¡	��'�8! B ��·QHKP�(*	�� - PI!�����!��!=>e	Q
"
"±1(*! 5 ��!?(*!1
 - 	�! � - ��!�� �"

!�� �'��!��U��	�������� ���'���¡
?®

Ri,k̄ ∈ N[Y0, . . . , Yq+p].

� >*>*��� 5 ��	���
��%�S
'�*/�
'�'���'�*�'��	��+
'�*� C ��� �"!t���43�����(*���"!��'�<�����1!1

X0, . . . , Xq+p, Y0, . . . , Yq+p

P
Xj ← aj(n+ 1)

>e	��*�
0 ≤ j ≤ q; Xq+` ← U`(n+ 1)

>e	��*�
0 ≤ ` ≤ p,

Yj ← aj(n)
>`	��*�

0 ≤ j ≤ q; Yq+` ← U`(n)
>`	��*�

0 ≤ ` ≤ p.�
	���
U	�/*�"!���	���
A®
(∆Ui)(n+ 1) =

∑

k̄

Ri,k̄(a0(n+ 1), . . . , aq(n+ 1), U1(n), . . . , Up(n)) · (∆ā(n))k̄ · (∆Ū(n))k̄
B � ��H
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'��	��
(∆ā)k̄(n)


"���Q�*���#!8®

(∆a0)
k0(n) · · · (∆aq)

kq(n)

!��V�:9;!K34>*�"!1
"
'��	��
(∆Ū)k̄(n)


'���Q�*���#!�®

(∆U1)
kq+1(n) · · · (∆Up)

kq+p(n).

°R���U��!1
U>*�"	�>*�'�����"�1
¯(*! - ��
��'�*�"!1
�������/*����!1
¯(�����
V��!´� E �1	��"±��8!�FQFQJ��4J�F��4P#�"	��*�"!?
'�*���"!
Ri,k̄(a0(n + 1), . . . , aq(n + 1), U1(n), . . . , Up(n))

��>*>#���'�'��!�� �82
S

~N
k+1

J 
M9;� 5 �#���'��	�� B � ��H=!1
"�A(*	�� -�*��
'µ4
'�"±��8!´(*!
>`	���µ�� 
��8!1
�2 - 	I! � - ��!��I�"
U(�����
 Sk+1
P*� C ! -?- 	���(4���'��	���
V���*���'�%����!1
 Ui(1)−Ui(0) ∈ N!��U(*	�� �¯��! C ! - �"!��*�¯
"	����*�'��	��{!1
'�?®

((∆U1)(n), . . . , (∆Up)(n)).

°R���U� E �1	��"±��8!8FQFQJ��4J�F��4P4>e	���� � B 8 HKP4�"	��*�"!1
V��!1

(∆Ui)(n)

��>*>#���'�'��!��*��!��I�
2
S

~N
k+1

P - ! 5 �*�e>*�"	�� C ! 5 ��!��!1

Ui(n)

��>*>#���'�'��!��*��!�� �=2
ΣS

~N
k+1

J
2* �1
"�*�8	���
V��!1
V>*�"	�>*�'�����"�1

(*! - ��
��'�*�"!1
�(*���8	�� �'�"�1!1

(�����
 - !��'�"!A
"! - �'��	��OJ

� l�X _��������&a��fd%cfdDa�!Od
¤	
 8Vh p �Aj:h p j U ∈ ΣS

~N
k+1 w k ≥ 1 w r1j j:h p jVrK�#jki:rK� c ∈ N w

v r oªoqp ikj.r o EU z v rTs y'}"n�v�n � r�s r U �^w U+ c
1−X

z n�� h p j n �#j v r ��h�� u �"r c � } n�n���p rVj.rK�K��r �^wenqx�x4n ��jki:rK���`rK��j
�

ΣS
~N
k+1 �o iªj:h p j U(n) ≥ c n�v h�� o U − c

1−X

z o h pIo jk� n ��n �#j v rA��h�� u �"r c � j:h p jNj.rK�K�8r �7nqx�x4n ��jki:rK�#j � ΣSk+1 �o i v r���h�� u �"r U(0)
r o j oKp�x�y �qi:r p �0h p y � n�v � c w
n�v h�� o<v�n$oKp ikj.r0s y ¨ª�#i¡r x4n � 0 7→ c, n + 1 7→ U(n)

nqx�x*n �Kjki:rK�#j � ΣS
~N
k+1 l

¢ 
 8Vh p �Aj:h p o U, V ∈ ΣS
~N
k+1 w k ≥ 1 wMv�n<oKp ikj.r U + V nqx x4n ��jki¡rK��j � ΣS

~N
k+1 l

� 
 8Vh p �Aj:h p j U, V ∈ ΣS
~N
k+1 w k ≥ 2 wMv�n8oqp ikj.r U � V z v r x �~h^s p ikjVh��'s�i�� n i��"r ��nqx�x*n �Kjki:rK�#j � ΣS

~N
k+1 l

�


8Vh p �$j:h p j.r o7oKp ikj.r o U ∈ ΣS

~N
k+1 w r1j

V ∈ ΣSk w?n�� r } k ≥ 2 w=v�n oKp ikj.r U × V
z v r x �'h�s p ikjAs r

} h�� � h v¥p jki¡h�� �7nqx x4n ��jki¡rK��j � ΣS
~N
k+1 l�



8Vh p �Aj:h p j oqp iDj.r V ∈ ΣSk w nQ� r } k ≥ 2 w j.r vDv r ��p r V (0) ≥ 1 wªv�n<oKp ikj.r U s y ¨ª��i:r x4n �@«

U(0) = 1r�j
U(n + 1) =

∑n
m=0 U(m) · V (n − m)

z v � iD� � rK� o r+s r } h�� � h v¥p jkikh��)s r
1 − XV ��nqx�x4n ��jki:rK�#j �

ΣSk+1 l
£	
 8Vh p �@j:h p j.r o@oqp iDj.r o U ∈ ΣSk w V ∈ ΣS

~N
` w v�n0oqp ikj.r k, l ≥ 2 w U◦V z v�n+} h�� x h o iDjki¡h�� s r oqp iDj.r o¯�

nqx�x*n �Kjki:rK�#j � ΣS
~N
k+`−1 l

� 
 8Vh p �8j:h p j k ≥ 2 wVo i U1(n), . . . Up(n)
r o j v r � r } j.r p �0sIr oSo h v¥p jki¡h�� o s�� p � o ��o j # �8r7s�� y'��p*n jki¡h�� o� y'}�p �q�"rK�#j.r o r'� x �qiD� y r o�x4n � sIr o<x h v�� ��¦���r o s n � o ΣS

~N
k+1[X1, . . . , Xp] w@n�� r }&} hQ��s�ikjkikh�� o i���ikjki n�v r o

Ui(0), Ui(1) ∈ N w nQ� r } Ui(0) ≤ Ui(1) wNn�v h�� o U1 ∈ ΣS
~N
k+1 l

* ��>*>`!���	���
 5 ��!QP >#���T� E �1	��"±��8!SF 4 J�FQJ 4 P�>`	��*�N�"	��*�"!´
'�*���"!
U ∈ ΣSk+1

P ��!¯>*�"�1(4� - ��� P = {U(n) |
n ∈ N} ���8±���! 2³�*��!+
"�'�'� - �'�*�"! 〈N,+1, P 〉 �1µ ���I�7�*��!+� E �1	��'��!+(4� ² ! - 	���( = �"(4�"! ? 	��#��(4� 5 ��!(*� - ��(���/*��!QJ
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'�*�U��!1

���*�"	������"!1
¯
"	��I�
�'������
'>e	Q
"�1
U(�����
 - ! - ��(4�"!=>*����
V�������������:JW$X�Y6Z\[%]^[D_`Zba !Od��OdDa �ed¯g`h�ikj

S p ��rK� o rK� uKv rts r oqp iDj.r o s�� rK�#jki:rK� o � n j p �"r v o1l m?h pIo ��hQj:h�� o D(S) v � rK� 

o r�� u�v r@s r o=oKp ikj.r o (un)n≥0

s r v�n �1h��K�8rS«

un = an − bn x h p �tj:h p j n ≥ 0,

x h p �Aj:h p j.r o=oKp ikj.r o a, b ∈ S l mAh p o �`hQj:h�� o F(S) v � rK� o rK� uKv rSs r o´oqp ikj.r o (rn)n≥0
sIr v�n ��h��K��rS«

rn =
an − bn
a′n − b′n

x h p �Aj:h p j n ≥ 0,

x h p �Aj:h p j.r o=oKp ikj.r o a, b, a′, b′ ∈ S l
� l�X _�������� a�!Od��fdka �Od?g`hQi¡rK��j

u, v
s r o@oqp ikj.r o s r<��h�� u �"r o � n jki¡h����er v o s n � o F(Sk)

z:�"r o:xfl D(Sk) �x h p ��j:h p j=rK�#jki:rK�
k ≥ 3 l ¬ v h�� o<v r o<oqp iDj.r o s r���hQ� u �'r o � n jki¡h����`r v o u + v, u − v, u � v o h��#j¯s n � o

F(Sk)
z:�"r o.xfl D(Sk) �Qlg#i

v
�`r o � n ��� p�v r x4n�o�w n�v h�� o u

v

r o j y � n�v rK��rK�#jVs n � o F(Sk) l
�?���I��­�� ®�LN!<� E �1	��"±��8!+F�G�J ' J�F 8 !1
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"
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