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Introduction

Théorie des langages et des automates

Les origines de la théorie des langage se trouvent bien antérieurement aux débuts de l'in-
formatique, dans la tentative de modélisation des langues naturelles. Elle prend tout son essor
avec ’apparition des langages de programmation puisqu’elle s’avére tout a fait adaptée a leur
description et leur analyse. Outre cette application majeur, les nombreuses connections avec
divers domaines, rendent cette théorie incontournable en informatique. De plus, la richesse des
objets permettant d’aborder les langages (systémes de réécriture, grammaires, automates, ou
d’autres outils moins mécaniques tels que les théories algébriques ou la logique) font qu’elle
continue & étre étudiée pour elle-méme.

Dans les années 60, Biichi utilise les automates de mots infinis pour la résolution de pro-
blémes mathématiques en mettant en relation les langages réguliers et des formules logiques
exprimant des propriétés portant sur les entiers naturels [Biic60]. Rabin généralise les résul-
tats de Biichi & des structures munies de plusieurs relations successeurs |[Rab69|. Les liens
entre langages et logique sont depuis communément utilisés et occupent encore actuellement
une place centrale, dans des domaines trés théoriques, mais également dans des théories plus
appliquées telles que le controle et la vérification. Ainsi, méme si dans la pratique, les lan-
gages algébriques sont suffisants a la formalisation des langages de programmation, 1’étude de
langages plus complexes ouvre des voies dans divers domaines : logique, algorithmique,. ..

Langages de niveau supérieur

Le célébre linguiste Chomsky définit une hiérarchie de classes de langages sur trois ni-
veaux : le langages réguliers (reconnus par automates finis) constituent le niveau 0, le niveau 1
est formé des langages algébriques (reconnus par automates a piles) et le niveau 2 correspond
aux langages récursivement énumeérables (reconnus par machines de Turing). Bien que les lan-
gages algébriques s’avérent suffisant & reconnaitre des langages d’expressions arithmétiques ou
de formules booléennes, leurs limites apparaissent dés qu’il s’agit de modéliser des langages
faisant apparaitre des phénoménes de “copie”. Ainsi, un exemple typique de langage qui ne soit
pas algébrique est I’ensemble des mots “doublés” : w-w. Il est toutefois raisonnable d’imaginer
qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser la puissance d’une machine de Turing pour reconnaitre ce
type de langage relativement simple.
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Aho introduit dans [Aho68| les “grammaires indexées”, extensions des grammaires algé-
briques, permettant d’insérer strictement une nouvelle classe entre les algébriques et le ré-
cursivement énumérables. Ces grammaires permettent, par exemple, de générer le langage
{a"b™c™ | n > 0} qui constitue un exemple classique de langage qui ne soit pas algébrique, ou
encore le langage des mots “doublés”. I1 définit ensuite une classe équivalente d’automates :
les “nested stack automata’- [Aho69]. Les langages définis par Aho bénéficient des mémes pro-
priétés générales que les langages algébriques. Plus tard, Maslov [Mas74, Mas76|, donne un
nouveau type de grammaires beaucoup plus digeste, caractérisant les méme langages, et se
prétant naturellement & la généralisation & un niveau quelconque. Il introduit simultanément
une classe d’automate équivalente : les “multilevel stack automata”, définissant ainsi une hié-
rarchie infinie stricte de langages dont le niveau 0 est formé des langages réguliers, le niveau
1 correspond aux langages algébriques et le niveau infini est celui des langages récursivement
énumérables.

Soulignons que 1’idée de tels automates avait été une premiere fois évoquée par Greibach en
70 dans le cadre de “familles abstraites d’automates” [Gre70]. Parallélement, des grammaires
appelées “macro-grammaires”, équivalentes aux “’grammaires indexées’ de Aho sont introduites
dans [Fis68], la méme année que ces derniéres. Ces grammaires ont ensuite étés étendues en une
hiérarchie : 1a “OlI-hiérarchie”, correspondant & la hiérarchie des langages de niveaux supérieurs
définie par Maslov, et déja évoquée dans [Mas74]. Ces extensions des macro-grammaires, ainsi
que leurs liens avec les automates & piles d’ordres supérieurs furent principalement étudiées
par Damm [Dam82, DG86], puis Engelfriet [Eng83, ES84, EV86, Eng91].

Apreés une période relativement creuse, l'intérét pour les langages et automates a piles de
niveaux supérieurs s’est fortement réveillé. En 2000, Knapik, Niwinsky et Urzyczyn étudient la
logique monadique sur les arbres infinis générés par les “automates d’ordre supérieur” [KNU02],
variante épurée des automates étudiés par les précédents auteurs. Parallélement, Caucal définit
par itération de deux opérations simples sur les graphes, une hiérarchie de graphes admettant
une théorie monadique décidable. De nombreux travaux ont lié cette hiérarchie, aux graphes
de calculs des automates d’ordre supérieur [Cac03, CWO03|. Dans [FS03], les automates sont
utilisés a la résolutions de problémes logiques et combinatoires liés aux suites d’entiers naturels
et rationnels (voir aussi également la Partie VI de ce manuscrit).

Piles itérées et automates

Une pile sur un alphabet A; est une liste de symboles dans A;. Trois opérations permettent
d’utiliser une pile : la lecture du symbole de téte de pile, la suppression du symbole de téte de
pile et I’empilement d’'un symbole donné en téte de pile.

’b1‘a1‘01‘b1‘a1‘b1‘...

}

téte de pile

FiG. 1 — Une pile



Un maniére de considérer des piles sur un ensemble de symboles infini est de travailler
avec des piles de piles. Une 2-pile sur des alphabets (A7, A2) est une liste de couples (symbole
dans As, pile sur A;). Cette construction peut étre itérée autant de fois que 'on veut. En
I’appliquant k fois, nous obtenons 1’ensemble des k-piles. Une k-pile est constituée d’une liste
de couples (symbole de Ay, (k — 1)-pile sur (Ay,...,Ag_1)). La figure 2 donne la représen-
tation d’une 3-pile sur des alphabets A1, Ao, As. Les symboles de I’alphabet ¢ sont indicés par 1.

as b3 a3

Walbuf el || P2 efalb]al] || | [a]afafa] -
e A L e P P A P | e e P P P P
Walalalb]- || |2alalb]al || [2lalalalb]--

FiG. 2 — Une 3-pile :w

Les opérations généralement appliquées & une k-pile sont les suivantes :

la lecture des k symboles en téte de chaque niveau du sommet de la pile : effectuée par
I'opération top

— P'empilement d’un symbole a; au niveau ¢, avec recopie de la pile de niveau ¢ — 1 la plus

au sommet : effectué par 'opération push,,
le dépilement le téte de niveau ¢ : correspondant & l’application de pop;
le remplacement du symbole de téte de niveau 7 par une lettre a; : c’est 'opération
change,, .

Illustrons l'effet de ces différentes opérations sur notre exemple w. La liste de symboles de
téte de w est

top(w) = asaza;

I’empilement d’un symbole a; € A; a pour effet d’ajouter ce symbole au sommet de la
pile de niveau 1 la plus en téte de w. Le résultat de I'instruction push,, (w) est schématisé par
la figure 3.

a3

bs
Pafafofofal ||| 2aa[b]a] -
2lofafafal ) |2 a]a]n]a]-
afafaln] | Palalb]a] -

F1G. 3 - Résultat de push,, (w)

I’empilement d’un symbole a; € A; pour ¢ > 1 s’accompagne d'une copie de la pile de
niveau ¢ — 1 la plus en téte, comme représenté figure 4 pour I'empilement du symbole bs : 1a
1-pile de téte est recopiée en téte et le nouveau symbole de téte associé est bo.

L’application de pop; & une k-pile (pour ¢ € [1, k]) a pour effet de dépiler le premier élément
de la pile du niveau ¢ se trouvant en téte de pile, c’est a dire, de supprimer la pile de niveau



as

b2 al bl bl Ci|--

“lar[bi[bi]a] -

Plafafb]a]-

a3

“lafafaal -

Plnfafafal-

“aifar[bi] o] -

2] arfer] o]

larferfeb]-

“les o[ bi]a] -

Plafafalb] -

F1G. 4 — Résultat de push,, (w)

i — 1 située en sommet de pile. Ainsi pop; efface le premier symbole de la pile de niveau 1
la plus en téte. Le résultat de pop;(w) est représenté sur la figure 5. La figure 6 illustre le
résultat de pops(w) : la pile de niveau 2 constituant le sommet de w est entiérement effacée.

as as

bs
2t bafea] -
Plnfafafal-
larfefelb]-

Plafafb]a]--
“aiar[bi] o] -
“les [ bifa] -

?la]afalal-
2] arfer] o]
Plafafalb] -

FiG. 5 — Résultat de pop; (w)

a3

% (b2 ey Tan b [a].

“lafafaal

2 aifar[bi] o] -

2] arfer] o] -

“lerfan[bi]a] -

Plafafalb] -

F1G. 6 — Reésultat de pops(w)

Enfin, I'application de change,. pour a; € A; a pour effet de remplacer le symbole de téte
de niveau i par le nouveau symbole a;. Le résultat de I’application de change;,, a notre exemple
w est représenté sur la figure 7.

Un automate & k-piles est une machine utilisant une k-pile comme mémoire. La seule
information dont peut disposer la machine sur 1’état de sa mémoire est la liste des symboles
de sommet de pile, qu’elle obtient en interrogeant le résultat de l'application de top sur la pile
courante. Les modifications de la mémoire sont effectuées par le biais des instructions de type
push, pop et change. Le choix de l'instruction & appliquer est déterminé en fonction de 1’état
de la machine et la liste des symboles de téte de pile.

Ce sont ces automates, ainsi que diverses extensions et restrictions que nous nous proposons
d’étudier dans ce manuscrit.



as b3 a3
b2l ]| || 2 P2 e ] ba]aa] - || 7P| 2] ar] aa] aa] -

Fi1G. 7 — Résultat de change,(w)

Résumé

Les principales contributions apportées dans ce manuscrit sont de trois natures et font
respectivement l'objet des parties II, IIT et IV.

Logique

Nous proposons une étude des propriétés de la Logique du Second Ordre Monadique
(LSOM) sur la structure associée au type “piles k-itérées”. Son domaine est ’ensemble des
k-piles, et ses relations correspondent aux graphes des instructions de types push, pop et
change. Nous prouvons que cette structure admet une théorie SOM décidable, que les en-
sembles définissables (en LSOM) sont exactement les ensembles générés par un automate a
k-piles contrdle par des propriétés définissables, et que toute SOM-formule satisfiable admet
une solution définissable. Cette derniére propriété que nous nommons “propriété du Modéle
Définissable” (MD), est essentielle & I’obtention de ces résultats et n’avait, & notre connais-
sance, pas encore été explicitement étudiée.

Ces résultats sont obtenus par le biais d’une étude générale des propriétés de la logique
SOM sur des structures d’arbres étiquetés

({0,1}*, e, succy, succy, O1,...,0n)

oll SUCC; est la relation binaire “successeur par la lettre i’ et les O; sont des relations unaires
formant un étiquetage des sommets de ’arbre. Nous donnons une méthode permettant le
transfert de propriétés d’un graphe étiqueté particulier vers un tel arbre étiqueté : transfert
de la décidabilité de la théorie SOM et de la propriété MD. Nous définissons également une
classe d’automates avec oracles reconnaissant exactement les langages définissables en LSOM
dans ’arbre étiqueté.

Ces méthodes permettent donc d’obtenir de nombreux étiquetages 6, pour lesquels les
propriétés de 'arbre étiqueté par o} généralisent les résultats obtenus par Rabin sur ’arbre
simple.

Théorie des automates

Différentes classes d’automates reconnaissant les langages de niveaux supérieurs ont été
décrites au cours du temps, et ceci, sans véritables comparaisons en termes de déterminisme et
de graphe de calcul. Nous établissons les liens entre ces divers classes d’automates, ainsi qu’avec
certaines classes d’automates contrélés (i.e., dont 'application des transitions dépend d’un test
d’appartenance sur la pile courante). Toutes ces comparaisons s’appliquent également aux



classes d’automates déterministes. Nous prouvons principalement que les langages de niveau
k (i.e., reconnus par automate & k-piles non controlé) sont exactement les langages reconnus
par :

— automates & k-piles controlés par des propriétés définissable en LSOM (dans la structure
décrite précédemment)

— automates a k-piles “a instructions symétriques”, c’est a dire de type push, , et puﬁi’a, ou
mw correspond a l'instruction inverse de push, , (c’est a dire qu’elle n’est applicable
qu’au piles dont le sommet contient deux copies identiques de la méme (i — 1)-pile

— automates a (k — £)-piles dont le niveau 1 est controlé par un automate a ¢-piles déter-
ministe.

Un cas particulier du dernier point est donc que tout automate a (k + 1)-piles (déterministe)
correspond & un automate a 1-piles (déterministe) dont la pile est controlée par un automate
& k-piles déterministe.

Algorithmique

Nous proposons de résoudre des problémes algorithmiques liés aux suites de nombres entiers
et rationnels par le biais des automates a piles itérées. Nous décrivons une vaste classe de suites
d’entiers naturels “reconnus” par automates. Nous appliquons ensuite ces résultats au probléme
de décision de la théorie SOM de structures du type (N,+1, P;,...,0,), ou les P, sont des
prédicats unaires, ainsi qu’au probléme de décision de 1'égalité de deux suites de nombres
rationnels.

Plan détaillé

Nous présentons dans la premiére partie les définitions de base portant sur les k-piles et
les objets les utilisant. Nous introduisons les principales notions qui seront utilisées tout au
long de ce manuscrit ainsi que les principaux résultats connus portant sur ces notions.

Le chapitre 1.1 est dédié a la définition de piles itérées, ainsi que de diverses variantes de
cette définition. Nous introduisons également la notion d’instruction de piles et définissons
les instructions les plus courantes. Nous terminons ce chapitre en donnant une autre repré-
sentation des k-piles, sous forme de mots dans un groupe libre. Ce codage sera la base de
l’obtention de nombreux résultats de ce manuscrit. Originalement évoqué dans [Mas76], cette
représentation est également utilisée dans [Car05].

Le second chapitre présente les automates a k-piles dans le cadre plus général des ma-
chines utilisant les k-piles comme mémoire. Nous introduisons également diverses normali-
sations, ainsi qu’une extension : les automates a k-piles contrélés, consistant & conditionner
I'application des instructions par des contréles sur la pile.

Le dernier chapitre de la partie I introduit les bases de la logique du Second Ordre Mona-
dique (SOM). Nous énumeérons les résultats de base portant sur les liens entre la logique SOM
et les automates a k-piles.

Dans la seconde partie, nous étudions les ensembles de mots et de piles d’'un point de vue
logique. Nous définissons une notion étendue de régularité liée & la notion de définissabilité en
LSOM dans une structure arborescente. Initiée par les travaux de Biichi sur les mots, ’étude
des liens entre automates et logique s’est avérée étre une voie fructueuse en informatique



théorique. Un résultat essentiel obtenu de cette facon par Rabin est la décidabilité de la
théorie SOM des arbres infinis. A partir des arbres infinis, il est possible de construire des
structures plus complexes ayant une théorie SOM décidable, par 1'utilisation de théorémes de
transfert de décidabilité (par exemple le transfert d’une structure a sa tree-like structure (voir
[MS92| ou [Wal02])). C’est cette approche que nous utilisons ici afin d’étudier la logique SOM
de structures d’arbres étiquetés. Toutefois, en plus de la décidabilité nous nous intéressons aux
ensembles définissables en LSOM dans ces structures et aux classes d’automates permettant
de les reconnaitre.

Le but de cette démarche est de généraliser les différentes fagons de caractériser les langages
réguliers et particuliérement, 1'égalité entre les trois classes suivantes :

— les langages reconnus par automates finis,

— les ensembles de sommets définis par une formule SOM dans une structure arborescente

— les ensembles de 1-piles générés par des automates a piles (en considérant les 1-piles

comme des mots).

Nous identifions une extension des automates finis, ainsi que des structures d’arbres éten-
dues par des relation unaires, pour lesquelles les deux premiéres équivalences ci-dessus sont
vérifiée. Nous exhibons ensuite des sous-classes particuliéres de ces objets permettant de gé-
néraliser la troisiéme équivalence au cas des automates a k-piles.

Cette deuxiéme partie est découpée en trois chapitres. Nous définissons dans le chapitre
I1.4 une classe d’automate de mots, utilisant des oracles (i.e., ensembles de mots sur ’alphabet
d’entrée) pour tester les préfixes déja calculés des mots en entrée. Les langages reconnus par ces
automates sont ensuite reliés a la logique sur des structures d’arbres étiquetés. Cette approche
avait été utilisée dans [Tho78| pour caractériser des sous-classes des langages réguliers par
l'utilisation de oracles réguliers et pour étudier leur définissabilité en Logique du Premier
Ordre sur des structures de mots étendues. Toutefois, la définition d’automates avec oracles
testant les préfixes n’apparait pas explicitement, puisque les oracles réguliers peuvent étre
simulés par produit direct d’automates finis.

Nous utilisons ensuite ces liens afin de transférer des propriétés & une structure d’arbre,
a partir de sa “structure image” par un morphisme. Etant donnés un alphabet fini A, un
morphisme de monoide p : A* — M surjectif et une structure relationnelle S sur A*. La
structure image u(S) de S a pour domaine M et ses relations sont les images par p des
relations de S. En utilisant la théorie deg Jeux pour lier logique et automates, nous prouvons
deux théorémes de transferts de p(T(A)?) vers T(A)? (Varbre infini de domaine A* étiqueté
par un nombre fini de relations O;) et procédons a une étude “structurelle” des ensembles

SOM-définissables dans T(A).
Sous I’hypothése que chaque O; est 'image inverse par p d’un sous-ensemble du monoide
M, nous obtenons les principaux résultats suivants :
— transfert de la décidabilité (théoréme 4.3.17) : si u(T(A)?) a une SOM-théorie décidable,
alors T(A)? a une SOM-théorie décidable.
— transfert de la propriété du Modéle Définissable (théoréme 4.3.19) : sous une condition
sur 1, si p(T(A)9) vérifie la propriété du Modele Définissable (MD), alors T(A)© vérifie
également MD. Cette propriété assure a une structure S que toute formule satisfiable

admet au moins un modéle SOM-définissable dans S (voir définition 3.1.2).
— structure des définissables (théoréme 4.3.20) : sous la méme condition sur pu, et si

1(T(A)°) satisfait MD, alors un ensemble est SOM-définissable dans T(A)? ssi il est



reconnu par un automate fini utilisant uniquement des oracles de la forme px~1(D) ou
D est SOM-définissable dans p(T(A)?). (Ainsi chaque oracle teste une propriété SOM-

définissable dans p(T(A)?), sur I'image par u des préfixes des mots en entrée).

Il existe différentes classes de prédicats unaires P conduisant & une structure (N, +1, P)
dont la théorie SOM est décidable (voir [ER66, CT02, FS03|, ainsi que la partie VI). Une
application immédiate du premier théoréme de transfert est que pour un tel prédicat, la
structure T(A4)!7 ™" admet une SOM-théorie décidable (ot |P|7! est ’ensemble des mots sur
A* dont la longueur satisfait P)

En appliquant les théorémes ci-dessus, nous obtenons des classes de langages admettant
deux caractérisations équivalentes : comme langages reconnus par automates & oracles, et
comme ensembles SOM-définissables dans une structure d’arbre étiqueté. Ces caractérisations
généralisent celles des langages réguliers.

Nous étendons finalement la troisiéme caractérisation des langages réguliers (comme en-
sembles de mots de piles) aux piles itérées. Dans le chapitre I1.5, nous appliquons itérativement
les trois théorémes sur une famille de structures (Px)r>1 ayant pour domaine le langage de
mots Py. Ce langage correspond au codage des k-piles défini dans la partie 1.

Dans le chapitre I1.6, nous appliquons ces résultats aux piles itérées. La structure Py est
SOM-équivalente a la structure Pilex dont le domaine est I’ensemble des k-piles et dont les
relations sont celles induites par les instructions de piles push, pop et change. Ceci permet de
définir une classe de langages dans P pouvant étre exprimée de trois maniére équivalentes
(théoréme 6.2.7) :

— comme langages reconnus par automates finis avec oracles

— comme codage d’ensembles de k-piles définis par SOM-formules dans Piley

— comme codage des ensembles de k-piles générés par automate de niveau k controlé.
Nous prouvons de plus que Piley satisfait la propriété du Modéle Définissable et admet une
SOM-théorie décidable (théoréme 6.2.1 ). Le résultat portant sur la décidabilité avait déja été
prouvé dans [FS03] en utilisant le théoréme de transfert prouvé dans [Wal02].

Une notion de “régularité” sur les ensembles de piles itérées a également été définie dans
[Car05], par le biais d’une forme normale générale. En utilisant les liens forts (voir [CW03])
existant entre la hiérarchie de graphes dite “de Caucal” ([Cau96]) et la classe des graphes
de calculs des automates & k-piles, il y est également donné une preuve de 1’égalité entre les
ensembles définissables de k-piles, et ceux répondant & cette normalisation. Les liens entre ces
deux travaux disjoints mettent en évidence le fait que la notion choisie d’ensemble “réguliers”
de piles itérées semble étre la plus adéquate & la généralisation de la notion d’ensembles régu-
liers.

Ces résultats sont utilisés dans la partie ITI, pour se recentrer sur la théorie des langages et
des automates. Cette partie vise essentiellement & identifier clairement les différentes classes
d’automates permettant de reconnaitre les langages de niveau k . Elle consiste donc en compa-
raison de classes d’automates et en applications de ces résultats. Nous introduisons pour cela
la notion de simulation déterministe d’'un automate par un autre. Cette notion, présentée dans
le chapitre IT1.7, permet de préserver de nombreuses propriétés des automates. En particulier,
deux classes d’automates en relation par simulation déterministe reconnaissent la méme classe
de langage, et admettent la méme classe de langages déterministes. Toutes les équivalences
prouvées dans cette partie sont des équivalences pour cette relation.



Le chapitre II1.8 est consacré a la preuve de I’équivalence entre les automates & k-piles
et différentes restrictions de cette classe. En particulier, une restriction courante consiste &
utiliser des automates dont les alphabets de piles de niveaux supérieurs & 1 sont réduits a
un seul élément. Il est communément admis que ces automates reconnaissent également les
langages de niveau k, toutefois, & notre connaissance, aucune preuve compléte de ce résultat n’a
jamais été publiée. Nous établissons que cette classe d’automate est équivalente, par simulation
déterministe, a celle des automates & k-piles, et étendons ce résultat au cas des automates
controlés. Nous prouvons également que la classe d’équivalence est conservée si on supprime
I'utilisation de I’instruction change consistant & échanger un symbole en téte de pile. Tous ces
résultats sont résumés dans le théoréme 8.2.4.

Nous étudions dans le chapitre II1.9 ’apport de 1'utilisation de contréleurs sur les piles.
Les controles permettent de restreindre 1’application des transitions selon ’appartenance de
la pile courante & un nombre fini d’ensembles de piles itérées. Nous prouvons principalement
I’équivalence entre les automates a k-piles non controlés et les classes d’automates suivantes :

— automates & k-piles controles par des ensembles “réguliers” de k-piles, c¢’est-a-dire, SOM-
définissables dans la structure Piley associée au type de donnée “k-piles” (théoréme
9.3.7)

— automates a instructions “symétriques”, c’est-a-dire tels que les instructions pop; sont
remplacées par des instruction push, symétriques des instruction push,, : le dépilement
n’est autorisé que si la téte de pile de niveau 7 est a; et les deux piles de niveau ¢ — 1 au
sommet de pile sont identiques (théoréme 9.3.8).

— automates & 1-piles contrélés par des ensembles de mots tous reconnaissables par un
méme automate a (k—1)-piles déterministe (pour des états finaux différents) (théoréme
9.3.11).

Le dernier chapitre est constitué d’applications de ces résultats. Nous décrivons tout
d’abord diverses applications en théorie des langages, & la résolution de problémes de recon-
naissabilité et de décision. Nous donnons également une nouvelle caractérisation des langages
de niveau & (théoréme 10.1.3), comme projection de langages k-réguliers (i.e., de codages sous
forme de mots d’ensembles “réguliers” de k-piles).

Nous exhibons ensuite un générateur du codne rationnel principal formé par la classe des
langages de niveau k. Enfin, nous étudions les jeux de parité joués dans le graphe de calcul
d’un automate a piles itérées. Nous prouvons qu’il est possible de décider du gagnant d’un tel
jeu et qu’il existe une stratégie pour le gagnant calculée par un automate a piles itérées. Ces
derniers résultats ont déja été établis de maniére efficace dans [Cac03].

Dans la derniére partie, nous développons une approche de 1’étude de suites de nombres
par le biais d’automates a k-piles.

Nous définissons tout d’abord la classe S des suites “calculées” par automates a k-piles
déterministe. Nous donnons un grand nombre de familles de suites ainsi calculées (par exemple,
le niveau 2 contient les suites rationnelles d’entiers (voir [BR88])), et prouvons que la classe
Sy est close par de nombreuses opérations élémentaires, ainsi que par des opérations plus
complexes telles que la résolution de systémes d’équations polynomiales & coefficients dans
des classes de suites (le théoréme 11.5.19 résume ces propriétés de cloture). Nous fournissons
ainsi un grand nombre d’exemples de langages de niveau k.

Nous appliquons ensuite ces résultats & la résolutions de problémes d’arithmétiques. Nous
définissons une hiérarchie de classes de suites d’entiers, construite & partir de (Sy)x>0, et bé-
néficiant de la plupart de ses propriétés de cloture (théoreme 13.2.14). Nous prouvons que



pour toute suite s de cette nouvelle classe, la théorie du Second Ordre Monadique de la struc-
ture (N, +1, s(N)) est décidable (théoréme 13.1.6). Cette classe contient par exemple les suites
(n|v/n])nen et (n|logn|)nen. Nous apportons ainsi une nouvelle méthode pour la résolution
des problémes de ce type, déja étudiés par exemple dans [ER66, Sie70, Sem84, Mae99, CT02].
Cette résultats se généralisent également au cas de structures admettant plusieurs prédicats
emboités comme par exemple (N, +1,{n*},50, {n¥1%2},50, ..., {nF1Fm}, o) ot les k; sont
des entiers positifs.

Nous achevons ce manuscrit en introduisant une large classe F(Sy) de suites de nombres
rationnels, également close par de nombreuses opérations. Le niveau 3, par exemple, contient
les suites de rationnels dites “P-récurrentes”, correspondant aux séries formelles D-finies (voir
[Sta80] pour un survol). Nous prouvons que pour les suites dans F(Sy), le probléme de savoir
si deux suites sont égales se réduit au probléme de I’équivalence de deux automates & k-piles
déterministes.

Ceci établit un pont entre les problémes algorithmiques sur les suites (traités dans [PWZ96],
par exemple) et les problémes de décision sur les automates (traités dans [Sén02], par exemple).
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PRELIMINAIRES 3

Cette partie introduit les notations et définitions de base qui seront fréquemment utilisées
au cours de ce document.

0.1 Mots

Monoide libre

Etant donné un ensemble fini A (appelé alphabet), un mot sur A est une séquence finie et
possiblement vide a; - - - a,, de lettres de A. Un langage est un ensemble de mots. Le langages
contenant tous les mots sur 'alphabets A est noté A*. L’ensemble A* peut-étre muni d’une loi
interne appelée produit de concaténation lui conférant une structure de monoide libre. Si
u=aj---a, et v=>by---b, sont deux mots de A*, la concaténation de u et v est notée u - v
(ou simplement uv) et désigne le mot ay - - - anby - - - by,. Le mot vide est noté ¢ et correspond
a I’élément neutre de ce monoide.

Pour un mot donné u € A*, la longueur de u est désignée par |u|, et pour tout n > 0,
I’ensemble des mots sur A de longueur n est A™. Pour deux mots « et v, nous notons u < v
si uw est un préfixe de v, c’est & dire si il existe un mot w tel que uw = v. L’image miroir d’un
motu=aj---a,estu=a,---ai.

Groupe libre

Afin d’obtenir une structure de groupe sur les mots, nous associons & chaque lettre a d'un
alphabet A, un symbole inverse noté a et n’appartenant pas a A. Notons AAl’ensemble des
éléments inverses de A et A I'alphabet formé de A et de ses lettres inverses : A = AU A.

Nous étendons maintenant la notion d’inverse aux mots. L’inverse d’un mot u € A*
est noté u et est obtenu en transformant chaque lettre de u en son inverse, puis en prenant
I'image miroir de ce mot. Formellement, si v = a1 - - - a,, € A*, alors @ = b, - - - by ol pour tout
i€ [l,n]:

— sia; € A, alors b; = az,

—sia; =a€ A, alors b; = a.

L’ensemble A* peut étre muni d’une loi interne lui conférant une structure de groupe. Pour
cela, considérons le systéme semi-thuien S = {(aa,¢), (aa,¢)}.

Nous dirons qu’un mot de A* est réduit, si il est S-réduit (i.e., on ne peut plus lui
appliquer aucune réduction de S). Comme S est confluent et noetherien, chaque mot w € A
est équivalent (mod «<%) & un unique mot réduit que nous noterons p(w). Le groupe libre
(F(A),1,e) est le quotient A*/ —%. Nous désignons par Irr(A) 'ensemble des mots réduits de
A*. Les mots composants Irr(A) ne possédent donc aucune occurence de la forme aa ou aa.

Le plus souvent, nous ne considérons que les représentants réduits de F'(A) et nous utili-
serons donc indifferemment les éléments de F'(A) et ceux de Irr(A). De méme, le produit e
est étendu implicitement aux éléments de Irr(A) et (Irr(A), o, £) forme donc un groupe. Si u
et v appartiennent & Irr(A), le produit v e v correspond a la réduction de la concaténation de
u avec v : uev = p(uv).
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0.2 Fonctions

Extensions

Soit f : E — F une fonction quelconque. Nous étendrons systématiquement (et implicite-
ment) f aux éléments des différents types suivants :

— aux sous-ensembles de E : si S C FE, alors f(S)={f(e) |e € S}

— aux ensembles de sous-ensembles de F : si P est inclus dans les parties de FE, alors

f(P)=A{f(5)| 5 e P}

— aux vecteurs d’éléments de E : si ¥ = (eq,...,e,), avec chaque ¢; € E, alors
F@) = (fler), - flen)), )
— aux vecteurs de sous-ensembles de E :si V = (S1,...,5,), et chaque S; C E, alors

FV) = (£(S1), .-, F(Sn), o
— aux ensembles de vecteurs de sous-ensembles de E : f(P) = {f(V) |V € P},

Projections

Pour tous entiers 4, j, n, avec 0 < i < j < n, et tout vecteur d’éléments (ay,...,a,), nous
notons

m(al,. .. ,an) = a,; et m...j(al, . ,an) = (ai,. .. ,aj)

Etant donnés deux alphabets B et A avec B C A, la projection 7 : A* — B* désigne le
morphisme consistant & supprimer d’un mot toutes les lettres qui n’appartiennent pas a B :
Va € A, mp(a) =asia € B et mp(a) = ¢ sinon.

Vecteur caractéristique

Soit E un ensemble et S = (S1,...,5,) un vecteur de sous-ensembles de E. Pour tout
e € E, le vecteur caractéristique de e dans S est un vecteur booléen x g(e) de taille n indiquant
'appartenance de e & chacun des S; : xg(e) = (b1,...,b,) ot Vi, b; = 1 ssi e € S;.

0.3 Graphes

Un graphe (orienté) est la donnée d’un ensemble V' de sommets et d’un ensemble £ C VxV
d’arcs liant ces sommets :

Gg=(V,E)

Les arcs d’un graphes peuvent étre étiquetés par les éléments d'un ensemble 3. Dans ce
cas, la relation F est indicée par les éléments de . Un graphe étiqueté sur X est donc la
donnée d’un ensemble V' de sommets et d’une famille indicée par 3, de relations binaires sur
V.

g= (‘/7 (Ea)an)

0.4 Arbres et foréts

Soient ¥ et A deux alphabets finis et P C A* un langage clos par préfixe (i.e., si P contient
un mot w, alors il contient également tous ses préfixes). Un arbre de domaine P étiqueté par
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Y. est une fonction totale t : P — Y. Une foret est une ensemble d’arbres. La forét contenant
tous les arbres de domaine P étiquetés sur 3 est noté P-Arbre(X).
Nous utiliserons deux types d’opérations sur les arbres et foréts :

Restriction : La restriction d’un arbre t € A*-Arbre(X), & un domaine P clos par préfixe
est un P-arbre(X) noté ¢ p.

Cette restriction s’applique également aux foréts. Si F' C A*-Arbre(X), alors Fip est 'en-
semble des arbres ¢|p pour ¢ € F'.

Produit : Soient t; € P-Arbre(3;) et to € P-Arbre(X2), le produit (cartésien) de t; et to est
Parbre t1"ty de P-Arbre(X; x X5) vérifiant Vu € P,

ti ta(u) = (t1(u), t2(u))
Cette définition se généralise naturellement aux foréts :
si F1, F» C P-Arbre(X), alors Fy " Fy = {t1 ta| t1 € Fi, ty € Fo}.
Arbre caractéristique

Etant donné un alphabet fini A et 0= (O1,...,0p,), O; C A* Varbre caractéristique de
O est le A*-arbre({0,1}™) noté T(A)C et défini Vu € A* par T(A)°(u) = X5 (u)-
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Premiére partie

Structures a piles itérées






Chapitre 1
Piles k-1térées

Les piles itérées sont des structures de mémoire construites itérativement. Originellement
définies par [Gre70] dans le cadre général de Familles abstraites d’automates, ces structures
ont déja été étudiées sous diverses versions et par de nombreux auteurs. Bien que la plupart
des définitions récemment étudiés soient restrictives, nous choisissons ici la description la plus
générale, que nous comparerons en détail aux autres définitions.

Nous débutons ce chapitre en fixant la notion de pile k-itérée (ou k-pile) et en définissant
les outils qui nous permettrons de manipuler ces objets. Les autres versions existantes de
structures de mémoire itérées sont ensuite introduites comme des restrictions, a isomorphisme
preés, de notre notion de k-pile. Nous définissons ensuite un type particulier de fonctions s’ap-
pliquant aux k-piles : les instructions de piles. Nous présentons les instructions habituellement
utilisées, ainsi que d’autres instructions moins communes mais se prétant assez naturellement
4 I’étude et & la manipulation des k-piles. Pour terminer, nous donnons une représentation
linéaire des k-piles sous forme de mots dans un groupe libre.

1.1 Définitions - Représentation

Une classe 2 d’alphabets de piles est un ensemble au plus dénombrable de suites (Ag)ir>0
d’alphabets vérifiant

— Ap=10

— Vi # j, les ensembles A; et A; sont disjoints.
Pour tout ce manuscrit, nous supposons fixée une classe 2 d’alphabets de piles suffisamment
grande pour contenir tous les alphabets dont nous aurons besoin. Toute suite suite (A)r>0
d’alphabets de piles que nous utiliserons sera considérée implicitement comme appartenant 3

2A.
Soit (Ag)x>0 une suite d’alphabets de piles. Pour tout & > 0, 'ensemble k-Pile(A1, ..., Ag)
des piles k-itérées sur (Ay)i>o est définie inductivement par :

0-Pile = {1}
(k’ + 1)—Pi|e(A1, cee 7Ak+l) = (A]H_l[k‘—Pile(Al, ce ,Ak)])* 1 [k:—PiIe(Al, ce ,Ak)],

ou L est le symbole de fond de pile et n’appartient & aucun des A;.
Par exemple ag[aj[L]by[L] L [L]]b2[b1][L] L [L]] L [L [L]] est une 2-pile.

9
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CHAPITRE 1. PILES k-ITEREES

Notations

1.

La classe des piles itérées est noté it-Pile et désigne 1"union pour (Ay);>0 € A et k> 0 de
tous les k-Pile(A1,..., A). Si (A¢)r>o est fixé, it-Pile(Ay,..., Ag,...) est la restriction
de it-Pile() aux piles définies sur (Ay)s>o.

. Nous appelons k-atome tout élément ajw] ot w € (k — 1)-Pile et a € Ay U {L}.

3. Nous notons A I’ensemble A U {L1}.

4. Le symbole de fond de pile peut étre n’importe quelle lettre n’appartenant pas aux

alphabets de piles. Lorsqu’il est nécessaire de préciser le symbole utilisé, nous notons
k-Pilet (Aq, ..., A}) (sile symbole est 1).

. La pile vide de niveau k, est notée L, et correspond & la k-pile ne contenant que le

symbole 1 :
lo=l et Lpp1=1 [J_k]

. L’ensemble des piles itérées sur les alphabets (Aj)k>0 est noté it-Pile(A;, ..., Ag,...) et

désigne 'union de tous les k-Pile(Aq, ..., Ag), pour k > 0.

Toute 1-Pile est de la forme a;[L]as[L]--ay[L] L [L], n > 0. Toutefois, nous représente-
rons (abusivement), une telle 1-pile par le mot a; - - - a,, L. Nous appliquerons également
cette simplification aux 1-piles apparaissant au sein d’une k-pile (voir exemple ci-aprés).

. Par définition, tout w dans (k + 1)-Pile, & > 0, admet une unique décomposition de la

forme
w = afw;]w’

ol wy € k-Pile, ' € (k4 1)-PileU{e}, a € A1 U{L} et [a =L ssiw' =¢].

Exemple 1.1.1. Soit A1 = {al}, A2 = {ag,bQ}, A3 = {ag},

Wer = aglagfaiar Llbolay L] Lo] L [ag]a; L]as[Ll] Lo] € 3-Pile(Aq, Ag, As).
Sa décomposition est we, = alwr]w’ avec
a = as, w = aglaja; L)bslay L] Ly et ' =1 [agla; L]ag[Ll] Lo].

Toute k-pile peut-étre représentée par une suite d’arbres planaires complets de hauteur &
et dont les noeuds de profondeur 7 sont étiquetés par des lettres de A; U {L}.
La figure 8 illustre la représentation planaire de la 3-pile donnée dans l’'exemple 1.1.1.

ay ay il ap 1 1 1

aq 1 1
0

O a O by 1 O a Qa OL

O
as

Fi1G. 8 — Représentation planaire de la 3-pile we,

—O

Trois applications seront fréquemment utilisées pour la description et la manipulation
des piles itérées :
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— la projection p;, associant & toute pile w, I’élément de i-Pile du sommet de w.

— la fonction de lecture mot;, associant & toute it-pile w, I'image miroir du mot de A
apparaissant dans projection de w dans i-Pile

— la fonction top, lisant la liste des symboles en téte de chaque niveau.

Définition 1.1.2 (Projection). L’application projetant une k-pile sur sa i-pile de sommet
de pile est py; : k-Pile(Ay, ..., Ay) — i-Pile(Ay, ..., 4;), 0 < i <k, et vérifie Vw = alw]w’ €
k-Pile :

B pk,k(w) =uw,

— Ppi(w) = pp_yi(wr) sil <i<k—1.
Plus généralement, la fonction p; : it-Pile — i-Pile est définie pour tout w € k-Pile, kK >0 :

pi(w) = pyi(w) si k> i et p;(w) est indéfini sinon.

Sur la représentation planaire de w, p,;(w) correspond a la suite des sous-arbres du noeud
de niveau ¢ + 1 le plus & gauche.

Exemple 1.1.3. Soit we, la 3-pile donnée exemple 1.1.1 :
p?,(wex) = Wez, p2(wex) = az [alal J—]b2 [al J—] 1o et pl(wex) =aja; L.

Définition 1.1.4 (Mot de niveau ¢). La fonction associant & toute k-pile, l’image miroir du
mot de A} apparaissant dans la proction au niveau i de la pile est moty, ; : k-Pile(Ay, ..., Ay) —
A, 0 <i <k et vérifie Vw = apfwy] - - a1[wi] L [wo] € k-Pile, n >0 :

- motg x(w) = a1+ an

— moty ;(w) = moty_y ;(wy) si1 <i < k—1.
Plus généralement, définissons lapplication mot; : it-Pile(Ay, ..., Ak, ...) — AY, i > 1, telle
que pour tout w € k-Pile, k >0 :

mot;(w) = moty ;(w) si k > ¢ et mot;(w) = ¢ sinon.

Sur la représentation planaire de w, mot;(w) correspond & la lecture de droite a gauche,
des étiquettes des fils du noeud de niveau ¢ + 1 le plus a gauche.

Exemple 1.1.5. Soit wey, la 3-pile donnée dans l'ezemple 1.1.1.
mots(wez) = ag, Mote(wWeyz) = baag, Moty (wey) = aras.
La figure 9 montre les résultats obtenus en appliquant les fonctions p, et mot; & la 3

repésentée par la figure 8.

pi(w) e
!

Ay

mot; (w) { Oa; Qa; |OL O\ali}L TL Q\al/QL OL c‘u
O

moty(w) —é{@ a é ba j '
mots(w) \<Oa3 Ol

FiG. 9 — Les fonctions mot; et p; appliquées & wey
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Remarque 1.1.6. Dans la définition de mot;, nous choisissons de considérer l’image miroir
du mot de pile de niveau i pour représenter facilement le résultat de [’empilement d’un mot au
nweay . S1u = ay - an, alors l'application successive des instructions push; , ,push; ,.,...,
push; , & une pile w donne une pile W' vérifiant : le prefize de mot;(w') est u. Rapellons que

traditionellement, un automate lit les mots en entrée de la droite vers la gauche.

Définition 1.1.7 (Symboles de téte). L’application associant & toute k-pile, k > 1, la
liste de ses k symboles de téte est top : k-Pile(Aq, ..., Ay) — Ayt - Ayt, définie pour tous
wy € (k—1)-Pile, w € k-PileU {e} et a € A, U{L} par

- top(aw) =a, si k=1

- top(afwi|w) = a - top(w1), si k > 2.

Sur la représentation planaire de w, top,;(w) correspond a la lecture, de bas en haut des
I’étiquettes les plus a gauche de chaque niveau. Nous notons V1 < i < j < k, top;(w) = a; et
top;...;(w) = a; - - - aj.

Exemple 1.1.8. Soit we, la 3-pile donnée dans ’exemple 1.1.1 :
top(wez) = asaza1, tops(wez) = as, topy(wey) = ag et top; (wey) = a1.

1.2 Quelques variantes

Nous présentons ici les variantes existantes de la notion de structures de mémoire itérées.
Toutes ces notions admettent une représentation planaire sous forme de suite d’arbres mais
différent dans la forme des arbres ou dans la maniére de les étiqueter. Ces différentes définitions
correspondent (& isomorphisme prés) a des sous-classes remarquables de I’ensemble des piles
itérées.

1.2.1 Piles sans fond de piles

Une premiére version légérement plus simple consiste & utiliser le méme type de structures
que k-Pile mais sans utiliser de fond de piles (voir [Mas76, DG86, FS03]). Au niveau k, de
tels objets peuvent donc étre représenté par des suites finis d’arbres de hauteur k& mais non
nécessairement complets. L’utilisation de fonds de piles permet ’existence de piles dont les
niveaux supérieurs sont vides, mais pas les niveaux inférieurs, comme par exemple | [a1b; L].

Considérons la restriction k-NPile de k-Pile composé de toutes les k-piles telles que chaque
occurrence du symbole L au niveau i, fait partie d’une occurrence de ;. L’ensemble k-NPile
est défini pour toute suite d’alphabets de piles (A¢)¢>0, par

— 0-NPile =L

- (k + 1)—NPiIe(A1, ‘e 7Ak+1) = (Ak+1[k—NPi|e(A1, e ,Ak)])* J_k+1
Par exemple w = ag[Lo]bslaz[a; L] Lo] L3 est une 3-Npile mais I'exemple donné ci-dessus
n’en est pas une.

La classe k-NPile est isomorphe a celles étudiées dans [Mas76, DG86, FS03] et décrit une
restriction trés importante de k-Pile car elle peut étre munie d’une structure de monoide libre
engendré par ’alphabet infini formé de tous les k-atomes. En effet, 1a position fixe des symboles
1 permet de définir un produit de concaténation sur k-NPile : si w = w1 L et ' = wi’ L
sont deux éléments de k-NPile, alors le produit w - w’ désigne la pile wy - wy’- 1} appartenant
a k-NPile. Remarquons que 1-Pile(4;) = 1-NPile(A;) et peut donc toujours étre muni d'un
produit de concaténation.
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1.2.2 Piles “d’ordre supérieur”

La définition la plus restrictive, et en méme temps, la plus utilisée récemment (voir par
exemple [KNU02, Cac03, CWO03]) est celle de “piles d’ordre supérieur” (POS). Une 1-POS
sur un alphabet A est une liste [ay,...,a;] d’éléments de A et une (k + 1)-POS est une liste
[wi,...,wk| de k-POS. Toute pile dans k-POS peut donc étre représentée par une suite d’arbres
planaires de hauteur k, complets, et étiquetés uniquement aux feuilles.

La classe k-POS(A) n’est donc pas incluse dans k-Pile, mais est isomorphe & toute classe
k-Pile(A, Ag, ..., Ag), pour Ag, ..., Ay réduits & un unique élément.

1.3 Instructions de piles

Soit (Ag)k>0 un alphabet de piles. Une instruction sur (Ay);>0 est une fonction (partielle)
de it-Pile((Ag)k>0) dans it-Pile((Ax)r>0) telle que 'application de I'instruction & une pile laisse
stable son niveau : pour tout w € k-Pile(Ay,..., Ax), k > 0, instr(w) € k-Pile(Aq, ..., Ag).
L’instruction la plus simple est I'instruction stay définie pour tout w € it-Pile par stay (w) = w.

Une instruction de niveau i (ou i-instruction) est une instruction qui ne modifie pas
les niveaux supérieurs & ¢ des piles auxquelles elle est appliquée. Si instr est une i-instruction,
alors :

— pour tout w = afw;]w’ € k-Pile avec k > i, instr(w) = alinstr(w;)]w

— pour tout w € k-Pile avec k < i, instr(w) = w.

Une k-instruction est donc complétement définie par sa restriction & k-Pile.

/

1.3.1 Classes d’instructions

Nous formalisons maintenant la notion de classes d’instructions permettant d’obtenir des
familles “indépendantes” des alphabets de piles choisis. Définissons tout d’abord la notion
d’application compatible. Soient (Ag)r>0 et (Bg)r>0 des alphabets de piles. Une application
compatible de (Ay),>0 dans (By)r>0 est une application 5 : (JysoAr — Up>o Br laissant
stables les niveaux des alphabets : pour tout k > 0, 3(4;) C By. -

Une telle application peut-étre étendue aux piles en 3 : it-Pile((Ax)r>0) — it-Pile((Bg)k>0) :
de la fagon suivante : pour tout w € k-Pile(Aq, ..., Ag),

— siw =1y alors f(w) =L

- si w = afw|w’, alors B(w) = B(a)[B(w1)]B(W)

Une classe d’instructions est une famille J d’instructions de piles (définies sur les suites
alphabets de la classe 2 fixée au début de ce chapitre) et vérifiant les propriétés suivantes :

— pour tout (Ag)r>0 € 2, linstruction stay : it-Pile((Ax)x>0) — it-Pile((Ax)r>0) appar-
tient & 7,

— pour tous alphabets (Ag)r>0 et (Bgk)r>0 dans 2 et toute injection compatible [ :
(Ar)k>0 — (Bk)k>0, pour toute instruction instr € J sur (Ag)g>o, il existe instrg € J,
instruction sur (By),>0 telle que Vw € it-Pile((Aj)r>0), B(instr(w)) = instrg(w).

Pour tout (Ag)k>0, nous notons J((Ag)r>0) la restriction de J aux instructions définies sur
(Ar)k>0-

1.3.2 Instructions classiques

Soit k > 1. Trois types d’instructions de niveau k sont généralement applicables aux it-
piles :
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— la suppression du sommet de pile de niveau k
— I'empilement d’un symbole au niveau k avec copie du sommet de pile de niveau k — 1
— I’échange du symbole de sommet de pile de niveau k
Nous présentons ici ces trois d’instructions, ainsi qu’une quatriéme, moins fréquemment utili-
sée, correspondant & 'instruction inverse de ’empilement.

Définition 1.3.1. Soit (A¢)e>0 une suite d’alphabets de piles et k > 1. Les instructions
classiques de niveau k sur (Ay)r>0 sont les instructions popy, (pushy, ;)sca,, et (changey p)pea,
définies pour tout w = alw;|w’ € k-Pile, par :

- popg(alwi]w’) = W' si a #L, sinon popy(w) est indéfini

— pushy, y(afwi]w’) = blwi]alw;]w’

— changey, ,(a[w1]w') = blwi]w’, si a #L sinon changey, ,(w) est indéfini.

Nous notons Jnstr, la plus petite classe d’instructions contenant toutes les instructions
popy, pushy, ,, change,, , définies sur (Ay)r>0, pour k > 1, (Ax)r>0 € A

Remarquons que le niveau des instructions push, j, et change; ;, est indiqué par celui de la
lettre b. Ainsi, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur le niveau de b, nous noterons de préférence
ces instructions push, et change,,.

Détaillons maintenant 1’effet de ’application de ces instructions. L’application de I'instruc-
tion pop,(w), pour 1 <i < k, & une pile w € k-Pile supprime le i-atome p,(w), du sommet de
w. C’est & dire, en considérant la représentation planaire de w, que le sous-arbre de profondeur
i le plus & gauche est supprimé.

Exemple 1.3.2. L’instruction pop :

pop3(wez) =L [az[ar L]ag[L] Lo]

pPOopPy(wez) = aglbzfar L] Lo] L [ag[a; L]ag[L] Lo]

pop; (wex) = aslaz|ar L]bo[ay L] Lo] L [ag[a; L]as][Ll] Ls].

La figure 10 illustre cet exemple sur la représentation planaire de we;.

L’application a une pile w € k-Pile, de l'instruction push;;, pour 1 < i < k, ajoute le
i-atome b[p,;_;(w)], au niveau i du sommet de w. C’est & dire, en considérant la représentation
planaire de w, que le sous-arbre de profondeur ¢ le plus & gauche est recopié en sommet de
pile, et I’étiquette de sa racine est remplacée par b.

Exemple 1.3.3. L’instruction push :

pushy . (wex) = b3[azlarar Llbalar L] Lolaglaz[aiar L]ba[ar L] Lo] L [az[a; L]ag[Ll] L]
pushy j, (Wex) = aslbz[arar Llaslaiar L]baofar L] Lo] L [az[ar L]ag[Ll] Lo]

push , (wex) = azlazlbrarar L]bafay L] Lo] L [az[ar L]ag[L] La].

La figure 11 illustre cet exemple sur la représentation planaire de we;.

Enfin, I’application de Iinstruction change,;, pour 1 < i < k, a w € k-Pile consiste &
remplacee le symbole de téte de niveau ¢ par b. C’est & dire, en considérant la représentation
planaire de w, que 'étiquette de hauteur ¢ la plus gauche est remplacée par b.

Exemple 1.3.4. L’instruction change :

changes j, (wex) = b3[as[arar L]az[ar L] Lo] L [az[a; L]ag[L] Lo
change, j, (Wez) = aslbalarar Llasfar L] Lo] L [asfar Llag[L] Lo
change, j, (wex) = aslag[brar L]az[ay L] Lo] L [az[ay L]as[L] Lo].

Remarque 1.3.5.

1. Remarquons que dés le niveau © > 2, les instructions de type pop et push ne sont plus
symétriques. Ainsi, la plupart du temps, pour w donné, il n’existe pas de lettre a € A;
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Fi1G. 10 — L'instruction pop

telle que push; ,(pop;(w)) = w. Par contre, l’égalité pop;(push,; ,(w)) = w est toujours
vraie.

2. L’instruction change, ;, n’est pas indispensable puisqu’elle correspond & appliquer pop;
suivit de push, j, par contre, au niveau i > 2, instruction change; n’est pas directement
simulable.

3. Etant donné instr € Jnstry, et w une k-pile, pour savoir si instr(w) est défini, il suffit de
considérer la liste de symboles top(w).

Nous définissons une quatriéme instruction qui n’est usuellement pas utilisée sur les it-piles
et qui correspond a l'instruction symeétrique de push, , :

Définition 1.3.6. Soit (4;)i>0 et k > 1. Pour tout b € Ay, la k-instruction pushy, , est définie
pour tout w € k-Pile(Aq,..., A;) par
— pushy, ,(w) = pop;(w) si il eziste a € AL, wi € (k — 1)-Pile et ' € k-Pile U {e} tels que
w = blwi]ajw]w’
- pushy, ,(w) est indéfini sinon.

Nous notons Jnstr la classe des instructions pushy, ; et mk,b pour k > 1, be A; et
(Ai)izo e A

Une définition équivalente de push;;, est la suivante : Vw € k-Pile, push, ;(w) est défini et
égal a W' ssi w = push, ,(w').

Remarque 1.3.7. Lorsqu’elle est définie, l’instruction puﬁi,b donne donc de nombreuses
informations sur la pile a laquelle elle est appliquée. En effet, si puﬁi,b(w) est défini, alors
forcément,

- top;(w) = b,

— si w € k-Pile, k > i, alors p;(w) est de la forme blw]clw|w'.
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Fi1aG. 11 — L’instruction push
- pUShi,b(pOPi(W)) = pOpi(pUShi,b(w))'

1.4 Représentation dans un groupe libre

Au niveau 1, I’ensemble des piles sur un alphabet A forme un monoide isomorphe au
monoide libre A* (pour le produit de concaténation définit §1.2.1). Plongeons A* dans le
groupe libre (Irr(A),e,¢) (voir §0.1). Pour toute 1-pile w, I'image par mot; de push,(w) est
exactement mot;(w) @ a. De méme, lorsqu’elle est définie, I'image de push,(w) est mot;(w) e a.

L’extension de cette représentation au niveau k permet d’obtenir une représentation li-
néaire des k-piles. Nous codons chaque w € k-Pile(Aq,..., A), par un mot dans le groupe
(Irr(Ay k), 8, €) décrivant la plus courte suite d’instructions push; , et push, , calculant w &
partir de 1. L’ensemble de ces codages est un ensemble de mots, noté Py, en bijection avec
k-Pile.

L’idée d’une telle représentation est évoquée dans [Mas76| et utilisée dans [Car05], pour
définir une notion de régularité sur les piles.

Soit (A¢)e>o une suite d’alphabets de piles, pour tout k£ > 1, nous notons A; ;, I'union des
ensembles Ay, ..., Ag.

Chaque w € k-Pile(Ay,..., A;) peut-étre représenté par un mot sur Zl\k = A1 UA
codant une suite d’instructions calculant w & partir de 1y, :

— chaque a € A; correspond a push, ,

— chaque a € A; correspond & push; ;.
Par exemple, la 2-pile w = agfa1by L]asa; L] Lo peut étre représentée par le mot u; =
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asayasd1biar, ou par us = agaibabaasaibiar, ou encore par us = asaiaibebodiasaibia;.

Il y a donc une plusieurs représentations de la méme k-pile mais toutes ont la méme réduc-
tion dans le groupe libre. Chaque k-pile sera donc codée par sa représentation réduite. Dans
Pexemple précédent le codage est uy puisque u; = p(u1) = p(uz) = p(us).

Remarquons de plus que tout mot dans Zl\k* ne définit pas forcément une séquence
d’instructions walide. Par exemple, ai1biagb1by n’est pas valide puisque aibiasb; correspond
& w = asfa1] L [bia1] et pushy,, ;(w) est alors indéfini.

Nous définissons donc 1’ensemble M (A1, ..., Ax) (ou plus simplement My quand les A;
sont fixés) des mots de /Tl\k* qui représentent une séquence valide de mouvements, ainsi que
Pensemble Pr(A1,...,Ax) (ou Py) des mots réduits de My, qui code l'ensemble des k-piles :
M. est 'ensemble des mots dont la réduction de tout préfixe appartient & Py, et Pry1 est
I’ensemble des mots dont la projection dans Zl\k* appartient & M. Formellement : Py = {e},
et Vk >0,

Mi(A1, .. A = {uc Ay | Vo<u, p(v) € Pu(As, ..., A}
Pri1(Ar, Aggr) = {u € (A U A1) plu) = u, T (W) € Mi(Ar, ... A}

Par exemple, P1(A1) = A1* et
Pa(A1, A2) = {ugvia1T1uy « - * Up—1VnAnUntnt1| n > 0, ui, v; € Af,a; € As}.

La projection d'un mot de Py dans Py consiste & supprimer toutes les occurrences des
lettres dans Ay, 1, puis & appliquer la réduction p. Par définition de Py11 et My, le mot ainsi
obtenu appartient a Py.

Définition 1.4.1 (Projection). Soit k > 0, f;, : Pry1 — Py est défini pour tout u € Py
por fy(u) = plrz; ().

Nous étendons fy, en une application de Pri1 dans P;, pour ¢ < k + 1. L’application
fi41,i * Pry1 — P; est égale a la composition fofy_qo0---of; si 1 < k et fy41 41 est la
fonction identité.

Remarque 1.4.2. Tout u € Pr11 admet une factorisation unique de la forme :
— %

U = UVIAIVIUL * * * Up—1UnpGpUplptl GVEC G1,...,0n € App1, n > 0, u,v; € Ay et
fr(u) = vour - - - Up1.

Nous aurons fréquemment besoin de connaitre la derniére lettre de la projection d’un mot
de Py. Définissons donc une fonction indiquant cette lettre.
Définition 1.4.3. Pour 0 < i < k, Uapplication fin; : Pp(A1,..., Ax) — Z;Z-U{J_} est définie
pour tout u € Py, par

~ fin;(u) = a si il existe w tel que f}, ;(u) = wa,

— fin;(u) =1L sify;(u) =e€.

La propriété suivante se démontre par une induction évidente sur k :

Proposition 1.4.4. Pour tout k> 1, u € Py eta € A;, 1 <i <k,

- ueac€ Py,

—~uea€ Py ssifing(u) = a.

Les ensembles k-Pile(Aq,..., Ax) et Pr(Ai,...,Ax) sont liés par une bijection que nous
notons @y.
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Fic. 12 - @2(]72(“)650)) = fQ(SOS(wex))

Définition 1.4.5. L’application py : k-Pile(Aq,..., Ar) — Pr(A1,..., Ag) est définie par
induction sur k>0 :
- po(L) =¢,
- Vk>1, w € k-Pile, w € (k+ 1)-Pile et a € Ay,
= @rp1(L [wi]) = pr(wr),
= pry1(alwi]w) = rp1(w) - a - fr(prt1(w)) @ op(wr).
Exemple 1.4.6. Soit we, la 3-pile donnée dans exemple 1.1.1, nous obtenons :
©3(Wex) = G2a2a1a3a1a2a2b2a1a2a1, en effet,
pa(azlarar L]ag[a; L] Lo) = beajasay et pa(asfar L]as[L] Lo) = asagaq, alors
ng(J_ [ag[al J_](IQ[J_] J_Q]) = b2a2a2a1 et
03(wez) = agagajas(azazar) e (baajagar) = asasaasaldadzbaaiasay.

Proposition 1.4.7. Pour tout w € (k + 1)-Pile, pr(pr(w)) = fx(or+1(w)).

Cette propriété appliquée & un exemple est représentée par la figure 12.
Preuve : Par définition de @11 et fy,

fe(prri(awilw)) = frlorr1(Ww) - a-felprri(w)) o frx(pr(wr)))
fr(prt1(w)) o fr(Pri1(w)) o £ (pr(wr))
= fr(pr(wr)).

Remarque 1.4.8. En utilisant la proposition 1.4.7 et la définition de @i 1, il est clair que
pour tout w = aplwy] - - a1wi] L [wo] € (k+ 1)-Pile, n >0,

Pr+1(w) = @r(wo)arpr(wo) @ pr(wi)azpr(wi) @ Yr(ws) - - anpr(wn-1) ® Yk (wn).

La proposition 1.4.7 se généralise inductivement & tout ¢ > 0, en utilisant la projection
p; : it-Pile — i-Pile définie dans le §1.1.

Proposition 1.4.9. Pour tous 1 <i < k, pour tout w € k-Pile, v;(py ;(w)) = fri(¢r(w)).

Vérifions maintenant que les ensembles k-Pile et P, sont isomorphes.
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Lemme 1.4.10. Pour tout k > 1, py, est une bijection.
Preuve :

1. Vérifions par induction sur £ > 0 que ¢y est injective. Si k& = 0 c’est évident. Soit
k > 0, supposons que ¢y, est une injection. Pour tous w, w’ € (k + 1)-Pile ayant la méme
image par @1, la remarque 1.4.8 implique clairement que w et w’ se décomposent en
w = aplwy] - aifwi] L [wo] et W' = apfw)] - arwi] L [wp-

Vérifions que ogy1 est injective par une seconde induction sur n > 0. Si n = 0, alors
ok (wo) = pr(w]) et par hypothése d’induction, wy = w{ et donc pi1(w) = @r1(w’).
Sin > 1, posons w” = an_1wp—1] - a1w1] L [wo] et W = ap_1[w],_41] - a1[w]] L [wp)-

Par définition de @11 et puisque par hypothése pp11(w) = @gi1(w') :
Prr1(@”) - a- T (pria (W) @ fu(or(wn) = @1 (W) - a- Tu(orra(@W™) @ fr(pr(w),))
c’est & dire :
Prr1(w”) = @i (W"”) et Tu(or(w”) o f(pr(wn) = Fi(pr(@™) o fr(pr(w),)).

Par hypothése d’induction sur n, nous obtenons w” = w” et puisque (Irr(A; %), o, ) est
un groupe, l'inverse d’un mot réduit est unique et donc i (o (wy)) = fx(vx(w),)). Donc
w = w', ce qui prouve que ¢}, est injective pour tout k& > 0.
2. g est surjective et I'image inverse d’un mot de Py est définie par :
~ o (e) =1,
— pour tout u € Pyy1, k>0,
— siu € Py, alors op 1 Hu) =L [orH(u)],
— sinon, il existe v’ € Pyy1, a € Agy1, ur € Irr(Aq ) tels que u =" - a - ug et

i1 (w) = alpr ™ (fo(w))]rs ™ (W),

Une induction évidente permet de démontrer que ¢ ! est bien définie pour tout élément

de Py et correspond a l'application inverse de ¢y. Traitons le cas u = v’ - a - uy € Pryq,
pour a € Agyq et uy € Irr(Ay ).

Crr1(Pps1 (w) = @kﬁ-l(a[@k_l(fk(u))]@l:—il-l(u/))
Prr1(Prr1 (W) - a- Frlprri (i~ (W)) @ orley ' (Fr(w)))

= v -a-fp(u)efy(u)=u-a- fp(u)efy(u)eu =u -a-u.

Remarque 1.4.11. La remarque 1.4.8 implique directement que pour tout w € k-Pile, u € Py,
avec u = @i (w) pour tout i € [1, k],

mot;(w) = ma,(fri(u))
En particulier, moty(w) = ma, (u) et

- top;(w) =L ssi fin;(u) = ¢,
- top;(w) = a € A; ssi il existe w € Irr(A; ;1) tel que fin;(u @ w) = a.
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Chapitre 2

Piles 1térées comme mémoire

Nous nous intéressons maintenant aux machines utilisant les k-piles comme mémoire, et
plus particuliérement aux automates a k-piles. Les automates a k-piles (k-AP) sont des sys-
témes de transitions sur les k-piles utilisant les instructions classiques : push, pop, change in-
troduits au chapitre précédent. Nous étendons cette définition aux automates o k-piles contro-
lés en autorisant les automates a effectuer des tests d’appartenance de la pile courante a des
ensembles fixés appelés contréleurs.

Nous avons déja remarqué qu’il existait diverses variantes des piles itérées, il en est de
méme des automates. Afin d’englober toutes ces définitions, ainsi que des variantes comme les
automates travaillant avec les instructions symeétriques push et push, nous choisissons de nous
placer dans le cadre plus général des machines utilisant des k-piles comme mémoire.

Une machine & k-piles (k-MP) sur une classe J d’instructions de k-piles, et contrdlée par un
vecteur C' d’ensembles de k-piles, est un systéme de transitions & mémoire dans k-Pile. Chaque
transition utilise une instruction appartenant & J, et son application est conditionnée par 1’état
de la machine, la liste des symboles de téte de la mémoire et I’appartenance de la mémoire &
chaque élément de C. Cette définition contient donc les automates & k-piles (controlés), mais
autorise également la définition de classes plus vastes utilisant d’autres instructions que push,
pop et change.

Le choix de “prendre de la hauteur” par rapport aux automates & k-piles en définissant des
machines plus générales présente deux principaux avantages. Tout d’abord, en offrant une “aire
de comparaison” entre les différentes classes d’automates a it-piles, contrélés ou non, ou entre
les it-AP et d’autres classes utilisant des instructions de types différents. Nous introduirons
la notion de “simulation déterministe”, afin de comparer sous différent aspects les machines
et classes de machines. Ceci nous permettra par exemple d’évaluer 'apport de 1'utilisation de
certains contrdleurs pour les automates & k-piles.

En second lieu, la flexibilité de la définition de machine permettra aux cours des nombreuses
constructions & venir, d’utiliser diverses simplifications en utilisant la machine adéquate a
chaque preuve, et de travailler ainsi par “quasi-isomorphisme” avec les k-AP.

Ainsi, bien que la plupart des définitions de ce chapitre seront posées dans le cadre général
des machines a k-piles, l'objet principal de notre étude est les automates a k-piles (controlés)
et la notion de machine est ici un outil de formalisation et de simplification.

21
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2.1 Machines a piles itérées

Une machine & k-piles (k-MP) sur la famille d’instruction J, contrélée par un vecteur C et
avec entrées dans un alphabet fini Y, est une machine abstraite dont les configurations sont
des triplets (q,0,w). Le symbole ¢ est I’état courant de la machine, o € ¥* est la partie du
mot en entrée restant & calculer, et w € k-Pile est la mémoire courante. La machine dispose
d’un nombre fini de régles appelées transitions, et permettant de changer de configuration
en lisant une lettre (possiblement ¢) sur la bande d’entrée. L’application d’une transition a
une configuration (¢, o,w) envoie & une nouvelle configuration (¢’, o’, instr(w)) pour instr € J.
Cette application est conditionnée par 'appartenance de w & chacun des éléments du vecteur
de controle C.

Définition

Soit J une classe d’instruction de piles (voir §1.3.1), la classe k-MP(J), des machines &
k-piles & instructions dans J est composé de toutes les structures

M: (Q727(A17‘”7Ak)7C_;7A7qO7J—7F)

ol
— (Q est un ensemble fini représentant les états de la machine,
— X est un ensemble fini et désigne ’alphabet d’entrée,
— A, ..., Ay sont les premiers éléments d’une suite d’alphabets (A¢)s>0 € 2,
— 1 est le symbole de fond de pile, et n’appartient donc & aucun des A;,
- C= (C1,...,Cp),m>0, C; C k:—PiIel(Al, ..., Ai) est le vecteur de controleurs.
— qo € Q est l’état initial de la machine,
— F C @ est un ensemble d’états finaur et

— A est un sous-ensemble fini de transitions inclus dans
Q x (B U {e}) x top(k-Pilet (A1,..., Ap)) x {0,1}" x J(A1,..., Ar) X Q

Décrivons maintenant le mécanisme d’une telle machine.

— L’ensemble des configurations de M est Confye = Q x ¥* x k-Pile(Aq, ..., Ag).

— La relation induite par M est notée Fy; C Confy; x Confy, et contient ’ensemble
des couples (p,ac,w)F (g, 0, instr(w)) tels que (p, a,top(w), x5(w),instr,q) € A (o1
X (w) est le vecteur caractéristique de w dans C défini dans le §0.2). La cloture réflexive
et transitive de 9 est notée 3, .

— Le langage accepté par M est

L(M) ={o € ¥*|3¢ € F, Jw € k-Pile, (qo,0, Li)F (g,¢,w)}.

2.2 Automates a piles itérées

Les automates a k-piles contrélés généralisent la classe des automates & k-piles trés étudiée
dans les années 70 et introduite par Maslov [Mas74] afin de généraliser les grammaires indezées
[Aho68]. Les langages indexés définis par Aho sont caractérisés par une classe d’automates : les
nested stack automata [Aho69]. Maslov itére cette construction en donnant une caractérisation
des langages de niveau k utilisant des multilevel stack automata [Mas76]. Depuis, de nombreux
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types d’automates ont été définis pour reconnaitre cette méme classe de langages. Citons
les iterated-pushdown automata étudiés par Damm et Goerdt [DG86] et Engelfriet [Eng83,
Eng91] ou plus récemment la classe des higher-order automata définie par Knapik, Niwinski
et Urzyczyn [KNU02|.

La définition utilisée ici est proche de celle donnée dans [DG86], et est étendue a I'utilisation
de controleurs.

Automates finis

Les automates finis correspondent aux machines & 0-piles. L’ensemble 0-Pile est composé
de 'unique élément L. Toute classe d’instructions restreinte aux 0-piles est donc équivalente
a {stay}. Nous définissons l’ensemble des automates finis AF = 0-MP({stay}). Pour une
machine dans AF, toutes les informations relatives a la mémoire sont superflues puisque celle-
ci est toujours Lg. Un automate fini est donc donné de la fagon suivante :

A=(Q,X,A,q, F) avec ACQxXU{e} xQ

Les langages reconnus par ces automates sont bien connus : il s’agit des langages réguliers ou
reconnaissables. Nous notons REC 1’ensemble de ces langages.

Théoréme 2.2.1 (Kleene [HU79]). Pour tous alphabets 31 et ¥s,

1. tout langage dans REC(X1) est reconnu par un automate dans AF(X1), déterministe et
sans e-transitions (i.e., tel que la relation de transition A est une fonction A : Q X X1 —

Q).
2. REC(X,) est clos par union, intersection et complément.

3. m(REC(X21 x X9)) est inclus dans REC(X4), i.e., VL € REC(X1 x 39), m1(L) € REC(X).

2.2.1 Automates a piles itérées

La classe des automates & piles itérées non contrélés correspond & celle des machines
utilisant les instructions classiques pop, push et change de la classe Jnstr (voir §1.3.2) et
contrdlés par le vecteur nul.

Définition 2.2.2 (Automate a k-piles). La classe k-AP? des automates & k-piles (non
controlés) est l’ensemble des machines

A=(Q,%,(A1,...,A),0,A,qo, L, F) € k-MP(Instr)

Nous notons LANGy(X) 'ensemble des langages dans ¥* reconnus par de tels automates,
et appelons ces langages langages de niveau k. Nous notons k—AP@(Al, .o Ag) la res-
triction de k-AP? quz automates travaillant sur les alphabets de piles A, ..., A.

Remarque 2.2.3. Une autre définition possible est de considérer des automates acceptant sur
pile vide. Il est facile de remarquer que les classe de langages reconnus avec les deux modes
d’acceptation sont les mémes. (Voir par exemple [HU79] pour le niveau 1).

La littérature est relativement pauvre en exemples de langages de niveau k. L’exemple
classique de langage dans LANG2 qui ne soit pas dans LANG; est L; = {a"5"y" | n > 0}. Une
méthode de calcul de ce langage par un 2-AP est illustrée par la figure 2.2.1 et correspond
aux étapes suivantes. L’automate empile au niveau 1 de Lo, autant de symboles a; que le
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--a|ﬁ---ﬁ|7---7‘# Ag...g# 5...5#

3k

1] ] — L [a™ L] ]4__

F1G. 13 — Un 2-AP reconnaissant le langage {a" "™ | n > 0}

préfixe de 'entrée contient d’occurrences du symbole «, puis il fait une copie de la 1-pile ainsi
obtenue. La mémoire est alors de la forme asfa;™ L] L [a;™ L]. La premiére copie est alors
utilisée pour compter le nombre de § en entrée, la seconde est ensuite utilisée & compter le
nombre de v terminant l'entrée.

Un autre exemple typique des possibilités d'un automate de niveau 2 est le langage Lo =
{o -0 | 0 € ¥*}. Le principe de calcul de ce langage par un 2-AP est illustré sur un exemple
par la figure 2.2.1.

aﬁﬁ|aﬁﬁ\# ﬁﬁ a8 ] # Ozﬂﬁ 7 BB |#
A

al J_ b1b1a1 J_ b2 b2a1 J_ b2b2a1 J_]}

|
T B0 | # :
A !

:

|

1 [J_] - - - - - ag[J_]bQ[al J_]bg[blal J_] 1 [blblal] } - -

Fi1G. 14 — Un 2-AP reconnaissant le langage {a"3"+" | n > 0}

Le premier o est lu sur la bande d’entrée en empilant au niveau 1 de la pile, un représentant
de chaque symbole lu (sur le schéma o +— a1 et B+ by). A la fin de la lecture de o, le niveau
1 de la mémoire contient donc un représentant de ’image miroir de o. Chaque symbole de
niveau 1 est alors successivement dépilé et empilé au niveau 2 (avec la correspondance a1 — as,
by — be), ceci jusqu’a obtention d’une pile ayant le sommet de niveau 1 vide. Notons w la
2-pile ainsi obtenue, mots(w) est le représentant de l'image miroir de o. Il suffit maintenant
de vérifier que le reste de ’entrée est un second exemplaire de ¢ en dépilant successivement
le niveau 2 jusqu’a obtenir une pile vide.

Nous donnons maintenant un exemple complet et moins habituel en définissant un auto-
mate reconnaissant les mots ayant la longueur d’un nombre de Fibonacci.
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Exemple 2.2.4. Le 2-AP suivant vérifie L(A) = {af™)| n > 0}, oi f est la suite de Fibonacci
définie par f(0) = f(1)=1et f(n+2) = f(n+ 1)+ f(n), Vn > 0.

A = ({90:0, 01,92 qr}, {a}, ({ar}, {az, b2}), A, qo, L {ar}) et A est composé des transi-
tions suivantes :

A(qo,e,L1) = E(pushal,qo), (push,,,q)},
(

(Q7€ 1 al) = puSha17q0)7 (pUShQ,a27q)}:
A( «, ba ) A(QaaaaQ J—) = {(p0p2’Q)}
A(g,e,b2a1) = {(pop1, 1)}, Alg,€,a2a1) = {(pop1, ¢2)},
A(qr,e,b2a1) = A(gr, €,b2 L) = {(push,,, )},
A(qo,€,a2a1) = A(ge,€,az L) = {(change,,,q)},
A(q,e, L ar) = {(push,,,qr)}.

Voici une suite acceptante de configurations pour af®) = g3 -

(qo,a L[] F (g0, e, L [a1 L]) F (qo, e, L [arar L)) F (o, o, L [a1arar 1)) F

(q, a ,aslatara; 1] 1 [ajaray L)) F (g2, 0, asla1ar 1] L [ajara; L1])

(q, a ybolarar 1] L [ajara; L)) F (q1,03, bafar L] L [araia; L)) F

(q, a ,asla; L)bo[ay 1] L [a1arar L)) = (g2, 03, as[L]balar 1] L [arara; L)) F

( a bg[ ]bg[al J_] 1 [a1a1 J_]) [ (q,aQ,bg[al J_] 1 [a1a1a1 J_]) [

(q1,02,bo[L] L [ara1ar L)) (q,a?, as[L]ba[1] L [arara; L1]) F

(q,,bo[ L] L [ara1a; L))+ (q,e, L [a1a1a1 L)) F (qr, e, L [a1a1a1 L))

Théoréme 2.2.5 ([Eng91]). Pour tout k > 0, la classe LANGy, est close par homomorphisme,

homomorphisme inverse et intersection avec un ensemble réqulier et strictement incluse dans
la classe LANGj 1.

2.2.2 Automates a piles itérées controlés

Nous travaillerons fréquemment sur une classe de machines plus vaste permettant d’effec-
tuer des controéles sur la pile. Nous appelons ces machines automates controlés.

Définition 2.2.6. La classe k-AP des automates a k-piles contréolés est l’ensemble des ma-
chines
=(Q,%,(Aq,...,A),C, A qo, L, F) € k-MP(Jnstr)

Nous notons k-AP(Ay, ..., Ay) la restriction de k-AP auz automates travaillant sur les
alphabets de piles A1, ..., Ay, et pour tout vecteur C' de sous-ensembles de k-Pile(Aq, ..., Ay),
k-APC(Ay,. .., Ay) désigne la restriction de k-AP(Ay, ..., Ay) auz automates controlés par C.
Remarque 2.2.7. La classe k—APﬁ des automates non controlés est donc une sous-classe de
k-AP.

Exemple 2.2.8. Soit A1 = {a,b}, et C = {b"a™ Le 1-Pile(4;) | n > 1}. Considérons
Vautomate A € 1-APC(A;) donné par

A= ({QO) q1, qF}7 {Oé,/g, 7}) Al) 07 A? q0, J—v {Qf})

ol
A(qo, o, L,0) = A(go, v, L, 1) = (pushy, qo),
A(q()v «, (I,O) = A((]0,0&,CL, 1) = (pUSha)QO):
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A(q()vﬁvavo) = A(QO)ﬁ7b70) = (puShbqu);
A(qo, &, L,0) = A(qo, e, L, 1) = (stay, qr).
Cet automate reconnait le langage L(A) = {a™3"y™, n > 1} € LANG,.

2.3 D’autres machines

Nous introduisons ici des variantes de la définition d’automates a k-piles. Nous définissons
tout d’abord des restrictions de k-AP, correspondant pour la plupart (& isomorphisme preés) aux
autres définitions “d’automate & piles itérées” existantes. Nous présentons ensuite les machines
utilisant les instructions symétriques push et push. La comparaison de ces différentes classes
avec la classe k-AP sera étudiée dans la partie III.

2.3.1 Automates a piles itérées normalisés
Automates a piles N-normalisées

La premiére normalisation consiste & considérer des automates ne générant que des k-piles
N-normalisées (correspondant aux k-piles “sans fonds de piles” (voir définition 1.2.1)). Cette
sous-classe est équivalente (pour la version sans controleurs) a la notion d’automate définie
dans [DG86] et utilisée dans [FS03].

Afin de ne générer que des piles N-normalisées, il suffit d’interdire les transitions amenant
a appliquer push;_; , & une pile ayant |; comme projection dans i-Pile.

Définition 2.3.1. Notons k-NAP [’ensemble des automates a k-piles N-normalisés défini
comme l’ensemble des automates A € k-AP(Aq,..., Ag) tels que
si (q,a,ap---ajp1 L -+ L, instr,p) € A alors instr ¢ {push; ,}1<j<i aca;, -

Ainsi, la seule instruction applicable & la pile | est une instruction push de niveau k.
Clairement, pour toute configuration (¢,o,w) atteinte par un tel automate, w est dans
k-NPile.

Automates a piles “d’ordre supérieur”

La classe d’automates définie ici correspond & isomorphisme prés (pour la version sans
controleurs) a la notion “d’automate d’ordre supérieur” utilisée par exemple dans [Cac03],
[CW03] ou [KNU02]. Ces automates travaillent sur des alphabets de piles réduits a un éléments
pour tous les niveaux supérieurs a 1, utilisent des instructions appartenant & Jnstr et ne
peuvent tester que le symbole de téte de niveau 1 de la pile (c’est-a-dire qu’il n’est pas possible
de tester si les niveaux supérieurs a 1 sont vides).

Définition 2.3.2. La classe k-N1AP des automates N1-normalisés correspond a la restriction
de k-AP aquz automates A = (Q, %, (A1,..., Ag), C,A, q, L, F) vérifiant :

il existe une partition de A telle que pour tout élément & de la partition, il existe p,q € Q,
ap € AU{L}, a € X U{e}, instr € Tnstr(Aq,..., Ax) tels que

6 ={(p,a,ay---ay,0,instr, q) | ay EA,?,...,ag EA%}

Ainsi, pour exprimer les transitions d’une telle machine, il sera plus commode de considé-
rer le représentant 0 = (p, «, a1, d,instr, q) de la classe d’équivalence §. Tout automate dans

k—NlAP@(Al, ..., Ag) est donc équivalent & un automate dans /-c—NlAP@(Al, Bs,...,By), pour
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Bo, ..., By réduits & un unique élément, puisque ces symboles n’influent pas sur 'application
des transitions. Par contre, & moins de se restreindre & des contréleurs particuliers, ’utilisation
de controleurs fait ré-intervenir la valeur des lettres des niveaux supérieurs a 1.

Automate a instructions restreintes

Pour le niveau 1, 'instruction change n’est pas indispensable puisqu’elle est simulable par
I'application de instruction pop suivie d’une instruction push.

C’est donc naturellement que nous nous intéressons & la classe des automates & k-piles
n’utilisant pas ce type d’instruction.

La classe k-N2AP des automates N2-normalisés correspond a la restriction de k-AP aux
automates dont les transitions n’utilisent jamais d’instruction change, ,.

Remarque 2.3.3. Clairement pour tout k > 0, les classes k-NAP, k-N1AP et k-N2AP sont
incluses dans la classe k-AP. Par contre, pour k > 2, ces trois classes sont incomparables (pour
la relation d’inclusion).

2.3.2 Automates piles itérées “symétrique”

Rappelons que Jnstr correspond a la classe des instructions de type push, et push (voir
définition 1.3.6).

Définition 2.3.4 (Automate a instructions symétriques). La classe k-AP des automates
a k-piles symétriques est la classe k-MP(Jnstr)

2.4 Machines & piles itérées déterministes

La définition de I’ensemble des transitions d’une machine & k-piles autorise que plusieurs
transitions soient appliquées & une méme configuration. Nous définissons la sous-classe des
k-MP déterministes comme 1’ensemble des machines pour lesquelles indépendemment des
contrdleurs choisis, ce cas n’arrive jamais. Ainsi, si un mot o € ¥* admet un calcul dans une
machine déterministe, alors ce calcul est unique. Dans le cas des automates a 1-pile, la classe
des automates déterministes est une des plus importante puisqu’il est possible de construire
des analyseurs efficaces pour les langages correspondants, et de décider si deux automates
reconnaissent le méme langage [Sén02].

Définissons tout d’abord une condition pour que deux transitions soient applicables & une
méme configuration.

Définition 2.4.1. Deuz transitions (p,«,w,d,instr,q) et (p',o/,w’,d,instr’, ¢’), avec 0, o€

{0,1}™, m > 0 sont compatibles ssip=p', w=w', 0=07" et

[a#cetd £ceta=dad]oula=c¢] ould =¢l.

Définition 2.4.2 (Machine & k-piles déterministe). Une machine & k-pile est dite dé-
termainiste si sa relation de transition ne contient pas de paires compatibles distinctes.
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2.5 Génération de graphes / d’ensembles de piles

Au dela du langage reconnu par une machine, il est intéressant de se pencher le fonction-
nement plus “interne” de la machine, et en particulier sur la suite d’états totaux (i.e., couples
(état, mémoire)) par lesquelles passe la machine lors d’un calcul. Une machine peut ainsi étre
vue comme un générateur d’ensembles de piles : elle génére ’ensemble des piles w telles qu’il
existe un calcul aboutissant dans un état total acceptant (p,w) (i.e., p est un état final), ou
comme le générateur du graphe dont les sommets sont les états totaux de la machine, et les
arcs sont ceux induits par la relation de transition.

Définition 2.5.1. Soit M = (Q, %, (A4,..., Ax), C,A, q, F, 1) € k-MP(Z) une machine quel-
conque. L’ensemble des états totauz de M est noté EtatT (M) et est composé de tous les couples
(p,w) € Q x k-Pile(Ay, ..., Ar) pour lesquels il existe o € X* tel que

(QO7 g, —Lk)l_?;\/[ (p7 E,CU).

2.5.1 Piles accessibles

Etant donnée M = (Q, X, (A1, ..., Ap), C, A, qo, L, F’), une machine quelconque, le langage
de k-piles généré par M est noté ACC(M). Il est composé de tous les w € k-Pile pour lesquels
il existe un état total (p,w) acceptant (i.e., p € F'). Posons pour tout Q' C @, ACCq/ (M) est
I’ensemble de tout les w tels qu'il existe un état total (p,w) tel que p appartient a Q' :

ACCqp/(M) = {w € k-Pile(Ay,..., Ay)| 3¢ € Q', Fo € &*, (qo, 0, L) =3 (g, 6,w)}

et
ACC(M) = ACCp(M)

Nous nous interesserons aux classes d’ensembles de piles générés par des automates a k-piles :
nous notons ACC,%(A1,..., A;) Punion des ACC(A), pour A dans k-APY(Ay, ..., Ap).

2.5.2 Graphe de calculs

Une autre facon d’interpréter une machine M est de considérer le graphe de relation induit
par la machine. C’est un graphe orienté dont les arétes sont étiquetées sur X U {c} et dont les
sommets sont tous les couples (p,w) accessibles depuis (qo, L).

Pour tous états totaux de M, (p,w) et (p’,w’), nous notons

g .
- (pvw) M (plvw/)a o€ Xt si (p7 U7w)'_M (plvng/)a
*

— (pyw) = (p/,w') siil existe o € * tel que (p, o,w)Fy (P, €,0).

Définition 2.5.2. Soit M une machine quelconque définie sur l’alphabet d’entrée 32, le graphe
de calcul de M est noté Graphe(M) et correspond au graphe

(V7 (EOt)OzEUU{e})

dont les sommets sont V = EtatT(M), et pour tout « € XU {e}, 'ensemble des arcs étiquetés
par o est E, :—SM .



Chapitre 3

Logique sur des structures a piles
1itérées

Nous regardons maintenant l’ensemble des k-piles comme le domaine de structures rela-
tionnelles. La logique que nous utilisons pour interpréter de telles structures est la logique du
Second Ordre Monadique (SOM) qui est introduite dans la premiére section de ce chapitre.
Trois types de structures en particulier retiendront notre attention :

— la structure associée & un arbre étiqueté

— la structure de domaine k-Pile induite par les graphes des instructions classiques

— la structure de domaine Py (voir le chapitre précédent) induite par les graphes des

relations “produit & droite” (dans le groupe libre) par une lettre de 1’alphabet
Ces structures ne sont pas toutes des structures a k-piles mais contribueront a leur étude ; leur
définition fait 'objet de la section 3.2. Nous terminons ce chapitre en énongant les résultats
importants existant sur la logique SOM de ces structures particuliéres, et des graphes de
calculs des machines & k-piles.

3.1 Logique du Second Ordre Monadique (LSOM)

La logique du Second Ordre Monadique (SOM) est dotée d’un pouvoir d’expression puis-
sant, puisqu’elle permet d’exprimer la cloture transitive d’une relation sur les éléments d’une
structure relationnelle. De plus, grace aux travaux de Biichi, puis de Rabin, il est connu que
des structures importantes telles que les arbres complets admettent une théorie SOM. Ces
caractéristiques font de cette logique un bon outil pour exprimer des propriétés portant sur
des machines.

Considérons Sig = {r1,...,r,} une signature composé de symboles relationnels ot chaque
7; est associé & une arité (p;,7;) € N2. Une structure (relationnelle) S sur la signature Sig
est composée d’un domaine Dg et de relations rq,...,7, sur Dsg.

Soit Var = {x,y,z,...,X,Y,Z, ...} un ensemble de variables ou z,v, z, ..., désigne les
variables du premier ordre et X, Y, Z, ... celles du second ordre. L’ensemble SOM(Sig) des
SOM-formules sur Sig est le plus petit ensemble tel que

e r € X et Y C X sont des SOM-formules pour tous =, X, Y € Var

o ri(x1,...,2p,,X1,...,X5,) est une SOM-formule pour toutes variables x1,...,z,, et

Xi,..., X, €Var

29
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e si a et J sont des SOM-formules alors -, o V 8, 3x.a,, 3X. sont des SOM-formules.
Les variables x et X des formules Jx.cv et 3X .« sont alors dites liées. Par opposition,
toute variable non liée d’une formule sera dite libre.

Une SOM-formule est dite close si elle ne posséde pas de variables libres. Etant donnée une

formule ®, nous noterons ®(z, X) (ot # = (z1,...,7,) et X = (Xi,..., X;) pour signifier que
x1,...,T, sont les variables libres du premier ordre, et X1, ..., X;, celles du second ordre, de ®.

Soit S = (Dg,r1,...,Ty,) une structure définie sur la signature Sig, une valuation de Var
dans Dgs est une application val : Var — Dg U 2Ps telle que val(z) € Ds, V2,9, 2,... € Var
et val(X) C Ds, VX, Y, Z,... € Var.

La satisfiabilité d’'une SOM-formule ® dans la structure S pour la valuation val est définie
par induction sur la structure de la formule :

e S.val =z € X ssival(z) € val(X), et S,val EY C X ssi val(Y) C val(X),

o S,val Er(xy,..., x5, X1,...,X;) ssir(val(z1),...,val(z,), val(Xy), ..., val(X;)),

e si o et § sont des SOM-formules alors,

S, val = —a, ssi non(S,val = «),

S,val EaV fssiS,val E aou S,val = 5,

S,val = Jz.a ssi il existe d € Dy tel que S, [z — d,val] = «,
S,val = IX .« ssi il existe S C Dy tel que S, [X +— S, vadl] = a.

Une SOM-formule ¢ sur Sig est dite satisfiable dans S si il existe une valuation val telle
que S,val = ¢.

Nous noterons souvent pour simplifier S = ¢(d, S) & la place de S,[Z — d,X — S] |
o(z, X).

Définition 3.1.1. La structure S admet une SOM-théorie décidable si pour toute SOM-
formule close ¢ il existe une procédure effective permettant de décider si S = ¢.

3.1.1 Ensembles SOM-définissables

Soit Sig une signature et S une structure de domaine Dg définie sur la signature Sig. Un
ensemble D C Dg est dit SOM-définissable dans S si il existe une SOM-formule ¢(X) telle
que

VS C Ds, SE=¢(S)ssi S=D

Nous notons DEF(S) la classe des ensembles SOM-définissables dans S.

Cette notion se généralise aux vecteurs d’ensembles. Le vecteur S = (S1,...,Sm), oules S;
sont des sous-ensemble de Dg, est dit SOM-définissable si chacun des S; appartient & DEF(S),
ou de fagon équivalente si il existe une formule ¢(X7,...,X,,) telle que

VDl...,DngS,S):(b(Dl,...,Dm) SSiSlle,--- ,Sm:Dm

Définition 3.1.2 (Propriété du modéle définissable). Une structure S de domaine Dg
définie sur une signature Sig vérifie la propriété du modéle définissable (MD) si pour toute
formule ¢(X1,...,X,) € SOM(Sig) satisfiable dans S, il existe 3D1,..., D, C Dgs tels que
S E ¢(D1,...,Dy,) et chaque D; est SOM-définissable dans S.
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3.1.2 Interprétations sémantiques

Soit Sig = {r1,...,rn} et Sig’ = {r},...,r,} deux signatures relationnelles, S sur Sig et
un ensemble de variables Var, de domaine Dg et S’ sur Sig’ et Var, de domaine Dgr.
Définition 3.1.3. Nous appelons SOM-interprétation de la structure S dans la structure
S’ toute application injective f : Ds — Dg telle que :

1. f(Ds) est un ensemble SOM-définissable dans S’

2. pour tout i € [l,n], il existe ¢L(T,X) € SOM(Sig') (o0 T = x1,...,2,, et X =

X1,..., Xy, ) vérifiant pour toute valuation val de Var sur Dg

S,val Eri(T, X) & 8, fowval = ¢(Z, X).

Quand Ds C Dg/ et f est juste l'injection naturelle de Ds dans Dg/, nous dirons que
S est SOM-définissable dans S’. Lorsque les structures sont SOM-interprétables 1'une dans
I’autre, nous dirons qu’elles sont SOM-équivalentes.

Le théoréme suivant est démontré dans [Han77, §3.1 p. 613-615].

Théoréme 3.1.4. Si il existe une SOM-interprétation de S dans S’, alors il existe une ap-
plication calculable associant & toute formule close ¢ € SOM(Sig) une formule close ¢ €
SOM(Sig’) telle que )
SE¢ssiS Eo

En particulier, si S’ a une SOM-théorie décidable, alors S aussi.

Rappelons que si F et Ey sont deux ensembles, alors pour tout couple (e1,e2) € Ey X Ea,
pour tout i € {1,2}, m;(e1,e2) = e;.
Définition 3.1.5. Le produit direct S x S’ est la structure définie sur la signature SigUSig’
de la fagon suivante :

1. le domaine Dgys' est Dg x Dgr

2. pour tout i € [1,n], pour tous dy,...,d,, € Dsxs et Di,...,D;, C Dsysr,

S x 8/ ': Ti(dl,...,dpi,Dl,... 7D7'i) ssi S ): 7’7;(7'('1((11,... ,dpi),Tl'l(Dl,... 7D7'i))
3. pour tout j € [1,m], pour tous di,...,d,, € Dsys et D1,...,D;, € Dsxs,
SxS& ’: Tj(dl,...,dpi,Dl,... 7DTi) ssi S’ ): ’r’j(ﬂ'g(dl,...,dpi),ﬂ'Q(Dl,... 7DTi))'

Lemme 3.1.6. Si S admet une SOM-théorie décidable et S est finie (i.e., son domaine est
de cardinal fini), alors la structure S x 8" a une SOM-théorie décidable.

3.2 Structures relationnelles

Nous introduisons dans cette section les trois familles de structures relationnelles que nous
rencontrerons le plus souvent : la structure d’arbre, la structure Pilex de domaine k-Pile et
correspondant au graphe des instructions instrg, et la structure Py dont le domaine est Py
(défini §1.4) et les relations sont celles induites par le produit (par une lettre) dans le groupe
libre.

Nous définissons ensuite différents modificateurs de structures. Ces définitions sont illus-
trées d’exemples sur nos trois structures de base..
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3.2.1 Des structures remarquables

Définition 3.2.1. Pour tous alphabets de piles A1, ..., A, nous notons Pilex(A1,..., Ax) la
structure associée au graphe de relation induit par les instructions classiques :

Pilex = (k-Pile, Ly, (POP;, PUSH,, CHANGE)1<i<k, acA,)

avec pour tout 1 <i <k, pour tout a € A; :
— POP; := {(w, pop;(w)) | w € k-Pile, pop;(w) défini },
~ PUSH, := {(w,push, ,(w)) | w € k-Pile},
~ CHANGE, := {(w, change; ,(w)) | w € k-Pile, change,(w) défini }.

Définition 3.2.2 (Structure d’arbre). Pour tout alphabet A, la structure d’arbre complet
non €étiqueté est
T(A) = (A%, g, (SUCCq)aca)

ou Va € A, succ, = {(u,ua), ue {0,1}*}.

Remarquons que ’application mot; restreinte au piles de niveau 1 est une bijection et
que les applications mot; : Pile; — T(A) et mot;~! : T(A) — Pile; sont des SOM-
interprétations.

Définition 3.2.3 (Graphe des produits dans P;,). Pour tous alphabets de piles Ay, ..., Ay,
Pk(Ala ce e 7Ak) = <Pk7 E? (.a)aEA;>
ot pour tout a € Ay, la relation e, est donnée par e, := {(u,uoa)|u ueac Py}.

3.2.2 Modificateurs de structures

Nous utiliserons différents modificateurs pour construire de nouvelles structures a partir
d’une structure donnée. Fixons S = (Dgs, 71, ...,7y,) sur une signature Sig.

Extension

Pour tous Oy, ...,0,, C Ds, nous noterons SO+ la structure obtenue en enrichissant
S des relations (0, 1)-aires (nous dirons unaires pour simplifier) O1, ..., Oy,.
Cette nouvelle structure est donc définie sur la signature Sig U {O1,...,0p} et

O,---,Om_
S —<D5,T1,...7Tn,01,...,0m).

Exemple 3.2.4. Pour tout O = (O1,...,0p,), avec O; C A*, la structure associée a l’arbre
caractéristique T(A)C (voir chapitre §0.4) est

T(A)C = (A, &, (SUCCa)act, Ot - ., Om).

Définissons la notion de formule & m places, qui nous permettra de passer facilement d’une
formule sur une structure & une formule sur la méme structure étendue.

Définition 3.2.5 (Formules a m places). Une SOM-formule sur Sig a m places est une
formule dans SOM(Sig U{R1,...,Rn}) ot les R; sont des symboles d’arité (0,1).
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Restriction

Pour tout D C Dg, nous notons S|p la structure sur Sig de domaine D, obtenue en
restreignant les relations de S au nouveau domaine D.

Exemple 3.2.6. Pour tout O = (O1,...,0p,), ou O; C A*, et P sous-ensemble clos par
préfize de A*, la structure associée a l'arbre caractéristique T(A)O|P est

—

T(A)p° = (P, &, (SUCCa)aca, 01 N P,..., 0 N P)

0w pour tout a € A, SUCC, = {(u, ua)| u,ua € P}.

Image

Soit p une application de domaine Dg, la structure image de S par p est définie sur Sig par

w(S) = (u(Ds), pu(r1), - -, plrm))
avec pu(r;) = {(p(dr), ..., pu(dp,), p(D1), ..., u(Dx,))| (d1,-..,dp;, D1,...,Dz,) € i}

Exemple 3.2.7. Soit | |1 : {0,1}* — N Uapplication associant & un mot u le nombre d’oc-
currences de 1 dans u,

ITB)°], = (N, 0, |succ|y, [sUcc |1, |O1l1, - .-, |Oml1) = (N,0,+1, |01 |1, ..., |Om|1)

ou |succoli = {(n,n), n € N} et |[succy|i = {(n,n+ 1), n € N}.
Exemple 3.2.8. Pour tout 1 <i <k, et C C k-Pile(Ay,..., Ag),

pi(Pilew (A, ..., Ap)C) = Piley(Ay, ..., 4;)Pi(O).

Exemple 3.2.9. Pour tout 1 <1 < k,

—

E(T(ALk1)p,) = (Pi(AL - Ai), €, (%) o 3) = PilAL -, Ai).

3.3 Quelques résultats

3.3.1 Ensembles réguliers de piles 1-itérées

La logique SOM sur la structure Pile;(A) (c’est-a-dire, par isomorphisme, sur l’arbre
complet T(A)) a déja été largement étudiée. Nous résumons ici les principaux résultats.

I1 est prouvé dans [Rab69] que la SOM-théorie de la structure T(A) est décidable. Par
isomorphisme, nous avons donc :

Théoréme 3.3.1 (Décidabilité). Pour tout alphabet A, les structure T(A), Pile1(A) ad-
mettent une SOM-théorie décidable.

Il existe également des résultats sur la définissabilité. Toujours dans [Rab69], il est prouvé
que les langages définissables dans T(A) sont exactement les langages réguliers.

Théoréme 3.3.2 (Définissabilité). Pour tout alphabet A,
1. DEF(T(A)) = REC(A),
2. o1 (DEF(Pile; (A))) = REC(A).
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Les ensembles définissables de Pile; (A) ont également été comparés aux ensembles de
piles générées par un automate a 1-piles. Il est prouvé dans [Gre67] qu'ils sont égaux.

Théoréme 3.3.3 (Définissabilité). Pour tout alphabet A,
1. DEF(T(A)) = ¢1(ACC1(A)),
2. DEF(Pile; (A)) = ACCy(A).

3.3.2 Au dela du niveau 1

La décidabilité de la structure Piley est prouvée dans [FS03] par 'utilisation d'un théo-
réme de transfert d’une structure vers sa “tree-structure”. Etant donnée une structure S =
(D,Rq,...,Ry), la “tree-structure” de S est

(8)" = (D*,SON,CLONE, R],...,R})

n

ot SON = {(w,wd) | d € D}, CLONE = {udd | d € D} et R} = {(wdi,...,wd,,) |
(di,...,d,,) € Ri}. Il est montré dans [MS92, Wal96] qu’une structure admet une SOM-
théorie décidable ssi sa “tree-structure” a une SOM-théorie décidable. La structure Piley est
SOM-interprétable dans la k-itération de cette transformation appliquée a T(A).

Proposition 3.3.4. La SOM-théorie de Piley est décidable.

Nous donnerons dans la partie II, une autre preuve de ce résultat, en utilisant une méthode
fournissant également des informations sur la “structure” des ensembles définissables. Nous

pouvons déja constater que les piles accessibles d’un automate & k-piles forment un ensemble
SOM-définissable dans la structure Pilex (A, ..., Ag).

Définition 3.3.5. Pour tout vecteur C de sous-ensembles de k-Pile(Aq, ..., Ag), nous notons

DEF?(Al, ..., Ay) la classe des ensembles SOM-définissables dans PileyC (Ay, ..., Ay).

Proposition 3.3.6. Pour tout vecteur C d’ensembles de k-piles sur les alphabets A, ..., Ay,
ACCC(Ar,...,Ay)) CDEFC(Ay,..., Ay)

En particulier, si les composantes de c appartiennent o DEFy, alors
ACCLC (A1, ..., Ay) C DEF(A, ..., Ap).

Preuve : Soit A = (Q, %, (44,..., Ax), C, A, qo, 1, F) un automate & k-piles. Supposons que
Q = {po,---,pn}, alors le vecteur P = (ACCy, 3 (A),...,ACCy, 1(A)) est SOM-définissable

dans Pilex®. En effet, posons
Acc(X1,...,X,) = /\ v,
1€[1,n]

[z e X; < [[rt=LApi=q]V \/ Jy € Xj, TOP.(y) A x5(y) = O A INSTR(y, )]

éz(pj 704,1176711151313177;)

(TOP4(w) correspond 4 la formule “Jw’, w = PUSH,4(w)”.) Nous avons clairement Piley® =

—

Acc(P). Toutefois, ce n’est peut-étre par I'unique modéle de la formule. Nous allons montrer
que c’est en fait le plus petit. Pour cela, il faut déja prouver qu’il existe un plus petit modéle.
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1. Pour tous modéles S et S de Acc dansﬂPileké, I'intersection de ces deux vecteurs est
encore un modeéle de la formule : Pile,© E Acc(S1 NSt ..., SN Sy).
Puisqu’il existe une solution, il existe une plus petite solution égale a l'intersection de
tous les modéles dans Pileké.

2. Pour tout vecteur S solution de Acc, pour tout i € [1,n], Pi(A) C S;. Ce résultat se
vérifie par une induction évidente sur la longueur des plus courts calculs générant les
éléments de P,.

Puisqu’il existe une plus petite solution et que P est inclus dans toute solution, alors P est

'unique modeéle dans Pilei® de la formule suivante :
Acc*(Xq,...,Xy) =

ACC(Xl,...,Xn)/\VYl,...,Yn, ACC(Yl,...,Yn) = X CYiA---ANY, CX,.

Finalement, I’ensemble ACC(A) est définissable puisqu’il correspond a l'union des P, pour
p; € F.
Od

3.4 Logique sur les graphes de calculs

Nous étudions maintenant la décidabilité de la logique SOM sur les graphes de calculs des
automates a k-piles (voir définition 2.5.2).

—

Théoréme 3.4.1. Sila structure Piley (A1, ..., Ar)C admet une SOM-théorie décidable, alors

pour tout automate A € k-APC (A1, ..., Ay), le graphe de calcul Graphe(A) admet une SOM-
théorie décidable.

Preuve : Considérons le produit direct de la structure Piley(Ay,...,A;)¢ par la struc-
ture finie Q = (Q, (Fy)qeq), ou Eyo = {q}. D’aprés le théoréme 3.1.6, la structure Q x

=

Piley (A1, ..., A;)¢ a une SOM-théorie décidable si Piley (A1, ..., A;)¢ a une SOM-théorie
décidable.

Montrons que Graphe(M) est SOM-interprétable dans cette structure produit, ce qui dé-
montrera donc le théoréme.

— les arcs E, correspondent a l'ensemble R, des (x,y) tels que

\ ¥ € Qp ANTOP(7) A Xy () = 3N INSTR(z,y) Ay € Qy,
6=(p,a,w,0,instr,q) EA

— (qo, L) est définissable : so(x) := Qg ()N Ly (2),
— le domaine EtatT(A) de Graphe(A) correspond & la cloture transitive des relation cor-
respondant & F, et est donc définissable :

EtatT(A) = {s € Q x k-Pile | (g0, L),5) € ( |J Ra)'}-
aeXU{e}
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Corollaire 3.4.2. Pour tout vecteur C d’éléments de DEF.(Ay,..., AL), pour tout automate
A € k-APY(Ay, ..., Ay), le graphe de calcul Graphe(A) admet une SOM-théorie décidable.

Preuve : La preuve est immédiate en utilisant le théoréme 3.4.1 et la proposition 3.3.4.
O



Deuxiéme partie

Définissabilité dans une structure a
piles 1térées
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Motivations

Initiée par les travaux de Biichi sur les mots, ’étude des liens entre les automates et la
logique a mené & la construction de nombreuses structures ayant une SOM-théorie décidable.
En particulier, Rabin prouve la décidabilité de la SOM-théorie de structures d’arbres infinis
dans lesquelles de nombreuses théories et propriétés sont définissables.

Ces résultats ont également mené a la caractérisation suivante des langages réguliers. Les
langages réguliers sur un alphabet A sont exactement :

— les langages reconnus par automate fini

— les ensembles SOM-définissables dans la structure T(A) = (A*, e, (SUCCq)aca)

Les langages réguliers ont également été reliés aux automates & 1-piles, via la bijection naturelle
existant entre les 1-piles et les mots (la bijection ¢; définie au §1.4), induisant ainsi une notion
de “régularité” pour les 1-piles. Les ensembles réguliers de 1-piles sur A sont exactement :

— les ensembles de 1-piles dont 1'image par ¢; est un langage régulier

— les ensembles définissables dans la structure Pile; = (1-Pile(A), L, (push,)sc, pop;)

— les ensembles de piles générés par un automate a 1-piles.

Au vu de ces résultats, il semble naturel d’introduire une notion de “régularité” sur les
ensembles de k-piles, généralisant ces équivalences au niveau k. Nous avons montré dans la
chapitre §1.4 que les k-piles étaient en bijection, par ’application ¢y, avec un langage de mots
noté Py, c’est donc par le biais de ces mots que nous allons définir cette notion.

Les résultats de Rabin sur ’arbre complet T(A) = P1(A) sont obtenus principalement
grace a la caractérisation par automates finis des langages réguliers. nous définissons donc une
nouvelle famille d’automates finis a oracles notée AFj, permettant de reconnaitre des langages
dans Pj. Nous obtenons ainsi une premiére hiérarchie, formée de classes de langages que nous
appelons k-réguliers, pour k > 0, et admettant les deux caractérisations équivalentes suivantes.
Les langages k-réguliers sont exactement :

— les langages reconnus par automate dans AFy,

— les ensembles définissables dans la structure Pk = (P, €, (®a) o i ).

Ces résultats sont obtenus dans le cadre d’une étude détaillée des propriétés SOM de Py, par
le biais de I’étude plus générale des structures d’arbres étiquetés.

En reliant cette hiérarchie de classes de langages aux automates a k-piles, nous obtenons
une seconde hiérarchie (PREC});>0, dont le niveau k correspond aux ensembles de k-piles
“réguliers”, et bénéficie de différentes caractérisations généralisant celles des ensembles de 1-
piles réguliers. Les éléments de PREC; sont exactement les ensembles de k-piles :

— dont 'image par ¢y, est un langage k-régulier

— définissables en logique SOM dans la structure Piley correspondant au graphe des ins-

tructions de piles appliquées aux éléments de k-Pile

— générés par un automate a k-piles controlé par des ensembles (k — 1)-réguliers.
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Ces résultats sont obtenus grace a 1’étude plus générale de la logique sur les arbres étiquetés.
Nous donnons une méthode de transfert, d’une structure de graphe, vers une structure d’arbre,
des propriétés de décidabilité et de définissabilité.

Plan

Cette partie est découpée en trois chapitres.

Le premier chapitre introduit la notion d’automates finis & oracles d’arbres et de mots.
Etant donné un vecteur O = (O, ..., O,,) de langages sur un alphabet fini A, un automate de
mots & oracles O se comporte comme un automate fini, sauf que ’application des transitions
est conditionnée par des tests d’appartenance des préfixes déja calculés de I'entrée, & chacun
des ensembles O;. Les automates d’arbres sont similaires sauf que les tests portent sur le
noeud courant de I’arbre en entrée. Nous étendons ensuite la correspondance établie par Rabin
entre les foréts reconnaissables et les formules SOM sur la structure T(A) en prouvant que

les foréts O-reconnaissables (i.e., reconnues par automates & oracle O) coincident avec les

foréts de modeles de formules SOM sur la structure étendue T(A)° (théoreme 4.1.21). Nous
obtenons ainsi une inter-réduction entre le probléme du vide pour les foréts O-reconnaissables

et le probléme de la satisfiabilité des SOM-formules closes sur T(A)O.

Nous utilisons ensuite la théorie des jeux afin d’exprimer des propriétés portant sur les
foréts O-reconnaissables au moyen de SOM-formules sur la structure (T (A)?). Ceci permet
d’obtenir les trois théorémes annoncés précédemment.

Nous définissons dans le chapitre 5 la notion de langages de mots k-réguliers. Les théo-
rémes établis dans la section précédente permettent d’établir que la structure Py admet une
SOM-théorie décidable et satisfait la propriété MD (théoréme 5.2.2), ainsi que de définir une
classe AF; d’automates reconnaissant exactement les ensembles SOM-définissables de Py (les
ensembles k-réguliers).

Nous établissons dans la section 3 des résultats similaires pour les k-piles. Nous prouvons
pour cela que les structures Py et Piley, sont SOM-équivalentes. Il s’ensuit que Pilex ad-
met une SOM-théorie décidable et vérifie MD. Nous terminons cette section en prouvant le
théoréme 6.2.7 établissant 1’égalité entre les ensembles SOM-définissables dans Piley, et les
ensembles générés par des automates & k-piles controlés.



Chapitre 4

Définissabilité dans une structure
arborescente

Ce chapitre est dédié a I’étude des propriétés de la logique SOM sur les structures d’arbre
étiquetés

T(A)p° = (P, (SUCCa)aca, O1, ..., Om).

Nous nous intéressons en particulier aux trois propriétés suivantes :
— la décidabilité de la SOM-théorie,
— la “reconnaissabilité” par automates finis & oracles,
— D’existence d’un modéle définissable pour chaque formule satisfiable (c’est la propriété
du Modéle Définissable (MD) introduite définition 3.1.2).

Un modéele dans T(A)|PO d’une formule satisfiable ®(X1,...,X,) est un vecteur C =
(C1,...,Cp), avec C; C A*. Nous avons déja remarqué qu'un tel vecteur pouvait étre vu

comme un arbre : 'arbre caractéristique de C dans A restreint a P, T(A)SD € P-Arbre({0,1}").

L’ensemble des modéles dans T(A)| PO d’une formule a m variables libres peut donc étre
représentée par une forét d’arbres de domaine P, étiquetés sur {0,1}". Rabin défini dans
[Rab69], une classe d’automates d’arbres reconnaissant exactement les foréts de modeéles de
formules sur T(A). Les résultats de décidabilité étant obtenus plus facilement sur les auto-
mates que sur les formules, la correspondance établie par Rabin implique, via un travail sur les
automates, la décidabilité de la structure T(A). De la méme facon, en exhibant dans chaque
forét réguliére (i.e., reconnue par un automate de Rabin) non vide, un arbre particulier dit
régulier, Rabin prouve que chaque formule satisfiable dans T(A), admet un modéle D définis-
sable en LSOM dans T(A) et tel que les composantes de D sont des langages de mots réguliers.

I’étude des foréts reconnaissables et des arbres réguliers est ainsi, dans le cas des arbres
non étiquetés, a la base des résultats que nous cherchons & généraliser. Nous étendons donc la
notion d’automates d’arbres en autorisant les automates a tester a 1’aide d’un oracle, la valeur
du noeud courant de 'arbre en entrée. Les foréts de domaine A* reconnues par un automate
a oracle O (un vecteur de langages dans A*) sont appelées O-reconnaissables.

Comme pour le cas des automates sans oracles, les foréts O-reconnaissables sont exacte-

ment les ensembles de modeéles de formules dans T(A).
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Remarquons que dans la plupart des cas, la SOM-théorie de T(A)| PO est indécidable
(voir [Tho78| pour des exemples d’indécidabilité). Nous restreignons donc notre étude a des
extensions O particuliéres. Nous utilisons les liens étzablis entre automates et formules pour
transférer des SOM-propriétés vers un arbre T(A)‘ PO & partir de sa “structure image” par
un morphisme. La notion de structure image a été introduite §3.2.2, pour p : A* — M

un morphisme dans un semi-groupe (M, *,e), 'image de T(A)| PO par i est la structure

n(T(A), PO) dont le domaine est p(A*) et les relations sont les images par p des relations de
o}
T(A)p~ -

Nous utilisons la théorie des jeux pour prouver deux théorémes de transfert de propriétés

de u(T(A), PO) vers T(A), PO, et procéder a une étude “structurelle” des ensembles définis-
sables dans T(A)|PO.

Pour 6, P et p “bien choisis”, nous obtenons les résultats suivants :
— Transfert de la décidabilité (théoréme 4.3.17) : si u(T(A)|PO) a une théorie SOM déci-

—

dable, alors T(A)? aussi.

— Transfert de la propriété MD (théoréme 4.3.19) : si M(T(A)é) satisfait la propriété du
Modé¢le Définissable, alors T(A)é aussi.

— Théoréme de structure (théoréme 4.3.20) : si M(T(A)é) satisfait MD, alors tout défi-

nissable de T(A)‘ PO est reconnu par un automate oracles de la forme p~!(D), pour D

-

définissable en SOM dans (T(A4)9).

Divers auteurs ont étudié les classes de prédicats unaires P pour lesquels (N, +1, P) a une
théorie SOM décidable (voir [ER66, CT02] et §13). Une application immeédiate du premier
théoréme de transfert est que pour un tel prédicat, pour tout B C A, la structure T(A)ZB P
a une SOM-théorie décidable (ot I (P) est I’ensemble des mots de A* dont le nombre d’oc-

currences de lettre dans B satisfait P).

Ce chapitre est découpé de la facon suivante : nous introduisons dans la premiére section
les automates d’arbres & oracle et nous établissons la correspondance entre ces automates et

les modéles de formules sur T(A)| PO. Dans le seconde section nous introduisons la notion

d’arbre 6—régulz'er et étudions les liens avec la propriété du Modéle Définissable. La derniére
section est dédiée aux preuves des théorémes de transfert et de structure.

4.1 Forét comme ensemble des modéles d’une formule

4.1.1 Automates de mots a oracles

Les automates finis & oracles étendent la classe des automates finis en autorisant des
tests d’appartenance sur 1’entrée de I’automate. Ces tests permettent d’aiguiller le choix des
transitions a appliquer. Les oracles sont donnés par un vecteur 0= (O1,...,0,) de langages
sur l'alphabet d’entrée A de 'automate. Les transitions sont similaires & celles d’un automate
fini sauf qu’elles contiennent, en plus des informations habituelles, un vecteur booléen de taille
m appelé test et indiquant les tests & effectuer sur I’entrée courante. Durant un calcul de A,
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la partie déja calculée u du mot en entrée est gardée en mémoire et une transition avec test o
peut étre appliquée si 0" est le vecteur caractéristique de u dans O (i.e., si 6 = x5(u))-

Définition 4.1.1 (Automate fini a oracles). Un automate fini a oracles est la donnée d’un
tuple A= (Q, A, 0, A, qo, F) ou
Q est Uensemble (fini) des états
A est lalphabet (fini) d’entrée
O=(01,...,0p), 0; CA*, m>0
ACQxAx{0,1}"™ x Q est la relation de transition.
qo € Q est ’état initial,
F C Q est l’ensemble des états finaux
~ Une configuration de A est un couple (q,urv) ot uv € A* et ¢ est un symbole n’appar-
tenant pas a A.
— La relation binaire sur les configurations induite par A est — 4 constituée de toutes les
paires (q,urav) — 4 (p,uayv) telles que (q,a,x5(u),p) € A.
— Le langage reconnu par A est L(A) = {u € A*|(qo,1u) =% (qr,ut), qr € F}.
— La famille d’automates sur A a oracle O est notée AFé(A) (ou AFO lorsqu’il n’y a pas
de confusion possible).
~ La classe des langages reconnus par automates dans AF?(A) est notée RECY(A). (Nous
appellerons ces langages é-reconnaissables).
— Nous étendons ces notations auzr ensembles d’oracles : si O est un ensemble de vecteur
de langages sur A, alors AFP(A) (resp. RECO(A)) désigne l'union de tous les AF(A)

(resp. RECO(A)) pour O dans O.

Remarque 4.1.2. Les automates dans AF? sont ezactement les automates finis. Nous note-

rons donc plutét AF pour AFﬁ et REC pour RECﬁ.

Exemple 4.1.3. SOZt Aez = ({QO7q17Q27Q37qF}7{a7b7 C}7 (01702)7 Av q0, {QF}) ol Ol =
{a™b", n > 1}, Og = {a*b"c" 1, n > 1} et A est composé des transitions suivantes :
(QO7 a, (07 0)7 Ql)J (Qla a, (07 0)7 Ql)y (Qla b7 (07 0)7 QQ); (QQ7 b7 (07 0)7 Q2); (Q27 b7 (07 1)7 QQ)J

(q27 ¢, (17 O)a Q3): (qu ¢, (17 1)a QF); (q37 ¢, (07 O)a Q3); (Q3) ¢, (07 1)7 QF)
Le langage reconnu par cet automate est L(Ae,) = {a"b"c™, n > 1}.

La relation de transition d’un automate dont le vecteur d’oracles est de taille m peut
étre représentée par un graphe fini dont les sommets sont les états de ’automate, et les arcs
sont étiquetés sur A x {0,1}™. Ainsi, la relation de transition de automate A., défini dans
I’'exemple 4.1.3 correspond au le graphe représenté par la figure 15.

Associons a chaque automate A € AF®(A) un automate sans oracles A € AF(Ax{0,1}01),
dit source de A, obtenu en déplacant le test de chaque transition dans la lettre & lire en entrée.
La figure 16 représente I’automate source de ’automate A., donné figure 15.

Il apparait clairement que L(A) correspond & la premiére projection de I'intersection de
L(A) avec un langage caractérisant O.

Définition 4.1.4 (Langage caractéristique). Pour tout vecteur O de langages dans A*,
de taille |O| = m, le langage caractéristique de O est :

Ly (A)0 = {(a1,81) -+ (an, ) € (A x {0, 1}™)*| Vi € [1,n], 5 = xg(a1 -~ a;_1)}-
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a, (0,0) b 0, 0)
¢, (1,0)
a, (0,0) Q b, (0,0) /
0 \U ,(0,1)

F1G. 15 — Les transitions d’un automate & oracles : A,

(b,0,1) (¢,0,0)
(ll7 0, 0) b 0 0)
(¢, 1,0)
\Q (,0,0) (b,0,0) /
0 \1/ (¢,0,1)

(e, 1,1) Q

F1G. 16 — L’automate source de A,

Lemme 4.1.5. Pour tous A € AFG(A), O =(01,...,0m), 0; C A*, et A AF(Ax{0,1}™)
tels que A est source de A, )
L(A) = m (L(A) N L9(4)).

Puisque pour chaque O de taille m, tout automate dans AF (A x {0,1}") est source d'un au-
tomate dans AFO(A), nous obtenons une caractérisation des langages reconnus par automates
dans AF© 3 partir des langages réguliers :

Théoréme 4.1.6. Pour tout O C A* de taille m :
RECO(A) = m (REC(A x {0,1}™) N LI(A)).

Remarque 4.1.7.
1. Si A est Uautomate source de A, alors A est déterministe ssi A déterministe.

2. Pour tout 6, le langage caractéristique LS(A) est reconnu par un automate déterministe
a oracle (O1 x {0,1}™,...,0,, x {0,1}"™).

La caractérisation précédente permet de généraliser le théoréme de Kleene (théoréme 2.2.1)
aux automates & oracles.

Théoréme 4.1.8. Pour tout alphabet A, pour tout oracle O sur A* :
1. tout langage dans RECé(A) est reconnu par un automate déterministe dans AFé(A).

2. RECO(A) est clos par union, intersection et complément.

3. wl(RECG(A x B)) appartient a REC™(O) (A).
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Preuve :
1. Le premier point est évident par le lemme 4.1.5, la remarque 4.1.7(1) et le théoréme
2.2.1.
2. Soient Ly et Ly € RECé(A). D’aprés le lemme précédent, il existe deux langages réguliers
Ly et Ly sur A x {0, 1}‘6| tels que

Ly = m(L1 N L9(A)) et Ly = m1(La N LO(A))

Posons L = EI N f;, et L' = EI U E;, et L' = A* — EI Par le théoréme de Kleene
(théoreme 2.2.1), ces trois langages sont réguliers et nous avons clairement :

LinLy=m(INnLY), LiULy = m(L' N LY) et A* — Ly = m(L" N L9).

En utilisant la caractérisation prouvée dans le théoréme 4.1.6, ces trois langages appar-
tiennent & RECY(A).

3. Soient A et B deux alphabets et L € RECG(A x B), pour |0 = m. 1l existe L dans
(A x Bx{0,1}") tel que L = my..2(L N LQ(A x B)). Alors,

mo(L) = m1(ma,mi2(L 0 L(A))) = mi(ma,_mea(D) 0 L2O)(A)).

Puisque REC est stable par projection, ma n12(L) est régulier. En utilisant encore le
théoréme 4.1.6, il est clair que mo(L) appartient 8 REC™(©)(B).
Od

Remarque 4.1.9.

1. Les langages reconnus par automate & k-piles étant stables par projection et intersection
avec un rationnel (théoreme 2.2.5), si Oy, = {O| Lg € LANG,}, alors RECO* est une
partie de LANGy, stable par intersection et complémentation.

2. La définition choisie pour les automates a oracles n’autorise pas les e-transitions, (i.e.,
qui lisent le mot vide sur la bande d’entrée). Tout automate dans AFC avec e-transition
nest pas équivalent & un automate dans AFC sans e-transitions, mais a un automate

n’ayant que des e-transitions vers un état final “mort” (i.e., duquel ne sort aucune tran-
sition), afin de faire un dernier test avant d’accepter un mot.

4.1.2 Automates d’arbres a oracles

Nous définissons dans cette partie une extension des automates d’arbres similaire & celle
introduite sur les automates de mots. Comme précédemment, pour un oracle 0} donné, 'ap-
plication d’une transition & un sommet u d’un arbre est conditionnée par la valeur du vecteur
caractéristique de u dans 0.

Définition 4.1.10 (Automate d’arbre & oracle). Un automate d’arbre o oracle est une
structure A = (Q, A, X, 0, A, qo, c) ot Q, X et A=1{ay,...,a,} sont des ensembles finis,
O est un vecteur de m sous-ensembles de A* (avec m > 0), ¢: Q — {0,...,mazx}, max >0
et A CQxXx{0,1}"™xQ".

Etant donné t € A*-Arbre(X), un run de A surt est un arbre r € A*-Arbre(Q) vérifiant :
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- () =q

- Yu € A*, (r(u),t(u),xé(u),r(ual), ooy r(uay)) € A
Un run r est acceptant si pour tout chemin infinim = qy--- gy --- dansr, le plus petit i € [0,n.]
apparaissant infiniment souvent dans c(q1),...,c(qn), ... est pair.

La forét dans A*-Arbre(¥) reconnue par A est notée F(A) et désigne ’ensemble des arbres
pour lesquels il existe un run acceptant.

La classe des automates d’arbres dans A*-Arbre(X), a oracle O est notée AFAC(A,Y).
L’ensemble des foréts reconnues par automates dans AFAP (A4, Y) est notée TRECY (A, ¥). Les

forét reconnaissables ou réguliéres correspondent & la classe AFA?.

Comme pour les langages de mots, les foréts O-reconnaissables sont obtenues par projection
de l'intersection d’une forét regonnaissable (i.e., reconnue par automate sans oracle) avec une
forét caractérisant le vecteur O.

Définition 4.1.11 (Forét caractéristique). Etant donné un vecteur O dem langages sur
A, et un ensemble fini X, la forét caractéristique de O sur S est notée FX(A)é(E) et correspond
a lensemble de tous les t € A*-Arbre(¥ x {0,1}™) tels que t oy, = T(A)é.

En d’autres mots, FX(A)G(E) = {T(A)G}A(A*—Arbre(E)), ol T(A)(3 est l’arbre caractéris-
tique de 0.

Le méme type de construction que pour les mots (théoréme 4.1.6) permet d’obtenir une
caractérisation simple des foréts reconnaissables par automates dans TRECG(A, Y)). Associons

a chaque automate A = (Q, 4, %, 0, A, qo, c) € AFAé, I’automate sans oracles A = (Q,A,X %
{0,1}™ A, qo,c) € AFA ou

& = {(Q7 (075)7p0,p1) | (Q7aa 5ap07p1) € A}

Nous appelons A l'automate source de A. 11 est facile de vérifier que
F(A) = mi (F(A) N F (4)0(2)).
Lemme 4.1.12. Pour tout O = (O1,...,0n), O; C A%,
TRECP(A, %) = m(TREC(4, ¥ x {0,1}™) N B (A)0()).

Remarque 4.1.13. Pour tout O = (O1,...,0,,), O; C A*, les foréts {T(A)é} et FX(A)G(E)
sont O-reconnaissables.

Les foréts reconnaissables, initialement étudiées par M.O. Rabin sont closes par opérations
booléennes, projection et produit cartésien (voir par exemple [Rab69],[Tho90]). La caractérisa-
tion précédente des foréts O-reconnaissables permet de généraliser ces propriétés aux éléments
de TRECC.

Théoréme 4.1.14. Pour tout O = (O1,...,0pn), O; C A*, la famille TRECO est stable par
union, intersection, complément, projection et produit carthésien.

Preuve : La preuve est identique & celle des points 2 et 3 du théoréme 4.1.8.

O
Etant donné P C A* un langage clos par préfixe, nous définissons une restriction de la classe
TREC? permettant de “reconnaitre” des foréts dans P-Arbre.
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Définition 4.1.15 (Automate P-sécable). Un automate A € AFAO est P-sécable si il
existe un état particulier q; € Q tel que c(q.) =0 et
Vt € A*-Arbre(X), r € A*-Arbre(Q) run de A surt, pour tout u € A* :

u¢ P ssir(u)=q,

Dans ce cas, pour tout run r, les sous-arbres extérieurs a P sont acceptants et pour savoir
si un run r est acceptant, il suffit de tester la condition sur les chemins infinis dans P (et donc
si P est fini, tout run est acceptant). De plus, les sommets qui n’appartiennent pas & P sont
marqués par ’étiquette ¢ .

4.1.3 Foréts définissables

Le transfert des résultats de théorie des automates a la logique sur les arbres complets non
étiquetés donné par Rabin peut étre étendu aux automates & oracles. Nous établissons une
correspondance bijective entre les foréts O-reconnaissables et les modéles de SOM-formules
sur I'arbre T(A) (théoréme 4.1.18). Il s’ensuit que le probléme du vide pour les foréts O-
reconnaissa’tgles est équivalent avec le probléme de la satisfiabilité des SOM-formules closes
dans T(A)O. Nous prouvons finalement une correspondance analogue entre les foréts dans

TREC6| p et les SOM-formules de T(A)| PO, ou P C A* est clos par préfixe et SOM-définissable
dans T(A)° (théoréme 4.1.21).

Soit A un alphabet fini, et Sig(A) = {e, (SUCCy)aca} une signature ou SUCC; sont des
symboles relationnels binaires et € symbolise une relation constante.
Soit ¢ une SOM(Sig(A))-formule & m places (voir définition 3.2.5), et n variables libres.

Tout modéle C de ® dans T(A)|PO correspond & un arbre dans P-Arbre({0,1}") : I'arbre

caractéristique de C dans P.

Définition 4.1.16. Une forét I C P-Arbre({0,1}") est dite définissable dans T(A)|PO si

il eziste une formule a |O| places et n variables libres (X1, ..., X,) définissant F au sens
sutvant :

—

F ={T(A)Et5) € P-Arbre{0,1}" : T(A)p°,51,..., % = ¢(X1,..., Xn)}.

Dans ce cas, nous notons (abusivement) T(A)|PO,F E o.

Les foréts définissables dans un arbre complet non étiqueté sont bien connues, elles corres-
pondent exactement aux foréts reconnaissables.

Théoréme 4.1.17 (Rabin). La classe des foréts reconnaissables TREC(A) correspond ezac-
tement a ’ensemble des foréts définissables dans T(A).

La caractérisation des foréts O-reconnaissables obtenue dans le lemme 4.1.12 permet de
généraliser ce résultat aux arbres étiquetés.

-

Théoréme 4.1.18. Pour tout vecteur O de sous-ensembles de A*, TREC(A)® correspond
ezactement o Uensemble des foréts définissables en LSOM dans T(A)©.
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Preuve : Soit F € TRECG(A, {0,1}") avec O = (01, ...0y,). N
D’aprés le lemme 4.1.12, il existe une forét reconnaissable F' € A*-Arbre({0,1}"t) telle
que -
F=mi .a(F 0 B((A)2({0,13")).

D’aprés le théoréme 4.1.17, F est définissable dans T(A) et il existe donc une formule 5 ayant
n -+ m variables libres et telle que

F = {(T(Seom) s T(A) | 951, S }-
Alors,

F = 7T1,n({T(Sl7...7sn701’...’om): T(A) ): 5(517"'7Sn7017"'70m)})
{TS1-50) | T(A) = ¢(S1, ..., S0, 01,...,0m)}.

En remplagant chaque variable X,,;; par le symbole relationnel O;, nous transformons main-
tenant la formule ¢ en une formule ¢ & m places et n variables libres. Cette formule vérifie

F = {TG15 T(4)% |= 6(S1,...., Su)}

et F est donc définissable dans T(A)°.

Inversement, si F' est une forét définissable par une formule ¢(X1, ..., X,), alors en appli-
quant la transformation inverse consistant a remplacer chaque symbole relationnel O; par la
variable Y;, nous obtenons une formule ¢ dont les variables libres sont X1,..., X;,Y1,...,Y),
et définissant une forét F' € A*-Arbre{0, 1} telle que

F= Wln(ﬁ N FX(A)G({Ov 1}"))

D’aprés le théoreme 4.1.17, F est une forét reconnaissable et F est donc O-reconnaissable
(lemme 4.1.12).
a

Corollaire 4.1.19. Soit O un vecteur de langages dans A*. )

Le probléme du vide est décidable pour les foréts dans TRECG(A) ssi T(A)C admet une
SOM-théorie décidable.

Preuve :

— Soit F une forét O-reconnaissable définie par une formule ¢(X7, ..., X,) et supposons
que la SOM-théorie de T(A)© est décidable.

Alors, comme F # 0 ssi T(A)° = 3X1,..., Xn. ¢(X1,...,Xn), décider si F est vide
revient & décider de la satisfiabilité d’'une SOM-formule close.

— Inversement, supposons que pour toute forets O-reconnaissable, le probléme du vide est
décidable. D’aprés le théoréeme 4.1.18, chaque formule close & m places ¢ sur Sig(A)
définit dans T(A) une foret F € A-Arbre({0,119) telle que F # () ssi T(A)° = ¢.

Od

Rabin avait déja prouvé ce résultat pour le cas m = 0, et montré par ailleurs que le probléme
du vide est décidable pour les foréts reconnaissables. Le théoréme suivant est donc bien connu :
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Théoréme 4.1.20 ([Rab69]). La théorie SOM de T(A) est décidable.

Nous généralisons maintenant le théoréme 4.1.18 aux foréts de domaine P, oit P est un
langage clos par préfixe :

Théoréme 4.1.21. Soit P C A* un langage clos par préfize, et O un vecteur de sous-
ensembles de P tel que P est SOM-définissable dans T(A)C.

La classe TRECO p correspond exactement & l’ensemble des foréts définissables dans T(A) °.
\ P

—

La premiére implication permettant de démontrer ce théoréme est prouvé dans le lemme
4.1.22, et la seconde résulte des lemmes 4.1.23 et 4.1.24.

Lemme 4.1.22. Soit P un langage préfive appartenant a DEF(T(A)G) et F' une forét dans
P-Arbre(X). Si F est définissable dans T(A)‘PO, alors F € TRECO‘p.

Preuve : Le langage P étant définissable dans T(A), pour toute SOM(Sig(A))-formule & m
places ¢(X1,...,X,), il est possible, en relativisant la formule & P, de construire une nouvelle
SOM(Sig(A))-formule & m places ¢pp(Xy,...,X,) telle que VSq,...,S, C A*,

T(A)° = ¢p(Sh,-.. . Su) ssi T(A)p0 = @(St,-.., Su) et Si,..., S, C P

Si F' est la forét des modéles de ¢ dans T(A)| Pé, et I/ est la forét des modeéles de ¢p dans
T(A)?, alors F’ correspond 4 la restriction a P de F’ : F = F/

|P*
D’apres le théoréme 4.1.18 appliqué a ¢p, la forét F’ est O-reconnaissable et donc F €
TRECO(P).
O

Pour I"implication inverse, nous commengons par nous restreindre & des foréts reconnues par
automates P-sécables (voir définition 4.1.15).

Lemme 4.1.23. Soit P C A* un langage clos par préfive et A € AFAG(A) un automate
P-sécable. La forét F(A)|p est définissable dans T(A)‘PO.
Preuve : De facon évidente, la formule décrite dans la preuve du théoréme 4.1.18 convient

également dans le cas ou A est P-sécable.
O

Pour achever la preuve du théoréme 4.1.21, il reste & montrer que si chaque O; est inclus
dans P, alors tout automate dans AFAé(A) est équivalent (& U'intérieur de P) & un automate
P-sécable dans AFAé(A).
Lemme 4.1.24. Soit P C A* un langage clos par préfize et O un vecteur de sous-ensembles
de P tel que P est définissable en LSOM dans T(A)°. Pour toute forét F € TRECé(A), il
eziste un automate P-sécable A € AFAO tel que Fijp = F(A)p.
Preuve : Supposons pour simplifier que A = {ag, a1}, si A est de taille quelconque, la preuve
est identique. Posons pour i € {0,1}, P-a;' = {u € A*|ua; € P} et P = (P-ag ', P-a17 ).
P étant définissable dans T(A)é par hypothése, le vecteur P est également définissable dans
T(A)é et d’aprés le théoréme 4.1.18, il existe donc un automate Ap € AFAOq(A7 {0,1}?) tel
que F(Ap) = {T(4)7}. )

Le théoréme 4.1.14 assure de Pexistence d'un automate A; € AFA? (A, ¥ x {0, 1}?) vérifiant
F(A;) = F(A)"F(Ap). Cet automate A; permet donc de décrire F(A), ainsi que les limites
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de P. Nous construisons maintenant & partir .4; un nouvel automate B capable de vérifier aux
limites de P, qu’en continuant 1’exécution de A en dehors de P, il serait possible de trouver un
étiquetage des sous-arbres manquants tel que ’arbre ainsi complété admet un run acceptant
dans A. La condition O; C P assure que les seules transitions applicables en dehors de P
ont pour test le vecteur nul (0,...,0). Ainsi, sur les sommets extérieurs a P, 'automate se
comporte comme un automate sans oracles. B

Pour tout ¢ € @ (I’ensemble des états de A;), nous construisons A, € AFAC & partir
de I'automate A1 en retirant toutes les transitions & test non nul et en posant ¢ comme état
initial. Sur les mots n’appartenant pas a P, cet automate est équivalent & un automate sans
oracles puisque le vecteur caractéristique de tout w ¢ P est constant et égal & (0,...,0).
D’apres le théoréme de Rabin 4.1.20, nous savons effectivement décider si L(A,) # 0 et donc
construire Pensemble Acc = {q € Q1: L(A,) # 0}.

Ainsi, Acc décrit les états a partir desquels, en dehors de P, il existe un sous-arbre ac-
ceptant. Donc, V¢ et r, tels que r est un run de A; sur ¢, Yu € P avec t(u) = (a, bg, b1), si il
existe une direction i € {0,1} telle que b; = 0, alors ua; ¢ P. A partir de 'ensemble Acc, il est
donc possible de construire un automate P-sécable B, tel que F(A1)pxo,13 = F(B1)|px{o,1}-
11 suffit pour cela de modifier I’ensemble des transitions de A; de la fagon suivante :

— remplagons chaque transition (p, (o, bg, b1), 0, po, p1) pour r(u) € Acc, par la méme tran-
sition dans laquelle, pour chaque 7 tel que b; = 0 ’état p; a été substitué par ¢, . Par
définition de Acc et puisque b; = 0 indique que la direction ¢ va faire sortir de P, cette
substitution ne modifie pas la restriction a P de la forét reconnue par ’automate A;.

— supprimons chaque transition (p, (a, by, b1), 0, po, p1) telle que r(u) ¢ Acc. Puisque cette
transition n’aménera jamais & un run acceptant, sa suppression ne modifie pas le langage
accepté par automate A;.

A partir de ce nouvel automate, il est alors facile de construire un automate P-sécable
B reconnaissant la forét F(B;). Il suffit pour cela de choisir comme ensemble d’état Q@ =
Qp, x {0,1}2U{q.}, et de modifier les transitions de B; de fagon déplacer dans les états les
vérifications faites sur les noeuds des arbres. Nous avons alors F(B)|p = F(A)|p-

O

Remarque 4.1.25. Le théoréme reste valable si les O; sont non inclus dans P mais sont tels
que Uapplication u — Xé(u) est constante en dehors de P.

4.2 Arbres régulier et probléme du vide

Les arbres réguliers forment une famille remarquable correspondant & celle des dépliages
des graphes finis. Ces arbres sont utilisés dans de nombreux domaines de 'informatique (voir
[Cou83] pour un survol). M.O. Rabin prouve que toute forét reconnaissable contient un arbre
régulier et que le probléme du vide est décidable pour les foréts reconnaissables. Ces résultats
associés A la représentation de toute forét reconnaissable par une SOM-formule (théoréme
4.1.17) prouvent le théoréme 4.1.20 formulant la décidabilité de la SOM-théorie de arbre
complet T(A). Tous ces résultats sont prouvés dans [Rab69] et dans [Tho90].

Nous généralisons ici la notion d’arbre régulier en définissant une classe d’arbre correspon-
dant aux dépliages de graphes de calculs d’automates de mots a oracles. Nous discutons ensuite
des liens entre l’existence d’un tel arbre dans une forét O-reconnaissable et la propriété du

Modéle Définissable (définition 3.1.2) pour ’arbre T(A)O. Enfin, nous terminons cette section
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en définissant les automate d’arbres sans entrées. Nous montrons que 1’étude du probléme du
vide et de 'existence d’un arbre régulier pour les foréts O reconnaissable peut étre réduite &
1”étude des foréts engendrés par de tels automates, ce qui permettra de simplifier les preuves
de la section suivante.

4.2.1 Arbre réguliers

Un arbre ¢ € Arbre(X) est dit O-régulier si il existe un automate de mot déterministe
A € AF9 et une fonction out : Q — X générant t, i.e., tels que Yu € {0,1}*,

(0,1 w) = (q,uq) ssi out(q) = t(u)
Remarque 4.2.1.

1. Un arbre est régulier ssi il est @—régulz’er.

2. Soit t un arbre régulier généré par un automate déterministe A € AFé(A, %)), alors pour
tout o € 3, lensemble Lo, = {u| t(u) = a} est O-régulier.

3. Tout arbre é—régulier sur A* est isomorphe a la restriction a Lg (le langage caractéris-
tique de O (définition 4.1.4)) d'un (A x {0,1}™)*-arbre.

4. Pour tout 6, Uarbre caractéristique TO est 6—régulz'er.

Nous étendons cette définition aux P-arbres en disant que ¢ € P-Arbre(X) est O-régulier
lorsqu’il existe un arbre O-régulier ¢’ € A*-Arbre(X), tel que t = t? p-

Théoréme 4.2.2 ([Rab69]).
1. Toute forét reconnaissable F' € A*-Arbre(X) contient un arbre régulier.

2. Le probléme du vide est décidable pour les foréts reconnaissables.

4.2.2 Propriété du Modéle Définissable

Nous utilisons maintenant les liens démontrés précédemment entre forét O-reconnaissables

et SOM-formules dans la structure T(A)° pour traduire en termes de foréts et d’arbres régu-
liers, la propriété du Modéle définissable (MD) donnée dans la définition 3.1.2.

—

Proposition 4.2.3. Si P est SOM-définissable dans T(A)O, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. T(A)|PO vérifie la propriété MD

2. pour toute forét O-reconnaissable non vide F C P-Arbre({0,1}), il existe D, SOM-
définissable dans T(A)‘PO, tel que F' contient un arbre ﬁ—régulier.

Preuve : Supposons que P est SOM-définissable dans T(A)O, une simple réécriture de la
propriété MD utilisant le théoréme 4.1.21 implique 1’équivalence des deux propriétés suivantes :

— T(A),p? vérifie MD
~ pour toute forét O-reconnaissable non vide F' C P-Arbre({0,1}), il existe un ensemble
D, SOM-définissable dans T(A)|PO, tel que l'arbre T(A)D‘P appartient a F.
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1. Supposons que T(A)| PO vérifie MD. Toute forét O-reconnaissable contient donc un arbre

T(A)6|P, ot D est SOM-définissable dans T(A)‘Pé. Cet arbre est donc D-régulier.

2. Inversement, supposons F' C P-Arbre({0,1}) est une forét O-reconnaissable contenant
un arbre ¢t qui est D-régulier, on D est SOM-définissable dans T(A), Pé. Par définition
d’arbre régulier, la forét {t} est donc D-reconnaissable. Soit S C P tel que t = T P, le
théoréme 4.1.21, assure que S est SOM-définissable dans T(A)‘ Pg. Puisque D est SOM-
définissable dans T(A)‘ Pé, S Dest également. D’aprés I’équivalence établie au début de
la preuve, T(A)‘Pé vérifie MD.

O

Le second point du théoréme 4.2.2 se réécrit donc de la fagon suivante :

Théoréme 4.2.4. Pour tout alphabet fini A, la structure T(A) vérifie la propriété MD.

4.2.3 Automate d’arbre sans entrée

Pour traiter du probléme du vide ou de 'existence d’un arbre régulier, il est possible de
se restreindre & des automates sans entrée i.e., tels que l'alphabet d’entrée X est vide. Dans
un tel automate, la relation de transition est donc A C @ x {0,1} x Q.

Tout automate A = (Q,E,A,é,A,qo,c) € AFA© peut étre transformé en un nouvel
automate B = (Q x 2,0, A4,0A,Qy, ) € AFA? sans entrée oit A’ contient une transition
((q,a),0, (p1,01), -, (Pn,am)) ssi (q,a,0,p1,...,pn) € A. Qo contient tous les (qo, ), « € ¥
et d(q,a) = ¢(q), Va € X. (Il reste encore a réduire QQp & un seul état, cette construction étant
classique, nous ne la détaillons pas ici.)

Clairement, pour tout 6, les runs acceptants de B sont exactement les paires r’ = r" ¢t
ou 7 est un run acceptant de A sur ¢t. Donc pour tout vecteur F?, t est J:?—régulier ssi r’ est
R-régulier et L(A) = 0 ssi L(B) = 0.

Le lemme suivant est donc immeédiat et permettra de restreindre nos prochaines preuves
& des automates sans entrées.

Proposition 4.2.5. Soit A € AFAé, il eziste un automate sans entrée B € AFAC tel que :
1. F(A) = 0 ssi B admet un run acceptant,

2. pour tout vecteur R de sous-ensembles de A*, F(A) contient un arbre ﬁ—régulier ssi B
admet un run R-régulier,

3. soit P C A* un langage clos par préfize, si A est P-sécable, alors B est P-sécable.

Un automate sans entrée déterministe A € AFAY admet au plus un run. Si il existe, ce
run est un arbre O-régulier.

Proposition 4.2.6. Pour tout 6, pour tout A € AFAC sans entrée et déterministe, si il existe
un run de A alors ce run est O-régqulier.

Preuve : Soit A = (Q, A, 6,A,qo,c) € AFA? un automate sans entrée déterministe. nous
construisons A, = (Q, A4, 0, A,,q0) € AF9 déterministe ou A, est composé de toutes les
transitions (g, a;, 0,p;), i € [1,n] telles que (q,0,p1,...,pn) € A. Sit est un run acceptant de
A, alors t est I’arbre engendré par A, associé a la fonction out : g — ¢, Vq € Q.
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4.3 Logique pour automate & oracles restreints

Afin de construire des structures ayant de “bonnes propriétés“, nous nous restreignons
maintenant & des oracles de la forme O = (p ' (R1), ..., pp ' (Rm)), ol st un morphisme
de A* dans un monoide et P est un sous-ensemble de A* clos par préfixe.

Nous utilisons la théorie des jeux pour exprimer certains problémesﬁrelatifs aux foréts
o

)

reconnaissables par des formules SOM sur la structure image ,u(T(A)| p ). Ceci permet de

—

prouver que si P est SOM-définissable dans T(A)O, alors la propriété “avoir une SOM-théorie
décidable” peut-étre transférée de u(T(A)|PO) a T(A)|PO.

Nous définissons également une condition sur yp rendant possible le transfert de la pro-
priété MD, et permettant de prouver 1’égalité entre la classe des ensembles SOM-définissables

dans T(A), PO et I'union des classes REC#P (D) pour D vecteur SOM-définissable dans la

structure p(T(A) |PO).

4.3.1 Jeux de parité

Nous considérons des jeux & deux joueurs (le joueur 0 et le joueur 1) constitués d’un graphe
dont les sommets sont partitionnés en positions du joueur 0 et du joueur 1, d’une position de
départ et d’une condition de gain.

Au début d’une partie, un pion est déposé sur un des sommets du graphe. Le joueur ayant
le pion sur une de ses positions le déplace le long des arcs du graphe jusqu’a arriver sur une
position du joueur adverse. C’est alors & celui-ci de jouer, il itére le méme procédé. Si un joueur
ne peut plus jouer, (i.e., si il n'y a pas d’arcs issus du sommet sur lequel le pion est posé) il
est déclaré perdant. Dans le cas contraire la partie est infinie et correspond & un chemin infini
dans le graphe. Le gagnant est alors déterminé en testant la condition de gain sur la suite
infinie de sommets formée par la partie.

Nous nous intéresserons en particulier aux jeux de parité (voir par exemple [GH82, EJ91,
GTWO02)) :

Définition 4.3.1 (Jeu de parité). Un jeu de parité est un tuple J = (Vo, Vi, E,vg,c) od
V = VoY Vi est un ensemble de sommets partitionné en sommets du joueur 0 et sommets
du joueur 1, (V,E) est un graphe, vg € V est le départ du jeu et ¢ : V — [0, mazx] est une
application associant & chaque sommet du graphe une priorité sous forme d’un nombre entier
pris dans un intervalle borné.

Une partie dans J est un chemin issu de vg (fini ou infini) dans le graphe (V, E).

Si la partie est finie et termine sur un sommet v € V., € € {0,1} (i.e., si il n’y a pas
d’arcs sortant de v), le joueur € est déclaré perdant (et par suite l'autre est gagnant). Sinon,
le gagnant est déterminé par ng, valeur de la plus petite priorité rencontrée infiniment souvent
dans la partie. En d’autres mots, si la partie est vgvy -+ - vy, -+ - alors ng est le plus petit entier
ayant une infinité d’occurrences dans le mot c(vg)c(vy) -+ c(vy)---. Si ng est pair, le joueur
0 est déclaré gagnant, dans le cas contraire, c’est 1 qui gagne.

Une stratégie pour le joueur € (e € {0, 1}) est une fonction S associant & tout préfixe d’une
partie ™ = vgvy - - - v, tel que v, € Vi, un sommet v, 1 tel que (v,,v,11) € E. Une stratégie
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est dite positionnelle si elle ne dépend que du sommet courant v,. Dans ce cas, nous la
représentons par une application de V, dans V. Une partie m = vgv1 --- vy, - - - est conforme
a s si pour tout ¢ > 0 tel que v; € V¢, alors v;11 = S(vg...v;). Une stratégie s est gagnante
pour le joueur € si toute partie conforme & S est gagnante pour le joueur e.

La notion de stratégie gagnante permet de capturer les sommets & partir desquels un joueur
est str de gagner (si il joue bien). Le joueur € gagne le jeu si il existe une stratégie gagnante,
i.e., telle que toute partie conforme a S est gagnante.

Le résultat suivant est fréquemment utilisé pour ’application de la théorie des jeux a la
théorie des modeles. I1 est prouvé dans [EJ91, GTWO02].

Théoréme 4.3.2. Pour tout jeu de parité J :
1. un et seul joueur admet une stratégie gagnante dans J,
2. si le joueur € gagne le jeu, alors il admet une stratégie positionnelle gagnante.

Pour éviter le cas particulier des parties finies, il est commode de se restreindre & des jeux
dits complets.

Définition 4.3.3 (Jeu complet). Un jeu est dit complet si il ne n’admet aucune partie
finie.
Lemme 4.3.4. Pour tout jeu de parité J, il existe un jeu complet J' tel que
— le joueur 0 gagne J ssi il gagne J',
— étant donnée une stratégie pour joueur 0 gagnante dans J', il existe un algorithme per-
mettant de calculer une stratégie pour joueur 0 gagnante dans J.

Preuve : Soit J = (Vp, V1, E, ¢,vp). Nous construisons le jeu complet J¢ = (Vi, V|, E€, ¢, vp)
ou

- Vi={vi}uW

- Ve={vr}uWn

— ¢ est étendue aux deux nouveaux sommets en posant c¢(v, ) = mazx et c¢(vt) =0
E¢=FEU {(UJ_’UJ_)v (UTva)}U {(U7QJ_) | v € W, (U X V) NE = (D}U {(U7QT) | v e
Vi, wx V)N E =0}
Si S est une stratégie gagnante dans J¢ pour 0, S définit également une stratégie gagnante
dans J pour 0.

O

Pour étudier les parties jouées selon une stratégie positionnelle, il est suffisant de considérer
le nouveau jeu obtenu en restreignant le graphe du jeu initial aux parties conformes a la
stratégie.

Définition 4.3.5 (Jeu restreint & une stratégie). Soit J = (V, V1, E,c,v9) un jeu et
S une stratégie positionnelle pour le joueur 0. Nous associons a J et S le jeu restreint Jg =
(Vo U V4,0, ES c,v9) ot E5 = Ey U {(v,v) | v e Vp, s(v) =0}

Lemme 4.3.6. Pour tout jeu J € Jeu(J) sans parties finies, pour toute stratégie positionnelle
S, la stratégie s est gagnante dans J ssi le jeu réduit Js est gagnant pour 0.

Preuve : Par définition de jeu restreint, une suite infinie de sommets vg - - - v, - - - définit une
partie dans Jg ssi elle définit une partie dans J conforme & s. Puisque les priorités des sommets
des deux jeux sont les mémes, nous en déduisons que toute partie jouée selon S dans J est
gagnante pour 0 ssi toute partie dans Js est gagnante pour le joueur 0.
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|

Remarquons que ce résultat n’est plus valable si il existe dans J des parties finies terminant
en V. En effet, une telle partie est perdante dans J pour joueur 0, alors qu’elle est perdante
pour 1 dans JS.

Introduisons maintenant la logique sur les jeux. Tout jeu J = (Vp, V1, E, vy, ¢) peut étre
associé & une structure relationnelle

J= <‘/7%7V17E7v07607"'7cmax>

ou pour tout ¢ € [0,maz], ¢; ={v €V | c(v) = i}.

Pour toute stratégie sans mémoire S du joueur 0, le probléme de savoir si S est gagnante
se réduit a la satisfiabilité d’'une SOM-formule close dans le graphe de calcul de la machine
associée au jeu réduit a s.

Lemme 4.3.7. Pour tout jeu complet J, il existe une SOM-formule close SG telle que : VS
stratégie sans mémoire pour joueur 0 dans J,

Js =5G ssi s est gagnante

Preuve : Commencons par construire une formule P telle que Jg = P ssi il existe une partie
dans J® perdue par joueur 0, i.e., ssi il existe un chemin infini vg - - - v, - - - tel que le plus petit
entier apparaissant infiniment souvent dans ¢ (vg)---c(v,,)--- est impair.

Py :=3X, Hyo e X.

Ing impair tel que cp, (yo)

no = min{n| ca(y), y € X}

Vo —> Yo

w o=

4. Yy € X, Fy tel que ¢, (y') et y A Y

D’apres le théoréme 4.3.2, le joueur 0 perd le jeu ssi joueur 1 gagne le jeu, donc SG := = F,.
O

4.3.2 Jeux d’accessibilité pour automates a oracles

Nous utilisons maintenant les jeux de parité afin d’exprimer des problémes liés aux foréts
O-reconnaissable. Nous fixons pour toute cette sous-section les objets suivants :
— A est un alphabet fini, que nous considérons pour simplifier réduit & deux éléments :
A = {ag, a1} (tous les résultats établis restent valides pour A quelconque),
— v est un morphisme surjectif de A* vers un semi-groupe (M, x),
— P est un sous-ensemble de A* clos par préfixe,
— Oy désigne I'ensemble des vecteurs 0= (p H(R1), -, pup~ (Rm)) pour R; C M.

Rappelons que d’aprés la définition 3.2.2, la structure image par p de T(A)‘ PO est

H(T(A) p0) = (u(P), 1), *p(a) *p(an)s B):

ol *,(a;) = {1(0,0 % p(ai))}, pour i € {1,2}.
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Nous prouvons que pour tout Oe Oﬂ\ »»le probléme du vide pour les foréts O-reconnaissables
se réduit a déterminer le gagnant d’un jeu de parité se déroulant dans une aréne dont les som-
mets sont inclus dans le produit de u(P) avec un ensemble fini. Nous en déduisons (proposition
4.3.15(1)) que pour ces foréts, le problémes du vide se réduit a celui de la satisfiabilit¢ d’une

SOM-formule close dans la structure p(T(A), PO), image par p de la structure T(A), PO (voir

définition 3.2.2). Nous prouvons également que toute forét O-reconnaissable non vide contient
un arbre y, pL(D)-régulier, ot D est un vecteur SOM-définissable dans (T (A), PO) (propo-
sition 4.3.15.2).

Nous restreignons tout d’abord notre étude aux automates d’arbres sans entrée et P-
sécable. L’avantage de travailler avec de tels automates est que la validé d’un run de dépend
que des sommets appartenant & P. De plus, les éléments qui n’appartiennent pas & P sont

indiqués par ’étiquette g, et sont donc facilement identifiables.

Définition 4.3.8 (Jeu a oracles). Associons a tout automate complet et P-sécable A =
(Q,0,A, 6,A,qo,c), O e Opps le jeu de parité suivant :

Ja=Vo,V1, E, d, (1(€); q0)) o

Vo =u(P) xQ et Vi = u(P) x A,

E=FEyUFE; ou Eg CVyx Vi, BE1 CVy XV et

Eo = {((0:0). (0:0))] 6 = (p.x,0)(0):p0, 1) € A},

Ey ={((0,9), (o * pu(3),pi)| pi # g1, (p,0,po,p1) € A, i € {0,1}} et
d est défini par ¢ (o,p) = c(p) et (o, (p, 0, po,p1)) = c(p).

Une partie débute a la position (u(¢), o). Chaque joueur joue alternativement en avangant
dans le jeu. En position (o, p), le joueur 0 choisit une transition 6 = (p, 0, po, p1) parmi celles
vérifiant 0 = XM(O-’)(U) et se déplace en (u,d). J1 choisit alors la direction 7 qu’il va suivre
(1 € {0,1}) et va en position (o x p(a;),p;). Ainsi, puisque p est un morphisme, pour tout
préfixe de partie terminant en (o,2) € V, si u est le mot formé par la suite des directions
choisies par le joueur 1, alors p(u) = o. L’automate ayant été choisi complet, le jeu est
également complet.

Pour un tel jeu, il est plus commode de voir une stratégie pour le joueur 0 comme une
application des préfixes de parties dans A (ainsi, une stratégie positionnelle est une application
s: Vo — A).

Tout run acceptant de A décrit une stratégie gagnante pour le joueur 0, puisque la suite
des transitions choisies durant la partie est fixée par le run, et que par définition d’automate
P-sécable, les chemins manquants dans le jeu correspondent & des sous-arbres acceptants
étiquetés par ¢, . Inversement, une stratégie gagnante s pour le joueur 0 donne une méthode
pour construire un run acceptant de .A. Il suffit pour cela d’appliquer successivement les
transitions indiquées par la stratégie.

Lemme 4.3.9. Un automate sans entrée et P-sécable A € AFAG, O € O, admet un run

acceptant ssi le joueur 0 admet une stratégie gagnante dans J 4.

Hp

Preuve :
— Soit 7 est un run de A, nous obtenons la stratégie sans mémoire associée S, en posant :
Yug ... v, préfixe d'une partie avec v, € Vj et tel que la suite des directions prises par
le joueur 1 est u € A*,

Sp(vo - .- vn) = (r(u), x5(u),r(uag), r(uay))

Clairement, S, est gagnante ssi r est acceptant.
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— Soit s une stratégie pour le joueur 0, & chaque sommet u, nous appliquons la transition
indiquée par S(py), o p, est le préfixe de la partie jouée selon S, dont la suite des
directions choisies par le joueur 1 est u :
= 15(€) = qo et pe = (u(e), qo),
~ Yu € P, sis(p,) =0, avec 6 = (p, 0,po, p1), alors Vi € {0,1} tel que p; # q.,

rs(ua;) = pi et pua; = pu - S(pu) - (u(uai), i),
-siu¢ P, rs(u) =q,.
L’arbre ainsi construit est clairement un run de A et il est acceptant ssi S est gagnante.

O

En utilisant le théoréme 4.3.2, ce résultat se réécrit de la fagon suivante :

Lemme 4.3.10. Un automate sans entrée et P-sécable A € AFAG, O e O#\P admet un run
acceptant ssi le joueur 0 admet une stratégie positionnelle gagnante dans J 4.

Soit S une stratégie positionnelle pour le joueur 0. Nous avons prouvé dans le lemme 4.3.7
que le probléme “s est-elle une stratégie gagnante ?” se réduit au probléme de la validité d’une
formule close dans la structure associé au jeu restreint & s. Nous réduisons maintenant ce
second probléme a celui de la satisfiabilité d’une formule close dans la structure u(T(A), PO)
augmentée d’un vecteur de relations unaires codant S. Pour cela, nous représentons chaque
sous-ensemble de V', et chaque stratégie positionnelle pour 0, par un vecteur de sous-ensembles
de p(P).

Soit A € AFA?, Oe Oﬂ\P’ nous Supposons :

— A = {d1,...,04}, ou &; # ¢; pour tout i # j, (dans ce cas, nous dirons que A est de

taille d)
- Q={s1,.-..,8:}.
Nous définissons alors les applications suivantes :
— pour tout D C V, g(D) = (g1(D),...,94(D),hi(D),...,h(D)),ouVi € [1,d], j € [1,7],

9i(D) ={o | (0,0;) € D} et hj(D) ={o | (0,5;) € D},

— nous associons a tout stratégie positionnelle S pour le joueur 0 dans J le vecteur Sy =
(SS,17 ) 7SS,d)7 SS,i - ,U(P) ou Vi € [1, PN d],

SSJ' = {0’ S M(P) ‘ S(O’, 711(61)) = (51}

Remarquons que le vecteur Sg caractérise complétement S.

Lemme 4.3.11. Soit A € AFAC un automate sans-entrée et P-sécable avec O € Ou\p: et
d(X1,...,Xp) une SOM-formule sur Jas, il existe une formule ¢9 a d places sur ,u(T(A)|P)
telle que VS stratégie positionnelle pour le joueur 0 dans J, VD1,... Dy CV

Jus = $(D1,..., D) ssi p(T(A) p)™ |= 67(g(D1), ..., g(Dy)

Preuve : Construisons ¢9 dans le cas ou ¢ est une formule atomique :
— Pour tous i € [1,d], j € [1,7], 0,0’ € M, nous avons :
— Es((0,6:),(¢0’,pj)) ssi il existe une direction € € {0,1} telle que o/ = o % p(ac) et
Totc(0;) = pj
— Es((0,pj),(0",0;)) ssi 0 =0’ et m1(d;) =pj et 0 € Ss;
La formule EY est donc clairement exprimable dans 1(T(A)p)

—

Ss
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- cg,n(Xl, ..., Xpyr) correspond & la disjonction des deux formules suivantes :
— i € [1,d] tel que X; = {z} et les autres sont vides et ¢(d;) = n,
— 3j € [1,7] tel que Xgq1; = {z} et les autres sont vides et ¢(p;) =n
-sigp(X,)Y):=XCY,
alors ¢9( Xy, ..., Xg4r, Y1,..., Yyir) :=Vie [1,d+ 7], X; C Y.
Finalement, si ¢ n’est pas une formule atomique, ¢9 est donnée par une induction évidente.
Od
En composant le lemme 4.3.11 et le lemme 4.3.7, nous déduisons immédiatement le résultat
suivant :

Lemme 4.3.12. Soit A € AFAO un automate sans-entrée et P-sécable de taille d, avec Oe
Opp, il eziste une SOM-formule close a d place, SG sur ,u(T(A)‘P), telle que pour toute
stratégie positionnelle s pour le joueur 0 dans J 4,

u(T(A)UD)qu = SG ssi S est gagnante

Nous montrons maintenant que la propriété “il existe une stratégie gagnante pour le joueur
0 dans J4” se réduit au probléme de la satisfiabilité d’une formule close dans la structure

n(T(A), PO). En utilisant le lemme précédant, il suffit de vérifier que pour tout vecteur S de
d sous-ensembles de p(P), la propriété “§ code une stratégie pour le joueur 0” est exprimable

dans ,u(T(A)‘PO). En supposant A complet (i.e., pour tout (p,0), il existe une transition
(p, 0, P)), il suffit juste de s’assurer que pour tout état p, pour tout o € u(P), il existe un et
un seul ¢ € [1,d] tel que

— la premiére composante de J; est p,

X,6)(m) = m2(0:),

- wesS;
Cette propriété étant facilement exprimable en SOM, nous déduisons immédiatement du
lemme 4.3.12 :

Lemme 4.3.13. Soit A € AFAS un automate sans-entrée et P-sécable de taille d, avec Oe

Opp, il eziste une SOM-formule REG 4 sur M(T(A)‘Pé), telle que VS1,...,Sq C u(P),
1. u(T(A)p9) = REGA(SL, - ., Sa)
2. §= (S1,...,54) code une stratégie sans mémoire pour le joueur 0 dans J4.

Nous avons remarqué précédemment que toute stratégie pour joueur 0 définit un run de
l'automate. Nous pouvons egalement observer que si la stratégie S est posmonnelle alors le
run rg décrit par la stratégie est Sy -régulier. 11 suffit pour cela de voir le vecteur S comme un
oracle indiquant pour chaque 75(u) = p, l'unique transition a appliquer (i.e., 'unique ¢ telle
que s(p(u),p) = (u(u),d)).

En transformant le test de chaque transition §; € A de facon & appliquer une transition
0; & un noeud wu ssi p(u) € S;, nous construisons un automate d’arbre déterministe sans
entrée As = (Q,0, A up_l(gs) Ag,qo), ou Ag est composé de tous les (q.,0, ql,ql) qui
appartiennent & A, ainsi que tous les (p,b po,p1) tels que 6; = (p,d,po,p1) et b e {0,1}¢
vérifie b; = 1 et pour tout j # i € [1,d] tel que §; commence par p, b; = 0.

L'unique run cet automate (si il existe) est un run acceptant de A qui est p, p1(Ss)-
régulier.
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Lemme 4.3.14. Pour toute stratégie sans mémoire S gagnante pour le joueur 0, l’automate
As est déterministe, P-sécable et son unique run est un run acceptant de A.
Preuve : Clairement, Ag est déterministe et admet un run puisque pour tout u € P, il existe
i € [1,d] tel que m(0;) = r(u) et pu(u) € S, par définition de du codage de la stratégie.
Montrons que cet unique run 7 est un run acceptant de A :
- r(e)=q
- Yu € A*, la transition (r(u),xmp,l(sﬂs)(u),r(uao),r(ual)) appartient & Ag et il existe
donc i € [1,...,d] et & tels que §; = (r(u), 0, r(uag),r(uag)) € A et S; = 1. Nous avons
donc de plus S(u(u),r(u)) = (u(u),d;) et donc 0= x5(u).
Donc, r est bien un run de A, et comme la stratégie S est gagnante, r est un run acceptant

de A et Ay est P-sécable.
Od

De plus, As étant déterministe, la proposition 4.2.6 implique que son unique run est Si-
régulier.

En appliquant la proposition 4.2.5, il est possible d’étendre ces résultats au cas général des
automates avec entrée. De plus, si P est SOM-définissable dans T(A)© alors d’apres le lemme
4.1.24, pour tout automate A dans AFAG, il existe un automate B € AFAé, P-sécable, tel que
F(A)p = F(A)p. Ainsi, les deux résultats précédents peuvent étre étendus a tout A € AFA©

-

pour O € Opp tel que P est SOM-définissable dans T(A)°.
La proposition suivante résume ces résultats.

Proposition 4.3.15. Pour toute forét F' € TRECG(A)‘p, o O € Oﬂ\P’ et P est SOM-

définissable dans T(A)O, il existe d > 0 et une formule REGr a4 d variables libres telle que

1. F # 0 ssi p(T(A) p°) = 3X1,... X REGR (X1, ..., Xq)
2. ¥S1,...,84 C u(P),
st ,u(T(A)‘PO) E REGp(S1,...,5q) alors F contient un arbre u‘p_l(g)—régulier.

4.3.3 Théorémes de transferts

Nous utilisons maintenant la proposition 4.3.15 pour transtérer des propriétés de la struc-
ture p(T(A), PO) vers la structure T(A), PO. Fixons tout d’abord les hypothéses pour lesquelles
ces théorémes sont établis :

Définition 4.3.16 (Hypothése (HT)). Soient

- p: A* — M un morphisme de semi-groupe surjectif,
- R un vecteur de sous-ensembles de M,

- P C A* un langage clos par préfize et SOM-définissable dans T(A)“‘Pil(ﬁ).
Dans ce cas, nous notons HT (pp, 6), ot O = ,U|p_1(]:?:).
Théoréme 4.3.17 (Transfert de décidabilité). Soient p un morphisme de A* vers un
semi-groupe quelconque, P C A*, et O un vecteur de sous-ensembles de P tels que HT (up, O).
Si la SOM-théorie de M(T(A)|P6) est décidable, alors

—

— la SOM-théorie de T(A)‘PO est décidable,

— le probléme du vide est décidable pour les foréts O-reconnaissables.
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Preuve : Soit F une forét O-reconnaissable et REG r la formule établie dans la proposition
4.3.15. Si on sait décider si ,u(T(A)‘PO) = 3X. REGp(X), on sait décider si F est vide.
Alors, en utilisant 1’équivalence entre le probléme du vide pour les forét O-reconnaissables

et le probléme de la satisfiabilité des SOM-formules closes sur T(A)| PO (corollaire 4.1.19), le
théoréme est démontré.
O

Définissons maintenant la condition permettant le transfert de la propriété MD.

Définition 4.3.18. Etant donné u un morphisme de A* dans un monoide, et P C A* clos par
préfize, lapplication restreinte i p est dite SOM-inversible si VO = (O1,...,0n), O; C P,
VD C u(P) :

D SOM-définissable dans ,u(T(A)‘PO) implique pyp~ ' (D) SOM-définissable dans T(A)‘PO.

Théoréme 4.3.19 (Transfert de la propriété MD). Soient pu un morphisme de A* vers

un monoide quelconque, P C A*, et O un vecteur de sous-ensembles de P tels que HT (up, 6)
et pp est SOM-inversible, alors

u(T(A)|PO) vérifie MD implique T(A)|P6 vérifie MD.

Preuve : D’aprés le théoréme 4.1.21 et puisque u(T(A), PO) vérifie MD, pour toute forét O-

reconnaissable non vide F C P-Arbre({0,1}), il existe S SOM-définissable dans n(T(A), PO)
tel que F' contient un arbre ,u|p_1(§)—régulier. Puisque pp est SOM-inversible, u‘p_l(g) est

SOM-définissable dans T(A)|PO et d’aprés la proposition 4.2.3, T(A)‘PO vérifie MD.
a

Théoréme 4.3.20 (Théoréme de structure). Soient ;1 un morphisme de A* vers un
monoide quelconque, P C A*, et O un vecteur de sous-ensembles de P tels que HT (up, 6) et
pp est SOM-inversible, et u(T(A)|PO) vérifie MD, alors pour tout L C P,

L est SOM-définissable dans T(A)|PO s81

3D SOM-définissable dans ,u(T(A)|PO) tel que L est u|p_1(ﬁ)—régulier.

Preuve : Supposons que L est défini dans T(A)‘Pé par une formule SOM ¢(X). Cette for-
mule définit dans T(A)‘PO la forét F' = {T(A)L‘P} et d’aprés le théoréme 4.1.21, F est O-
reconnaissable. Puisque par I'hypothése, u(T(A), PO) vérifie MD, la proposition 4.2.3 assure

de I'existence d’un vecteur D, SOM-définissable dans u(T(A)|P6), et tel que l’arbre T(A)L|P
est p p 1 (D)-régulier. Par définition d’arbre régulier, le langage L est 1 p1(D)-régulier.

Inversement, si D est SOM-définissable dans u(T(A), PO), alors puisque pp est SOM-

inversible, ,u‘p_l(ﬁ) est SOM-définissable dans T(A)‘PO. Etant donné L € REC’”P_I(E), en
utilisant la caractérisation par automate de L, il est alors facile de trouver une formule SOM
définissant L dans T(A), PO.

O
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Remarque 4.3.21. Dans le théoréme 4.3.20, il n’est pas nécessaire de supposer que up est
SOM-inversible pour prouver que les définissables sont reconnus par automates a oracles. Cette
hypothése n’est nécessaire que pour l'implication inverse.

4.3.4 Un exemple d’application

Différents auteurs ont exhibés des classes de prédicats R C N pour lesquels la struc-
ture (N,;0,+1, R) admet une SOM théorie décidable. Par exemple, la classe des prédicats
morphiques étudiée dans [CT02], ou celle étudiée dans le chapitre 13 de ce manuscrit. Ces
structures peuvent étre vues comme des structures images par un morphisme, ce qui permet
transférer la propriété de décidabilité vers des structures d’arbres. Etant donnés deux alpha-
bets A et B, avec B C A, 'application I : A* — N qui & tout mot associe son nombre de
lettre dans B est un morphisme surjectif.

Corollaire 4.3.22. Pour tout N = (Ny,...,Np), N; C N tel que (N, +1, N) admet une SOM-
théorie décidable, la structure (A*, (SUCCq)aca, I~ (N)) admet une SOM-théorie décidable.

Ce résultat a déja été prouvé dans [Tho03, proposition 2|, pour le cas B = A, comme une
application directe des résultats sur les dépliages de graphes obtenus dans [Cou95, CW9§| :
si un graphe admet une théorie SOM décidable, alors ’arbre obtenu par dépliage du graphe
également. La structure (A*, (SUCCq)acA, la~ 1 (R)) peut étre vue comme le dépliage du graphe
(N,4+14,,...,4+1,,,R), 00 A ={a1,...,a,} et lesrelations +1,, sont toutes égales a la relation
+1. Toutefois, & notre connaissance, il n’est pas prouvé que ’opération de dépliage préserve
la propriété MD.

Corollaire 4.3.23. Pour tout vecteur N de sous-ensembles de N tel que (N, 0, +1, ]\7) vérifie
MD,

1. la structure (A*,e, (SUCCq)aca, Lo~ (N)) vérifie MD,

2. les ensembles définissables dans (A*, £, (SUCCq)aca, la~(N)) coincident ezactement
(D)

avec les langages reconnus par automates dans AFA (D) pour D définissable dans

(N, 0, +1, N).

Preuve : Ces résultats sont immédiats en appliquant les théoréme 4.3.19 et 4.3.20. Pour pou-
voir les appliquer, il suffit de vérifier que le morphisme [ est SOM-inversible. Nous commencgons
pour cela par définir un recouvrement de A* tel que, [ est une bijection sur chaque élément
du recouvrement, et la propriété “étre un élément du recouvrement” est exprimable en LSOM
dans la structure T(A). Nous choisissons R formé de tous les R constituant un chemin infini
issu de €, c’est a dire qu’il existe un mot infini w tel que R est composé exactement de tous
les préfixes finis de w. Ce recouvrement vérifie clairement les propriétés annoncées.

Pour toute formule ¢ & n variable libres sur S = (N, OL +1, R), nous construisons par

induction sur la structure de ¢, une formule ¢’ sur T(A)l_lN a n + 1 variable libre vérifiant
pour tout R € R, pour tous S1,...,5, C A" :

TA) ™ = ¢S NR,.... 5, NR,R)ssiS = d((SiNR,...,S NR)). (1)

B 0/($7Y) = E(SL‘),

(+1)(z1,22,Y) := \yeq SUCCq (1, 22),

— sl p:=3X, (X, X1,...,Xy), alors ¢ :=3AX, V(X NY, Xq,...,X,,Y),
—si o :=VX, (X, Xq,...,Xp),alors ¢ :=3X, (X NY, Xq,...,X,,,Y),
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les cas des formules X7 C X5 et X7 C N sont donnés de fagon évidente, les cas de combinaisons
booléennes également : (¢pV 1)) := ¢' V', (pAY) := ¢ Ay et (=¢) := —¢. Il est assez simple
de vérifier que les formules ainsi construites satisfont bien 1’équivalence (1). Nous traitons ici
simplement le cas de la quantification existentielle, celui de la quantification universelle est
identique.

Soient S1,...,S, C A* et R € R. Par construction,

T(A) ™ ¢ (S.NR,...,S5,NR,R) ssi
35 C A*, T(A) '™ £ y/(SNR, S NR,...,S.NR,R) ssi (par h.i.)
35 C A%, 8 = (SO R),I(S1 NR),....1(Sy N R))
3DCN, S = ¢(D,1(S1NR),....I(5, NR))
S = 3X, ¢(X,1(S1 N R),...,1(S, N R)).

ssi (car [ est bijective)

ssi

Nous avons remarqué que Fj1 forme un recouvrement de A* et que la restriction de [ & tout
R € R est bijective. Donc VD C A*, D' C N,

D=1"YD")ssiVReER, (RND)=D"
Alors, pour toute formule ¢(X7q,...,X,) sur S, la formule

(bl(Xl,---aXn) =VR € R, gb/(RﬂXl,...,RﬂXn,R)

satisfait T(A ) |: &1(Dy,...,Dy) ssi 3D, ..., D) tels que S = ¢(Dj,..., D)) et pour
tout i € [1,n], [~ ( ;) = D.. La proposition est donc prouvée.
O

Suite & de récents travaux non encore publiés de A. Rabinovich [Rab05], il semble que
pour tout R, la structure (N, 0, +1, R) vérifie la propriété MD (qu'il nomme propriété de
“sélection”). Les conséquences du corollaire ci-dessus seraient donc vraies pour tout prédicat

R.



Chapitre 5

Ensembles de mots k-réguliers

Les résultats obtenus dans le chapitre précédent (théorémes 4.3.17, 4.3.19 et 4.3.20) ont
été établis pour des structures ayant pour domaine un ensemble de mots. Nous ne pouvons
donc pas les appliquer directement sur les ensembles de piles itérées. Toutefois, nous avons mis
en évidence dans le chapitre §1.4 le fait que l’ensemble k-Pile( A1, ..., Ag) est en bijection avec
un ensemble de mots clos par préfixe noté Pi(Ay, ..., Ar). Nous définissons la structure
Px(A1, ..., Ay) dont le domaine est Px(A1, ..., Ag), et les relations sont celles induites par le
produit & gauche par une lettre dans le groupe libre Irr(A; ;). (Rappelons que A; j désigne
I'union de A1,..., Ax et que les définitions de base sur le groupe libre sont introduites dans
§0.1.)

Nous prouvons que la structure Pk (A1, ..., Ar) admet une SOM-théorie décidable, vérifie
la propriété MD et définissons une classe d’automates a oracles reconnaissant exactement les
définissables de Py (A1, ..., Ag).

Nous utilisons pour cela l'application f : Pri1 — Pk (définition 1.4.1) qui correspond a
la restriction & Py41 d’'un morphisme surjectif des mots sur ’alphabet m dans le groupe
(Irr(A1 ), ®, ).

Les théorémes de transfert s’appliquent de la structure fj(Py41) vers la structure d’arbre
de domaine Py1. Les structures f(Pyxy1) et Pk et T(m)mk étant équivalentes pour la
logique SOM, les théorémes peuvent étre utilisés itérativement pour tout k > 1.

Une condition nécessaire a 'application des théorémes 4.3.19 et 4.3.20 est que f; doit étre
SOM-inversible (voir définition 4.3.18), nous prouvons que cette condition est vérifiee dans la
premiére section, nous appliquons ensuite les théorémes de transferts dans la seconde section.

5.1 Logique dans un groupe libre

Cette section est dédiée & la preuve de la proposition 5.1.4 établissant que I'image inverse
par fj; d’un ensemble SOM-définissable dans Py, est SOM-définissable dans Py 1.

Soit Pr(A1,...,Ar) (ou Pg) la structure sur Sigy définie de la facon suivante :

Pr(Ar, ..., Ap) = (Pr(A1, ..., Ar), €, (°a)aeﬁ;>

ot Va € Ay, o, = {(u,v)| u, v € Py, v=uea}.
Nous procédons de facon similaire & la preuve du corollaire 4.3.23. Nous commencons par
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recouvrir ’ensemble Py par une famille d’ensembles en bijection avec Pj. Définissons pour
tout k > 1, la famille Fj 1 de langages dans Py, vérifiant la propriété suivante : VF C Pryq,
F e Fiqq ssi

— soit F' =Py

— s0it Ju € Pi4q et a € Ay tels que F = {uaw € Pryy| w € Irr(Ay )}

Ce découpage de Py va nous permettre de reconstituer I’image inverse d’un sous-ensemble
définissable de Pj. La preuve repose sur les remarques suivantes :

Remarque 5.1.1. Pour tout k > 1 :
1. Fyy1 forme une partition de Pi1,

2. Pour tout F' € Fy11, la restriction de f;, & F est une bijection.
Si F' = Py, c’est évident. Sinon, F s’écrit F = {uaw € Pri1| w € Irr(Ag)}, et pour
tout v € Py, qu’il existe un et un seul w € Irr(Ayy) tel que fr(uaw) = v. En effet,
plongeons Py, dans le groupe libre Irr(Ay i) : il existe un et un seul w' € Irr(A; 1) tel que

fr(ua) @ w' = v. Nous savons calculer la valeur de ce mot : w' = fi.(ua) e v.
Puisque pour tout w € Trr(Ayy), fr(uaw) = fi(ua) e w, le mot w' = fi(ua) e v est
Punique élément de Irr(A; 1) tel que fr(vaw) = v.
3. La propriété F' € Fyy1 est SOM-exprimable dans Pyy1 :
en effet, F' € Fii1 ssi I est une partie mazimale telle que pour tout u,v € F, il existe

un chemin de u a v n'utilisant que des arcs o, pour a € Aj . Il est donc possible de
construire une SOM-formule dont l’ensemble des modéles dans Pyy1 est Fiyi.

Lemme 5.1.2. Pour toute formule ¢ m places ¢(X1,...,Xy,) sur Sigy, k > 1, il existe une
formule & m places ¢'(X1,...,X,,Y) sur Sigg.1 telle que VR, ..., Ry C Py -
V81,80 € Prgr, VE € Frya,

Pryalt BoBm) 0§ A F, . S, NFF) ssi Pptm) = o(f,(S,NF,... .S NF))

Comme nous en avons pris 'habitude, fj, et f;, ! désignent également leur généralisation
aux vecteurs de sous-ensembles :
£, (R, ..y R) = (fr Y(Ry), .., f1 7 (Ri))-
Preuve : Pour toute formule ¢, la formule ¢’ est construite par induction sur la structure
de ¢. Nous ne donnons ici que la construction pour ¢ formule atomique, les autres cas sont
donnés exactement par la méme induction que dans la preuve du corollaire 4.3.23.

(O @Y) = Agen,, Gy, 2=y o),

- Va € Arg, () (21, 22,Y) 1= g(z1,22),

~ sl (X) == X C R;, alors ¢/'(X,Y) := X Cf, ' (Ry),

— si (X7, X3) := X7 C Xy, alors ¢/ (X1, X5,Y) := X; C Xo.
Soit R = (Ry,...,Ry) avec R; C Py et ¢ € SOM(Sigy), une induction sur la structure de ¢
permet de vérifier que ¢’ satisfait bien le lemme. Nous examonons le cas ou ¢ est une formule
atomique, les autres cas se vérifient comme dans la preuve du corollaire 4.3.23.

— Une simple induction permet de vérifier que pour tout u € Py satisfaisant (¢)'(x, F),

fr(u) =¢ : en effet, fr(u) =cssiuea ¢ Py, Va € Ag et fr_1(u) =e.
— Soit a € Zl\k Si F' = P4, alors nous avons clairement, pour tous u,v € Py,

'Pk+1f’;1(ﬁ) = o,/ (u,v, F) ssi 'Pkﬁ = oq(fr(u), fx(v)).
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Si F = {ubw € Pry1| w € Irr(Ag)}, avec b € Agq, alors pour tous v = ubw, v/ =
ubw’ € F,

’Pk+1f’“71(ﬁ) E (o) (v, F)  ssi ’Pk+1f’fl(ﬁ) = o, (ubw, ubw’)
ssi w =wea
ssi  fi(ub) ew' = fr(ub)ewea

ssi Prlt = ea(fp(v), £1(v))).

— Si ¢(X) = X C Ry, alors pour tout S C Ppq,

'Pk_}_lfk*l(ﬁ) ): gb/(SmF?F) ssi 'Pk_;_lfkil(ﬁ) ): SNF g fk;_l(Rl)
ssi fx(SNF)C Ry

ssi Pl E d(tx(u), fy(v)).

- Si ¢(X,Y) =X CY, nou procédons exactement comme pour le cas précédent.

Od
Maintenant que nous savons définir des parties de 'image inverse d’un sous-ensemble de Pk,
il suffit de toutes les réunir pour reconstituer une image inverse compléte.

Proposition 5.1.3. Pour toute SOM-formule ¢ m places ¢(X1,...,X,) sur Sigg, k > 1, il
existe une formule SOM & m places ¢T1(X1,..., X,) sur Sigy, 1 telle que
VRi,...,Rmn CPx, ¥VS1,...,50 € Piy1,

Progalh Brefm) bgt1(g) 6
581

ADy, ..., Dy, C Py, tels que PpFr--Fim) (= o(Dy,..., D,) et Vi, S; = £, 1(D;).

Preuve : La construction est identique & celle de la formule ¢; donnée dans la preuve du
corollaire 4.3.23.
Od

Proposition 5.1.4. Pour tout k > 1, pour tout R vecteur de sous-ensembles de Py, pour tout
D C Py, définissable dans Pr Uensemble f,;l(D) est définissable dans ’Pk+1f’“_1(R).

5.2 Langages k-réguliers

Nous appliquons maintenant les théorémes de transfert & la structure Py. Nous prouvons
qu’elle admet une SOM-théorie décidable et vérifie la propriété MD. Nous en déduisons une
caractérisation des langages SOM-définissables dans Py par automate finis & oracle. Nous
nommons ces langages : langages k-réguliers.

Toutes les notions relatives au langage Py sont définies au §1.4.

Commencons par remarquer que l'application fy : Pryr1 — Py est la restriction du morphisme

P e
[k = pomi= Ay 41 — Irr(A; ) & ensemble Py ;. Nous introduisons pour tout k£ > 1, le

vecteur 6k de sous-ensembles de Pj, défini inductivement par :

—

I =

_ Ol —
- Ok+1 (fk_l(Ok),fk_l(Pk . al), e ,fk_l(Pk . an)), ou Al,k’ = {al, e ,an}
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En d’autres mots, 6k+1 est composé de tous les ﬁnk,fl(a), pour 1 <7 <k et a € A;. Notons
Sk = (Pr, €, (SUCCa) ,c 7-)-

Lemme 5.2.1. Pour tout k > 1, les structures Px, Sk, Skdk et fk(Sk_HO’;“l) sont SOM-
équivalentes.

Preuve :

— Clairement, Py est définissable dans Sk puisque Yu,v € Py, a € m, U = vea ssi
u = va ou v = ua. Inversement, pour montrer que Sk est définissable dans Py, nous
prouvons tout d’abord que si Ay = {a1,...,a,}, alors le vecteur (Py, - a1,..., Py - an)
est SOM-définissable dans Pk.

Il suffit pour cela de remarquer que chaque Py - a; est le plus petit sous-ensemble S; de
Py, vérifiant pour tout u € Py, :

u € S; ssi

— soit e, (u,¢),

— soit il existe a; # a; € ;1; et v € 5 tels que u = v o q;.

Il est alors simple de définir dans Py la relation induite par la concaténation puisque
pour tous u, v € Pr,a€ A, [u=vassiu=veaetv¢Py-al

— 51,9 est définissable dans Py puisque d’aprés le point précédent, V1 < i < k, a € A,
I’ensemble P; - a est SOM-définissable dans P; et donc d’aprés la proposition 5.1.4,
fr: H(P; - a) est SOM-définissable dans Pk.

— £ (Spp1 ) = (P, e, (.WATk(a))U«EAT;c:’ Oy). Cette structure est équivalente a la

structure P, qui est elle méme équivalente a la structure P.
O

Nous utiliserons donc indifféremment chacune de ces quatre structures. Vérifions mainte-
nant que pour tout k, le vecteur Oy41 et application fy satisfont la propriété HT(fx, Ox+1),
nécessaire a ’application des théorémes de transferts (définition 4.3.16).

Lemme 5.2.2. Pour tout k > 1, la condition HT(f, Ory1) est satisfaite.

Preuve : 1l suffit de vérifier que pour tout k£ > 0, l'ensemble Pj1 est SOM-définissable dans

_— 0 &
la structure T(A; p11) M D’aprés la proposition 1.4.4, pour tout u € Aj p41 , u € Ppq ssi

un des cas suivants est vérifié :
- u =g,
— il existe v € Pyy1 et a € Ag1q tels que u = v - a,
— il existe v € Pyy1 et a € Ay, tels que uw = v - a et v ne termine pas par @,
— il existe v € Pry1 et a € A;, i € [1,k] tels que u = v - @, v ne termine pas par a et
appartient a fi ;' (P; - a).
Chaque fk+1,i_1(73¢ - a) faisant partie des composantes de O;;rl, chacune de ces propriété est

—— Oy
exprimable par une formule SOM, et ’ensemble P}, est donc définissable dans T'(A; j+1) e

|

Théoréme 5.2.3. Pour tout k > 1, la structure Py admet une SOM-théorie décidable et
vérifie la propriété du Modéle Définissable.
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Preuve : Prouvons ce résultat par induction sur & > 1.
Base : d’aprés le théoréme 4.2.4, P; admet une SOM-théorie décidable et vérifie la propriété
MD.
Pas d’induction : supposons que Py admet une SOM-théorie décidable et vérifie MD, pour k >
1. Alors, puisque d’apreés le lemme 5.2.2; la propriété HT(fy, 6k+1) est satisfaite, en utilisant
le théoréme 4.3.17, et les différentes SOM-équivalences entre les structures, la SOM-théorie de
Px+1 est décidable. De la méme facon, puisque d’aprés la proposition 5.1.4, I’application fj
est SOM-inversible, le théoréme 4.3.19 implique que Pyx1 satisfait la propriété MD.

Od
Le méme type de raisonnement peut étre appliqué a la structure ’Pk pour tout vecteur O
de sous-ensembles de Pj : si la théorie SOM de PiC est décidable, alors celle de ’Pk_|_1f’c (2
aussi.

Théoréme 5.2.4. Soit R un vecteur de sous-ensembles de A7,
1. si la théorie SOM de (A1*, €, (SUCCq)aca,, R) est décidable, alors pour tout k > 1, la
théorie SOM de ’Pkf’“vlil(R) est décidable,

2. si (A%, e, (SUCCq)aca,, R) vérifie la propriété MD, alors P+
la propriété MD.

) vérifie également

Définissons maintenant la classe AF; des automates reconnaissant les langages SOM-
définissables dans Py ainsi que la classe REC,;, des langages reconnus par ces automates. Un
automate dans AFy.q est un automate fini dont le vecteur d’oracles est composé d’ensembles
de la forme f;, !(R) ot R est lui-méme reconnu par un automate dans AFy.

Définition 5.2.5. Pour toute suite (A;)¢>1 alphabets disjoints, pour tout k > 0, les classes
AF (A1, ..., A) et REC,(Ay,. .., Ak) sont définies inductivement par :

- REC, = {{c},0}

— pour tout k > 0,

AFp 1(A1, ..., Aky1) est Uunion des classes AFfs 1 (B) (Ay,...,Agy1), pour R vecteur
d’éléments de REC, (A1, ..., Ay),
REC, (A1,..., Ay) est l'ensemble des langages dans Pyi1(A1, ..., Ay reconnus par

automates dans AF (A1, ..., Ag).

Remarque 5.2.6. Une définition équivalente pour REC,, est : REC,, est l’ensemble des L(.A)N
Py tels que A € AFy.

Théoréme 5.2.7. Pour tout L € ;1;*, k>1
L est définissable en LSOM dans Px ssi L € REC,,.

Preuve : Prouvons ce résultat par induction sur & > 1.
Base :le cas k =1 est évident.
Pas d’induction : supposons le théoréme valide pour k£ > 1. Le théoréme 5.2.4 assure que la
structure Py vérifie la propriété MD.
Etant donné D C P41, le théoréme 4.3.20 s’applique, puisque fj est SOM-inversible, et

donc tout ensemble D est SOM—déﬁnissableﬁ dans Py ssi il existe un vecteur L d’ensembles
SOM-définissables dans P tel que D € REC. En appliquant I’hypothése d’induction & chaque
L;, nous obtenons que D est SOM-définissable dans Pr41 ssi D € REC; ;.

O
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Nous étendons ce résultats en permettant aux automates de contenir des oracles construits
itérativement & partir du niveau 1.
Définition 5.2.8. Pour toute suite (A¢)e>1 alphabets disjoints, pour tout k > 1, pour tout

vecteur N d’ensembles d’entiers naturels, les classes AFéV(Al, oy Ag) et REC]kV(Al, oy Ag)
sont définies inductivement par :

- REC(]]V = {{E},@},
- pour tout k > 0,

AFkNH(Al, ooy Ag11) est Uunion des classes AFf (B (Ai1,..., Ap1), pour R vecteur
déléments de RECY (A, ..., Ay),

RECkNH(Al, ..., Ay) est Uensemble des langages dans Pyy1(A1,. .., Agy1 reconnus par
automates dans AF]k\7+1(A1, ooy Ag).

Le théoréme 5.2.7 s’étend & celle nouvelle que la condition que (N, +1, N) vérifie la pro-
priété MD.
Théoréme 5.2.9. Si la structure (N, 41, ]\7> vérifie la propriété MD, alors pour tout k > 1,
% —1 /7= Vi =
pour tout L € Ay , L est SOM-définissable dans ’Pkfk»l(l W) ssi L e REC]k,V.

Preuve : Prouvons ce résultat par induction sur & > 1.
Base :le cas k = 1 est obtenue directement du corollaire 4.3.23(2).

Pas d’induction : supposons le théoréme valide pour k > 1. Le corollaire 4.3.23(1) et le théo-
£ 101N

réme 5.2.4 assurent que la structure Px vérifie la propriété MD.
Etant donné D C Pk+1), le théoréme 4.3.20 s’applique, puisque f; est SOM-inversible,

—1 _ e
et donc tout ensemble D est SOM-définissable dans ’Pkfkﬂyl(l ) ssi il existe un vecteur
- —1g-1/n7 =4
L d’ensembles SOM-définissables dans ’Pkfkvl(l M) tel que D € RECY. En appliquant I’hy-
pothése d’induction & chaque L;, nous obtenons que D est SOM-définissable dans Pg1 ssi

D € RECY, ;.
O

Rapellons que nous conjecturons fortement que toute structure (N, +1, N ) vérifie la pro-
priété MD.



Chapitre 6

Ensembles reconnaissables de piles
1itérées

Nous montrons que la structure des k-piles admet une théorie SOM décidable, vérifie la
propriété du Modéle Définissable et que les définissables sont exactement les ensembles générés
par les automates a k-piles, controlés par des propriétés définissables. Pour cela nous prouvons
tout d’abord que la structure Pilex est équivalente (pour la logique SOM) a la structure Px
étudiée dans le chapitre précédent.

6.1 Groupe libre versus piles itérées

Le résultat principal de cette section chapitre est que la structure Piley est SOM-équivalente
a la structure Pg = (Py, (°a)ae AA;C» ol 8, représente le produit & droite par la lettre a dans le

groupe libre (Irr(Ag), e, €).

6.1.1 Expression des instructions classiques

Nous étudions ici les liens entre ’application d’une instruction & une k-pile et le produit a
droite dans Py, (via la bijection ¢y : k-Pile — Py introduite 1.4.5). Ces résultats seront utilisés
pour comparer les structures Py et Pileyx dans la section 6.1.2, ainsi que dans la partie III,
pour comparer différentes classes d’automates & k-piles.

Nous commencons par vérifier que pour tout w € k-Pile, le mot ¢ (w) décrit une suite
d’instructions permettant de calculer w & partir de L. Si nous considérons par exemple,
la 3-pile we, = aslazgfaiar L]bglar L] Lo] L [ag[a; L]as[Ll] Lo], alors de mot p3(wey) =
azasaiazdiazajazay code la suite d’instructions push, ,,, push, .., pushy , , push; ., puﬁhw
pushy ,,, push; , , pushy .

Nous déterminons ensuite, pour tout instr dans Instry, quel produit appliquer & ¢g(w)
pour obtenir ¢y (instr(w)).

Le probléme inverse est plus simple et découle immédiatement de la définition de ¢y, :

Lemme 6.1.1. Pour tous u,v € Pg, et a € A;, <1 <k,
v = uea ssi g (v) = pushy (L (w),
v = e ssi g (u) = pushy o (91 (v)) ssi o (v) = pUsh (e (u).

La figure 17 illustre ce résultat.
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push,ﬁb
alw|w’ blwi]alw]w’
p/
push,ﬁb
Pk ) Ok
'Y
/—\
U ueb
p/
'Y

F1G. 17 — Correspondance instruction/produit & droite

Preuve : Ce résultat se vérifie par induction sur k£ > 1. Si £k = 1, c’est évident. Supposons
donc le lemme vrai pour k£ > 1. Soient u,v € Pri1, et w = agy1|wi|w’ tel que pri1(w) = u,
— si a € Apyy, alors u e a = ua et par définition @p11 7 (u e a) = alwi]w = pushy, ,(w),
~sia€ Apyq alors uea =u' o u=u'-a. Par définition,

w = pushy o (Prs17 (W) = pushy o (Prs1 ™ (wea))

En d’autres mots, @41~ (uea) = pushy, ,(w).

— soit a € //117“ alors i y1(uea) = agy1[er(fr(uea))]w’ donc par hypotheése d’induction :
" sia € Af, alors g (u e ) = g [push, o ()}’ = pushy . (@),

- si a € Ay, alors ¢py1(u e a) = apq[push; ,(w1)]w’ = push, , (w).
O

Remarque 6.1.2. Par définition de push, , le second point du lemme précédent et la remarque
1.4.11 impliquent que pour tout k > 1, u € P, a € A;, 1 <i <k,

ued € Py ssi top;(py (u)) = a et o' (uea) = pop;(¢; ' (u)).
Par contre, si top,(w) = a, alors ¢ (pop;(w)) n’est pas égal & i (w) ® a, mais au produit
de ¢ (w) avec un mot dans Irr(A; ;1) - a.

Proposition 6.1.3. Pour tout w € k-Pile(Aq, ..., Ag),

', pop;(w) = W' ssi Jw € Irr(Ay ;1) - Ai, pr(w) @ w € Py.
Dans ce cas
pr(w) e w = gy (pop;(w))
etw="1u-a ot a = top;(w) et fy;(u) €P;-a-u.

Preuve : Sii =k > 1, alors
Jw', popy(w) =’ ssi ' € (k — 1)-Pile,3a € Ay, w = ajw |’

ssi 3w',a € Ap, o (w) = (W) - a - fro1(pr1 (W) @ Pr—1(w1)
ssi Jw = ua, a = topy(w), pr(w) € Pk -a-u, pp(w) = o (w) - w.
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Sinon, la proposition se vérifie par induction sur k > 1. Supposons la propriété vérifiée pour
tout k, et considérons w = ajwi]w” € (k + 1)-Pile, et 0 < i < k.
', pop;(w) =w’ ssi Fwi, W = a[w]]w” et pop;(w1) =W}
ssi 3wy, pri1(W) = @rp1(w) @ f(pr(wn)) o fi(or(wh)).

En appliquant I’hypothése d’induction, nous obtenons

Aw', popj(w) =w' ssi Jw € Irr(A1) A, grr1 (W) = i1 (w) o i (pr(wn)) o f(pr(wr)) e w
ssi Jw € Irr(A14)Ai, orr1(W) = @rr1(w) e w.

De la méme facon, en appliquant I’hypothése d’induction, nous obtenons la seconde équiva-
lence :

', pop;(w) =’ ssi Fw=ua, a = topg (w), fri(op(w)) € Pi-a-u, op(W) = pr(w) - w.
O

De facon similaire, I'application d’une instruction change se traduit dans Py, par un produit
& droite.

Proposition 6.1.4. Pour tout w € k-Pile(A1,..., Ag), i € [1,k], a € A;,
Jw’, change,(w) = ' ssi Jw € Trr(A1;-1) et b € A;, pp(w) @ wb € P.

Dans ce cas, B
pr(change, () = @y (w) » wh e a7,

Preuve : La preuve de cette proposition suit les mémes lignes que celle de la proposition
6.1.3.
O

6.1.2 Equivalence avec la logique sur les k-piles

Nous utilisons les résultats obtenus dans la section 6.1.1 afin de comparer (pour la logique
SOM) les structures

Pk = (Pr, &, (°a)aeA’fk> et Pileyx = (k-Pile, 1, (PUSH,, POP;, CHANGE )ic(1 k],acA;)-

Le lemme 6.1.1 permet d’établir immeédiatement que la structure Py est SOM-interprétable
dans Piley.

Proposition 6.1.5. L’application ¢, : Pk — Piley est une SOM-interprétation.

Prouvons maintenant que ¢ est une SOM-interprétation de Pileyx dans Pyk. Pour cela,
nous devons étre capable, pour toute instruction instr € Instry, de trouver une SOM-formule
Dinstr (7, y) satisfaite dans Py par exactement tous les couples (g (w), pg (instr(w)).

Les instructions composant Jnstr, sont particuliéres puisque se sont toutes des instructions
de niveau 7 (ou i-instructions), pour i € [1, k| (voir §1.3). Une i-instruction a la particularité
d’étre complétement définie par sa valeur sur i-Pile. En utilisant cette propriété, il possible de
prouver simplement ’existence d’une formule ®j g, (%, y) comme ci-dessus.

Soit instr une instruction de niveau k£ quelconque, le lemme suivant établi que pour tout
¢ > 0, pour prouver que instr est SOM-définissable dans Py, il suffit de démontrer qu’elle
est SOM-définissable dans Pk.
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Lemme 6.1.6. Soit instr une instruction de niveau k > 1 sur les alphabets Aq,..., Ay, et
®(x,y) une formule dans SOM(Sigy), vérifiant pour tous u,v € Py,

Pic £ D(u,v) ssi o, (v) = instr(p (),

alors, pour tout i > 0, il existe une formule ®;(z,y) € SOM(Sigxi;) telle que pour tous
U,V € Pk-i—i:
Picti | Pri(u,0) ssi pppi ' (v) = instr(pp ' (u).

Preuve : La proposition 1.4.7 et la définition de ¢!, impliquent que pour tous v,v’ €

(k + 1)-Pile et w1, w] € k-Pile, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. il existe w € (k+ 1)-PileU {e} et a € Ag1 U{L} tel que
Prr1 () = alwi]w et @7 (V) = alwlw,
2. il existe u € Irr(Ay) tel que v/ =vewu et
fr(v) = @r(wi), fx(V") = @p(wh).
Alors, si ® vérifie Py = ®(u,v) ssi ¢~ (v) = instr(eg "1 (u)), en utilisant la proposition 5.1.3,
nous obtenons une formule ®; satisfaisant le lemme par la construction inductive suivante :
- O o(z,y) == P(z,y) .
~Vi>0, @ py(zy) i=Fu e A gy =z eu (D) (z,y).
Od

Théoréme 6.1.7. Pour tout k > 1, pour tous alphabets de piles Ay, ..., A, Uapplication
ok : Pilex(Aq, ..., Ax) — Pr(A1, ..., Ar) est une SOM-interprétation.

Preuve : En utilisant le lemme précédent, il suffit de montrer que pushy, ,, pop;, et change;, ,
sont SOM-définissable dans Py. En utilisant les propositions 6.1.1 pour l'instruction push,
6.1.3 pour l'instruction pop et 6.1.4 pour l'instruction change, il est clair que pour tout a € Ay,
les formules suivantes satisfont le théoréme.

— PUSHy o(2,y) == y =z ®q,

~ POPg(z,y) :=3Ja € A, w € Irr(Ak_1), c =y e aew,

— CHANGEy o(7,y) = Ju,u’ € Irr(Ag_1), b€ Ap, y=z0u' ebeaeu A z(=)"ty.

O
Les structures Py et Piley ont donc des logiques SQM “isomorphes“ﬂ. Rappelons que la classe

des ensembles définissables dans Piley(Ay, ..., A)C est notée DEFS (Ay, ..., Ay).
Proposition 6.1.8. Pour tout D € k-Pile(Ay, ..., Ag),

D e DEF,?(Al, ooy Ag) ssi pp(D) est définissable danstwk(é)
En particulier,

D € DEFC(A,,. .., Ay) ssi op(D) € REC,(A, ..., Ay).

6.2 Ensembles définissables de piles itérées

L’équivalence entre les structures Py et Pilex que nous venons de prouver nous permettent
de translater vers Piley les résultats obtenus dans la section 5 sur les propriétés SOM de la
structure.
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Théoréme 6.2.1. Pour tout k > 1, la structure Pilex admet une SOM-théorie et vérifie la
propriété MD.

Preuve : Puisque d’aprés le théoréme 6.1.7, la structure Piley est interprétable dans Py et
d’apreés le théoréme 5.2.3 la structure Pk admet une SOM-théorie décidable et vérifie MD,
nous obtenons :

1. Pilex admet une SOM-théorie décidable (d’aprés le théoréme 3.1.4)

2. Pour toute formule ¢(X) € SOM(Piley), il existe une ¥(X) € SOM(Py), dont les
modéles sont exactement les images par ) des modéles de ¢. Par MD, il existe un
modéle ¢, ~1(D) de ¢ qui est SOM-définissable dans Py. Donc D est un modéle de ¢
et puisque d’apreés la proposition 6.1.5, 30;1 est une interprétation de Py dans Piley, le
modeéle D est définissable dans Piley. La structure Piley vérifie donc la propriété MD.

|

Théoréme 6.2.2. Soit R un vecteur de sous-ensembles de A7,

—,

1. si la SOM-théorie de (A1*,(SUCC,)aca,, R) est décidable, alors pour tout k > 1, la
structure Pilekpkvl_l(R) admet une SOM-théorie décidable,
2. si (A7, (SUCCa)aeAl,ﬁ> vérifie la propriété MD, alors Pilekpk»l_l(ﬁ) vérifie également la
propriété MD.
Preuve : Ce théoréme découle directement du théoréme 5.2.4, de la SOM-équivalence des
structures Py et Piley, et par la correspondance existant entre les projection p; et fi via les

bijections 11 et i (voir proposition 1.4.9).
O

Définition 6.2.3. Poyr tout k > 0, nous notons PRECk]\7 la classe des ensembles D € k-Pile
tels que (D) € RECY.

Proposition 6.2.4. Pour tout k > 1, et tout vecteur d’ensembles d’entiers N tel que la

—

structure (N, +1, N) vérifie la propriété MD,
PREC," est la classe des ensembles définissables en SOM dans Pilekfkil(l_l(N)).

Preuve : Ce résultat est évident en utilisant la proposition 6.1.8.
O

Proposition 6.2.5. Pour tout k > 1, et tout vecteur d’ensembles d’entiers N tel que la

—

structure (N, +1, N) vérifie la propriété MD,
1. VD C k-Pile", si D € PREC,Y alors pyy1 (D) € PREC, 1",

2. VD C (k+ 1)—Pi|eN(A1, ..., Ag), si D € PRECy 1 alors p,(D) € PRECkﬁ.
Preuve :

1. Si D € PRECkN, alors par définition, ¢ (D) € REny, et en utilisant la proposition
5.1.4 fi, (er(D)) € REC{CVH, c’est-a-dire, d’aprés la proposition 1.4.7, pkﬂ,k_l(D) €

PREC; 7.
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2. 51D € PRECkHN alors en utilisant encore la proposition 1.4.7, pour prouver que
pi(D) € PREC,Y, il suffit de vérifier que £5(ppr1(D)) € RECY.
Posons R = ¢p11(D). Cet ensemble appartient & REC/{Q7 "1 et par définition, R est reconnu
par un automate fini A avec oracles £ ~*(0), on O est un vecteur le langages dans REC]k,\7 .

Notons @ I'ensemble des états de A, et pour tout ¢ € @, désignons par C; ’ensemble
des mots ayant un calcul dans A aboutissant en gq.

Par définition de Py1, pour tout u € Pyy1, pour tout a € //117“
ua € Pryq ssi Pr = oq(fr(u), fr(ua))

Alors, (fx(Cy))qeq est la famille formée des plus petits S; C Py, ¢ € @ vérifiant :
Vg € Q, u € Py,
u € Sy ssi
— soit g =¢qp et u=-¢,
— soit il existe (p,a,d,q) € A et v € 5 tels que x;5(v) = 0 et
siae€ Zi\k alors e, (v, u) sinon (cas ot a € Ag11) u =v.

_l(l_l(ﬁ)), chacun des

Puisque d’aprés le théoréme 5.2.9, O est définissable dans Py f#1
fr(Cq) est donc également définissable dans ’Pkf’“lil(lil(]\7 ), et il est alors simple de
construire une formule définissant f5,(R) dans Pritt (),

Donc f1(R) € RECY, c’est a dire p,(D) € PREC, V.

|

Proposition 6.2.6. Pour tout k > 1, et tout vecteur d’ensembles d’entiers N tel que la

—

structure (N, +1, N) vérifie la propriété MD,
PRECkHN est l'union des classes ACCka’f_l(R), pour R vecteur d’éléments de PREC,Y.
Preuve : Soit P = @,;il(L) € PRECkHN, pour k > 0. Par définition, il existe un automate

A= (Q,f,71(0),A,q,F) € AFkHN(Al,...,Ak) reconnaissant L et O est un vecteur de
langages dans RECyN.
Nous pouvons sans perte de généralité supposer que A est déterministe (théoréme 4.1.8),

et complet dans Py1, (i-e., pour tout u € A17k+1*, u admet un calcul dans A ssi u € Pj41).
Considérons le (k + 1)-AP suivant : A = (Q,Al,kﬂ,(Al,...,AkH),pk_l(ﬁ),A’,qo,J_),

avec R = ¢, 1(0) € PRECkN, et A’ construit de la fagon suivante :
- VY(p,a,0,q) € A,a€ A;, 1 <i<k+1, posons Vw € top((k + 1)-Pile(A1,..., Ags1))

(p’ a, w, 5’ puShi,av q) € Ala
~ VY(p,a,0,q) € A, a € A;,; 1 <i <k, posons Vw € top((k + 1)-Pile(A1,..., Axi1))
(p,a,w,d,pop;,q) € A'.

En utilisant le lemme 6.1.1, il apparait clairement que tout calcul dans A est de la forme :
(90, 14171 (W), Li1)F4 (pye,w) pour p et w tels que

(9051 Pr+1(w)) =4 (P Pr1(w)t)
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—

Donc @11 (ACC(A)) = L(A), ce qui démontre que P € ACCkak_l(ﬁ), pour R vecteur
d’éléments de PREC, ™. 3 .
Inversement, considérons P € ACCk+1pk71(R, pour R composé d’éléments de PREC,™.

—

D’aprés la proposition 6.2.5, p,~(R) est composé d’éléements de PREC; 1, et donc définis-

sables dans Pilelﬂ_lf’““’l_l(l_l(]\7 ). D’aprés la proposition 3.3.6, 'ensemble d’accessibles P est

donc également définissable dans cette structure, c’est & dire, P € PRECkHN
O

Puisque la structure (,N, +1) satisfait la propriété MD, en nous restreignant au cas ou N
est le vecteur nul, nous obtenons le théoréme général suivant.

Théoréme 6.2.7. Pour tout S C k-Pile(Ay,..., Ax), k > 1, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. S est définissable dans Pilex(Aq,..., Ay), (i.e. S € DEFi(Aq,..., Ax)

2. il existe un vecteur C' de sous ensembles de PREC,_1 tel que S est engendré par un
automate dans k-AP(Aq,. .. ,Ak)pkflfl(é),

3. vr(S) est définissable dans Py(A1,...,Ax)

4. pr(S) est reconnu par un automate dans AF, (A1, ..., Ag), (i-e., pr(S) € REC,),

5. S € PREC,.

Preuve : L’équivalence entre les points (1),(4) et (5) est prouvé par la proposition 6.1.8,
léquivalence entre (3) et (4) est énoncée dans le théoréme 5.2.7, ’équivalence entre (2) et (5)
est démontré dans la proposition 6.2.6

O

Un théoréme général similaire peut-étre énoncé pour la classe PRECk]\7 , sous la condition :
(N, +1, N) vérifie MD.

Liens avec d’autres travaux Dans [Car(05], 'auteur introduit une notion d’ensembles de
piles k-réguliers. Il étudie une classe Regy correspondant a I’ensemble des piles accessibles par
un automate a k-piles utilisant exclusivement des instructions du type push et push. Il donne
une représentation normalisée des éléments de cette classe sous forme d’expression réguliére
dans un monoide sur (A ; UTj)* o, T}, est un alphabet infini composé de tous les Tg, pour
R € Regy—1. Cette normalisation généralise les résultats obtenus dans [Cau96] pour le niveau
1, et permet de prouver que Reg; forme une algébre booléenne effective. Il prouve également
que la classe Regy correspond (& codage prés) aux ensembles définissables dans la structure
Piley, ce qui montre que la classe Regx coincide avec la classe PREC;, définie dans ce chapitre.

L’union de ces deux travaux disjoints montre que les classe PREC; bénéficient de nom-
breuses propriétés généralisant celles de la classe PREC; (qui correspond & isomorphisme prés
a la classe REC des langages réguliers). De plus, la représentation des piles par des mots dans
le groupe libre semble étre complétement adaptée & la généralisation de la notion de langages
réguliers.
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Troisiéme partie

Etude des automates a piles itérées

7






Introduction

Nous explorons dans cette partie les différentes classes d’automates et de machines permet-
tant de reconnaitre les langages de niveaux supérieurs. Nous définissons pour cela la notion
de simulation déterministe d’une machine par une autre. L’extension de cette relation aux
classes de machines permet de comparer, non seulement les classes de langages reconnues,
mais également les classes de langages déterministes et les ensembles de piles générés. Tous
les résultats de comparaison de cette partie sont établis pour cette relation.

Nous établissons dans un premier temps, ’équivalence entre la classe des k-AP et chacune
des différentes classes d’automates normalisés introduites §2.3.1. Nous montrons que les res-
trictions de ces classes a des contrdleurs nuls ou & des controleurs réguliers (i.e., définissables
en LSOM) sont également équivalentes. Ces résultats sont résumés dans le théoréme 8.2.4.

Dans chapitre suivant, nous étudions les équivalences entre k-AP controlés et it-AP non
contrdlés. Nous nous intéressons & deux types particuliers de contréleurs :

Controleur d’ordre i : Soit C' un contréleur de niveau i, (i.e., inclus dans i-Pile), nous
notons [C]; , la classe des w € k-Pile tels que p;(w) € C. Pour une machine controlée
par une vecteur [C_"]Zk, les tests ne portent donc que sur I’appartenance a chaque C; de
la projection de la mémoire dans i-Pile.

Controéleur du mot de niveau 7 : Soit L un langage sur un alphabet de niveau ¢, nous
notons (L);  la classe des w € k-Pile tels que mot;(w) € L. Il s’agit donc d'un contréleur

de niveau i particulier. Pour une machine contrélée par un vecteur [C]; j, les tests ne
portent donc que sur I’appartenance a chaque C; du mot de niveau 7 de la mémoire.

Nous prouvons I’équivalence de la classe des k-AP non-controlés avec les classes suivantes :

~ k-AP a instructions symétriques (voir définition 2.3.2) non controlés (théoréme 9.3.8),

— k-AP a controleurs [C]; i, pour i € [1,k] et C définissable en LSOM (théoréme 9.3.7),

— (k= 0)-AP (pour 1 < ¢ < k) controlés par des vecteurs du type (L)1 x_¢, ou les compo-
santes de L sont toutes reconnues par un méme ¢-AP non-contrélé déterministe (pour
des ensembles d’états finaux différents) (théoréme 9.3.11).

Nous terminons cette partie en développant dans le dernier chapitre différentes applications
de ces résultats. Nous établissons en particulier deux nouvelles caractérisations des langages
de niveau k : comme projection des langages (k + 1)-réguliers, comme cone rationnel engendré
par le langage M}, codant les mouvements valides de piles (voir définition (9.1.10).
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Chapitre 7

Comparaisons de machines

Afin de comparer les machines entres elles, nous désirons prendre en compte, les langages
acceptés, mais également les autres parameétres plus internes des machines. Nous introduisons
pour cela la notion de simulation déterministe d’'une machine par une autre. Les principales
caractéristiques de la simulation déterministes sont la préservation du langage reconnu, du
déterminisme, de la “structure” du graphe de calcul et de l’ensemble de piles généré. Cette
notion permettra donc d’étudier finement les similitudes entre les machines.

7.1 Simulation déterministe

Nous_'considérons dans toute cette sous-section les deiux machines quelconques suivantes :
My = (C,Q1,%, (A1, ..., Ag), A1,q0, L, F1) et Mo = (D, Q1 U Q2,%, (Bi,...,By),Aq, qo, 1!
, ), avec Q1 N Q2 = 0.

Considérons une fonction injective S : k-Pile(Aq, ..., Ax) — ¢-Pile(By, ..., By). De facon
intuitive, S est une simulation déterministe de M, par Mo, si le graphe de My est obtenu
en substituant chaque arc E,((p,w), (p',w’)) du graphe de My, par un chemin déterministe
(p,S(w)),...,(p,S(w")) étiqueté par «, et dont tous les états des sommets internes appar-
tiennent a )s.

Commencons par définir la notion de simulation déterministe d’un arc du graphe de calcul
de M;. Chaque arc est simulé par les chemins obtenus par un systéme dit standard.

Définition 7.1.1 (Systéme de transitions standard). Le systéme de transition A d’une
machine quelcongue est dit (p, o, q)-standard si il est déterministe et

— 4l n’y a aucune transition aboutissant en p,

— 4l n’y a aucune transition partant de q,

— toute transition issue de p lit la lettre o sur la bande d’entrée

Définition 7.1.2 (Simulation déterministe d’un arc). Supposons que Ay = {61,...,0n},
(et les 0; sont distinctes). Soit S : k-Pile(Aq, ..., Ax) — (-Pile(By,. .., By) une fonction injec-
tive, § = (p,,w,0,q) une transition de My, et Ay s un ensemble de transitions inclus dans
Ay (la relation de transitions de Ms).

Soit w € k-Pile(Ay, ..., Ar) appartenant au domaine de S, nous notons 5¢ <Sw A275D 5814

~ Ag 5 est (p, o, q)-standard,
= (P, )5 (g, instr(w)) ssi (p,oz,S(w))FJAr 5 (¢, S(instr(w))),

2,6
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— §C est applicable a l’état total (p,w) ssi A2755 est applicable & (p,S(w)).

Remarque 7.1.3. Dans la définition ci-dessus, ‘{A2755 est applicable o (p,S(w))” signifie

qu’il existe un état total quelconque (¢',w') tel que (p, S(w)) —‘>A+2 D (¢ ).

Définition 7.1.4 (Simulation déterministe). Une simulation déterministe de My par Mo
est une application S : ACCg(M;) — ACCqo(My) injective vérifiant S(L) = S(L)) et
S(Fy) = Fy et telle que :

— il existe une partition (Q2,i)ic1,n de Q2, et

— il existe une partition (A2;)icnn de Az,
telles que pour toute transition 6; = (p, o, w,d,q), i € [1,n],

~ Ay, est défini sur Q2,; U {p,q},

— pour tout w € ACCqo (M), 6,¢ <Sw AgviD.
Remarque 7.1.5. Le fait de choisir disjoints les systémes de transitions et les ensembles

d’états internes les composant permet d’assurer que tous les chemins du graphe de My simulant
une transition de My sont déterministes.

Le schéma 18 représente les graphes de calculs de M; et My restreints respectivement aux
arcs correspondant aux applications de 6¢ et A2D s- Nous fixons les notations suivantes :

(pywr) — ¢ (¢, w)) (p, S(w1)) —O‘>--€---7— £ (g, S(wh))
o €.~
o .-
(hown) 2 (guf) (0 S(wn) oS (0, S(w))
graphe de M, graphe de M,

Fi1G. 18 — Simulation déterministe de My par My

— nous notons My <g My ssi S est une simulation déterministe de M; par My,
— la notion de simulation peut étre étendue aux familles de machines :
si F1 C k-MP(Aq, ..., Ag) et Fo C ¢-MP(By,..., By), nous notons F; Cg Fo ssi pour
tout My € Fi, il existe My € Fy tel que My <s Mo,
— nous notons F; = F; ssi il existe Sy et Sa tels que F; Cs, Fo et Fo Cs, Fi.
Remarque 7.1.6.

1. §i My <g Mo, alors pour tout 0 € ¥*, w € k-Pile et ¢ € Q,
(q()v g, J—k)}_*Jv[l (Q7 £, w) 584 (qO) g, J—/Z)'_*MQ (q7 g, S(w))

2. St My <s My, alors le graphe Graphe(Myz) (le graphe de calcul de Ms) est obtenu en
substituant dans Graphe(M,), chaque sommet (p,w) par son image (p,S(w)) et chaque
arc issu d’une transition 0, par un chemin déterministe de longueur finie mais non bor-
née. Ce chemin correspond a la restriction du graphe de A275D, aux sommets accessibles
a partir de (p,S(w)).

3. Si F1 C Fa, alors F1 Ciq Fa, ot id désigne la fonction identité.



7.2. QUELQUES EXEMPLES 83

Suite & ces remarques, les propriétés suivantes sont évidentes.

Proposition 7.1.7. Si My <gs My, alors
- LOVMy) = L(My),
- ACC(M3) = S(ACC(My)),

— My est déterministe ssi My est déterministe.
Le résultat suivant est immédiat et sera fréquemment utilisé.

Proposition 7.1.8 (Régle de composition). Soient Fi, Fy et F3 des ensembles de ma-
chines. Si F1 Es, Fo et Fo Cs, F3, alors F1 Cs,0s, F3.

7.2 Quelques exemples

Nous illustrons maintenant cette définition en donnant quelques exemples simples de si-
mulations déterministes.

7.2.1 Composition d’instructions versus instructions

Un des exemples les plus évidents de simulation déterministe est la simulation d’une ma-
chine & compositions d’instructions dans un ensemble J par une machine & instructions dans
J. Nous notons J* ’ensemble des instructions instr = instry - - -instr,, n > 0 désignant la
composition instr; o--- o instr,. Si n = 0, instr est 'instruction stay.

Par exemple, chaque élément instr = instry ---instr, € Jnstry®, est une i-instruction,
ou % est le plus grand des niveaux parmi ceux de instry,...,instr,. Toutefois dans ce cas, le
domaine de définition de instr ne dépend plus uniquement des symboles de téte des éléments.
Considérons par exemple w; = aslao[Ll] Lo] L3 et wy = aglag[L]b2[Ll] Lo] L3 et instr =
pop, change, .

Alors instr(w) est indéfini, puisque popy(w1) = a3|[Ls] L3, par contre, instr(wy) est bien
deéfini et égal & asla[L] Lo] L3. Pourtant, top(w;) = top(ws).

Ainsi, un k-AP a instructions dans Jnstry n’est simulable par un k-AP classique que si
les suites d’instructions sont bien choisies. Définissons une classe d’automates a instructions
composées simulable par la classe k-Pile. 11 faut pour cela se restreindre aux instructions ayant
un domaine de définition “identifiable”. Il suffit donc d’interdire aprés un pop; toute instruction
qui pourrait indéfinie, c’est-a-dire, toute instruction change; , ou pop; pour j € [1,i].

Définition 7.2.1. Nous notons *k-AP la classe des machines
M € k-MP(Jnstr*)

telles que toute transition (p,«,ay - - a1, 0,instr, q) de M vérifie :

st instr = instry - - - instr,, alors aprés chaque pop,, le reste de la suite ne contient que
des instructions pop et change de niveau strictement supérieur & i et des instructions push
quelconques.

Comparons maintenant les classes k-AP et *k-AP.

Proposition 7.2.2. Pour tous A1,..., AL et C controleur dans k-Pile(Aq, ..., Ag),

F-APC(Ay, ., Ag) =i “k-APC(Ar, ..., Ay).
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Preuve : Il est évident que k:—APC(Al, oo Ar) Cia *k:—APC(Al, ..., Ai) puisque k-APC est
inclus dans *k-APC .

Inversement, soit A; = (Q1,, (Al,...,Ak),é,Al,qo,L,F) € *k-AP, nous construisons
un automate As = (Q1 UQ2, %, (Aq, ... ,Ak),é, Ao, qo, L, F) € k-AP, avec Q1N Q2 =0 et Ay
est I'union des systémes Ay s pour 0 € Ay, définis de la fagon suivante.

Supposons ¢ = (p, o, w, 8, instr, q) avec instr = instry - - - instr,,, n > 0.

—~ Sin=0o0ul,alors Ay s = {(p, o, w, 0, instr, q) }

— sin > 2, pour que Ay ;5 soit applicable exactement aux (p,w) pour lesquels ¢ est appli-

cable, il faut étre capable de déterminer par avance si instr(d) est défini. Par définition
de *k-AP, il est possible de savoir si instr(w) est défini en considérant les symboles de

téte de w.
— Si il existe i, j tels que instr; = pop, ou change; , et a; =L, alors A =0,
— sinon,

A2,5 = {(p,oz,w,é', iIlStrl,Sl,(S)}

U {(3175,5,w/,(;’,instrHl,sHLg) | w' e Aé AL, o€ {0, 1}@,1' €l,n—2]}
U

{(sn—1,6,,w', 0, instr,, q) | w' € Af -+ A, o € {0,1}11}.

Clairement, tout systéme Ay ;5 est (p, a, ¢)-standard, et pour tout w € k-Pile,
— 0 est applicable & (p,w) ssi Ay s est applicable a (p,w),
- (p7 «, w)|_55 (q7 &, w/) ssi (p7 «, w)l_ZQ 66 (q7 w/)'

L’application identité id est injective et pour tout § € A, pour tout w € k-Pile, 5¢ <idw Agvgc.
En choisissant correctement les états appartenant a Q' (i.e., si 6 # ¢, alors s;5 # s, pour
tous i, j), nous obtenons A; <iq As.

O
Sans la restriction sur la forme des suites d’instructions autorisées dans la définition de *k-AP,
cette construction n’aurait pas été valide puisqu’il qu’il y aurait eu dans le graphe de A; des
chemins interrompus par une instruction non définie et n’aboutissant donc jamais & un état
de Ql-

Pour chaque classe d’automates normalisés présentée dans la section 2.3.1, il est possible de
définir une classe d’automates a suites instructions équivalente et ayant les mémes propriétés
de normalisation. Voici celle correspondant aux automates N-normalisés.

Définition 7.2.3. Nous notons *k-NAP la classe des machines
M € k-MP(Jnstry™)

telles que toute transition (p,a,ay --- a1, 0,instr, q) de M vérifie :

— st instr = instry - - - instr,, aprés chaque pop;, le reste de la suite ne contient que des
instructions pop et change de niveau strictement supérieur a i et des instruction push
quelcongues,

- si instr est de type push,, i < k, alors a;11 #1.

Chaque pile générée par un tel automate est clairement N-normalisée.

Proposition 7.2.4. Pour tous Ay,..., A et C contréleur dans k-Pile(Aq, ..., Ag),

k-NAPC (Ay, ..., A) = "k-NAPC(Ay, ... Ay).
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Voici pour terminer la classe correspondant aux automates N1-normalisés

Définition 7.2.5. La classe *k-N1AP des automates N1-normalisés correspond a la restriction
de *k-AP auz automates A = (Q, X%, (4q,... ,Ak),é,A,qo, 1, F) vérifiant :

il existe une partition de A telle que pour tout élément & de la partition, il existe p,q € Q,
a; € A U{L}, a € U {e}, instr € TInstr*(Ay,..., Ag) tels que

6 ={(p,a,ay---ay,0,instr,q) | ar € Aé,...,ag € Ay}
Proposition 7.2.6. Pour tout Ay,..., Ay, pour tout controleur C' dans k-Pile(Aq, ..., AL),
k-NIAPC (Ay, ..., A) = "k-NIAPC(Ay, ..., Ay).

Par la suite, nous nous autoriserons donc a utiliser indifféremment des automates a suites
d’instructions ou & instructions simples.

7.2.2 Automates normalisés

11 est clair que pour tous Ay, ..., Ay, et controleur C dans k-Pile(Aq, ..., Ag),
k-NAPC (A4, ..., Ay) Cia k-APC (Ay, ..., Ay),
k-N2APC (A1,..., Ay) Cig k-APC(Ay, ..., Ay),
k-NIAPC (A1,..., Ay) Cig B-APC(Ay, ..., Ay),

et si les alphabets As, ..., A sont réduits & un unique élément ou bien si k = 1, alors

k-N2APC (Ay, ..., Ay) = k-NIAPC (A, ..., Ay) = k-APC (A4, ..., Ay).

7.2.3 Automates a instructions symétriques

Soient Aq,...,A; des alphabets de piles et D= (Da,...,Dy) le vecteur de controleurs
dont chaque composante D; contient I’ensemble des k-piles w € k-Pile dont la projection par
p; dans i-Pile est de la forme afw;]b[w;]w’.

Alors, pour tout vecteur C de controleurs dans k-Pile(Ay, ..., Ay),

AP (Ar,..., Ay) Cia k-APCD (A1, .. Ay).

En effet, chaque D; correspond a I'union des domaines de définition des instructions mm
Chaque transition (p,«,ay - -- a1, 0, m@',aw q) d’un automate & instructions symétriques cor-
respond & l'union des transitions (p,a,ak-"al,(ﬁ,(;’),popi,q) pour o € {0,1}*=1 dont la
1 — 1-éme composante est 1.



86

CHAPITRE 7. COMPARAISONS DE MACHINES



Chapitre 8

Comparaison des classes d’automates

Nous prouvons dans ce chapitre ’équivalence entre les classes d’automates suivantes : k-
AP, k-NAP, k-N1AP et k-N2AP (voir §2.3.1). Nous prendrons un soin particulier & comparer
les classes de controleurs pour lesquelles ces équivalences sont valides. En particulier nous
montrons que ces quatre classes d’automates restreintes aux contréleurs composés d’ensembles
dans PRECy sont équivalentes.

La simulation la plus difficile & montrer est celle d’un k-AP par un k-N1AP, c’est de celle-
ci que vont découler toutes les autres. Remarquons que l’équivalence entre ces deux classes
d’automates a déja été discutée en quelques lignes dans [KNUO2] pour le cas des automates
non controlés, nous montrons ici qu’elles sont équivalentes par simulation déterministe dans
le cas plus général des automates controlés.

8.1 Simulation par un automate normalisé

Afin de prouver que k-AP C k-N1AP, nous définissons une classe de machine intermédiaire,
simulant la classe k-AP et simulable par la classe k-N1AP. Nous définissons pour cela une
injection 6 de k-Pile(Ay, ..., Ax) dans k-Pile(AY, ..., A?) ott (A?);>1 est une famille d’alphabets
de piles construite & partir de (A4;);>0 et dont les alphabets de niveau supérieur & 1 sont réduits
4 un unique élément. La classe de machines que nous allons utiliser est celle des machines dont
les instructions sont les images des instructions classiques par 6.

Donnons tout d’abord une expression des alphabets Af. Soient #o,...,#; des nouveaux
symboles n’appartenant & aucuns des alphabets A;, nous posons :

Al = U (A; U{#:}) x - x (A1 U {#1}) et pour tout i > 2, AY = {#;}

1<i<k
Afin de manipuler plus aisément les éléments de A?, introduisons 1’application
1L L 0
#: Uienmdi - AT — A

associant a tout mot a;---a; le vecteur #(a;---a1) = (a},...,ad}) ou a} = #; st a; =L et
a;, = a; sinon. Cette application est bijective et toute lettre dans A(f est donc I'image d’'un mot
dans top(i-Pile(Ay, ..., 4;)).

Définissons maintenant 6 : k-Pile(As, ..., Ax) — k-Pile(Af, ..., A9).
Pour tout k£ > 0, 6(Ly) =L, et V& > 1, pour tout w € k-Pile(A4;,...,A) non vide se
décomposant en w = afw]w’, nous posons (avec la convention 6(c) =1y),

87
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—siw; =lg_jeta#l
O(w) = #i[- - [#2[#(top(w)) L] La] -] 0(w)

- siwy #FLlg 1
0(w) = change; g (top(w)) (Fh+1[0(w1)] ().

Remarque 8.1.1.
1. Pour tout w € k-Pile(Aq, ..., Ay), O(w) est une pile N-normalisée (voir §1.2.1).

2. Par construction de 0, il est clair que pour tout w € k-Pile :
- siw =1y alors O(w) =1y,
— sinon top(0(w)) = #x - - - #2 - #(top(w)).

3. 0 est une application injective.

Exemple 8.1.2. Soit we, = aslaz[ara; L]ba[a; L] Lo] L [as[a; L]as[L] Ls] une 3-pile (voir
la représentation planaire figure 8, alors 03(wey) est donnée par :

#al#al(as, az,a1)ar L]#2((be, a1) L] Lol#ts[#a((#s, a2, a1) L]#a[(az, #2) 1] Lo] L3

puisque we; = aslwi] L [wa] avec
(9((.01) = 92((12 [a1a1 J_]bg[al J_] _Lg) = #2[(@2,6“)(12 J_]#Q[(bg,al)] _L2 et
O(w2) = Oa(az[ar Llag[L] Lo) = #2[(az, a1)|#2[(a2, #1) L] Lo.

La représentation planaire de 6(w) est illustrée figure 19.

(as,az,a1) a1 L (by,aq) L 1 (#s3,a0,a1) L (ag,#1) L
O\T/O : T ! T T
CWL O#2 O#2 OL
O @)
#3 1

Fi1G. 19 — La transformation A3 appliquée & we,

Afin d’obtenir une classe de machine de générant que des piles de la forme 6(w), nous
définissons le nouvel ensemble d’instructions Jnstr?, composé de tous les instr? pour instr €
Jnstr. Une instruction instr? envoie chaque élément (w) sur (instr(w)) :

pour tout w € k-Pile(A4Y, ..., AY)

— instr?(w) = O(instr(w’)) si il existe w’ € k-Pile(Aq, ..., Ay) tel que #(w') = w et instr(w’)

est défini,

— instr?(w) est indéfini sinon.

La classe de machines que nous allons utiliser est donc k-MP(Jnstr?)(AY,..., A?). D’apres
la remarque 8.1.1(2), il est possible de déterminer si instr?(f(w)) est défini, en testant les
symboles de téte de #(w), nous en déduisons 1’équivalence suivante :.
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Lemme 8.1.3. Pour tout k > 1, pour tout C contréleur de k-piles,
k-APC(Ay, ..., Ay) = k-MPYO) (anstr?) (A9, ..., AD).

Preuve : Il suffit de remarquer que pour tout instr € Jnstry, tout ag---a; € Aﬁ AT et
tout w € k-Pile(Ay,..., Ag) :
— instr?(A(w)) = A(instr(w)), en particulier instr(w) est défini ssi instr?(A(w)) est défini,
- X@(w) = X@(@)(a(‘”))a
~ top(f(w)) = #p - - #2 - #(top(w)) si w # L, sinon top(f(w)) = top(w).
Nous avons donc clairement
k-APC (A1, ..., Ay) Cp k-MP?©O) (Gnstr?) (A%, ... AY).

De la méme facgon, pour toute machine M € k-MPO(©) (’Jnstre), I’application §~! est bien
définie et injective sur les piles accessibles de M puisqu’elles appartiennent toutes & 6(k-Pile).
Nous avons et donc également

k—MPe(é) (’Jnstre)(A?, . ,Ai) Co-1 k'APé(Ala oy Ag).

|

D’apreés I'équivalence que nous venons de prouver, pour montrer que k-AP T k-N1AP, il
suffit de vérifier que k:—MPe(C)(Jnstre) C k-N1AP. Rappelons que di & la structure particuliére
de leur systéme de transitions (définition 2.3.1), les transitions d’un k-N1AP sont données
par un représentant de chaque classe d’équivalence composant le systéme. Tout vecteur § =
(p, @, ay,instr, q), instr € {push,, pop,}, référe donc au systéme 6 = {(p, o, ay, - - - ay, instr, q) |
ai € A i€ [2,k]}.

Afin d’éviter la multiplication des transitions, nous simulerons en fait la classe k-MP(Jnstr?)
par la classe *k-N1AP qui est elle méme équivalente a la classe k-N1AP d’apreés la proposition
7.2.6.

Lemme 8.1.4. Pour toute transition 6 d’une machine dans k—MPé(Jnstre), il eziste un
systeme As d’un automate dans *k-N1APC, tel que pour tout w € k-Pile, 6¢ <id,f(w) 550.

Preuve : Posons
. 0
6= (p,a,c---c1,0,instr’, q).

Supposons tout d’abord que ¢, - - - ¢; =LF. Si instr = push; ,, posons
As = (p,a, L, 0, pushy, - pushy, pushy riq i-1),9),

sinon As = (.
Puisque la seule instruction définie pour L; est pushga, alors en utilisant la remarque
8.1.1(2), et la définition de 6, il est clair que pour tout w,

é - C
07 <idw As .

Supposons maintenant que ¢ - - - ¢; #.LF, alors toujours d’aprés la remarque 8.1.1(2), il existe
ay---ay, avec a; € A; U {L} tel que

Ck"'cl:#k"'#2'#(ak"'al)7
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et pour tout w € k-Pile(4q, ..., Ax),
top(f(w)) = cg--- ¢y ssi top(w) = ag---ay. (2)

Nous distinguons trois cas selon la valeur de instr.
Instructions de type change :
Supposons que instr = change,, a € A;, posons

As = (p, o, c1, 0, changey q, ..a; 1aa; _1--a1) D

Par définition de 0 et (2), il est clair que pour tout w € k-Pile(Aq, ..., Ag),

(p, o, O(w))k s (q,¢,instr? (w)) ssi (p,oz,@(w))l—&@ (q,¢,instr? (O(w))).
Instructions de type push :
Supposons que instr = push,, a € A;. Nous posons w, = ag - - a;+1aa;—1 - - - a1 et

As = {(p, a, c1,0,change (4, ...q,) Pushy, changey (), 7)}-

D’aprés (2), pour tout w € k-Pile As est applicable & (p,0(w)) ssi § est applicable & (p,w).
Pour vérifier que Aj satisfait le lemme, il suffit donc de prouver la propriété suivante :
Vw € k-Pile tel que top(w) = ay - - - a1,

push?,(6(w)) = change (.., (pushy, (changey . .o1) (0(w)))). (3)

Vérifions cette égalité par induction sur & > 1 :
Base : traitons le cas k = 1, dans le cas plus général ou i = k.
Supposons que w = ag[wi]w’ € k-Pile,

pUShg,k(H(w)) = Change#(top(pushkya(w))) (pUSh#k (e(w)))
= change,,)(pushy, (change op(w)) (0(w))))-

En particulier, si k£ = 1, la propriété est vérifiée.
Pas d’induction : supposons la propriété vraie pour k > 1.
Soit w = agy1|wi]w’ € (k + 1)-Pile non vide avec top(w) = ags1---a1 = w, w' = ag---aq
et a € A;, 1 <i < k. Par définition, push; ,(w) = ag1[push; ,(w1)w’.
— si w; =1y, dans ce cas, O(w) = #pp1]--- [#a2[#(a L¥) L] 1]---] Ly, et la propriété est
facile & vérifier,
— sinon,

0(push; ,(w)) = change(a, , , top(push; , (w1))) (Fk+1[0(Push; 4 (w1))] - (), (4)
et I’hypothése d’induction appliqué & w; donne :
O(puush, (1)) = change (e, (pushy, (change (s, o) (B(w1)). ©
En substituant (5) dans ’égalité (4), nous obtenons

Oria(pushy () = change sy, ) (i1 [Push (change g g, .o, (0(01))]0())
= change () (pushy, (change (..o, (05())))
= push?,(0(w))



8.1. SIMULATION PAR UN AUTOMATE NORMALISE 91

Instructions de type pop :

Supposons que instr = pop;, 1 <¢ < k. Si i =k, alors en posant

A5 = {(p7 «, 61767 PODPg, q)}7

le systéme Aj vérifie le lemme.
Supposons maintenant 1 < ¢ < k. Dans ce cas, posons

As = {(p,a,c1,G,stay, s5)} U{S, 5 1Vi€Lilb; €A u{L}, d {01},

ol les transitions 5b~~~~b1 5> sont déterminées par les valeursde wy = ay -+ - a;41 et wog =b; - - - by :
— si wy #£17, alors
= (357 &€, #(w2)7 0,7 Change#(wle)a Q)7

w2,0'

— st wy #LF et wy =17, alors

S = (557 g1, 0/7 pUSh#i T pUSh#2 pUSh#(wlwg)) Q)v

w9,0

— siw; =LF7 et wy :J_i,
L J
511)2,0’ - {(857 87 J—v o 7p0pk7 q)
Nous avons clairement : Yw € k-Pile,

(p7 «, 9((4)))'—65 (Q7 &, instre (w)) ssl (p7 «, 9(&)))"56@ (55’ &, popi(ﬁ(w))). (6)

Afin de discuter de la suite du calcul du membre droit de cette équivalence, prouvons la
propriété suivante par induction sur k£ > 1. Si pop,(w) est défini, alors

Vw € k-Pile(Aq, ..., Ag), p;i(pop;(8(w))) = 8(pop; (p;(w)))- (7)

Base :sii =k, c’est évident par définition de 6. En particulier, si k = 1, la propriété est vraie.
Pas d’induction : supposons (7) vrai pour k > 1.

Soit w € (k+1)-Pileet i < k+1, (lecas i =k + 1 a été traité avec le cas k = 1) tels que
top;(w) #L. Supposons w = aj1|wi|w’, nous avons alors

6((‘)) = Cha‘nge#(top(w)) (#k—i-l [9(&]1)]9((4)/))7

et

pi(pop;(6(w))) = p;(pop;(change.y op(w)) (#r+1[0(w1)]0(w')))) (par définition de 0)
p;(pop;(8(w1))) (car i < k)
0(p;(pop;(w1))) (par h.r. )
= 0(p;(pop;(w))) (car i < k).

(fin de l'induction) En particulier, la propriété (7) implique directement que :
~ si pj(pop;(w)) #Li, alors top; (pop;(6(w))) = #(top;...; (Pop;(w))),
~ sinon p;(pop,(0(w))) =Li
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Ainsi, pour tout w pour lequel pop; est défini, le systéme Stopiml(pOpi(w))vX(j(pOpi(@(w))) est ap-
plicable & (sg, e, pop;(#(w))) et le calcul de second membre de ’équivalence (6) continue donc
pour aboutir dans I’état g. Montrons que la pile obtenue & la fin de calcul est pop?(f(w)).
Pour cela, il suffit de prouver la propriété suivante P (k) suivante :
pour tous w € k-Pile , 1 < i < k tels que top;(w) #L, posons wy = topy..;,1(w) et
wy = top;...; (pop;(w)),
— si wy #1°, alors
0
pop; (w) = change (,, w,) (Pop; (w)),

— st wy #LF et wy =17, alors
pop; (w) = Pushuy () (Pushy, - - pushy, (pop;(0(w)))),
— siwy =LF 7 et ws =17 alors

pop! (8(w)) = popy(pop; (w)).

Vérifions P (k) par induction sur k > 2.
Base :si k=2, alors i = 1 et la propriété est facile & vérifier.
Pas d’induction : Supposons P (k) vrai pour k > 2.
Soit w = agy1|wi]w’ € (k+1)-Pile, et 1 < ¢ < k tels que top;(w) #L. Dans ce cas
top;(w1) #L. Posons

wi = topy...i41(wW1), w1 = app1(W)wy (e, wi =topyy1..41(w)), wa = top;.1(pop;(w)).

Nous distinguons trois cas selon les valeurs de w; et ws.
— si wg #1%, alors, top;...;(pop;(w1)) =L et 'hypothése d’induction appliquée & pop;(w1)
donne
pop; (B(w1)) = change (1 ,)(Pop;(6(w1)))

Nous avons alors pour tout b € Af

changey,(#1+1[0(pop; (w1))]) = changey, (#4+1[pop; (0(w1))])- (8)

Donc

pop?(w) = 6(pop;(w)) (par définition de pop?)
= change ,, u,) (#r+1[0(pop; (w1))]0(w')) (par définition de 6)
= change (g (#11poDy(0(1)]0()) (par ()
= change. (y, w,) (POP;(change y, u,) (F#r+1[0 (w1)]O(W")))
= change. y, w,) (Pop;(f(w))) (par définition de 0)

— si wy =1% et wy #L*F17% Distinguons deux cas selon les valeurs de i et w} :
—-sii <k, et w) £ 15~ dans ce cas, ’hypothése d’induction appliquée & w; donne :
pop? (w1) = (Pushu (uw,) (Pushy, - - pushy, (pop;(6(w1)))). Nous avons donc,

pop! (B(w)) = change (,,u,) (#r+1[0(pop;(wi))]0(w))
(par hor.) = change. u,u,) (PUShu (o1 ) (PUShy, - - pushy, (pop;(0(w)))))
PUshL (4, w,))) (Pushy, - - pushy, (pop; (6(w))))
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~sii<ketw] =LF" oui=k, dans ce cas, pop;(w1) =L et donc
pop; (w) = aji1[Liw’ et pop;(0(w)) = #pi1[Lr]0(w).
Nous avons alors par définition de 0 :

pop] (0(w)) = Pushy(yyw,) (Pushy, - pushy, (Fepa[ - #i[ L] - Le]0(W)))
= push#(wm)(pUSh#2 -+ - pushy, (pop;(6(w))))

— si wy =1; et wy =1F"17% alors clairement, pop;(w) =14 et
pop; (w) =Lk= popy,(8(w)) = pop (pop;(#(w)))-
a

Montrons maintenant que tout automate & k-piles est simulable par un automate a k-piles
N1-normalisé.

Proposition 8.1.5. Pour tout k > 1, pour tout C contréleur de k-piles,
k-APC(Ay, ..., Ay) To k-NIAPYO) (A9 . Af).

Preuve : D’aprés le lemme précédent, nous avons clairement pour tous k > 0, C vecteur de
langages dans k-Pile(A1, ..., Ag)

k-MP(Instrd)?© (A9 .. A%) Ty k-NIAPY© (49 . A7),
En utilisant la régle de composition de la relation C et ’inclusion
k-AP Ty k-MP(Instr?)0©) (¢, .. A)
donnée par le lemme 8.1.3, nous en déduisons que

K-APC(Ay,..., Ap) Ep E-NIAPYO(A9, . A)).

a

Nous pouvons remarquer de plus que 'automate que nous venons de construire est N-
normalisé (il Vest forcément car d’aprés la remarque 8.1.1(1), il ne génére que des piles N-
normalisées), et N2-normalisé puisque l'instruction change n’est jamais utilisée aux niveaux
supérieurs a 1 (et une instruction change,; , correspond & pop; push, ,). Nous avons donc
également :

Proposition 8.1.6. Pour tout k > 1, pour tout C' controleur dans k-Pile(Ayq, ..., Ag),
k-APC (A1, ..., A) G

E-NAPPO) (A9, A%) N k-N2APY©(A? .| A%) N k-NIAPPO) (A, .. AD).
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8.2 Equivalences

Nous regardons maintenant comment les simulations définies dans la section précédente
modifient les classes de contréleurs, lorsque ces derniers sont des ensembles SOM-définissables
(c’est a dire, des éléments de PRECy). Nous avons pour cela besoin du résultat suivant qui est
un corollaire immédiat de la proposition 8.1.5.

Lemme 8.2.1. Pour tout k > 1, pour tout C controleur de k-piles sur les alphabets A1, ..., Ay,
k-APC(Ay, ..., Ay) Cp k-APPO (A7 . AY),

Preuve : Nous avons remarqué lors des premiers exemples de simulations (voir §7.2.2) que pour
tous alphabets de piles By, ..., By, pour tout D vecteur d’ensembles dans k-Pile(By,..., By),

k-N1APD(By, ..., By) Cia k-APD (B, ..., By),

en composant ce résultat avec la proposition 8.1.5, le corollaire est démontré.
O

Proposition 8.2.2. Pour tout D C k-Pile(Aq, ..., Ag),
si D € PRECk(A1, ..., Ax), alors 0(D) appartient & PREC,(AY, ..., AY).

Preuve : Démontrons la proposition par induction sur k& > 1.

Base : si k = 1, alors 0 est la fonction identité et D appartiennent donc bien & PREC; (A9).
Pas d’induction : supposons la propriété vraie pour k > 1. Soit D € PREC,1(A1,..., Agi1).
D’apres le théoréme 6.2.7, il existe un vecteur C = (C1,...,Cp), dont chaque composante
est de la forme C; = p,~(R;), out R; est un élément de PRECy (A1, ..., Ax), et tel que D €
Acc£+1. D’apres le lemme 8.2.1 et les propriétés de la simulation déterministe (voir proposition
7.1.7), 6(D) appartient donc a ACCZ(C) (A4, ... ,AZ). Alors, en appliquant encore le théoréme

6.2.7, si les composantes de §(C) appartiennent & PRECy 1, alors (D) aussi. Chaque 0(C;) =
0(pr 1 (R;)) s’écrit de la facon suivante :

O((k + 1)-Pile) N U {w [ topy(w) = #(ak+1 - a1), changey g, ..qp) (W) € P (O(R:))}

Af41++Q1

Or,

1. par hypothése de récurrence, 0(R;) appartient & PRECy(AY, ..., A?) et en appliquant la
proposition 6.2.5, p, ~'(A(R;)) appartient & PREC;,1(AY,... ,Azﬂ),

2. 0((k + 1)-Pile) appartient & PREC,41(Af,..., A%, ), car il correspond au langage de
pile généré par 'automate obtenu en appliquant le lemme 8.2.1 & un k-AP non controélé
générant (k + 1)-Pile.

La classe des PRECj 1 étant close par intersection (car égale & DEFy), nous en déduisons que
chaque 0(C;) est définissable en LSOM dans Pilex 1 et appartient donc & PRECy ;. Ainsi,
0(D) est généré par un systéme & (k + 1)-piles contrdlés par des éléments de PRECy 1, et par
suite, (D) € PRECy41(A, ..., A%, ).

La propriété est donc vraie pour tout k£ > 1, ce qui démontre la proposition.

O
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Corollaire 8.2.3. Pour tous alphabets de piles Aq,..., A, k > 0, il existe des alphabets de
piles By, ..., By tels que,

pour tout vecteur C controleurs dans i-Pile(A1, ..., A;), il existe un vecteur D de contro-
leurs dans i-Pile(By, ..., B;), tel que

E-APCl (A Ay) € k-NIAPD (B, By)

et

— D et C sont de méme taille,

— 5i C € PREC;(Ay, ..., A;), alors D € PRECy(By, ..., B;)

- Bo, ..., By sont réduits a un unique élément.

La notation [C]; désigne le vecteur [C]y,; défini dans Pintroduction de cette partie : [C]y ;
est composé de tous les {w € k-Pile | p;(w) € C;}. Nous nous autorisons & supprimer 'indice
k puisqu’il est donné par le niveau de la classe d’automates. Nous nous autoriserons cet
allegement de notation deés qu’il sera possible.

Preuve : Le corollaire est démontré pour la cas ¢ = k, puisque d’aprés la proposition 8.1.5,

F-APCE (A, Ay) T k-NIAPP@T (A9 A7)

et d’aprés la proposition 8.2.2, 9(6) est composeé d’éléments de PREC;,.
Supposons maintenant que i € [0,k], et C = (C1,...,Cp) ot chaque composante Cj
appartient & PREC;. 0([Cl1.s) = [p;(0(IC):))]r.i, puisque pour tous w € k-Pile, j € [1,m],

pi(w) € Cj ssi p;(B(w)) € pi(0([Clik))-
En appliquant la proposition 8.1.5, nous obtenons donc
B-APIC) (A, ... Ay) C k-NIAPD) (A9, . Af)

ouD = (Dy,...,D,,) et pour tout j € [1, m] D; = p,;(6([C}lik))- Puisque les C; appartiennent
& PREC;, d’aprés la proposition 6.2.5, [C li; appartient & PRECy, et donc d’aprés le lemme
8.2.2, «9([0 lik) € PREC. Enfin, en utilisant la proposition 6.2.5, nous obtenons D; € PREC,,

ce qui achéve la preuve.
O

Pour conclure, nous avons remarqué au §7.2.2 que sur des alphabets de piles réduits a
un élément a partir du niveau 2, les classes k-APC, k-N1APC, k-N2APC, étaient équivalentes.
Nous en déduisons le théoréme général suivant :

Théoréme 8.2.4. Pour tout k > 1,

k-APPRECk — 1 N2APPRECK — 1 NAPPRECK — 1 N1APPRECK

et
k-AP? = k-N2AP? = k-NAP? = k-N1APY.
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Chapitre 9

Simulation des controleurs

Nous définissons dans cette section une restriction de k-Pile permettant de coder, plus
finement que par la bijection ¢!, les éléments de P;. Nous appelons ces piles des Pp-piles.
Nous utilisons une classe de machines, appelées Pi-AP, ne générant que des Pj-piles, par
I’application d’instructions envoyant chaque Pi-pile codant un mot u sur la Pg-pile codant
uea.

Nous définissons dans le premiére section, le codage C, ainsi que les nouvelles instructions
permettant de travailler sur les éléments Ci(u) (les Pg-piles) et une classe de machines utili-
sant ces instructions. Dans la deuxiéme section nous étudions la simulation d’un k-AP par un
Pi-AP, puis dans la troisiéme section, nous exploitons les propriétés du codage pour montrer
que les automates & Pr-piles sont simulables par différents types de k-AP. Enfin, nous tradui-
sons les résultats obtenus dans la section 3 en terme d’automates a k-piles. Nous concluons
principalement : & l’équivalence (par simulation déterministe) des k-AP non controlés

— avec les automates a k-piles symétriques non controlé,

— avec les automates & k-piles controlés par des éléments de PREC;,,

— avec les automates & 1-piles controlées par un langage de niveau k déterministe.

9.1 Automates & P.-piles

9.1.1 Codage des mots de piles

Nous disposons d’une bijection entre k-Pile et un langage Pj clos par préfixe qui nous
a permis d’étudier la logique sur les k-piles (voir §1.4 pour un rappel des définitions). Nous
exploitons & nouveau cette représentation des k-piles, afin d’étudier les éventuelles équivalences
entre automates & k-piles et automates & k-piles controlés. Nous définissons pour cela un
nouveau codage des éléments u € Py sous forme de k-piles, permettant un accés direct a
chacune des projections f;(u) de u dans P;.

Nous définissons pour chaque lettre a dans l’alphabet Z;f, une nouvelle instruction de
pile prody, ,, envoyant tout Cp(u) tel que u ® a € Py, sur Cp(u @ a). Nous utilisons ensuite ces
nouvelles instructions pour définir de nouvelles machines ayant la particularité de ne générer
que des k-piles de la forme Ci(u) pour u € k-Pile.

Posons tout d’abord quelques notations. Soient A1, ..., Ag, ... des alphabets de piles fixés
pour toute la suite. Nous désignerons par Af, .. ,Ag, ... les alphabets définis par A = A; et
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pour tout 7 > 1, AZCJrl = A;11 U Zl\z Remarquons que Af - Ag ... C Ai .

Les éléments de u € Py(A1,..., Ax) seront envoyés injectivement par Cp dans l’ensemble
des k-piles sur les alphabets de piles A?, . ,Ag, ou plus rigoureusement, sur des copies de
chacun de ces alphabets, ceci afin d’avoir des alphabets disjoints. Afin d’éviter la multiplication
des indices, nous omettrons (abusivement) de distinguer les différentes copies et travaillerons
directement sur les ensembles Ag, e ,Ag.

Définition 9.1.1. Pour tout k > 0, Uapplication Ci : Pr(Ai,...
est définie inductivement de la fagon suivante

- Ck’(g) :J—k;

— pour tout u - a € Pyiq,

,Ap) — k-Pile(AS, ... A)

Cry1(u-a) = a[Cr(fr(u-a))] - Cri1(w)

Nous notons Pj-Pile 'ensemble des images par Cj. des éléments de Py.
Par définition, si uw = a; - - - a,, € Pg41, alors, en posant u; = aj - - - a; pour tout @ € [1,n],

Crt1(un) = anCr(fr (un))lan—1[Cr(fr (un—1))] - - a1 [Cr(r(u1))] Lrta

Exemple 9.1.2. Soit A1 = {a1,b1}, A2 = {az} et u = ajaza1b1by € P2 ( qui correspond a la
pile o2 (u) = az[biby L] L [ay L]).
Alors Co(u) = b1[biby L]b1[b1 L]ai[L]az]ar L]ajfar L] Lo.
La figure 9.1.1 détaille les étapes de la construction de Ca(u).
Remarque 9.1.3.
1. Par définition, le mot de téte de niveau k de Ci(u) est u, et pour tout i < k, le mot de
téte de niveau i de C(u) est la projection de u dans P;.
Formellement, nous avons pour tout 1 < i <k :
mot;(Cy(u)) = fri(u). De plus, p;(Cyx(u)) = Ci(fii(u)) et est donc complétement déter-
miné par mot;(Cr(u)).

2. pour tout k > 0, Cy est une injection.
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Comme pour # précédemment, nous définissons des instructions laissant stable les Py-piles
et permettant de générer Pp-Pile.

Définition 9.1.4. Pour tout i > 1 et a € A; U A;, Uinstruction prod, est définie pour tout
w € k-Pile(A§,..., AS), k >0, par
~ prody ,(w) = Cr(uea) sii € [1,k], et il existe u € Py tel que Cp(u) = w] et uea € Py,
— prody, ,(w) est indéfini sinon.

Lemme 9.1.5. Pour tous u € Py, eta € A; UA;, 1 <i<k,
- sia € A, alors prod, (Cy(u)) est défini
- st a € A;, alors prod,(Cr(u)) est défini ssi top;(Cr(u)) =a

Preuve : D’aprés la proposition 1.4.4,
— sia € A, alors uea € Py. Dans ce cas prody, ,(C(u)) est donc défini
— sinon, u e a € Py, ssi fin(f;(u)) = @. D’aprés la remarque 9.1.3, fin(f;(u)) = top,(Ck(u))
et donc prody ,(C(u)) est défini ssi top,(Cr(u)) = @.
O

Définissons maintenant une classe de machine & instructions dans Jnstrp, = {prod;, |
)

a € Zl\k}, et ne générant que des piles de la forme Cg(u).

Définition 9.1.6. Soient k > 1 et Aq,..., A} des alphabets de piles.
Nous notons Pr-AP(Aq, ..., Ay) l'ensemble des machines

M € k-MP(Instrp, , (AS, ..., A7)
telles que toute transition (q, o, ay ... a1, 0, prody ,,p) vérifie :
siaEZi, 1<i<k, alorsa; =1
Remarque 9.1.7.

1. Soit§ = (q,,ay . ..a1,0,prody ., p) une transition d’un Py-AP, alors pour tout u € Py,
top(Cr(u)) = ay, - -~ ay ssi prody ,(w) est défini.
2. L’ensemble des piles générées par un automate o Pi-piles est inclus dans Py-Pile.

3. Pour tout vecteur R de langages dans Py,
Pr-APRk =, Py-APGH(R)

puisque pour tout u € Py, moty(Cr(u)) € R; ssi u € R;. (Nous nous autorisons la méme
simplification que pour [R]y, : ici (ﬁ)k désigne en fait le controleur (ﬁ)k,k Rappelons
que (R)y; = {w € k-Pile | mot;(w) € R que nous noterons lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible, i.e., lorsque (R); contréle un automate de niveau k.)

De la méme fagon, pour tout vecteur R de langages dans P;,
pk_Ap(ﬁ)i =4 Pk_AP[Ck(é)]i

4. Nous notons Pk—AP(RECi)i lensemble des Pk—AP(ﬁ)i, pour R vecteur de langages dans
REC;
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9.1.2 Exemples

Nous terminons cette section par trois exemples de langages reconnus par ces machines.

Proposition 9.1.8. Tout langage dans RECy11, k > 0 est reconnu par un automate a Py-pile
déterministe contrélé par un vecteur de langages dans RECy.

Preuve : D’apreés le théoréme 6.2.7, tout langage dans RECy est reconnu par un automate
fini & oracle A = (Q, fk_l(ﬁ), A,po, F) € AFpi1(A1, ..., Apy1) ot R est composé de langages
réguliers. D’aprés la proposition 4.1.8, nous pouvons, sans perte de généralité, supposer que
A est déterministe et complet dans Py 1.

Nous associons & A, I'automate A = (Q,Aiﬂ, (AS, ... Ai), (ﬁ)k, A g, po, F) € Pi-AP, ou
A4 est obtenu en posant pour toute transition

(q,a,0,q¢') € A
— sia€ Apiq, Vag .. a1, a; € AS U{L} alors
(q,a,ay---a1,0,stay,q') € Ay
~ si a € Ay, alors Vay, - -~ a1, a; € AS U {1}, alors
(q,a,ar---ay,0, prodmk,q') € Ay
— si a € A;, i € [1,k], alors pour tous ag - - - a1, tels que a; € A]C- U{Ll}, et a; =@, alors
(¢:a,ap -+ a1,0,prod, ,q') € Ag

Puisque A est déterministe, A est également déterministe. L’automate A étant complet
dans Py, définissons 7 : Py — @ associant & tout u 'unique p tel que (po,3 u) —7% (p,ur)-
Une induction évidente sur n > 0 permet de montrer que pour tout u € Ag 41 et w € k-Pile,

(p(),’LL, J—k)'_‘r/l,l (p,E,W) ssiu € Pk-i—lv W= Ck(fk(u))) et p= 77(“)

L’automate A reconnait donc L(.A).
a

11 est en fait possible de montrer une propriété plus forte : tout vecteur R composé de lan-
gages dans RECy est reconnu par un automate a Pj-piles déterministe. Nous entendons par
1a qu’avec le méme P-AP déterministe, il est possible de reconnaitre chacune des composantes
de ﬁ, par un choix adéquat des ensembles d’états finaux.

Proposition 9.1.9. Pour tout vecteur L = (L1,...,Ly) de langages dans RECy. 1, il existe
m automates déterministes

A = (Q, 5, (A1, ..., AL, (R A, qo, L, Fy) € Pe-APRECK - pour i € [1,m]

tels que pour tout i € [1,m], L(A;) = L.

Preuve : Supposons pour simplifier que B = (R1, R2), avec R; € RECgyq et chaque R;
est reconnu par un automate déterministe et complet A; € AF,, 1 & oracles fk_l(di). Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer que 61 = 62 = 0. (Sinon, on peut trouver de
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nouveaux automates & oracles (f,~*(01),fr ' (Os)) et reconnaissant les mémes langages.) Par
produit des automates Ay et As, nous obtenons un nouvel automate déterministe et complet
A = (Q1 x Q2,6,(po.1,p02), F1 x F3) € AF;44, controle par £, 71(0), et vérifiant pour tout
u < Pk+1 :

si ((po,1,P0,2), 1u) — ((p1,p2),ur) alors Vi € {1,2}, u € R; ssi p; € F;

En appliquant la preuve précédente a cette automate nous construisons pour tout ¢ €
{1,2}, Ai = (Q1 x Qa, AY 1, (AS, ... AD), (R)k, Aa, (P01, po,2), F}) € Pi-AP, ol Ff = Fy X Q2
et FQI = Ql X FQ.

O

Le langage des mouvements de piles M}, (défini dans le chapitre §1.4) est reconnu par un
Pr-AP non controlé.

Lemme 9.1.10. Pour tout k > 0, le langage My (A1, ..., A) est reconnu par un automate
dans Pi-AP(Aq, ..., Ag).

Preuve : Posons A = ({qo},m, (A],...,A9),A,q0, L, {qo}) et
A = {(QOJCLv ag - - - alaprOdaJQO) | a; S Ag U {—L}}

Par définition, pour tout © € My, et a € m, ua € My, ssi p(u) @ a € Py. Les seuls mots
admettant un calcul dans Aj sont donc les éléments de My, et Yu € My,

(g0, u, L) (g, €, Crlp(u)))

Exemple 9.1.11 (P;-AP deterministe reconnaissant My). Voici un calcul du mot u =
c161bjasaiazaias € Ms pour A = {al, bl,Cl}, A; = {ai}, 1€ {2,3}

(qo,u, L3) qo, c1brasaiagaias, wy) avec wy = ciferfer L] L [L]] Ls

qo, biasaiazaias, 13)

qo, a1a3a1d2,ws) avec wy = by[by[by L] L [L]] Lg) 2

qo, G2a1a301 G2, ws) avec w3 = aglag[by L]b1[by L] L [L]]we

qo, a3a1 a2, wq) avec wy = aqfaifarby Llag[by L]by1[by L] L [L]]ws
qo, G102,ws) avec ws = aglai[a1by L]as[by L]by[by L] L [L]Jws
qo, G2, wg) avec wg = djlaz[by L]b1[by L] L [L]]Jws

T T T T T T T T

q0,€,w7) avec wy = aalbi[by L] L [L]Jws)

Nous avons alors bien wy; = C3(p(u)) car
p(u) = brazarazardz = mots(wr), f2(p(u)) = b = mota(wr) et f1(p(u)) = b =mot (wr).
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9.2 Propriétés des automates a Pi-piles

Les résultats prouvés dans cette section sont des résultats intermédiaires qui permettrons
de prouver les théoréme de la section suivante. Nous montrons que les automates & Py-piles
sont simulables par différents types d’automates :

1. tout automate dans Pk—APw est simulable par un automate dans k-AP?

2. tout automate dans Pk—AP@ est simulable par un automate dans k:—AP@

3. tout automate dans 77/1€—AP(REC5+1)’-’+1 est simulable par un automate dans k-Ap(PREC/).
4

. tout automate dans Pk+g-AP® est simulable par un automate dans j-AP(RECe1)1

9.2.1 Expression des instructions

Nous montrons ici que les instructions prod, , peuvent étre définies comme une composition
d’instructions classiques, et comme une composition d’instructions dans Jnstry, dont la valeur
ne dépend que des symboles de téte de la pile a laquelle elle est appliquée.

Regardons tout d’abord comment découper prod, & l'aide d’instructions push et pop.

Lemme 9.2.1. Pour tout a € A; UA;, i > 1, et tout k > 1, et u € Py, tel que uwea € Py, et
tout w = C(u) :

prod,(w) = a[prod,(py_i(w))] -w sii <k et top,(w) #a
= pushy,(w) sii=Fk et topy(w) #a
= pop;(w) si top,(w) = a.

Preuve : Distinguons deux cas selon la valeur de top;(w) :
— si topy, (w) # @, comme par définition, moty(w) = u, alors uea = u - a. Par définition de
Ck et prod, nous avons donc

prody o (w) = a[(Cr—1(fr—1(uea)))] - w (9)

Distinguons a nouveau deux cas selon la valeur de ¢ :
— sii=k,alors fx_1(uea) =fr_1(u). En substituant f;_;(u e a) par fx_1(u) dans (9),
et par définition de Cg, nous obtenons donc

prOdk,a(w) = puShk,a(w)7
- sil1<i<k,alors fy_1(uea)="fr_1(u) ®a € Pr_1. Nous obtenons alors :

Ci-1(fr-1(uea)) = Cro1(fp-1(u)®a)
= prodi_;(Ch1(fr-1(u)))
= prody_ o(Pg_1(w)) par définition de Cy.

En substituant ce résultat dans (9), nous obtenons
prod,(w) = alprod,(w1)] - w

— sitopy(w) = @, alors, il existe ' € Py, tel que u = v'a (car moty(w) = u). Alors uea = u’
et par définition de C, w = @[C_1(fx_1(u))] - Cr(u'), d’ont

prod, (w) = popy(w).
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Remarque 9.2.2. Définissons pour tout a € A;UA;, i > 1, et w=ay---ay, k> 0 linstruc-
tion instr,, , € Instry suivante :
- stag #a,...,a; #a, alors

instry, o = pushy , -+ push, ,
-siaj=a,1<j<ieta,#a,...,aj41 7 a, alors
instry, o = pushy, , -+~ push;; , pop;

D’apres le lemme précédent, il est clair que pour tout w € Py-Pile tel que prod, est défini
et top(w) = w,
instry, o(w) = prod,(w)

Lemme 9.2.3. Pour tout a € A;UA;, i > 1, et u € Py, k > 1, tel que uea € Py, et tout
w=C(u) = aglwi|w’ :

prod,(w) = alprod,(w1)] -w sii<ketap#a
= pushy ,(w) sii=Fk eta, #a

= pushy z(ax[prod,(w1)] - ') sii <k et ar =7

Preuve : Les cas a, # @ sont identiques & ceux du lemme 9.2.1, et donc vrais. Considérons
donc w = afwq]w’ avec w = C(u) et uea € Py, k > i. En procédant comme dans le second point
de la preuve du lemme 9.2.1 nous obtenons encore u = u'a, C(u’) = &', et prod ,(w) = '
Alors,

alprod, (w1)]w’ = alprod, (Cr—1(fr-1(w)))lw’ = alCr—1(fr—1(u ® a))|o’

—si k=1,
alors, C—1(fr—1(uea) = Cp_1(fr—1(u)) = py_1(w’) et donc, pushy, ;(a@[prod,(w1)]w’) est
défini et égal & prod, (w),

— sinon

Cro1(fr—1(uea) = Cr1(fr_1(u)) = pp_1 (W)

Donc pushy, z(@[prod, (w1)]w’) est défini et égal a prod,(w).
O

Remarque 9.2.4. Définissons pour tout a € A; UA;, i > 1, et w = ay,---a1, k > 0 lins-
truction instr, ,, € JInstry, suivante : Soit ky > --- > ky, la suite des indices j € [i, k] tels que
a; #a et ly <--- <l, la suite complémentaire dans [i, k|, alors

instry, o = pushy, ,---pushy . pushy ,---pushy ,.

D’apres le lemme précédent, il est clair que pour tout w € Py-Pile tel que prod, est défini
et top(w) = w,
instry, o(w) = prod,(w).
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9.2.2 Simulation par un automate a k-piles

Proposition 9.2.5. Pour tous alphabets de piles A1, ..., Ak, pour tout vecteur C_”, de sous-
ensembles de k-Pile(A§, . .. ,Ai),

Pe-APC (AL, Ay) Cia k-APC(A, ... AS)

Preuve : Soit M = (Q, %, (A, .. ,Ag),@,A,qO,F) € Pr-AP(Ay, ..., Ag). Nous construisons
l'automate A = (Q, %, (AS,... ,Ag),é, Al qo, F) € *k-AP(AS, ... ,Ag) tel que id : w — w est
une simulation déterministe de M par A. En utilisant la remarque 9.2.2, il suffit de définir A’
comme ’ensemble des transitions

Ag = {(pv a,ag - --ay, 57 inStrak---al,ay Q)}

pour § = (p, @, ay - --ai,0,prody ,,q) € A

L’application id est clairement une simulation déterministe de M par A.

Nous avons donc Pk—APé(Al, oy Ak) g *k—APé(Af, . ,A(kf) et nous avons déja remar-
qué que *k-APC(AS, ... AS) Ty k-APC(AS, ... AS).

En appliquant la loi de composition (lemme 7.1.8), la proposition est démontrée.

O

Remarque 9.2.6. L’automate construit est N2-normalisé puisque aucune instruction change
n’est utilisée, nous avons donc Pk—APC(Al, o Ag) G k:—N2APC(A§, ... ,A(kf)

Lemme 9.2.7. Pour tout R € RECi(Ay,..., Ax), k>0,
Cr(R) € PRECL(AS, ..., AS).

Preuve : Prouvons ce lemme par induction sur £ > 0 :

Base : si k = 0, alors RECy = {{e},0} PRECy = {{Lo},0}, comme Cy(g) =Ly, la propriété
est vérifiée.

Pas d’induction : supposons le lemme vrai pour k& > 0. Soit R € RECy1, il existe un vecteur
O d’éléments de RECy, et un automate fini A a oracle f;~'(O) déterministe et complet dans

Pr+1, reconnaissant le langage R. Par une construction similaire & celle donnée dans la preuve
©O)

du lemme 9.1.8, nous obtenons une machine dans Py, 1-AP'"/* générant le langage de pile
Cr+1(R). En utilisant la proposition 9.2.5 et les propriétés de la simulation déterministe,

Cr+1(R) est donc le langage de piles généré par un automate dans (k + 1)—AP[C’“(6)]’“.

Par hypothése d’induction Ci(O) € PREC, et en utilisant le théoréme 6.2.7, Cy1(R)
appartient donc & PRECj ;.

O

9.2.3 Simulation par un automate a instructions symétriques

Lemme 9.2.8. .
Pu-APC(Ay,.. ., Ay) Cig AP (AS, ..., AS).
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Preuve : Soit M = (Q, %, (45,..., A7), C,A,qo, F) € Pi-AP(Ay, ..., Ap). Nous construisons
'automate A = (Q, %, (AS,... ,Ag),é, A’ qo, F) € *k-AP(AS, . .. ,Ag) tel que id : w — w est
une simulation déterministe de M par A. En utilisant la remarque 9.2.4, il suffit de définir A’
comme 'union des systémes

A:s = {(pv a,ag - --ay, 57 inStrak---al,a) Q)}

pour 6 = (p, @, ay -+ ay,0,prody 4, q) € A.
O

9.2.4 Simulation par un automate a contréleur de niveau inférieur

Etudions maintenant le cas ou le mot de niveau ¢ + 1 d'un Pj-AP est contrdlé par un
langage (¢ + 1)-régulier. Par définition, tout langage R € RECy; est reconnu par un automate
fini A & oracles f,1(O), o O est un vecteur de langages (—réguliers Alors, tout automate dans

Prp-APFB)er1 peut étre simulé par un automate dans *k- AP 11 suffit pour cela de reprendre
le méme type de construction que pour la proposition 9.2.5, mais en faisant en plus le produit
du niveau ¢ + 1 de la pile avec 'automate A, en substituant les tests des oracles effectués de
A par des controles sur le niveau ¢ de la pile.

Précisons tout d’abord la simulation que nous allons utiliser : soit B un alphabet fini
et n : A} — B une fonction quelconque définie pour . Nous définissons pour tout k£ > 0,
I'application

id,, : k-Pile(Ay, ..., Ap) — k-Pile™"E) (A) Ay 1, Ap x B, Ay, ... Ay)

transformant chaque w € k-Pile(Ay, ..., Ax) en une k-pile quasi-identique, hormis les étiquettes
de niveau /£ :

si moty(w) = ag1---ary, alors moty(id,(w)) = (ar1,m(ar1)) - (aen,n(aes -~ agy)). La
figure 21 illustre cette transformation.

VY LU

niveau { —> ay (ag, n(araz))

F1G. 21 — Application de la fonction id,,

Posons par convention id,(¢) = ¢; pour tout w = afwi|w’ € k-Pile,

— idy(w) = (@, n(w))[id,(w1)]id,(w'), si k = £ et u = moty(w) et n(u) est défini
- idy(w) = alidy(w1)]idy(w'), si k # £

— id;)(w) est indéfini si k = £ et n(moty(w)) est indéfini.
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Remarque 9.2.9. Une induction évidente sur k > 1 permet de vérifier que pour tout w €
k-Pile, pour tout i > 1

- idy(pop;(w)) = pop;(idy(w))

- si 1 # k, id,(push; ,(w)) = push, ,(id,(w))

- sii =k, alors id,(push; ,(w)) = pushy (4 ;(mot,(w))) (idy(W))-

Proposition 9.2.10. Pour tous 0 < { < k,

’]Dk_AP(REC£+1)l+1 C k_AP[PRECZ}z

En d’autres mots, pour tous alphabets de piles A1, ..., A, et tout vecteur R d’ensembles
dans RECy (A1, ..., Aps1), il existe des alphabets de piles By, ..., By et un vecteur D d’en-
sembles dans PREC, (B, ..., By) tels que

P-AP@e (A A C k-APPE(B . By).

Construction : Supposons tout d’abord pour simplifier, que R=Re RECp11(A1, ..., App1).
Soit
M= (Q? 27 (Agza cee 714%)7 (R)€+17 A) q0, F) S Pk'AP(Ala cee 7Ak)

Par définition de RECy, 1, il existe un vecteur O de m > 0 ensembles dans REC,(Aq,...,Ay),
et un automate fini A € AFy11(A41,...,Ary1), & oracles f[l(é), reconnaissant le langage R.
Supposons A = (Q 4, A4, f;l(é),po, F ) déterministe et complet dans Py ;.

Posons B; = AZC pour tout j # ¢+ 1 et Bpy1 = Agﬂ X Q4, et

A= (Qv 27 (Bl7 o 7Bk)7 [65(6)]57 Ala q0, F7 (J—7p0)) S *k_AP(Bla cee 7Bk)

ott A’ est I'union des systémes de transitions Aj, pour 6 € A et tels que

sid=(q,a,ar---ay,b, prodk,a,q’) avec a € A; U A;

alors
— sl instrg, .4y o contient ne contient pas l'instruction push,, ,, alors s est I'ensemble
des transitions

(Q7 a,ag - (aé—i-lvp) cQAg---ag, 0/7 inStrakmal,aa q/)

pour o € {0,1}™ et Xru(p) =0
— sinon A:; est I’ensemble des transitions

(p,oz,ak o (ae-i-lap) cQy - a1,57 instra --al,a ’7q/)
k 1,a,p

pour (p,a,0,p') € Ag et xp,(p) = b. (instr, ,, désigne l'instruction instr, , dans
laquelle I'instruction push,,; , est remplacée par pushy (q,))-

D’aprés le lemme 9.2.7, puisque les composantes de O appartiennent & REC,, alors les
composantes de Cg(é) appartiennent & PREC,.
Preuve : Par choix de A complet déterministe, il existe une application 1 : Ppy1 — Q4
associant & tout w l'unique p tel que (po,; w)=7 (p,uq). Alors, u € R ssi n(u) € F. Vérifions

que M <jq, A.
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Nous montrons que pour toute transition § € A, pour tout u € Py, e+ <id,,Cp(u) Ag(o)‘.

Supposons
0= (q,,ap---a, b,prod,w,q') avec a € A; U A;.

Alors, pour tous w,w’ € Py-Pile, avec motyy1(w) = u
(p7 g, w)l_(;(R)erl (Q7 g, w/) (10)
ssi top(w) = ag---ay et xg(u) =b et w' = prod,(w)
s top(idy(@)) = ak -~ (agsn, 7)) - a1, Xra(n(w)) = b et idy(w') = idy(prod,(@)).

Etudions deux cas selon la valeur de instrg,...q; q :
— sl instrg,..qy,o e contient pas l'instruction push,, ,, alors d’aprés la remarque 9.2.9,
nous avons donc instrg,...q, o(id,(w)) = id,(w), d’oit

(10) ssi (g,idy(@)F i, (0idy (&)

— sinon uea = u-a € Pyyq et la transition (p, a, x5, n(ua)) appartient a A 4 et en utilisant
la remarque 9.2.9, instr, ...q; ;(ue) (idy(w)) = id;(w’). D’out

(10)  ssi (q,idn(w))l—Ag[é]l (¢, idy ().

9.2.5 Simulation par un automate de niveau inférieur

Une caractéristique trés forte des Pg-piles est que, pour tout 1 < ¢ < k, le niveau ¢ de
la pile est complétement déterminé par ses niveaux supérieurs, et méme simplement par les
symboles apparaissant au niveau £ + 1.

En effet, pour tout w € Pj-Pile, si motyy1(w) = u, alors u € Ppyq et pp(w) = Co(fe(u))
(voir remarque 9.1.3). Cette propriété est illustrée par la figure 22. Ainsi, au cours d’un cal-

Ci(fi(w))

!

u=mot; 1 (w) > e ° .- .

F1G. 22 - p;(w) = C;(fi(mot;41(w)))

cul dans un P.-AP, le niveau ¢ de la pile courante n’est réellement utile que pour effectuer
les tests topy..;(w). Il est donc possible de simuler l'exécution d’'un Py -AP par un k-AP
contrdlé a 1'aide une fonction envoyant chaque w sur w™*, obtenu en tronquant dans w les
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niveaux inférieurs a ¢. L’information manquante top,...;(w) sera reconstituée par un controle
sur motg4q(w).
Formalisons tout d’abord la notion de pile “tronquée”.

Définition 9.2.11. Pour tous ¢,k > 0, lapplication
id, : (k+ 0)-Pile(As, ..., Aps) — k-Pile(Arie, ..., Apre)

est définie pour tout w € (k + {)-Pile par :
- si k=0, alors id,;g(w) =1y,
~ si k>0, alors w s’écrit w = alwi|w’. Posons par convention id;‘(e) = e.
Alors id,;_fg( ) = ali dkM 1 (w1)] id,;_ig(w’).

Pour w € k + /-Pile, nous noterons simplement w~¢ pour id,;_fg(w). Clairement, la restric-

tion de id,;fz aux Py-piles est injective.

0 —0 . -y
= instry ~ - - - instr,

Pour toute suite d’instructions dans Jnstry, notons (instry - - - instr,, )
et
- pushi_f = push,;_;,sii>1let pushi_f = id sinon,

- pop;f = PpOp;_jq St >1et popi_’f = id sinon.

Proposition 9.2.12.

Prope-AP? C k-AP(RECe1)
Preuve : Les tests top;(w) pour i < ¢ seront remplacés par un contréle sur le niveau 1 de w=".
Le vecteur de controleur T' que nous choisissons d’utiliser, est défini en fonction de ¢ et
des alphabets de piles. Pour ¢ > 0, et les alphabets de piles A1,..., As11, les composantes de
T sont tous les T,..,, pour b; € AZC vérifiant

Tyyoy = {u € Py | topy..; (Ce(fe(u)) = be--- b1}

Chaque Tj,.., appartient & RECy4q, puisqu’il correspond (d’aprés la remarque 9.1.3(1)) a
I'intersection pour i € [1,] des ensembles fyy1,; ' (P; - b;) si b; #L et for1, *(P;) sinon.

Supposons le vecteur T orienté par une bijection 3 : (Agu Ly (Afu 1) — [1,m] quel-
conque. Nous associons chaque transition § = (p, @, agy¢- - a1, prody g4, q) dun Py -AP au
systéme de transitions

Ag = {(p7 Q,Akyp - Ok41, 6‘7 inStr;kl...aha, q) | Trﬁl(ai,i)(a‘) = 1, Vi € [1,£]}

—

Pour tout w = Ck( ), top; (w) = a; ssi mg,(q,:)(0) = 1.
) =

De plus instr,, (instrg, ...q; o(w)) !, nous avons donc clairement

ak -ai, a(

),
5 <. AL
dlﬁl—l’ 6
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9.3 Transfert sur les automates a k-piles

9.3.1 Simulation d’un automate a k-piles

Nous prouvons dans cette section que tout automate a k-piles est simulable par un auto-
mate & Py-piles. Puisque nous disposons déja de la bijection ¢y, de k-Pile dans Py, la simulation
que nous choisissons d’utiliser est l'application bijective

Dk = Y| © Ck . k:—PiIe(Al, e 7Ak) — Pk—PiIe(Al, e ,Ak)

En appliquant la propriété de composition de la simulation déterministe, et les équivalences
énoncées dans le théoréme 8.2.4, nous pouvons nous contenter de montrer k-NAP C P.-AP.

Avant de voir comment simuler les instructions classiques, intéressons nous aux symboles de
tétes. Etant donné w € k-Pile, nous pouvons facilement remarquer que le mot top(w) n’est pas
directement identifiable & partir de top(Dy(w)). Considérons par exemple, w =L [L [a; L]],
dans ce cas D3(w) = ai]ai[a; L] L] L3 et, hormis la donnée de top; (w), le mot top(D3(w)) ne
semble pas contenir d’informations pertinentes sur la valeur de top(w).

Toutefois, il existe des cas particuliers ou top(w) peut étre obtenu directement des symboles
de tétes de D(w).

Lemme 9.3.1. Soit w € k-NPile(Aq, ..., Ay), avec Ay = {#2},..., Ar = {#«}, dans ce cas,
— pour tout i > 2, top,;(w) = #; ssi top;(Dx(w)) #L,
~ top; (w) = top; (Dk(w))-
Preuve : Nous montrons tout d’abord que pour As,...,Ar quelconques, pour tout w €
k-NPile(Aq, ..., Ag) et i > 2, alors

top,;(w) =L ssi top,;(Dg(w)) =L . (11)

Vérifions cette propriété par induction sur k£ > 1.
Base : traitons le cas k = 1, dans le cas plus général ou i = k.
Par définition de piles N-normalisées, puis de Cg, nous avons :

topy(w) =L ssiw =1y ssipr(w) = ¢ ssi top,(Dr(w)) =L Cr(pr(w)) =Ly .

En particulier, si £ =1, alors ¢ = 1 et la propriété est vérifiée.
Pas d’induction : supposons la propriété vraie pour k > 1.
Soit w = afwi|w’ € (k + 1)-NPile(Ay, ..., Agt1), et i € [1,k]. Alors,
top;(w) =L ssi top;(w1) =L ssi ( par h.r. ) top;(Dg(w1)) =L ssi (par définition de Cpi1)
top;(Di+1(w)) =L.
(fin de l'induction)

Si de plus, les alphabets de piles Ao, ..., Ag, ... sont réduits & un unique élément, alors la
propriété que nous venons de prouver implique clairement que pour tout 1 <1 < k,

top;(w) = #i ssi top;(C(pr(w))) #L. De plus,

moty (w) = fr1(pr(w))
= mot (Cr(pr(w))) ( par définition de Cy )
= mot(Di(w))

En particulier, top; (w) = top;(Dk(w)).
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|

Prouvons maintenant que pour toute instruction ¢ d’'un automate dans k-NAP avec de§
alphabets de niveau supérieur & 1 réduits & un élément, et tout vecteur R de controleurs, 6¢
est simulable par un systéme dans Pj-AP.

11 faut pour cela étre capable pour chaque w € k-Pile(A1, ..., Ag), pour tout instr de type
push ou pop, de définir une suite d’instructions de type prod, envoyant Dy (w) sur Dy (instr(w)),
Nous utilisons pour cela les résultats obtenus au §6.1.1 sur les liens entre I’application des ins-
tructions de piles et le produit & droite dans Py.

Si l'instruction de pile est du type push, ,, d’aprés la proposition 6.1.1, o (push; ,(w)) est
obtenu de ¢(w) par produit avec la lettre a :
Lemme 9.3.2. Soita € A;, 1 <i <k et w€ k-Pile(Aq,...,Ag), alors

pr(push; ,(w)) = pp(w) @ a

Donc, par définition de Iinstruction prod, : Dy (push, ,(w)) = prod,(Dr(w))

Proposition 9.3.3. Pour toute transition § = (p,a,w,d,push; ,,q) € E-NAPC (A1, ..., Ap),
ot Aa, ..., Ay sont réduits a un unique élément, il existe un systéme As € P-AP(Aq, ..., Ak),
tel que pour tout w € k-Pile 5¢ <Dpw AsPRC),
Preuve : Supposons que w = by --- by, nous définissons le systéme de transitions (p, «, q)-
standard d’un P.-AP suivant :

— siby---by #LF,

A(S = {(pvaa Qg -+ (I2b1,5, prOda)Q) | Vi € [L k]? a; € AS}
— sibj---by =17 et bjiq #L alors
Aé = {(p7a7ak RS L J_,é’,proda,q) ’ Vi € [17k]7 a; € Af}

Ce systéme est clairement déterministe et d’aprés les trois lemmes précédents, il est évident
que pour tout w € k-NPile(Aq, ..., Ag),

(p7 a, w)l_(g@ (Q7 & puSha(w)) ssi (pa a, Dy, (w))l_zévk(é) (qv &, Dx (puSha(w)))a

Dy (C)

et 0C est applicable & w ssi Ag est applicable & Dy (w).

a

Le calcul de Dg(pop;(w)) est légérement plus compliqué puisque d’aprés le lemme 6.1.3,
ok (pop;(w)) est obtenu par produit de ¢ (w) avec un mot u € Ay ;*.
Toutefois, u ne dépend que de la valeur de ¢g(fyi(w)), c’est & dire de la valeur de
moty, ;(Dy(w)). Rappelons ici le lemme 6.1.3 :
Lemme 9.3.4. Soit w,w’ € k-Pile(Ay, ..., Ag), et i € [1,k] tel que ' = pop;(w),
alors il existe a € A; tel que top;(w) = a et u € Irr(A; ;1) tels que
fri(pp(w)) € Pi-a-u et pp(w) = pp(w) e uea.

Lemme 9.3.5. Pour toute transition §(p, o, by - - b1, 0, pop;,q) € k:—NAPé(Al, oo Ag), ot les
alphabets Ao, ..., Ap sont réduits a un unique élément, il existe Ag systéme de transition d’un

automate dans Pk—APDk(é)(Al, ..., Ag) tel que pour tout w € k-Pile, 5¢ <Dpw A(;Dk(é).
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Preuve : Définissons de systéme de transition (p, o, q)-standard Ay par :
Aé = {(87€7ak s an, 0_;7pr0ddia 3) | \V/_] € [17 k]7aj € Azc7 Q; 7& bZ,O_; € {07 1}m}
{(s,e,a - “al,(;’,prodafi,q) |Vjel,kl,a; € Aic, a; = bi,(;’ e {0,1}"}

Aé,bk~~~b1 ,

C C

et
— siby---by #L1F, alors

A&,bkmbl = {(pvaa ay - - - agby, 57 StaY7Q) | Vj e [2’ k]? aj € A?}v
— sibj---by =17 et bjy1 #L alors
A(s,bk---bl = {(pvaa ag -« aj+1 Lo L75a5taY7q) | Vi e [2’k]7 ag € Ag}

D’apres le lemme précédent, il est clair que pour tout w € k-Pile(Aq, ..., Ax), pop,;(w) est
—
défini ssi il existe u; € Aj ;-1 et a € A; tels que mot;(Dy(w)) € AZC* -a-u1. Donc, d’aprés le
lemme 9.3.4 et la définition de ’'instruction prod,

(p7 «, LU) —>5@ (q7 g, popz(w)) ssi (p7 Q, Dk (w)) —>25D(6) (Q7 £, Ck(sok(w) L4 u_l o a))
Or, toujours d’aprés le lemme 9.3.4,

or(w) e T1 0@ = w(pop;(w)) = wr(pop;(w)).

En substituant ¢x(w) @ Uy @ @ par ¢k (pop,(w)) dans le calcul ci-dessus, nous obtenons donc,
pour tout w € k-Pile(Ay, ..., Ag),

(p7 «, w)l_(g@ (Q7 €,POp; (w)) ssi (pa «, Dk (w)) *AgD(é) (Q7 £, Dk (pOpi (w)))
O

Proposition 9.3.6. Pour tous alphabets de piles A1, ..., Ay, il existe des alphabets de piles
By, ... By tel que pour tout controleur C' € i-Pile(Aq, ..., A;), il existe un vecteur R d’ensembles
dans P;i(B, ..., B;) tel que

k-APICl Ay, Ay) T P-APW: (B By)

et

— C et R sont de méme taille,

~ si C € PREC;(Ay, ..., A;), alors R € RECy(By,...,B;).
Preuve : En utilisant les lemmes 9.3.3 et 9.3.5, il est clair que pour tous Bi,..., By, avec
|Bo| =--- = |Bg| =1, et D € k-Pile(By, ..., By),

k-NAPD(B,, ... By) Cp, P-APPD)(B, .. By).
k

D’apres la remarque 9.1.3(2), pour tout u € Pg, p;(Cr(u)) = C;(mot;(Cr(u))). Puisque Dy =
¢k o Cx, pour tout S C i-Pile, 1 < i < k, pour tout w € k-Pile(By,...,B), p;(w) €
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S ssi mot;(Dy(w)) € ¢;(S). Nous avons donc pour tout vecteur D de sous-ensembles de
i-Pile(Aq, ..., Ag),

k-NAPDY (B, By) T P-AP@D)i(p . B (12)
En particulier, d’aprés le théoréme 6.2.7,

si D € PREC;(By,...,By,), alors ¢;(D) € REC4(By, ..., By).

Enfin, nous avons montré précédemment (proposition 8.2.3) que pour tous alphabets de
piles Aj,..., Ay il existe des alphabets de piles Bi,..., By, avec |By] = --- = |Bg| = 1
tels que pour tous Ci,...,C,, € i-Pile(A1,..., A;), il existe des ensembles Dq,...D,, €
i-Pile(By, ..., B;) tels que

K-APICl(Ay, ., Ay) CR-NAPIPN(By, .. By).

De plus, si C € PREC;(Ay,...,A;), alors D € PREC;(B, ..., B;). En appliquant (12) nous
avons donc

k-APICI (A . Ay) C k-NAPDY (B, ... B)) C P-AP@DDi(B . By,

ce qui prouve la proposition.
O

9.3.2 Controles par des propriétés SOM-définissables
Théoréme 9.3.7. Pour tout k > 1,

1:-APPRECk — 1. AP

En d’autres mots, pour tous alphabets de piles A4, ..., A, pour tout vecteur C de langages
dans PRECy (A, ..., Ag), il existe des alphabets Bji,... By tels que k:—APC(Al,...,Ak) C
k-APY(By, ... By).

Preuve : Nous prouvons par induction sur i € [0, k| que

1-APIPRECil: — . apf.

Base :sii =0, alors PRECy = {{Lo},0}, la proposition est évidente.
Pas d’induction : supposons la propriété vraie pour ¢ > 0, alors d’apreés les propositions 9.3.6
et 9.2.10 et I’hypothése d’induction :

k»_AP[PRECi+1]i+1 C ’Pk_AP(RECi—i-l)H—l C k_Ap[PRECz'L- C k:—APﬁ.
La propriété est donc vraie pour tout ¢, en particulier, pour ¢ = k, nous avons
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9.3.3 Automates a k-piles “symétriques”

La classe des automates & k-piles utilisant les instructions push, , et push; , est équivalente
par simulation déterministe & la classe k-AP.

Théoréme 9.3.8. Pour tout k£ > 1
i_ s
k-APY = k-AP".
Preuve : En composant les proposition 9.3.6 et 9.2.8, nous obtenons k-AP? C Pk—AP@ C
K-AP'. )
Inversement, nous avons remarqué précédemment (voir §7.2.3) que k:—AP@ cC k:—APPRECk

dott, en appliquant le théoreme 9.3.7 : k-AP? = 7-AP’
Od

9.3.4 Controéles par un automate a /-piles

Définition 9.3.9. Nous notons DLANG(X) Uensemble des vecteurs L = (L1,...,Ly,) de
langages dans X%, tels qu’il eriste m automates déterministes

‘Ai = (Q727 (Alv s 7Ak)7A7q07J—7FZ') € k'AP@) pOUTi € [Lm]

tels que pour tout i € [1,m], L(A;) = L;.
—

Lemme 9.3.10. Tout vecteur R de langages dans RECy1, k > 0, appartient ¢ DLANGy,.

Preuve : D’aprés la proposition 9.1.9, il existe m automates déterministes
-Ai = (Q7 Za (Ah s 7Ak)7 (ﬁ)k7 A? q0, J—a FZ) € Pk'AP(RECk)k7 pour (S [13 m]

tels que pour tout i € [1,m], L(A;) = L;. En appliquant la proposition 9.2.5 puis le théoréme
9.3.7, il existe donc m automates déterministes

B, = (Q, S, (Bi,...,By), A qo, L, F) € k-APY. pour i € [1,m]

tels que pour tout i € [1,m], L(B;) = L;.
O

Théoréme 9.3.11. Pour tous k,¢ > 1, (k + E)—APﬁ — j-AP(DLANG),

En composant les proposition 9.3.6 et 9.2.12, nous obtenons

(k + 0)-AP? = - AP(RECz 1)1

En appliquanquant ensuite le le lemme 9.3.10, nous avons donc (k + E)—AP@ C k-AP(DLANG):

L’inclusion inverse est prouvée dans le lemme suivant :

Lemme 9.3.12. Pour tous k, £ > 1, k:—AP(DL'A"\IGf)1 C(k+ €)—AP®.
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La simulation utilisée pour la preuve de ce lemme est construite sur le méme modéle que
la simulation id, utilisée dans la preuve de la proposition 9.2.10, mais elle augmente en plus
le niveau de la pile.

Considérons deux applications : 77 : Api1™ — B ou B est un alphabet quelconque et
ne t Appr* — -Pile™ (Aq, ..., Ap) telles que 1s(e) =1yet L'= (L, m(e)).

Nous définissons pour tout k& > 0, I’application

idy, .y : k-Pilet(Ags1, ..., Apre) — k4 -Pile™ (A, ..., A, Apy1 X B, Agsa, ... Apyr)

vérifiant pour tout w € k-Pile(Ay, ..., Ax) :
~ la pile tronquée id,, ,, (w) ¢ est égale a id,, (w) (voir §9.2.4, figure 21),
— la projection au niveau £, p,(id,, ,,(w)) est égale & n2(mot(w)),
— ces propriétés se propagent & tout “préfixe” de id,, ,,(w) : pour tout ¢ € [( + 1,0 + k],
pop; (idy, ., (w)) = idy, 1y, (POP; (w)).-
La figure 23 illustre cette transformation.

nli(alag Ufjal) L(e)
niveau 1 V V nlveau {41
I" Qo ai 1L (ag,m(ar1a2)) (a1, m(ar)) (L,m(e))

F1G. 23 — Application de la fonction id,), ,,

Une définition récursive de id,, ,, est la suivante :
nous posons par convention id,, ,,(€) = €, alors pour tout w = afw;]w’ € k-Pile :
iy () = (@, 71 (0t ())) [ (mota ()] iy, gy (), 51k = 1,
= idpy iy (w) = afidy, p, (w1)] idy, p, (w') sinon.

Intuitivement, pour simuler un k-AP dont les contrdleurs sont calculés par un (-AP dé-
terministe et sans e-transitions, (n1(u),n2(u)) représente ’état total atteint par 'automate
controleur & la fin de la lecture de u. Si 'automate effectue des e-transitions, ce couple n’est
pas unique, il faut donc déterminer comment le choisir. De plus la possibilité qu’il existe dans
le graphe de I’automate des suites infinies de e-transitions oblige a calculer par avance la valeur
du vecteur caractéristique de w qui apparaitra dans n;(u), en plus de ’état atteint.

Preuve : Nous procédons en deux étapes : nous construisons tout d’abord un automate déter-
ministe de niveau ¢ reconnaissant les oracles et prés a étre composé avec ’automate controlé,
puis nous construisons le (k + ¢)-AP simulant automate controlé.

Premiére étape : soit [ = (L1,...,Ly) un vecteur de langages dans A, 1*. Supposons qu’il

existe un automate déterministe A = (Q, Ags1, (B, ..., Be), A, po, L', Q) € (-APY et ... F,
des sous-ensembles de @ tels que pour tout ¢ € [1,m], 'automate A; obtenu en restreignant
les état finaux de A a F; reconnait le langage L;.

Nous pouvouns sans perte de généralité supposer que A est “complet” au sens suivant : pour
chaque sommet du graphe de calcul de A,
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— soit il existe un unique arc sortant, et cet arc est étiqueté par ¢
— soit pour chaque lettre de A4, il existe exactement un arc sortant étiqueté par cette
lettre
(Silautomate n’est pas de cette forme, il suffit d’ajouter un état et ainsi que les arcs manquants
se dirigeant vers cet état.)

Nous procédons & nouveau en deux étapes. Tout d’abord nous construisons un nouvel /-
AP déterministe et contrdlé par des propriétés définissables en LSOM, admettant un calcul
pour chaque u € Ay1%, et capable d’indiquer la valeur de x E(u) Dans un second temps, nous
supprimons les controles de cet automate, tout en conservant ces propriétés.

Sous-étape 1 : définissons tout d’abord les contrdleurs que nous allons utiliser.

— un vecteur C' composé de tous les Cpspour p€ Q et 6€{0,1}™ tels que :
C),5 contient exactement tous les w tels que pour tout i € [1,m],

[3p’ € Fi,u', (p,e,w)FY (0, e,0)] ssio; =1,

— un vecteur D composé de tous les D), pour p € @ tels que
D,, contient exactement tous les w tels que

Elp/ S Q)w/7a S A€+17 (p7 av‘”)"jq (p/7€7w/)‘

Ces vecteurs sont tous les deux clairement SOM-définissables dans la structure Pileg et ap-
partiennent donc a PREC,. De plus, il est évident que tout ua € Ay1*, si il existe un calcul
de la forme

(pO) ua, J—/é)'_jq (p7 a, W)|__A (p/) g, UJ,)

- UJ, e Cy ~(ua)s
p'x g (ua)
— w’ € Dy ssi ce calcul conduit & la lecture en entrée d’au moins encore une lettre (i.e., le
reste du calcul n’est pas une suite infinie de e-transitions).
Posons @ = (Q U {s1}) x {0,1}" (on s, est un nouveau symbole). Nous définissons deux
applications 7y : Ag 1" — Q1 et Ny A1t — (-Pile* (B1,...,By) de la facon suivante :
- m(e) = (po,xz(¢)) et Ma(e) = L
— pour tout ua € A%,
— si il existe un calcul

(po, ua, L'0)= (p,a,w)-a (', 0")
alors 7y (ua) = (p’,xi(ua)) et ma(ua) = W',
— sinon, 71 (ua) = (s1,(0,...,0)) (remarquons que dans ce cas (0,...,0) = xj(ua))) et

Po(ua) = ().
En utilisant les contréleurs C' et D, nous allons construire un nouvel automate déterministe
A; dont I’ensemble des états contient () et vérifiant la propriété Py suivante :

Yu € Agy1*, il existe un unique couple (p,0) € @, il existe w € (-Pile tels que

(771 (5)7 u, J—,Z)'_j‘l’ ((p7 J)a €, w,)

/

de plus, m(u) = (p,0) et fo(u) = w'.
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Construisons cet automate. Nous posons
‘Al = (Ql U @7 A£+17 (Bl7 o 7B£)7 A17p/07 J—IJ Q) S K_AP(CVD%

oil py = (po, xj(e)) (d’aprés la remarque 10.1.13, il existe une procédure effective permettant
de calculer la valeur de x(¢)), @1 = QU {p; | p € @} (les nouveaux états p; permettront de
signaler que l’automate vient d’effectuer une lecture sur la bande d’entrée) et A est obtenu
de A de la fagon suivante : B B

~ Y(p,a,w,instr,p’) € A, V& e {0,1}¢], vd € {0,1}1P1,

1. (p,a,w, (E’,dj,instr,pﬁ) € Ay,
~ Y(p,e,w, instr,p') € A, Ve e {0,1}€1, vd e {0,117,

2. (p,a,w, (¢,d),instr,p’) € Ay,

- Y(p,d) € Q, V& € {0, 1}‘6| tel que ¢, 5 =1, vd e {0, 1}‘5|, Vw,

3. (pr e, w, (€ d),stay, (p, 3)) € Ay,
— Y(p,d), V& e {0,111 vd € {0, 1}/D], uw,
- sip# s, et d, =1, alors
4.1. ((p,0), e, w, (5,(5),stay,p) € Aq,
—sip=s, oud, =0, alors Va € Ay
4.2. ((p,d), a,w, (¢,d),stay, (s, (0,...,0))) € Ay.

s soiz : . *
Veérifions la propriété suivante : Yua € Apy1™,

(m(w), a,m2(w)F5, (m(ua), e, m2(ua)). (13)

Supposons 1 (u) = (p, d),

— si ua n’admet pas de calcul dans A, alors soit il n’existe pas non plus de calcul de u
et dans ce cas p = s, soit il existe un calcul de u aboutissant en (p,72(u)) et il n'y a
ensuite plus que des e-transitions applicables & I'infini, i.e., 72(u) ¢ Dp.

Alors, en appliquant la transition (4.2), nous obtenons bien

(771 (’LL), a, ﬁQ (u))l_qu (771 (ua)v g, 772 (’LL(I)),

— sinon, il existe dans A un calcul de u aboutissant en (p,72(u)) et qui continue pour lire
a. En appliquant la transition (4.1), puis les transitions (2), et pour finir la transition
(1) correspondant & la lecture de a, nous obtenons

(771 (u)v a, 772 (u))l_qu (plv g, w/)7

ou (p/,w’) est le premier état total rencontré lors du calcul de ua par A. En appliquant
maintenant une transition (3), nous obtenons bien

(1 (w), @, 2 (u))=50, (i (ua), €, 72 (ua)).
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Une simple induction utilisant les calculs (13) permet de vérifier que cet automate satisfait
bien la propriété P1 énoncée précédemment.

Sous-étape 2 : puisque les contrdleurs de ’automate A appartiennent & PREC,, le théo-
réme 9.3.7 assure de ’existence d'une fonction S : ¢-Pile(By,...,By) — (-Pile(A44,..., Ay)
définie pour toute pile accessible par un calcul dans Aq, et d’'un automate déterministe
Ay € E—AP@(Al,...,Ag) tel que A1 <g As. Posons 75 = 15 o S. L’ensemble d’états de ce
nouvel automate contient donc Q, et d’aprés Py et les propriétés de simulation, il est clair
que Ao vérifie la propriété Py suivante :

Vu € Ay, il existe un unique couple (p,0) € C~2, il existe w € (-Pile tels que
(771 (6)7 u, L/g)l_jll’ ((p7 5)7 g, w/)
de plus, 1 (u) = (p,0) (et donc xp(u) = 0) et n2(u) = '
Seconde étape : soit B = (@', %, (A11s,-- ., Anre), (D)1, A’,qo, F') un automate de niveau k.
k

P (Al7 <. 7A£7A2+17 A€+27 v 7Ak+€)

)
Nous prouvons maintenant qu'’il existe B’ € (£ + k)-
(avec AEJrl = Ay X Q) tel que B <iq, . B'.

Nous posons L'= (L,p}), Q" = Q' U{gs | g€ Q1 UQ} et
B = (Q”) 27 (Al) s 7AZ7 Bf—i—la AZ+27 cee 7Ak+é)7 A”) q0, F/)

ot A” est composé de l'union, pour § € Ay des systémes A} définis de la facon suivante :
(dans tout ce qui suit, si a € A;U{L}, i € [(+1,¢+k], alors a’ désigne le symbole a si a #L
et L’ sinon)

1. si 0 = (q,,ak4¢---agy1,0,instr,q’) et instr # push, ,, alors AY est ensemble pour
i€[1,4,a; € A; et p€ QU {s,} des transitions

(Q7 a, a;g—i-f T a2+2(aé+la€ s ap, (p7 5))7 instr'M, q/)a

2. 810 = (Q7 PN RN AR AN 67 pUShl,aJ q/) alors
—Va; € Aj,ie[1,0),Vpe QU{s,},

(q7 «, a?c-i—é e a2+2(a6+17 (p7 5))&( crran, puShly(a,(pﬁ'))) (p7 6)5) € Ag)
B v(plv a,ag---ai, instr,p"), p” ¢ @7 a € Af-i—l U {5}

(p,57 &, a§<:+é e a2+2(a7 (pa 6))af ceeag, instr,p”(;),

- v(plv a,ag---ay,instr, (pllv 6))7 ac€ AZ-‘rl U {6}

(0516, Qe -+~ ayo(a, (p, 0))ag - - - ay, instr change, 1 (4 (. 57)),4')-

Vérifions maintenant de pour chaque 6 € A’, pour chaque w € k-Pile, 5L <iq A
n1,m2W T4

— Si § ne contient pas d’instruction push au niveau 1, alors puisque top,, 1 (id;, . (w) =
(topy (w), m1 (mot1(w)) et la seconde composante de 71 (moty(w)) est x 7 (moty(w)), il est
évident que § est applicable & w ssi AJ est applicable & id,), ,,(w). De plus, une induction
évidente sur k > 1 permet de vérifier que pour tout i € [1, k]

— idyy o (pop;(w)) = pOp£+i(idm,n2 (w)),
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~ 80 1, iy (pushy o)) = pushy . (idy @)
Nous avons donc clairement, 61 Sidyy g Af.

- Si § = (¢, a,w, 0, pushy ,,¢’), le systéme AY est clairement (g, a,q')-standard, et par le
méme argument que pour le point précédent, § est applicable & w ssi Aj est applicable

a id;, . (w), et une simple induction permet de vérifier que

(q7 «, LU)'_&(L“)l (q/) &, UJ/) ssi (Q7 «, id771,?72 (w))l_*Ag (q/v g, id7717772 (w/))

|

La classe des langages reconnus par (k + 1)-AP (déterministe) non controlés est donc

exactement la classe des langages reconnus par 1-AP (déterministe) contrdlés par un vecteur
—
dans DLANGy.

Corollaire 9.3.13. Pour tout k > 0, DLANG;_; = DLANG, (PLANGk):.



Chapitre 10

Applications

10.1 Théorie des langages

10.1.1 Langages de niveau k versus langages k-réguliers

Proposition 10.1.1. Tout langage dans RECy 1, k > 0 est reconnu par un k-AP non contrélé
et déterministe.

Preuve : Nous avons montré (prop031t10n 9.1.8) que tout langage dans RECy, était reconnu par

un automate déterministe dans P- AP@ Or, d’aprés la proposition 9.2.5, P- AP@ C k- AP@ La
simulation déterministe préservant la classe des langages reconnus par automate déterministe,

tout langage dans RECy est reconnu par un automate déterministe dans Pk—APw.
O

Proposition 10.1.2. Pour R € REC;, fizé et u € Py, de longueur n, le probléme “u € R?* est
décidable en temps O(n).

Preuve : D’aprés la preuve de la proposition 9.1.8, R est reconnu par un P — AP déterministe
sans e-transitions. Chaque transition d’'un P, — AP correspond & une suite déterministe d’au
plus k transitions dans un k — AP utilisant les instructions classiques. On peut donc tester
que u € R en nk opérations.

O

Nous montrons maintenant que la projection de RECy;q dans Ay, 1™ forme exactement
I’ensemble des langages dans Ajp,1* reconnus par automates de niveau k. Ceci permet de
donner une nouvelle caractérisation de LANGy.

Théoréme 10.1.3. Pour tout k > 1, ma, , (RECry1) = LANG(Ag11).

Nous prouvons dans les deux lemmes suivants les inclusions permettant de démontrer le
théoréme.

Lemme 10.1.4. Pour tout k > 1, ma,  (RECgy1) € LANGg(Agy1)-
Preuve : Soit R € RECy 1, d’aprés le théoréme 10.1.1, R € LANGg. Soit A un k-AP? recon-

naissant R, on obtient un nouvel automate dans k-APY reconnaissant 7 Ap., €D substituant
dans A chaque transition (p, o, w,instr,q) ou o ¢ Apy1 par (p,e,w,instr, q).

119
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|

Lemme 10.1.5. Pour tout k > 1, LANG (A1) € 7a,,, (RECryq).

Preuve : Soit A € k-AP?(4;,1(A1,...,A)), nous construisons un nouvel automate, B €

(k + 1)—AP@(Ak+1, (Ai1,..., Ak, Ag+1)), reconnaissant le méme langage que A, et vérifiant :
VgeQ, o€ Apiq1™, w €k + 1-Pile:

(qo, 0, Li+1)F5 (¢,&,w) implique motyy;(w) = o.

Notons que dans ce cas, d’aprés la remarque 1.4.11, 0 = 74, (Pr1(w)).
Pour obtenir un tel automate, il suffit de substituer toute transition § = (p, o, w, instr, q)
de A par ’ensemble de transitions

" ={(p, a, fw, instr ainstr, q) | B € A1},

ou instr, = pushkﬂva si a € Apyq et instr. = stay.

L’ensemble de pile P = ACC(B) € PRECy 1 généré par cet automate vérifie : L(A) =
motg1(P) = ma,,,(¢r(P)). D’aprés la proposition 10.1.2, P € PRECy,; implique o3 (P) €
RECj.1 d’ou

L(A) € ma,,,(RECg11).

10.1.2 Problémes de reconnaissabilité

11 est ainsi possible de controler les transitions d'un k-AP par des ensembles définissables
en LSOM dans la structure associée & son graphe de calcul.

Ceci permet par exemple, de construire pour tout k-AP un nouveau k-AP équivalent
émondé, c’est & dire dans lequel tout calcul “commencé” aboutit & un calcul acceptant.

Définition 10.1.6 (Automate émondé). Un k-AP A = (Q, %, (A1,...,A),C, A, qo, L, F)
est dit émondé, si pour tous o € X*, p € Q et w € k-Pile,

(qo, o, J_k)l—f (p,e,w) implique 3o’ € ¥*, Iq € F,u' € k-Pile tels que (p,o’,w)F% (q,&,0")
(On a alors oo’ € L(A)).

Proposition 10.1.7. Tout langage dans LANGy, est reconnu par automate dans k-AP? émondé.

Preuve : Soit A = (Q, %, (A1,...,Ar), A, qo, L) un k-AP non contrélé. Définissons pour tout
p € @, Pensemble P, des k-piles w telles qu’il existe un calcul issu de (p,w) et aboutissant &
une configuration totale acceptante :

P, ={w € k-Pile | 3g € F, w' € k-Pile, (p,w)-% (g, ')}

Chaque P, est clairement définissable en LSOM dans Piley, et appartient donc & PREC;,.
Supposons que Q = {p1,...,pm} et définissons le k-AP controlé

‘AP: (sza(Al)-"7Ak)7(Pp17"'7Ppm)7A/)QO7J—)
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ou A’ est composé de toutes les transitions (p;, a, w, ,instr, q) telles que

—\

m;(0) = 1 et (p;, o, w,instr, q) € A.
Clairement, ’automate AP ¢ k-APPRECE o5t emondé et reconnait le méme langage que A.
D’aprés le théoréme 9.3.7, il existe B € k—AP@, tel que AT < B, et par définition de simulation
déterministe, I’automate B est également émondé et reconnait le langage A.

O

Un corollaire immédiat de cette proposition est que pour tout langage L reconnu par un
k-AP, 'ensemble des préfixes de L est également reconnu par un k-AP.

Corollaire 10.1.8. Pour tout L appartenant ¢ LANG(X), k > 1, l’ensemble des préfizes de
L FG(L)={ue ¥*| v e X* uv € L} appartient a LANGL(X).

Preuve : Soit L € LANG(X). D’aprés la proposition précédente, nous pouvons supposer que

L est reconnu par un automate A € k-AP? émonde. Alors, ’automate obtenu en déclarant
dans A tous les états comme finaux, reconnait le langage FG(L).
|

Le méme type de construction que celui donné dans le corollaire permet de montrer deux
autres résultats :
— le centre (voir [BN81]) d’un langage L dans DLANGy est également dans LANG,
— pour tout L = {uq,...,uy,...} € LANGg ou chaque u; est préfixe de u; 1, L est reconnu
par un k-AP déterministe.

Définition 10.1.9 (Centre d’un langage). Soit L un langage sur un alphabet . Nous
appelons centre de L le langage
C(L) = {o € X*| 3 une infinité de o' € ¥* tels que oo’ € L}

Proposition 10.1.10. Pour tout L€ X* et k>1 :
1. Si L € DLANGy, le centre de L, C(L) appartient a DLANGy,.
2. Si L € LANGy, et il existe o1,...,0,,... € X tels que

L={e,01,0109,...,0102...0pn,...},

alors il existe un k-AP déterministe non controlé reconnaissant L.

Preuve : Soit A = (Q,%,(A1,..., Ar), A qo, L, F) € k-AP? reconnaissant un langage L.
Commencons par montrer que, pour tout p € @, 'ensemble R, = {w € k-Pile | il existe
o € ¥¥ et un calcul de o issu de (p,w) et passant une infinité de fois par des configurations
acceptantes} est définissable en LSOM dans Piley.

Supposons que @ = {p1,...,pm), et définissons la formule dans SOM(Piley) suivante :

o#e

P(Xpy, ... Xp,) = /\ Vz, [z € Xq & \/ [Fy € Xp, (¢,2) =4 (2 )]]-
qeq peF

Clairement, Pilex, (R, ,..., Ry, ) EP(Xp, ..., Xp,)-
Remarquons que cette formule admet une plus grande solution. En effet, pour tous vecteurs

(Rpy,- -5 Rp,) et (R, ..., Ry, ), satisfaisant P dans Piley, le vecteur (R,, UR, ,..., Ry, U
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R), ) est trivialement une solution de P dans Piley. Il existe donc une plus grande solution
consistant en 'union de toutes les solutions. Enfin, on voit clairement que pour toute solution
de P, il existe un calcul infini lisant un mot infini et passant une infinité de fois par une configu-

ration acceptante, et donc pour tous ensembles de piles Sy, ..., Sp,., Pilex, (Sp,,...,Sp,) E
P(X,,,...,X,,,) implique Sp, C Rp,,,..., 5, C Rp,,-

Il existe donc une plus grande solution, et cette solution est le vecteur (R,,,...,Rp,.).
Posons

UP(Xp,,..., Xp, ) =Y, Yo, [P(V1,. ., V) =\ Vi€ X,
i€[1,m]
Q’aprés ce qui précéde, UP admet une unique solution dans Piley, correspondant au vecteur
R=(Ry,....Rp,). )
Donc, pour tout p € P, ’ensemble R, appartient & PREC. Soit AP l’automate obtenu en
appliquant & A la construction donnée dans la preuve du corollaire 10.1.7 mais ayant pour
controleur le vecteur R.

1. Si A est déterministe, alors AR est déterministe et pour tous o € X*, p € Q et w € k-Pile,
si, (qo,0, L) —>;ﬁ (p,e,w), alors il existe une infinité de o’ € ¥* pour lesquels il existe

q € Q tel que (p,o’,w) aboutit & une configuration acceptante.

I automate B obtenu en déclarant tous les états de A% comme finaux reconnait le
langage C'(L). En appliquant le théoréme 9.3.7 & B, nous obtenons un k-AP sans oracle
reconnaissant C'(L).

2. SiL={e,01,0102,...,0102...0y,...}, alors pour toute paire de transitions compatibles
(voir définition 2.4.1), (p, a1, w, f, 0,q), (p, a2, w, f',0,q") de Aé, lapplication de chacune
de ces transitions & une configuration accessible (p,e,w) aboutit & un calcul du méme
mot infini.

Donc si on supprime une des deux transitions, ’automate reconnait encore le méme
langage. Nous obtenons donc un automate déterministe en appliquant la procédure sui-
vante :

Tant que A est non déterministe :

— choisir une paire de transitions compatible dans A,

— en supprimer une des deux.

Fin.

Nous obtenons ainsi un automate 4; déterministe, contrdlé par R et reconnaissant le
langage L. D’aprés le théoréme 9.3.7, et les propriétés de la simulation déterministe, L
est reconnu par un k-AP non controlé déterministe.

10.1.3 Problémes de décision

On s’intéresse maintenant & la complexité en temps de la relation d’accessibilité d’un k-AP.

Soit A un k-AP et étant données deux configurations totales (p,w) et (¢,w’) de A. Nous
savons déja décider si (p,w) % (¢,w’) puisque cette propriété est exprimable dans Piley qui
admet une SOM-théorie décidable (voir théoréme 3.4.1). Le codage des éléments de k-Pile par
des éléments de Py permet de résoudre le probléme en temps linéaire.
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Proposition 10.1.11. Soit A un k-AP fizé et (p,w) et (q,w') deuz états totaux quelconques
de A.

Alors le probléeme (p,w) —:A (q,w") est décidable en temps linéaire par rapport a |ox(w)|,
|on(w)].
Preuve : Puisque le relation d’accessibilité de A est SOM-définissable dans Pileyx alors en
utilisant le théoréme 6.2.1), son image par ¢ est SOM-définissable dans Px. Formellement,
il existe une formule Accy, 4(x,y) vérifiant pour tout u,v € Py,

Pr = Accpq(u,v) ssi (p, 5 (u)) Fy (g, 05 (v))

+

D’apres la proposition 5.1.3, il existe une formule Acc, 4 ! vérifiant pour tout u,v € Pri1,

Prt1 = Accy g Hu,v) ssi Acep o(fr(w), fi(v))

Soit # € Ap1, d’aprés ce qui précéde, langage S = {u#u o v| u,v € Py et Accy q(u,v)}
appartient & RECy, 1, puisqu’il correspond & l’ensemble des v € P11 tels que

Ju € Py, tel que w € u#lrr(Ay) et Pr = Accpo(fi(w), fr(w)).

Alors pour tout w,w’ € k-Pile (p,w) % (q,0') ssi gt (w)#p;, H(w) @ 9. 1 (W) € S. Comme
S € RECy, 1, d’aprés la proposition 10.1.2, ce probléme est décidable en temps nk, oll n est
la taille du mot & tester.

O

Proposition 10.1.12 (Problémes sur les langages dans LANG;). Soit k > 1 et A €
k-APY sy Ualphabet d’entrée X et L = L(A).

Etant donné o un mot dans ¥*, le probléme “u € L?” est décidable.

Le probléme “L = ()77 est décidable.

Si A est déterministe, le probléme “L est-il fini ?” est décidable.

Si A est déterministe, alors étant donné o un mot dans X%, on sait décider si le résiduel
w L = {uv € L} est fini.

Preuve :

e v &~

1. Pour tout o € %, il est possible de construire une formule dans le graphe de calcul de A
vrai ssi o € L.

2. L = () ssi I’ensemble des préfixes de L ne contient pas . D’aprés la proposition 10.1.8,
I'ensemble F'G(L) est reconnu par automate dans k-APY et en utilisant le point précédent,
nous savons donc décider si L = 0.

3. L est fini ssi le centre de L est vide (voir définition 10.1.9). D’apreés la proposition 10.1.10,
C(L) est reconnu par un automate dans k-AP? et en utilisant le point précédent, nous
savons donc décider si L est fini.

4. u=L est fini ssi u ¢ C(L), en utilisant encore la proposition 10.1.10 et le point 1 de la
proposition, nous savons donc décider si u~!L est fini.

Od

Remarque 10.1.13. Le point (2) de la proposition 10.1.12 est énoncé dans [Gre70, page 12,
lignes 32-33, attribué a Aho-Ullman], dans [Mas7}, page 1171, ligne 28] et entiérement prouvé
dans [Dam82, théorémes 7.8 and 7.17].
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La complezité précise du probléme 2 est déterminée dans [Eng91, théoréme 7.12 p.71] : le
probleme du vide pour un k-AP est DTIM E(expy_1(O(n?)))-complet.

Le point (1) découle aisément du point (2) et de la cloture effective des langages de niveau
k par intersection avec des langages réguliers.

Le point (3) est établi, mais seulement pour les niveauz inférieurs a 2 dans [Aya73, corol-
laire 5.1], par Uapplication d’un lemme d’itération.

10.2 Cobnes rationnels de niveau £

Cette partie utilise la notion de transduction rationnelle qu’on rappelle briévement ici. Le
lecteur pourra se référer par exemple a [AB88, Ber79| pour une introduction compléte.

10.2.1 Transductions rationnelles.

Une transduction 7 de X* dans Y* est une application de X* dans I’ensemble P(Y ™) des
sous-ensembles de Y*. Par commodité, on écrit 7 : X* — Y*. Ainsi, 7 peut étre vue comme
un sous-ensemble de X* x Y*.

Définition 10.2.1. Soit M un monoide. La famille Rat(M) des sous-ensembles rationnels de
M est la plus petite famille R de sous-ensembles de M satisfaisant les conditions suivantes :

-0 eR, {m}€R pour tout m € M,

- siA,B€R, alors AUB, AB € R,

-~ si ACR, alors AT = UA”ER.

n>1
Définition 10.2.2 (Transduction rationnelle). Une transduction 7 C X* x Y* est une
transduction rationnelle si c’est un sous-ensemble rationnel de X* x Y*.

Si on choisit une représentation fonctionnelle de 7 : X* — Y™, alors 7 est rationnelle si
son graphe de relations R = {(f,g) € X* xY*|g € 7(f)} est un sous-ensemble rationnel
X*xY*.

Le théoréme suivant est di a Nivat [Niv68] et est également prouvé dans [ABS8S, p.23,
théoréme 3.1.c|.

Théoréme 10.2.3. Soit X et Y deux alphabets. Les conditions suivantes sont équivalentes
1. 7: X* — Y™ est rationnelle,
2. il existe un alphabet Z, deur morphismes ¢ : Z* — X*, ¢ : Z* — Y™ et un langage
régulier K C Z* tel que

Vu € X* 1(u) = (o Hu) N K).

Définition 10.2.4 (Domination rationnelle). Soient L et L' deuz langages. On dit que L
domine rationnellement L’ si il existe une transduction rationnelle T telle que L' = 7(L).
On écrit alors L' < L.

Définition 10.2.5 (Cone rationnel). Un céne rationnel est une famille de langages fermée
par transduction rationnelle.
En d’autres mots, une famille L de langages est un cone si il satisfait la condition suivante :

siLeletl <LalorsL €L.
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Un corollaire immeédiat du théoréme 10.2.3 est le suivant :

Lemme 10.2.6. Une famille de langages est un cone rationnel ssi elle est close par homo-
morphisme, homomorphisme inverse et intersection avec un ensemble régulier.

Ces propriétés ont déja été étudiées pour les langages de niveau k, Maslov prouve que les
langages de niveau k vérifient ces trois propriétés de cloture [Mas74, p. 1172].

Théoréme 10.2.7. Pour tout k > 1, la famille LANGy est un cone rationnel. En d’autres
mots, pour tout L € LANGy, pour toute transduction rationnelle T, 7(L) € LANGy.

Définition 10.2.8 (Coéne principal). Un céne rationnel L est dit principal si il eziste
Lo € L appelé générateur de L tel que

pour tout L € L, L < Ly.

10.2.2 Générateur de LANG,

Nous prouvons ici que la classe LANGy, est générée par le langage M. Nous prouvons pour
cela, que pour tout langage L de niveau k, il existe une transduction rationnelle 7 telle que
T(My) = L.

Théoréme 10.2.9. Pour tout L € LANG,(X), k > 1, il eziste une transduction rationnelle T
telle que 7(My) = L.

Construction : D’aprés le théoréme 8.2.4, il existe un automate A € k-N1AP(A4,..., A),
non contrdlé et reconnaissant L. Posons By = Q U {1} U A; et B; = A; pour i > 2. Nous
définissons une transduction rationnelle 7 € (U;ep 5 Bi U B;)* x ¥* vérifiant pour tout w €
k-Pile(Ay, ..., Ag) : (qo,0, Li)F}y (p,e,w) ssi il existe v € My (By,...,By) tel 75(w) = o.
Considérons donc les transductions suivantes :

~ Tpush,; , = (CL,€),

= Tpop, = {(b:) [ b€ Aia}* - {(bi, @) | b € A}

Pour toute transition ¢ représentée par 6 = (p, «, a1, instr, ¢), nous posons

75 = (ﬁa_lal’ 5) * Tinstr ° (Q7 a)-

Définissons finalement les transductions

74 = (L qo,€) - ( U 75)"(q,€) et T = U Tq-

SEA qEF

Remarque 10.2.10. Pour prouver la validité de la construction, nous allons utiliser a nou-
veau le codage i, des éléments de k-Pile sous forme de mots dans Py. Rappelons ici les résultats
sur Pr, My et o qui seront utilisées au cours de la preuve :

1. par définition, pour tout u € My(A1,..., Ar), p(u) € Pr(A1,...,Ax), et pour tout
VXU, UGMk(Ala"'vAk):

2. pour tout u € My(A1,...,Ag), a € A;,
ua € My, et [ua € My, ssi fin; p(u) = al,

3. pour tout w € k-Pile, tel que top;(w) =a € A1 U{L},
sia € Ay, alors a = finy (v (w)), sinon fing (px(w)) = ¢,
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4. pour tout a € A;, w,w' € k-Pile(Aq, ..., Ag),
w' = push, (w) ssi pr (W) = pr L (w) e a, et
W' = pop;(w) ssi Jw € E_\l*, be A, op HW) = ¢ Hw) ew eb.

La validité de cette construction est prouvée par le lemme 10.2.15, qui découle des lemmes
intermédiaires 10.2.11, 10.2.12 et 10.2.14.

Lemme 10.2.11. Pour tous uy,us € Pi(A1,..., Ax), pour tout v € My, tel que p(v) =L uq,
or Y(ug) = instr(pr, L (uy)) ssi Jw, T5(w) =€, vw € My, et plow) =L us.

Preuve : Distinguons deux cas selon la valeur de instr :
— si instr = push,, ;, d’aprés la remarque 10.2.10(4),

i)

o Hug) = instr(gp Huy)) ssi ug=wu ea
ssi va € My, Tpush, , (a) =€ et p(va) =L uy ea =1 up

— si instr = pop;, alors d’aprés la remarque 10.2.10(4), 5~ (us2) = pop; (w1 (u1)) ssi il
existe w € Irr;_-A; tel que up = uy ew. Par définition de 7pqp,, pour tout w, Tpep, (w) = €

. P e
ssi w € A;_1 A;. Nous obtenons donc,

or " (ug) = pop;(r " (u1)) ssi Fw, vw € My, uy @ p(w) = uy et T5(w) = ¢
ssi w, 15(w) = ¢, vw € My, et p(ow) =L us.

Lemme 10.2.12. Pour tous ui,uz € Px(A1,..., Ax), pour tout v € My, tel que p(vp) =L uy,
(p, a, o~ ()5 (g, 8,01 ug)) ssi Fw, 15(w) = o, vw € My, et plvw) =L uy

Preuve : Supposons 6 = (p, a, a, instr, q), a € A3 U {L},

(D v, 0~ (wa))Fs (4,65 (un)) ssi topy (g~ (u1)) = @ et op ™ (uz) = instr(py, ™ (u1)). (14)

Or,
topy (wr H(u1)) = a ssi fing(p(vp)) = a ssi vpa € My, ssi v/ = vpaa € M.

Alors, p(v') =L uy et d’apres le lemme 10.2.11,
or ' (ug) = instr(op " (u1)) ssi Jw, Tinser(w) = &, V'w € My, et p(v'w) =L us.
En substituant ces deux équivalences dans le second membre de (14), nous obtenons

(p, 06~ (wa))rs (g6, 01 (u2)) ssi 3w, 75(w) = a, v'w € My, et p(v'w) =1 ug.

|

Avant d’étudier le langage définit par une transduction de type 7,, il est utile de remarquer
la propriété suivante :
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Remarque 10.2.13. Pour tout w € My, 0 € ¥*, g € Q,
Ty(w) = o ssi
- soit w =1 qyqo et 0 = ¢,
— soit il existe wi,wy et 6 = (p, @, a,instr,q), o’ € X* tels que w = wiwaq, T(w1p) = o,
T5(we) = a et 0 = o'«

Lemme 10.2.14. Pour tout u € Pi(Ay,...,Ax), 0 € ¥, ¢ € Q,
(g0, 0, Li)Fy (g, ¢, gok_l(u)) ssi Jv € My, p(v) =L u et 74(v) = 0.

Preuve : Prouvons le lemme par induction sur n > 0, ou n est la longueur du calcul dans A.
Base : sin =0, alors

(qo, o, J_k)I—OA (q,¢, gok_l(u)) ssi ¢ = qo et u=¢ ssi 7y(L qogo) = 0.

Pas d’induction : supposons le lemme vrai pour n > 0. Soient uj, us € Pr(A1,...,Ax), 0,a €
¥* et 0 = (p, @, a,instr, q). Supposons
(q()v oaQ, J—k)l_;fbl (p7 «, Sak_l(ul))'_(s (q7 g, Sok_l(UQ))~ (15)

En appliquant I’hypothése d’induction & w1, nous obtenons

(15) ssi ) € My, p(v]) =L ug et 7(v)) = 0.
Or, 7,(v]) = o implique v} = v1p. Donc

(15)  ssi Jvg € My, p(vip) =L w1, 7p(v1P) = o et (p,a, o (w1))Fs (g,8, pr H(uz)).
En appliquant le lemme 10.2.12,
(15) ssi  Jug =viw € My, 1p(v1p) = 0, T5(w) = a et p(v2) =L us.

Finalement d’aprés la remarque précédent le lemme, nous obtenons

(15) ssi Fvg € My, p(v2) =L ug et 74(v2) = oa.

O
Achevons maintenant la preuve de la proposition :

Lemme 10.2.15. Pour tout o € X%,
Jw € My, 7(w) =0 ssio € L(A).

Preuve : Par définition de 7, 7(w) = o ssi il existe ¢ € F' tel que 7;(w) = o. Donc, en utilisant
le lemme 10.2.14, nous obtenons

o €L(A) ssi g€ Fuc Py, (90,0, 1)y (g6, 00 (u)
ssi Jve My, dg € F,3u e Pi(A1,...,Ar), plv) =L uet 7y(v) =0
ssi Jw e My, T7(w) =o.
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Nous venons donc de prouver que pour tout L € LANGy, il existe des alphabets Bq,. .., By,
et une transduction rationnelle 7 telle que 7(My(By,. .., By)) = L. Pour montrer que LANGy
est un cone principal, il faut pouvoir fixer une famille Aq,..., A; de telle fagcon que pour tout
L € LANGy, il existe une transduction rationnelle 7 telle que 7(My(Ay,...,Ax)) = L.

Dans la preuve du théoréme, nous avons supposé les alphabets As, ..., A; quelconques,
mais puisque la construction est effectuée & partir d’'un automate N1-normalisé, rien n’em-
péche de considérer que les alphabets B; = A;, pour ¢ > 1 sont réduits a 'unique élé-
ment #;. Prouvons maintenant qu’il est possible de trouver un alphabet BI™" minimum
tel que, pour tout langage I € LANGy, il existe une transduction rationnelle sur les alphabets
Bvin {445}, ... {#1} reconnaissant ce langage.

Définition 10.2.16. Pour tout n > 2, pour tout Ay tel que |Ai| = n, on note My, =
M (A, {#2}, - {#}))-

Corollaire 10.2.17. Pour tout L € LANGy, il existe n > 2 et une transduction rationnelle T
telle que 7(M;, ) = L.

Lemme 10.2.18. Soitn > 2, k > 1, il existe une transduction rationnelle T telle que My, , =

T(ng).

Preuve : Supposons My o est écrit avec By = {a,b} et que My, est écrit sur 4; =
{a1,...,a,}. Nous définissons un homomorphisme 1) : ff — f; par ¥ (a;) = ab'a et ) (a;) =
@b'a pour tout a; € A et ¥(x) = x sinon.

Une simple vérification montre que My, = 11 (My.3), donc par le théoréme de Nivat
(théoréme 10.2.3), en posant 7 = ¢!, le lemme est vérifié.

O

Il est énoncé dans [Mas76, théoréme 4] que pour tout k& > 1, les langages de niveau k
forment un cone principal. Nous en donnons ici un générateur.

Théoréme 10.2.19. Pour tout k > 1, LANGy est un cone principal généré par le langage
M 2.

Preuve : Pour tout £ > 1, n > 2, d’aprés le lemme 9.1.10, la langage M, ,, est reconnu par

un automate dans Py-AP. D’apreés la proposition 9.2.5, My, ,, appartient a LANGy, il existe
donc Ly = My, o € LANG, générant le cone rationnel LANG,.
O

10.3 Jeux a piles itérées

Nous nous intéressons maintenant aux jeux se déroulant dans le graphe de calcul d'un
automate a k-piles. Nous prouvons qu’il est possible de décider du gagnant d’un tel jeu et qu’il
existe un automate a k-piles “calculant” une stratégie gagnante pour le gagnant. Ces résultats
qui étendent ceux de Walukiewicz pour les automates a 1-piles [Wal01] ont déja été établis de
maniére efficace dans [Cac03]. Nous proposons ici une autre méthode découlant directement
du théoréme 9.3.7 énoncant 1’équivalence entre les automates & k-piles non-controlés et les
automates a k-piles controlés par des ensembles de piles k-réguliers. Par soucis de simplicité,
ces résultats sont établis pour des jeux se déroulant dans le graphe de calcul d’un automate non
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contr6lé mais nous obtenons exactement les mémes résultats si nous considérons des automates
controlés par des propriétés SOM-définissables.

Les définitions et principaux résultats portant sur les jeux de parité ont été introduits dans
le chapitre §4.3.1.

Définition 10.3.1 (Jeu a piles itérées). Un jeu a k-piles est la donnée d’un automate a k-
piles sans entrée A = (Q,0, (A1,...,Ax),D0, A, qo, L), d’une partition de Q en deux ensembles
Qo et Q1 et d’une application de Q) vers un sous-ensemble borné de N, ¢ : QQ — [0,maz]. La
donnée de ces trois objets définit le jeu de parité

'](Mv Q07 Ql? C) = (%7 Vl’ E7 G <qo’ _L))

ot Ve = Q¢ X k-Pile(Ay,...,A), € € {0,1}, et E contient toutes les couples d’états totauz
((p,w), (q,w)) tels que (p,w) —nt (¢, ') et c est étendue en une application de V' dans [0, mazx]
en posant pour tout (p,w) € V, c(p,w) = ¢(p). En d’autres mots, (Vo UVi, E) est le graphe de
calcul de A.

Une stratégie positionnelle (pour le joueur 0) est une application s : V5 — A. Si § =
(p,w, 0, instr, q), alors S(p,w) = ¢ signifie qu’en position (p,w) le joueur 0 doit (et peut) se
déplacer en position (g, instr(w)).

Comme précédemment dans la section 4.3.2, il sera souvent utile de voir une stratégie
positionnelle comme un vecteur de sous-ensembles de k-piles indicés par les transitions de
I'automate définissant I’aréne du jeu.

Définition 10.3.2 (Stratégie positionelle pour jeux a piles). Soit J = (A, Qo, Q1,¢) un
jeu a k-piles avec A = (Q, (A1,...,Ax),0,A,q0, F) et A = {d1,...,04}. (Nous dirons alors
que le jeu est de taille d).

Toute stratégie positionnelle (pour le joueur ) S est représentée par un vecteur Sy =
(Ss15--+,5s,4) avec Ss; = {w | S(p,w) = d;}.

10.3.1 Décider du gagnant d’un jeu a k-piles

Etant donné un jeu & k-piles J, nous montrons que le probléme il eziste une stratégie
gagnante pour 0 se réduit & la satisfiabilité d’une formule close dans la structure Piley cor-
respondant au graphe des instructions classiques. Nous montrons également qu’il existe une
formule dans Piley dont les modéles sont exactement les vecteurs S tels que S est une stratégie
gagnante.

Nous procédons par étapes, en montrant d’abord que pour toute stratégie pour 0 sans
mémoire S, le probléme de savoir si S est gagnante se réduit a la satisfiabilité d’une SOM-
formule close dans le graphe de calcul de 'automate définissant ’aréne du jeu, enrichie de
relations codant la stratégie.

La plupart des méthodes utilisées ici sont similaires a celles appliquées dans le chapitre
4.3.2.

Afin de pouvoir tester la priorité des sommets, nous modifions I'automate d’origine de
fagon & ce que les arcs de son graphe de calcul soient étiquetés par la transition appliquée.

Définition 10.3.3. Soit A = (Q,0, (Aq,..., Ax), C, A, qo) un k-AP sans entrée. Nous notons
Ap = (Q7 Aa (Ala s 7Ak)7 07 Alv qO) ot

A" = {(p,d,w,instr,q) | § = (p,w, ,instr,q) € A}.
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Rappelons qu’une formule & m-places sur une signature Sig est une formule sur la signature
Sig enrichie de symboles de m relations unaires (voir définition 3.2.5).

Lemme 10.3.4. Soit J = J(A, Qo, Q1,¢) un jeu a k-piles ot la relation de transitions de A est
A = {01,...,94}. Il existe une formule close a d-places ESTGAGNANTE dans SOM(Graphe(Aa))
telle que pour toute stratégie sans mémoire S,

Graphe(Ap ) (01):57 (%) = ESTGAGNANTE ssi s est gagnante.

Preuve : D’aprés le lemme 4.3.7, il suffit de prouver que la structure Jq associée au jeu restreint
a la stratégie (voir définition 4.3.5) est SOM-définissable dans Graphe(A)® " (91):-s71(0a))
- ES((p7w)7 (Q7 w/)) SSi

J
— soit il existe 6 € A; tel que (p,w) =4, (¢,w),

— soit il existe §; € Ag tel que, (p,w) —>6As (q,w') et (p,w) € s7H(8),
— le domaine de la structure Jg est définissable dans Graphe(Aa S comme la cloture de
{(qo, L)} par les relations associées a E,
— pour tout n € [0, maz], ¢,(y) est exprimable par la formule

[y = (q0, L) A e(qo) =n] v \ Jz, Es(z,y).
0=(p,--.a)lc(a)=n

Donc id : Js — Graphe(Ax)® ™ (00)-571(0a) est une SOM-interprétation, ce qui prouve le
lemme.

O
Montrons maintenant que ’ensemble des stratégies gagnantes est “définissable” par une SOM-
formule dans le graphe de la machine associée au jeu, c’est & dire qu’il existe une formule dont
les modéles dans Graphe(A) sont exactement les vecteurs (S71(d1),...,57(64)) ol S est une
stratégie positionnelle gagnante.

Proposition 10.3.5. Pour tout jeu a k-piles J = J(A, Qo, Q1,¢), avec Ay = {01,...,04}, il
eziste une SOM-formule REG(X1, ..., Xy) telle que

1. Graphe(Aa) = 3X1,..., X4, REG(Xy,...,Xq) ssiJ est gagnant pour 0,
2. pour tous My,..., Mgz CV,

Graphe(Aa) E REG(My, ..., M,)

ssi il existe une stratégie positionnelle gagnante S telle que Vi € [1,d], M; = s7(&;).

Preuve : Soit ESTGAGNANTE la formule & d-places définie dans le lemme précédent. En
transformant chaque symbole relationnel O; en place ¢ par une variable X; n’ayant aucune
occurrence dans EstGagnante, nous obtenons une formule ESTGAGNANTE’ vérifiant pour
toute stratégie S :

Graphe(Aa) = ESTGAGNANTE’ (S71(d1),...,571(84)) ssi le jeu est gagnant pour 0.
Posons pour tout p € Qq, I, = {i € [1,d] | 71(5;) = p}.

Un vecteur (M, ..., M) est composé des images inverses d'une stratégie positionnelle ssi

— pour tout p € Qo, (M;)ics, est une partition de la restriction de EtatT(Aa) aux états

totaux ayant pour état p,

0;
—rzeM;, = Jy, x =4, V.
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Il existe donc une formule STRAT(X1, ..., X ) vérifiant
Graphe(An) = STRAT(Mj, ..., My) ssi 3s positionnelle, M; = (s71(8;), Vi € [1,d].

Posons REG(X7,...,Xy) := STRAT(X7, ..., X4) AESTGAGNANTE’ (X1, ..., X ). Cette for-
mule satisfait la proposition.

O

Transférons maintenant ces résultats dans une structure plus générale afin d’avoir un résultat
indépendant de ’automate choisit.

Théoréme 10.3.6. Pour tout jew J a4 k-piles de taille d, il eriste une formule REG; a d
variables libres, telle que

1. Pilex E 3X4,..., Xy, REG (X1,...,Xy) ssi 0 gagne le jeu

2. pour tous Si,...,Sq C k-Pile, Pilex = REG ;(S1,...,5q) ssi S = {((p,w),d;) |w € S;)}
est une stratégie sans mémoire pour le joueur 0 gagnante dans J.

Preuve : Nous procédons ici de fagon similaire & la preuve du lemme 4.3.12, en définissant
un codage g des éléments de EtatT(A) par des sous-ensembles de k-Pile.

Supposons que @ = {p1,...,pr}, nous posons pour tout S C V, g(S) = (¢1(5),...,9:(9))
ou g;(S) = {w | (pi,w) € S), pour i € [1,7].

Par la méme méthode que celle utilisée dans la preuve du lemme 4.3.11, nous prouvons
que pour toute SOM-formule ®(Xy,...,X,,), dans le graphe Graphe,(A), il est possible de
construire une formule SOM ¢(®)(X11,... X7 n,. ... Xm1,..., X7 p) sur Piley, telle que

Graphe, (Aa) = ®(Dy, ..., D,,) ssi Pileké = g(®)(g(D1),...,9(Dyn)).

En appliquant alors cette construction a la formule reg de la proposition 10.3.5, puis en
transformant les symboles de relations associés a la stratégie en variables libres, nous obtenons
une formule REG; satisfaisant le théoréme.

O
La proposition 3.3.4 assure que la structure associée aux instructions d’un k-AP admet une
théorie SOM décidable. Un corollaire direct du théoréme précédent est donc le suivant :

Corollaire 10.3.7. Pour tout jeu a k-piles J, les probléemes suivants sont décidables :
1. pour une stratégie S donnée : “S est-elle une stratégie gagnante ?”,

2. “quel est le gagnant du jeu ?”.

10.3.2 Calculer une stratégie gagnante

Nous avons montré dans la partie IT (théoréme 6.2.1) que la structure Piley vérifie la pro-
priété MD, qui assure que toute formule satisfiable dans Piley admet un modéle définissable.
Donc d’apreés le théoréme 10.3.6, pour tout jeu & k-pile gagnant pour le joueur 0, il existe une
stratégie gagnante définissable dans la structure Piley. Une stratégie peut étre utilisée comme
controleur d’un k-AP déterministe reconnaissant toutes les parties jouées selon la stratégie,
(nous dirons que l'automate “calcule la stratégie”). En appliquant le théoréme 9.3.7 permettant
de transformer un tel automate en un automate déterministe non controlé, nous en déduisons
que toute stratégie est calculée par un automate dans k-APY.

Soit A = (@, (A1,...,A4k),A,qo, F) un k-AP. Une partie (qo, Lx)(q1,w1) " (Gn,wn) -
dans le graphe de Aa peut étre représentée de fagon équivalente par le mot infini dy -« dy, - - -
sur A correspondant & la suite des étiquettes du chemin.



132 CHAPITRE 10. APPLICATIONS

Définition 10.3.8. Soit J un jeu o k-piles. Un automate A € k-AP reconnait une stratégie S
de J si A est déterministe et L(A) est ’ensemble des parties 61 --- 6, --- jouées selon S.

Théoréme 10.3.9. Pour tout jeu J a k-piles dont l’aréne est le graphe d’un automate dans
k—APPRECk, le joueur 0 gagne le jeu ssi le joueur 0 admet une stratégie reconnu par un

automate déterministe dans k-AP?.

Preuve : Soit J = (A,Qo,RQ1,¢) avec A = (Q,(A1,...,Ak), A, qo, F) € k-AP. D’aprés le
théoréme 10.3.6 et puisque Piley satisfait la propriété MD, il existe une stratégie positionnelle
S telle Sy est définissable en SOM dans Piley. Posons

A = (QvAa(Ala"' 7Ak)757;7AS)QO)F)

ou Ag est construit en posant pour toute transition § = (p,w, 0, instr,q) € A :

~ si p € Q1, alors {(p, 6, w,d,instr, q) | & € {0,1}} C A,

— sip € Qo alors ds = {(q,6,w,d,instr, q) | 5 € {0,1}4, m;(0) = 1} C As.
Le graphe de calcul de 'automate A® est un sous-graphe du graphe de A. Le langage reconnu
par AS est ’ensemble des parties g ---d, - - dans J jouées selon S.

Cet automate ne contient aucune e-transition, est déterministe et pour tout &g - - - dy,, tel
que (qo, 6o - - - On, J_k)l—*MsA (¢,e,w), alors dg - - - §,, définit le préfixe d’une partie jouée selon S et
aboutissant en (g, w). Puisque le controleur de cet automate appartient &8 PRECy, en appliquant

maintenant le théoréme 9.3.7, nous obtenons un automate déterministe dans k-Pile” calculant
la stratégie s.
O

Remarque 10.3.10. Nous aurions également pu définir la notion d’automate calculant une
stratégie, en utilisant la notion de transducteur, c’est a dire, d’automate avec entrées-sorties,
comme défini dans [Wal01]. L’automate regoit en entrée les transitions correspondant aux
mouvements du joueur 1, et répond a chaque lecture d’une lettre en entrée, par la sortie de
la transition indiquée par la stratégie. Le théoréeme 9.8.7 s’appliquant également pour un tel
automate, nous pouvions établir un analogue au théoréme ci-dessus pour cette notion de calcul
effectif d’une stratégie.



Quatriéme partie

Suites et automates
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Introduction

Dans cette derniére partie, nous étudions les langages reconnus par automate a k-piles,
et en particulier, les langages définis sur des alphabets composés d’'une unique lettre. Ces
langages peuvent étre vus comme des ensembles d’entiers : chaque mot de longueur n est
associé bijectivement & l'entier n. Nous définissons une large classe ¥S; de suites reconnues
par k-AP déterministes et stable par de nombreuses opérations.

En plus de fournir une large palette d’exemples de langages de niveau k, cette étude
se révele prolifique dans plusieurs domaines Les liens établis dans la deuxiéme partie entre
la logique et les automates nous permettent d’étendre le résultat de Biichi établissant la
décidabilité de la théorie du second ordre monadique de la structure (N, +1) aux structures
(N, +1, s(N)), pour toute suite s dans la classe XS.

Nous définissons également une classe F(Sy) de suites de nombres rationnel pour laquelle
le probléme de 1’égalité se réduit au probléme de 1’équivalence entre deux automates a k-piles
déterministes. Cette classe bénéficie elle aussi de propriétés de cloture intéressantes et contient
certaines classes de suites remarquables. Ces résultats permettent de lier les problémes algo-
rithmiques sur les suites (voir par exemple [PWZ96]), et les problémes de décision sur les
automates (voir [Sén02]).

Cette partie se compose de quatre chapitres. Le premier est dédié a l'étude des suites
d’entiers reconnues par automates, nous donnons des nombreux exemples de base telles que
les suites N-rationnelles, ou les solutions d’équation polynomiales, et prouvons la stabilité de
cette classe de suites par des opérations simples, ainsi que par des opérations plus élaborées
telles que le produit de convolution, la substitution de séries ou encore la composition de
suites. Nous étendons dans le chapitre 2, la définition de suites calculables, aux suites doubles
(i.e., & deux indices). Ces résultats sont exploités dans le troisiéme chapitre pour ’étude
de propriétés de décidabilité en arithmétique faible. Enfin, nous terminons par 1’é¢tude de
problémes algorithmiques sur les suites de nombres rationnels.

Opérateurs sur les suites et séries :

Soit (Q,+,-) le corps des nombres rationnels. Une suite de nombres rationnels est une
application s : N — Q. Nous notons s(n) (ou parfois s,) 'image de ’entier n par ’application
s. Une suite s peut aussi étre vue comme une série formelle :

s(X) = i spX".
n=0
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Les opérateurs suivants sont classiques :
E : Uopérateur décalage

(Es)(n) =s(n+1), (Es)(X) =

A : lopérateur différence

(As)(n) =s(n+1)—s(n), (As)(X) =

> : lopérateur somme généralisée

(Xs)(n) = ) s(j), (Es)(X) =

+ : I'opérateur somme
(s+t)(n) =s(n)+tn), (s+t)(X)=s(X)+tX)
- : le produit externe, pour tout r € Q
(r-s)(n) =r-s(n)
® : le produit de Hadamard, (ou produit ordinaire)
(s@t)(n) =s(n)-t(n)

X : le produit de convolution
(sxt)(n)=) s(k)-tn—k), (sxt)(X)=s(X)-t(X)
o : la composition de suites

—1: opérateur inverse entier

e : la composition de séries

(sot)(X) = Z s(n) - t(X)"
n=0
(cette derniére opération est définie dés que t(0) = 0, ce qui assure que la famille de séries
(s(n) - t(X)™)n>0 est sommable).

L’ensemble de toutes les suites de nombres rationnels est noté Q[[X]].
La structure (Q[[X]],+, X) est un anneau, avec 1 = (1,0,...,0,...). Soit r € Q, nous utilise-
rons la méme notation pour les suites (ou séries) :

r=r-1=(r0,...,0,...)

tandis que nous utiliserons 1~ pour la suite (ou série) constante :

T
1-X




Chapitre 11

Suites d’entiers

Nous définissons une classe de suites d’entiers par le biais d’automates a k-piles. Préci-
sément, nous utilisons une sous-classe de k-AP légérement restrictive, les k-AP & compteur,
extension naturelle des 1-AP & compteur dont la mémoire se compose d’un entier naturel.

Les piles des k-AP a compteur contiennent un entier au niveau 1 de la pile : ¢’est-a-dire que
I’alphabet A; de niveau 1 est composé d’un unique symbole a;. Chaque 1-pile apparaissant
dans une telle k-pile représente donc ’entier correspondant au nombre d’occurrences de aq.

Afin d’obtenir une notion de suite calculée par un k-AP, nous définissons un schéma stan-
dard de calcul. Etant donnée une suite s, nous définissons une “configuration” de départ,
dépendant de n, a partir de laquelle s(n) va étre calculée. Nous dirons que la suite s est
k-calculable, si il existe un k-AP & compteur déterministe (et normalisé) A tel que pour tout
n >0,

(g0, @* ™ aglap_1[- - azlan™ - -] Le_1] Li) F4 (g0, €, L)

La forme simple de pile de départ (qui correspond & ¢, (ai;"az---ay)) se préte a la
récurrence et a la composition d’automates. Nous montrerons ainsi que la classe des suites
ainsi calculables contient de nombreuses suites définies de facon récurrentes telles que les
suites N -rationnelles, les solutions d’équations polynomiales, et est stable par de nombreuses
opérations.

Si par exemple ¢ est une autre suite calculée par un k-AP B & partir de I’état total initial
(qo, brlag—1[ - -azlai™ - -] Lix—1] Lg), il est alors facile de construire un nouveau k-AP C
calculant la suite s + ¢ & partir de ’état total (qo, cx[ag—1[ --az[ai™] -] Lr—1] Lg)-

11 suffit pour cela de faire I'union des transitions de A et B avec la transition
(40, €, ckag—1- - - ay, qo, changey, push,, ).

Pour tout n > 0, € effectue le calcul suivant :

(qo, ™M™ ¢y fag [ aglar™ -] Lp—a] Li)
Fe  (go,s™T o, saglag—1[ - azlar"] -] Lgalbglag—1[---aslar™] -] Ly—1] L)
Fe (0,0 belag_a [+~ aglar™) -] L] L)
e (qo,¢, J—k)

Nous verrons au cours de ce chapitre comment procéder pour des opérations plus com-
plexes sur les suites comme le produit de convolution, ou la résolution de systémes récurrents
polynomiaux dont les coefficients sont des suites.
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Nous autoriserons également les automates calculant les suites & étre controlés, mais seule-
ment par des controles portant sur le compteur de la 1-pile de téte. Tout les résultats de
stabilité sont résumés dans le théoréme 11.5.19.

11.1 Automates & compteurs controlés

Le choix initial de définir les k-piles en utilisant des fonds de piles permet d’obtenir une
bijection avec ’ensemble Py, toutefois, dans la pratique les fonds de piles alourdissent les
notations et rendent difficile la définition d’un produit de concaténation.

Cette derniére partie consistant essentiellement en constructions d’automates, nous choi-
sissons de travailler uniquement avec des piles N-normalisées (voir 1.2.1).

A D'intérieur d’une k-Npile, le dernier atome de chaque occurrence d’une pile de niveau i
est ;. Il n’est donc pas nécessaire d’écrire les fonds de piles lors de la représentation d’une k-
Npile. Considérons par exemple la pile w = ag[La]bs[az[a1 L] Lo] Ls€ 3-NPile. Nous pouvons,
sans confusion (dés lors que nous connaissons son niveau), écrire w = ag[e]bs[az[a1]] ou méme
w = agbs[az]a1]]. Remarquons qu’avec cette notation, nous introduisons une ambiguité sur le
niveau de la pile représentée. Dans I’exemple donné précédemment, on voit clairement que w
est au moins de niveau 3, mais elle peut également étre de niveau 4 ou plus. Nous prendrons
donc toujours soin de préciser le niveau des piles utilisées.

La méme simplification sera appliquée a la liste des symboles de téte. Puisque la liste des
symboles de téte de toute pile w € k-NPile est toujours de la forme top(w) = a...a; L1,
lorsque le niveau de la pile est connu, nous noterons plutét top(w) = ag ...a;. Ainsi, pour
Pexemple précédent, nous préférerons écrire top(w) = ag plutét que top(w) = ag LL. De
méme, dés qu’il n’y a pas de confusion possible sur le niveau de la pile, nous noterons ¢ plutot
que Llg.

Pour toute la suite de ce chapitre, nous nous restreindrons & des automates a compteurs
(i.e., 'alphabet de niveau 1 ne contient qu’une lettre), dont le contrdle porte uniquement sur
la valeur du compteur de téte, et N-normalisés (voir §2.3.1).

Définition 11.1.1 (Automates 4 compteurs normalisés). Soit N un vecteur d’ensembles
. o -1
d’entiers naturels. Nous notons k-ACY Dunion des k-NAPUNlaw (A, A}), pour tous

alphabets Ay, ..., Ay tels que |A1| = 1. L’union de tous les k-ACYN est notée k-AC, la classe
des k-ACY déterministes est notée k-ACDY .

Dans la pratique, nous utiliserons souvent des automates dans *k-NAP (voir définition
7.2.3), ayant les mémes propriétés. Rappelons que d’apreés le lemme 7.2.4, tout automate dans
“k-NAP est équivalent (par simulation déterministe), & un automate dans k-NAP.

11.2 Suites définies par automates

Nous formalisons maintenant la notion de suite d’entiers calculable par automate & comp-
teurs et énoncons quelques propriétés de ces suites.

Définition 11.2.1 (Suites calculables). Soient k > 1 et N un vecteur de sous-ensembles

de N. Une suite d’entiers naturels s est dite (k, N)-calculable si il eziste A € k-ACDY défini
sur les alphabets de piles Ay, ..., A et tel que Vi > 1, chagque A; contient une lettre a; et :
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(H1(ay---a1)) Yn >0, (q0, "™, ax[agx [ [aglar™]] .. ] (q0,€,€),
(H2) Vq € Q, Ay ne contient pas de membre gauche de la forme (q,a,¢) ou (q,¢,¢).

Nous notons Sy lensemble des suites (F, N) calculables. Lorsqu N @ nous dirons

simplement que s est k-calculable et nous noterons S plutét que S@.

Ce schéma de calcul va permettre de définir de nombreuses récurrences. La principe est
exposé ici pour ’exemple le plus simple :

Exemple 11.2.2 (Récurrence linéaire). Considérons la suite s définie par la récurrence
suivante,

s(0)=2; Vn>0, s(n+1)=2s(n)+ 1.

Nous construisons un automate déterministe A € 2-AC calculant s, vérifiant (H1(aza1)) et
(H2).

La clé de la construction est de trouver les transitions permettant les calculs suivants :

1. (q07 as(0)7 as [E])'_;[ (q07 g, E)J

2. Yn >0, Vw € 2-NPile, (qo, &, azla;"w)F4 (qo, &, ba[a1™]az]ar™]az[a1™|w),

3. ¥n >0, Yw € 2-NPile, (go, @, b2[a1™]w)FY (qo,€,w).

Vérifions par induction sur n > 0 que tout automate réalisant ces calculs vérifie la propriété
P(n) suivante : Yw € 2-NPile,

(QO7 Oﬁ(n)) ag [aln]w)l_jl (QO, g, UJ).

L’hypothése (1) prouve P(0). Supposons P(n) pour n > 0. Pour tout w € 2-NPile, nous
obtenons en appliquant I’hypothése (2), Uhypothése (3), puis deux fois P(n) :

(g0, @*"Y aglay " w) FY (qo, b2[a1 Jag[ai™]az[ar™]w)
Fao (g0, 1, as[ar"as[ar"w)
o (go, @MY= gy [0y ™)
l_jl (qo,s w)

La propriété P(n) est donc vraie pour tout n > 0, et dans le cas particulier ot w = ¢,
Uautomate A vérifie (H1(azaq)).
1l nous faut maintenant montrer que nous savons trouver un automate dans 2-ACD réalisant
les calculs (1), (2) et (3), ainsi que ’hypothése H2.
Posons A = ({qo}, {a}, (A1, A42),A,q0) ot A1 = {a1}, Az = {a2,ba} et :
(a) Algo,=,az) = (change, pushy,, qo),
(b) A(qo, &, aza1) = (pop; pushy, pushy,, qo),
(c) 6(qo, v, b2) = 6(qo, @, baa1) = (Popy, qo)-

Cet automate est déterministe et vérifie H2. Les transitions (a) et (c) permettent le calcul
donné dans Uhypothése 1, la transition (b) rend le calcul (2) valide, tandis que la transition
(c) permet le calcul (3).
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Voici le calcul détaillé de s(2) = 11 :

(g0, 0™, azlara1]) Fa (g0, 0™, bolar]az]ar]asfar])a (g0, ™, azlar)az(a1])

(qo,
Fa (g0, @™, baasasas(ar])a (qo, @, azazasfar])
Fa o (qo, 0, bgbgagag[al])l—il (qo, ", agasay])
Fa (q0,a”,babaazfar])F (qo,@°, aglay])
Fa (g0, 0, boasas)F 4 (g0, o, azas)
Fa (g0, baboas)F2 (g0, 0, a2)

'_A (QO7a27b2b2)'_34 (q0)676)'

A cause de la condition H1, I’automate associé & une suite k-calculable reconnait tou-
jours le langage vide. Par contre, en ’enrichissant de transitions bien choisies, il est possible
de reconnaitre différents langages dépendant de la suite calculée. Voyons quelques langages
reconnaissables par des extensions de l'automate donné dans 1’exemple précédent.

Exemple 11.2.3. Soit A = ({qo},{a}, (41, A2),A,q0) ot A1 = {a1}, A2 = {az,bs}, Uauto-
mate donné dans 'exemple 11.2.2, nous construisons deuxr nouveauxr automates Ay et As.

1. Posons A1 = ({po, qo,qr},{a}, (A1, A2), AU A1, po,{qr}) avec

- Ai(po, ¢, €) = (push,,, po)

— A1(po, €, a2) = A(po, e, a2a1) = {(stay, o), (push,,, po)}

- A1(po,e,e) = (stay, qr).

Ce nouvel automate est non-déterministe et reconnait le langage Ly (s) = {a*™ | n > 0}.
En effet, tout calcul de A, est de la forme suivante :

(P, €,€)Fu, (po, &, azlar")Fa, (qo,€,a2[a1”])-0, (qo,€,6)Fa, (qr,€,¢).

2. Posons Az = ({qo, qr},{a}, (A1, A2 U {ba}), A U Ag,qo,{q0}) avec
- As(qo,€,¢) = (pushy, push,,, qo),
— Aa(qo, €, b2) = Aa(qo, €, b2a1) = (push, ,qr),
- As(qr,e,b2a1) = (push,,,qo).
Cet automate est déterministe et reconnait le langage Lo(s) = {a™*") | n > 0} (rappe-
lons que Xs(n) = Z s(m)).
me(0,n]
En effet, nous pouvons vérifier par une induction évidente que pour tout n > 0,

(q()v QZS(n) ) g)l_jlg (QO7 g, b2 [aln])l_./lz (QF, g, b2 [a1n+1])|_./12 (q()v g,a2 [a1n+1]b2 [a1n+1]) e

Ces constructions peuvent étre appliquées & toute suite calculable. Nous montrons dans
les lemmes suivants qu’a partir d’'un k-ACDN calculant une suite s au sens de la définition
11.2.1, il est possible de construire un k-AC¥ reconnaissant le langage L1 = {a*™, n >0} et
un k-ACDY reconnaissant le langage Lo = {azs(”)}neN.

Lemme 11.2.4. Pour toute suite s € S{j, il existe un automate non déterministe A, € k-ACN
tel que L(A1) = {a*™ | n > 0}.

Preuve : Supposons la suite s calculée par A = (Q,{a},(Aq,... ,Ak),]\_f,A,qo) € k-ACD
vérifiant (H1(ag ---a1)) et (H2). Posons

A1 = (QU {po,qr}, {a}, (Ar,..., Ay U{br}), N, AU Ay, po, {qr})
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avec pour tout o € {0,1}"™ :

~ Ai(po,¢,¢,0) = (push,, push,,  ---push,,,po),

— Aq(po, &, apag—y - -~ az,0) = Ai(po, €, agar—1 - - - aza1, 0) = {(stay, qo), (push,, ,po)}
— Ai(po, €, €) = (stay, qr).

Alors, chaque calcul de ’automate est de la forme :

(po,®™ &) Fa,  (po,a® ™ aglag_1 - [aglar™]] - ])
Fa, (g0, 0®™ agfag_q - [az[ar™)] - ])
l_;[l (q0)€7€)|_./11 (QF,E,E)-

|

Lemme 11.2.5. Pour toute suite s € S{y, il existe Ay € k-ACDY tel que L(Ag) = {a™™) |
n € N} et ACCAz) = {a | n > 0}.

Preuve : Supposons que s est calculée par A = (Q, {a},(A44,... ,Ak),N,A,qo,F) € k-ACD
vérifiant (H1(ay ---a1)) et (H2). Posons

As = (QU{q Y, {a},(A1,..., Ax U {br}),N,AU Az, qo, {q1})

ol Ay est I'union pour & € {0,1}/V! des transitions suivantes :

— Aa(qo,€,¢€,0) = (push,, push, _ ---push,, push, ,qo),

— As(qo, &, brag—1 -+ - az,0) = Az(qo, €, byar—1 - - - a1, 0) = (push, ,qr),

- AQ(QF) g, bpag—1---a, 5) = (pUShak ) qO)

Ces transitions sont toutes incompatibles deux & deux. De plus, comme A vérifie (H2), by
est un nouveau symbole et gr est un nouvel état, chaque transition de A est incompatible
avec toute transition de A. L’automate As est donc déterministe.

Posons wy, = bglak—1 - --[az[a1™]] - -], une induction évidente permet de prouver que pour
tout n >0
(o, ™™ )5 (ary e, belag—1 -+ - [az]ar™ Y] ---]).
Od

Toujours sur le méme mode, il est également possible de reconnaitre d’autres langages.

Lemme 11.2.6. Pour toute suite s € SN, chacun des langages
Ly = {a*08a°Mg... o™ | n >0} et Ly = {o*O BV 3% ... g7a*™ | n > 0}

est reconnu par un automate dans /-c—ACDA7 .
Proposition 11.2.7. Pour toutes suites s €Sy, et t € S?S(N),
1. le langage {o™™ | n > 0} est reconnu par un automate déterministe dans (k + £)-AP,

2. le langage {o*™ | n > 0} est reconnu par un automate dans (k + £)-AP.

Preuve : D’aprés le lemme 11.2.5, {a;>* | n € N} € DLANG,. Tout automate dans

k-ACT*®) et par définition un automate dans k—AP({alzs(n)|”€N})1, le théoréme 9.3.11 im-
plique donc que pour tout automate A € k-AC™*M) | il existe une simulation déterministe de
A par un automate dans (k + [)-AP. En particulier,



142 CHAPITRE 11. SUITES D’ENTIERS

1. d’apres le lemme 11.2.5, {a>*) | n > 0} est reconnu par un automate déterministe dans

k-AC™M) et donc également par un (k4 £)-AP déterministe,

2. d’aprés le lemme 11.2.4, le langage {a*™ | n > 0} est reconnu par un automate dans
k-ACT*®) et donc également par un automate dans (k + £)-AP.

a

11.3 Boite a outils

Nous introduisons maintenant les différents outils qui nous permettront de formaliser les
preuves & venir. Nous associons tout d’abord & chaque automate une “grammaire” corres-
pondant & la notion de grammaire hors-conterte sur un alphabet infini. Nous introduisons
également la notion de terme itéré qui permet d’introduire des variables appelée “indétermi-
nées” aux sein des k-piles. Ceci permettra de définir des schémas généraux de calcul par un
automate.

11.3.1 Dérivation

Nous associons a A un “alphabet” infini

Va=A{(p,w,q) | p,q € Q, w e k-NPile — { L, }} (16)

et un ensemble de productions noté P4 et composé des régles suivantes :
— les régles de transition :
(p7 W, Q)_)./l Ckg(p/, wlv q)

si (p,ae,w)4 (p',e,0') et g € Q est arbitraire,
(p7 w, q)_>A Qe

si (p7 A, w)l_/l (Q7 &, 5)'
— les régles de décomposition :

(pvwv Q)_>A (p7 m, T)(T, 7]/7 q)

siw=mn-n',n#¢e,n #eetreQ est arbitraire.

La relation dérivation simple générée par A et notée — 4 , est le plus petit sous-ensemble
de (VUX)* x (VUZX)* contenant P4 et compatible avec le produit a gauche et le produit
a droite. Finalement, la relation dérivation générée par A est notée —7 et correspond a la
cloture réflexive et transitive de — 4 . Ces définitions correspondent & la notion usuelle de
grammaire hors-contexte associée a 'automate a 1-piles A suivant.

L’alphabet de pile est A = {a[w] | a € Ay, w € (k — 1)-NPile} et la relation de transition
est

A1(q,ac,alw]) ={(7',q") € Q x I} | (¢, a,alw]))Fa (¢ e,7)}.

Bien siir, dés que k& > 2, ’alphabet A est infini, mais toutes les propriétés usuelles de la relation
—a4 = —4, etcesliens avec k4 =4, restent vrais dans ce contexte (voir [Har78, preuve
du théoréme 5.4.3, pages 151-158]). En particulier, pour tout o € ¥*,p,q € Q,w € A*

(pyw, @)= 0 & (p,o,w)y (g,€,¢€).



11.3. BOITE A OUTILS 143

La notion de dérivation permettra de décomposer proprement les calculs d’un automate. Nous
utiliserons fréquemment le lemme suivant :

Lemme 11.3.1. Soient p;,q; € Q, w; € A* pour i € {1,2,3}. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. (p1,w1,q1)—% (p2,w2,q2)(P3, w3, q3)

2. il existe wh,wh € A*, tels que :

(p1, e, w1 (P2, &, wawh); (g2, €, wh)Fy (p3, e, wawh); (g3, &,wh)5q (q1,€,€).

Nous supposerons généralement que Ay et ) sont disjoints pour tout k£ > 1, nous pourrons
ainsi, sans confusion possible, omettre les virgules dans (p,w, q).

11.3.2 Termes

Nous définissons ici une notion de termes itérés, proche de celle de k-Npile et permettant
d’introduire les notions d’indéterminées et de substitution.

Nous fixons une famille (J;)x>0 d’ensembles de symboles : T, = {2, Q/, Q" ..., Q,Q9,...}
qui désigne I’ensemble des indéterminées de niveau k. Nous supposons que les J; sont tous
disjoints deux & deux et que tous les alphabets de piles Ay, ..., Ag, ... que nous considérerons
sont tous disjoints de tous les J;. Un k-terme est une k-pile N-normalisée dans laquelle sont
ajoutés des symboles n’appartenant pas aux alphabets de piles. Chaque indéterminée de niveau
i (i.e., dans J;) peut étre placée n’importe ou (avant 1) au niveau ¢ d’un terme. Définissons
Pensemble k-Terme(A1, ..., Ax) des termes de niveau k par induction sur k£ > 0 :

— 0-Terme =1

- (k‘ + 1)—Terme(A1, ce 7Ak+1) = (AkH[/c—Terme(Al, e ,Ak)] U Jk+1)* J_k+1.

Comme pour les N-piles, nous n’écrirons pas les symboles de fond de piles lors de la
représentation d’un terme.

Un k-terme T sera noté T[Q,...,,] pour signifier que les seules indéterminées occur-
rentes dans T sont Q1,...,Q,.

Le produit de concaténation sur k-NPile se généralise naturellement aux éléments de
k-Terme. Il en est de méme de 1'opération top et des instructions push, pop et change.

Pour tout k& > 0, top(L) =L* (c’est & dire top(e) = ¢) et pour tout T € (k + 1)-Terme,
si T =Q-w alors top(T) = Q, et si T = a[T1] - T", alors top(T') = a - top(11).

Pour tout terme 7' tel que top;(7") est une indéterminée, les instructions de niveau i
push, , pop; et change; sont indéfinies, sinon, elles sont définies comme sur les k-piles.

11.3.3 Substitutions

Etant donnés T[(,...,Q,] € k-Terme(Ay, ..., Ay) avec Q; € Iy, pour i € [1,n], k; € [1, k]
et Ty € ki-Terme, ..., T, € k,-Terme, nous désignons par T[Ty, ...,T,] le k-terme obtenu en
substituant T; a €Q;.

Il est également possible de substituer les indéterminées par des k;-piles :

si pour tout ¢ € [1,n], w; € k;-NPile, alors T|w,...,w,] désigne la k-Npile obtenue en
substituant w; & €2;. Remarquons que ces substitutions sont rendues possibles par l'existence
du produit de concaténation sur les Npiles et les termes.
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Nous énonc¢ons maintenant un “principe de substitution“ qui sera souvent utilisé au cours
des preuves. Il permettra de définir des schémas “types* de calcul et de dérivation dans un
automate. .

Etant donné A € k-ACY, nous étendons naturellement les relations b4 et — A aux termes
n’ayant aucune indéterminée de niveau 1 (pour que les tests soient indépendants des
futures substitutions des indéterminées).

Lemme 11.3.2. Etant donné A € /<;—AC]\7 et O = (Q1,...,9Q,) ot chaque Q; est une indéter-
minée de niveau k; € [2,k]. Si T[] et T'[Q] sont deuz éléments de k-Terme(Aq, ..., Ag), alors
pour tous p, q, p', ¢' € Q,

si (pT()g) —3 TS, alors
— pour tout H = (Hy, ..., Hy) tel que pour tout i € [1,n], H; est un k;-terme,
(pT[Hlg) =% (W'T'[H]),
- pour tout & = (w1, ...,wy) tel que pour tout i € [1,n], w; est une k;-Npile,
(pT[@lg) =4 (P'T'[@ld).

La preuve de ce lemme est immédiate. L’idée clé est que comme A; NJ; = 0 Vi > 1, les
symboles (2; peuvent étre copiés ou effacés durant une dérivation mais ne peuvent pas influer
sur la suite de régles utilisées durant une dérivation puisque 'automate s’arréte dés que le
liste des symboles de téte contient une indéterminée.

11.4 Quelques suites calculables

Nous montrons dans cette section que de nombreuses suites définies par des relations
récursives sont calculables par automates & k-piles.

Nous prouvons tout d’abord que les suites N-rationnelles sont toutes 2-calculables. Une
suite N-rationnelle est la solution d’un systémes d’équations linéaires récursives, comme par
exemple la suite de Fibonacci.

Nous montrons ensuite que les suites solutions d’une équation récurrente polynomiale &
coefficients entiers sont 3-calculables.

Enfin, nous montrons que l'inverse entier d’une suite strictement croissante s est (k, s(N))-
calculable.

Définition 11.4.1 (Suites N-rationnelles). Une suite (uy)n>0 est N-rationnelle ssi il existe
une matrice M dans NY*? et deuz vecteurs L dans BY*? et C' dans B**! tels que u,, = L-M"-C.

Une définition équivalente est de considérer un graphe fini G, avec arcs multiples et des
ensembles I et F' de sommets tels que M est la matrice d’adjacence de G et L et C sont les
vecteurs caractéristiques de I et F. Alors u,, est le nombre de chemins dans G de longueur n
allant d’un sommet de I & un sommet de F'.

Exemple 11.4.2. Soit (u,)n>0 une suite ayant la représentation de niveau 2 suivante :

L=(11) M:<i g) O:(é)
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Posons

= wa(n) we(n) ) alors M1 — < ur1(n) +ure(n) 2.ui(n) )
ug,1(n) ugz2(n) )’ ug,1(n) +ug2(n) 2ugi1(n)
et (un)n>0 est la suite définie par :

Uy = u1,1(n) + ug2(n)

avec :
uLl(O) =1 uLl(n + 1) = ul,l(n) + ULQ(TL) ul,Q(O) =0 ULQ(TL + 1) =2- ul,l(n)
ZL271(0) =0 U171(n + 1) = u2,1(n) + U272(n) U272(0) =1 ULQ(H + 1) =2- UQJ(n).

Proposition 11.4.3. Si (uy)n>0 est une suite N-rationnelle, alors (u,)n>0 € Ss.

Construction : Supposons que u est définie par L € B1*?¢ M e N#xd C ¢ B4x1.

Soit A = (Q,{a},(A1,A42),A,q0) avec : Q = {qo}, A1 = {a1} As = {ag;j}1<ij<a U
{az, b2}, et la relation de transition est définie par :

(1) A(qo, @, a2,:) = (g0, POPo) €t si i # j, 6(qo,€,a2;4) = (POPa; qo),

(2) A(qo, €, az,ija1) = (pop; changey, [] (pushy, . )™, q0),
1<i<d

(3) A(qo,€,a2a1) = A(qo, €, az) = (change,, H H pushah] ), qo),
1<j<d 1<i<d
(4) Algo, &, b2a1) = A(qo, €,b2) = (Popa; qo)-
Preuve : Considérons les suites u; ; définies par la récurrence suivante :

wig(n+1) =Y uin) - m,
1<1<d

ZLZ,Z(O) = 1, U,Z'J(O) =0 pour ) 75 ]
Montrons par induction sur n > 0 la propriété auxiliaire P(n) :
V1<i,j<d,

(g0az,i,jla1"]ao) = a7 ™. (17)

Base : n = 0. Les transitions (1) assurent que P(0) est vraie.
Pas d’induction : Supposons P(n) pour n > 0.

(q0az,i4l01" M a0) —a (a0 [ (asil01™])™7b2las"]qo) (par transition (2))

1<I<d
—% H (g0a2,i1[a1™]q0)™7 (qo, b2[a1"], qo) (décomposition)
1<I<d
=% ][ (9002la1"]go)™ (par transition (4)).
1<I<d

Par hypothése d’induction :
(q0az,,1la1™]qo)— a4
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En composant les dérivations précédentes, nous obtenons :

(qoa2,i,j[aln+l]QO)—>Z H (aui,L(n))ml,j — aui,j(n-l—l)'
1<I<d

Ceci prouve P(n + 1) et la propriété (17) est donc établie pour tout n.
Examinons maintenant la suite u. Pour tout n > 0 :

u(n) = Z Z Ui - uj(n) - cj. (18)

1<i<d 1<j<d

En appliquant la transition (3) suivie par des régles de décompositions, et de la transition (4),
nous obtenons :

(@azla™go) =% (o0 [T (] (a2uslar™)")% - baar™]qo)

1<j<d 1<i<d

=TI CT] (@0a2ila1™la0)) (19)

1<j<d 1<i<d

et d’aprés P(n) nous déduisons que

I (wazijlar™a0) =5 ] ettt (20)

1<i<d 1<i<d

En combinant les dérivations (19) et (20) nous obtenons, par la formule (18) :

(goas|ai™)qo)—% ™,

a

Lemme 11.4.4. Soit (uy)n>0 la suite définie par un41 = (un)d, d>2 et uy=ceN. Alors
(un)nzo € Ss.

Construction : Posons A = ({qo}, {a}, {a1},{a2},{as}), A, qo, L) avec :
(1) A(qo, e, azazar) = (pop; (push,, )™, qo),
(2) A(qo, &, azaz) = (popy(push,, )t qo) si ¢ > 1 et = (pops, o) sinon,
(3) Alqo, @, a3) = (Pop3; qo)-

Preuve : Soit Q2 une indéterminée de niveau 2 pour automate A (c’est a dire, Qo ¢
{a1,a3,as}). Nous prouvons par induction sur n > 0, la propriété P(n) suivante :

(q0aslaz[a1™]22]q0)—7 (qo0as[Q2]q0)""

Base : n =10
Par la transition (2) et les régles de décomposition :

(qoa3[az(e]Q0]q0)— 4 (q0(a3[Q2])q0) =74 (q0a3[Q)q0) . (21)
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La propriété P(0) est donc prouvée.
Pas d’induction : Supposons P(n) pour n > 0.
En utilisant la transition (1), nous avons :

(qoas[az[ar™1Qs]q0)— 4 (q0as[(az[ar”])*Qs)qo). (22)

Soit i > 1 et T; = (az[a1™])*"'Q. En substituant le 2-terme 7; & I'indéterminée Q dans P(n)
nous obtenons :

(qo0as[(aza1"]) Qe]a0) =% (qoas[(azfar"])' ™" Q2lgo)"".
En composant ces dérivations (pour 1 < i < d), nous obtenons :

(qoas(azlar™)?Qa]q0)—% (goas[Q2]qo) ™). (23)

En composant maintenant les dérivations (22) et (23) :

(qoaslazlar™ 12 q0)—% (q0a3[Qg0) " = (goas[Qgo)

i.e., P(n+1). La propriété P(n) est donc vérifiée pour tout n > 0.
La transition (3) exprimée comme une dérivation donne :

(qoa3 [€]QO)—>A Q.

Nous pouvons alors conclure que, pour tout n € N

(qoas[az[ar™]qo)—7 a*n.

|

Proposition 11.4.5. Soit P(X) = Zogigd%‘Xi un polynome avec coefficients v; € N et
(un)n>0 la suite définie par upy1 = P(uy,) et up =y € N*.
Alors (up)n>0 € Ss.

Nous utilisons ici la méme idée que la preuve précédente.
Construction : Posons A = ({qo, ¢}, {a}, ({a1}, {az2}, {as,b3,c30, ... c34}): A, q0, L)
avec :

(1) A(qo,¢,asazar) = (pop; change%’l(push%yo)“fo,qo),

(2) A(qo, €, c30a2a1) = A(qo, €, c3paz) = (pops change, ., qo)

(3) Alqo, &, azaza1) = A(qo, €, azaz) = (change,, ,(push,, )™, qo),

(4) pour tout 2 < i < d, A(qo, €, c3a2a1) = A(qo, €, ¢3,5a2) = (push,,, q),

(5) pour tout 2 < i <d, A(q,¢,c3a2a1) = A(g, €, ¢3,a2) = (change%’iﬂ(push%)%, q),
(6) A(q,e,c3,4a2a1) = A(q, €, 3 ga2) = (change,, (pushaS)W_l, q),

(7.1) A(qo, &, azaz) = (change;(bs) pushy(b3)’ ", qo),

(7.2) A(qo, e, bsas) = (changes(as) pops, qo),

(8) A(qo, v, a3) = (pops, qo)-
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Preuve : Soit 29 une indéterminée de niveau 2. montrons que, pour tout n > 0, la propriété
P(n) suivante est vraie :

(goas[az]ar™]Q)q0)—% (q02q0)™™.

Commencons par vérifier que pour tout n > 0,

d
(qoas(az]ar™)Q%2]q0) =% | [ (g0as((azlar™) Qslq0). (24)
1=0

Une telle dérivation peut étre décomposée comme suit :

(q0asaz[ar™*1Q2]q0)
—a  (qo(Colaz]a1"]e]) 0 C3 1[az]a1™]Q2]qo) (par transition (1))
=% (qoC3,0la2[a1™]22]q0) (qoC3,1az2]a1™|2]qo) (par régle de décomposition)
—a  (goaz[Q2]q0)™ (qoCs1]az2][a1™]Q:]qo) (par transition (2))
=% (qoaz[2]q0)"° (qo(aslaz]ar™|Q]) " C32[az[a1"]Q2]q0) (par transition (3))
=7 (90a3[Q2]g0)™ (qo(aslaz]a1™|Q2]q0) ™ (q0C32[az[a1™]$22]q0) (par décomposition)

d
—% (goa3[Q2]go)™ H (qo(as[(az]a1™])"Q2]go)” (en appliquant d — 2 fois (4,5) puis (4,6)).
i=1

Prouvons maintenant P(n) par induction :
Base : n =10
La dérivation suivante est valide :

(q0aslaz[e]2]q0)—a  (q0(bs[az[e]Q2])?q0) (par (7.1))
=% (qobs[az[e]Q2]q0)Y  (par régles de décomposition)

= (q0a3[Q0]q0)” (par (7.2)).

Pas d’induction : Supposons P(n).
Dans ce cas, on peut montrer en utilisant la substitution Qs « (a[a;"])*"1Qs, que :

(q0as](az[a1™))"Qala0) — 4 (g0as(Q2)g0)"™".
Ces dérivations permettent d’obtenir :

d

[ [(@asl(azla1™)*Qalq0) " —7 (q0a3]Q2]g0)" ™) = (goas[Q]qo)" V.

i=0
La combinaison des dérivations (24) et de la dérivation précédente prouve P(n + 1). La pro-
priété P(n) est donc vérifiée pour tout n > 0.
En substituant ¢ & Q5 dans P(n) et en appliquant la transition (8), nous concluons que

(qoaslazfar™]]qo)— % ™.
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Proposition 11.4.6. Soient Pi(X1,...,X,), (1 <i < p) des polynémes a coefficients dans
N, e1,...,¢,...cp € Net, u;, (1 <i<p)lasuite définie par u;(n+1) = P;(u1(n), ..., up(n)),
et u;(0) = ¢;. Alors uy € Ss.

Esquisse de preuve : Supposons que pour tout 1 < ¢ < p,
P(Xy,... X Zc” Xt X,

En suivant les mémes lignes que dans la preuve de la proposition 11.4.5, il est possible de
construire un 3-ACD satisfaisant pour tout 1 < i < p,

vi P
(qoas[P2ilar"1Qalg0) =" T (qoas[(J ] (Palar™)%+¢) - Qa)go)
=0 =1

ainsi que
(qoa3[P2,:[e]Q2]q0)—" (qoaz([22]q0)”

Ces dérivations impliquent, par induction sur n, que :

(a0, as[P21[on" o) —* 0.

O

Proposition 11.4.7. Soit s une suite entiére strictement croissante et telle que s(0) = 0,
alors s € S;(N).

Preuve : A = ({qo0},{a}, ({a1},{a2}),s(N), A, qo) avec
A(qo, €, a2,0) = (qo, popy) pour o € {0, 1},
A(q()v €,a2a1, 0) = A(QOv @, azaq, 1) = (poplv qO)

Partant d’une configuration (qo, o, az[a1™]), automate dépile itérativement le niveau 1,
en lisant a chaque itération la lettre v en entrée ssi I'entier codé au niveau 1 est dans s(N).
Finalement, lorsque 'automate a vidé le niveau 1, il a lu sur la bande d’entrée exactement
autant de o qu’il y a d’éléments dans [1,n] N s(N), c.a.d., s71(n).

a

11.5 Opérations sur suites/automates.

Nous étudions dans cette section les propriétés de cloture de la classe Sy. L’union de tous
les Si est clos par les opérations classiques telles que la somime, le produit, la composition, le
produit de convolution, ainsi que par des opérations plus complexes comme la résolution de
systémes d’équation récurrentes polynomiales a coefficients diins Sk. Un soin particulier est
apporté a la conservation du niveau des suites, par exemple S]kv est stable par somme & partir
de k = 2 et par produit & partir de kK = 3. Nous concluons la section en énumérant dans le
théoréme 11.5.19 toutes les propriétés établies.

Nous débutons par deux lemmes techniques qui seront utilisés dans toutes les constructions
& venir. Il s’agit en fait de deux versions du méme lemme : une version faible et une version
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forte, qui permettent, & partir d’'un k-ACDY calculant une suite s, de construire un nouveau
k-ACDY sachant faire la copie s(n) fois d’une configuration particuliére. Nous construisons
cet automate de fagon a ce qu’il soit prét & étre composé avec un autre.

Nous utiliserons dans toute cette section la notation suivante : pour tout k > 2, € [1,k—1],

T, i[Qi1] = arfap—1[- - [ai[Qia]] - -]
En particulier T, [Qx—1] = ar[Q—1] et T x—1[Q%] = Q.

Lemme 11.5.1 (Forme normale faible). Soit s € S) |, k > 1 et A € (k + 1)-ACD" défini
sur les alphabets de pile Aq,..., A o a1 € A1,...,a511 € A1 et vérifiant,

(H1) Yn >0, (go,*™ apyifag]. .. [az[a1™] .. D5 (g0, ¢, €).

(H2) A ne contient pas de membre gauche de la forme (q,a,¢€) ou (q,€,¢).

Alors on peut construire A’ € k-ACD™ défini sur les alphabets de piles (AyUAl, ... ApU
Ay, ou A), contient un symbole particulier Ay, dont l’ensemble d’états contient qo et tel que :
(P1) (qo, ak1lakl. - [az]ar™] . )], 00) =% (90, Ar1le], q0)*™.

(P2) A’ ne contient pas de membre gauche de la forme (qo,¢,¢).
(P3) A’ ne contient pas de membre gauche de la forme (qo, &, Agpt1 - w).

Construction : Supposons que A est un automate vérifiant les hypotheéses (H1), (H2) et
donné par A = (Q,{a},(A1,..., Ak+1), N, A, q). Posons Byi1 = Agt1 U {Aky1,Brr1} U
{(bk+1,0) | bkt1 € Agy1, 6 € A} et

B = (Qv @7 (A17 o 7Ak7 Bk+1)7]\77 A/7q0)

ou A’ est composé des transitions suivantes :

e pour tout A(p,e,w, o) = (instr, q)
(1) A'(p,e,w,d) = (instr, q)

e pour tout bgy1 € Axy1 et § = (p, o, bpw, 0, instr, q) € A

(21) A/(p, &, bk-i—lwv 6) = (Change(bk+1,5) puSth_Hv qO)
(2.2) A'(qo, €, (bg+1,6)w, 6) = (changey, , , instr, q)

e pour tous w # € € top(k-NPile(44, ..., Ax)), 0 € {0, 1}“\7‘,
(3'1) A/(qo, €, Bg41w, 5) = (popkv QO)

e pour tout o € {0, 1}“\7‘,
(3:2) A’(qo,€,Bk+1,0) = (push,, ,,qo0)

Preuve : Prouvons maintenant la validité de la construction.
Déterminisme et conditions (P2,P3) : Vérifions que B est déterministe. L’automate A étant
déterministe, deux transitions distinctes de types 1 ou 2 sont donc toujours incompatibles. Les
transitions de type 3 sont incompatibles entre elles et puisque Bjy1 est un nouveau symbole,
chacune d’elles est incompatible avec toute transition de type 1 ou 2. L’automate B est donc
déterministe.

L’automate A vérifiant I’hypothése (H2), il est évident que B vérifie (P2).

Enfin, la condition (P3) est vérifiée par les transitions issues de A (de type 1 et 2) car Axq
est un nouveau symbole, et comme nous n’avons pas posé de transitions utilisant ce symbole,
donc la condition (P3) est vérifiée par B.
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Condition (P1) : Pour prouver que B vérifie la condition (P1), nous établissons les deux
implications suivantes :
pour tous p,q € Q, w,w’ € k+ 1-Pile(Aq, ..., A, Bxt+1)

(p7 €, w)|_jl (Q7 &, w,) g (pWQO)—)*‘B (qWIQO) (25)
B

(pv «, w)|_./l (Q7 g, w,) = (p"‘)qO)—> (quk—i-l [g]qO)(qw,(IO) (26)

Notons que nous laissons ouverte la possibilité que w,w’ contiennent des occurrences des
lettres n’appartenant pas & Ayi1. La relation 7 est définie & partir des transitions de A,
mais appliquée aux états totaux dans @ x k-Pile(Aq, ..., Ak, Bri1).

La propriété (25) est obtenue par simple traduction, en terme de dérivation, des transitions
de type (1). Prouvons 'implication (26) :

supposons w = byy1[w1|w”, W' = instr(w) et (p, o, w)ks (¢,&,w"), pour § € A. La dérivation
suivante est valide :

(pwgo) —  (qoBr+1[w1](br+1,0)[wi]w”qo) (par (2.1))
(qoBk1g](a, ) [w1]w”qo) (par itération de (3.1))
=3 (qAr+1[e](a, 0)[wilw’qo) (par (3.2))
(g0Ak-+1[€]90) (90(a, 6)[wi]w"qo) (par décomposition)
( [€]

qoAk+1[€]q0) (qw'qo) (par (2.2))

En utilisant les implications (25) et (26), et I’hypothése (H1) sur A, une induction évidente
sur la longueur de la dérivation décrite dans (H1) prouve que pour tout n > 0,

(qoan+1l- -+ [a1"] - Jao) =% (qoAk+1[e]g0)*™

a

Lemme 11.5.2 (Forme normale forte). Soit s € Skz+1: k>2etAec (k+1)-ACDY défini
sur les alphabets de pile Aq,..., A ot a1 € A1,...,a511 € A1 et vérifiant Vn > 0,

(Hl) (q()v as(n)’ ak-i—l[ak[‘ o [(12[&1”“ e ]])l_j‘l (qO) &, 5)'
(H2) A ne contient pas de membre gauche de la forme (qo,,€) ou (qo,¢,¢).

Alors on peut construire B € k-ACDY défini sur les alphabets de piles (At UAL, . A U
Ay, ou A), contient un symbole particulier Ay, dont l’ensemble d’états contient qo et tel que :

(Q1) Y € Ik, (g0, ars1larl. .- [azlar™] .. J%], q0)—% (q0s Aks1[Q%], 90)*™
(Q2) A’ ne contient pas de membre gauche de la forme (qo,¢,¢).
(Q3) A’ ne contient pas de membre gauche de la forme (qo,e, Agi1 - w).

Preuve : Considérons les dérivations suivantes :
Regle d’initialisation (DO) :

(goak+1Tk2[a1”]%]q0) =5 (qobr+1[Tk2la1”]Br[Tk—12[a1™]]Q%]q0)
Regle de calcul de f (D1) :

(qobks1 [T 2[a1™Br[Th—1.2[a1™)]Q%]q0)— % (qoAk11[BE[Th—1.2[a1™]]Q%]q0) ™
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Regle de terminaison (D2) :

(qoAk+1[0k[Th—1,2[a1"]]%]q0) =1 (q0Ak+1[Q%]q0)

Tout automate réalisant ces trois dérivations réalise également la dérivation (Q1) :

(q0s ak1[Tk2la1”" %), 00) =% (qobrs1[Tk2[a1"]Br[Th—1,2[a1"]]%]q0)
=% (qoARs1[be[Th—1.2[a1™] Q%] q0) ™
—%  (qoAk+1[Q]g0) ™

Pour prouver le lemme, il nous suffit donc de construire un automate B déterministe pour
lequel les dérivations (D0), (D1) et (D2) sont valides et vérifiant les conditions (Q2,Q3).
Construction : En utilisant le lemme 11.5.1, et par un renommage approprié des lettres des
alphabets de piles, nous obtenons un automate A = (Q,0, (A1,..., Ags1), N, A, qo) détermi-
niste et vérifiant les conditions (P1(bgy1ak - - - a1, Ag+1)), (P2) et (P3(Ag11)).

Posons B = (Q,0,(B1,...,Bri1), N,A U A’ qp), avec Bry1 = Agsqr U {ari1}, Br =
A U{By}, B; = A; pour 1 <i<k—1,et A est composé des transitions suivantes :

e pour les symboles précis aq, as, ... ag, by utilisés dans (P1), pour tout o € {0, 1}“\7‘
(0) 0(qo, €, agy1 - - - agay, 0) = (Chzmgebk+1 change,, push, ,qo)

e pour tout (g, &, cg41, X 5(0),instr,p) € A’, ¢p41 € Apy1 quelconque, pour tout 6 € {0, 1}W|
(1) A(q, &, cpr1Brag—_1 - - asay, 0) = A(q, &, Cpr1Brag—_1 - - - az,0) = (instr, p)

e pour tous w € top((k — 1)-NPile(A1, ..., A;_1)), & € {0, 1}V
(2) A(qo, &, Aps1Brw, ) = (POPy, qo)-

Déterminisme et conditions (Q2, Q3) : L’automate A est déterministe et puisque agi1, Bk
sont des nouveaux symboles, l'ajout des transitions (0) et (2) n’introduisent pas de non dé-
terministe. De méme, les transitions de types (1) sont incompatibles avec toute transition de
A’ ot d’un autre type, et puisque A est déterministe, pour tout couple (q,cri1) € Q X Agyq,
il existe une unique transition ayant pour membre gauche (g, ¢, cxy1,x3(0)) et les transitions
de type (1) sont donc toutes incompatibles entre elles. L’automate B est donc déterministe.
De plus, A vérifie (P2) et (P3(Ag+1)), et I'ajout des transitions (0),(1), et (2), conserve ces
propriétés. L’automate B vérifie donc (Q2) et (Q3(Ags1))-

Condition (Q1) : D’apres la discussion précédant la construction, il nous suffit de montrer que
les dérivation (D0), (D1) et (D2) sont réalisées par I’automate. La dérivation (D0) est obtenue
par application de la transition 0, et (D2) est réalisée par une transition de type (2). Il nous
reste donc a vérifier que (D1) est une dérivation valide.

Définissons pour tout n > 0, I’application

Tn ¢ (k+ 1)-NPile(Ay1, ..., Ag41) — k-Terme(By, ..., Bky1)

associant a toute pile le terme obtenu en ajoutant By[T;_12[a1"]]2; au fond de chaque pile
de niveau k :

- Yw = ¢pp1[wiw’ € (k+ 1)-Pile, 7,(w) = crp1wiBr[Th—1,2[a1™]] Q] (w)

- To(e) =e.

Pour tout w,w’ € (k+ 1)-NPile, p,g € Q, n >0

(p,e,w)ka (q,6,0") = (p,&,Tn(wW))F3 (g6, T (W)) (27)

Cette propriété se vérifie facilement :
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— sl top(w) # €, alors top (w) = topy (7, (w)) et la transition appliquée au membre gauche
de (27) est également applicable & (p, e, 7,(w)) donc

(pv &, Tn(w))l_B (Q7 g, Tn(w/))

— sinon, w = ¢g41[e]w’, alors l'instruction appliquée au membre gauche de 27 est forcément
de la forme (p, €, cry1, X 5(0), instr, g) ot instr est soit une (k + 1)-instruction, soit une
instruction push de niveau k.

Alors, il existe 0 = x i(n), tel que la transition de type (2) (p, €, br41Bg - - - a1, 0, instr, q)
appartient & A et

(p7 & Tn(w))l_'B (q7 & Tn(w/))

Exprimons ce résultat sous forme de dérivations :
pour tous w,w; € (k+ 1)-NPile, i € [1,4], p,q,¢i,p; € Q, n,m >0 :

14

J4
(pvwvcn_)_?}ll H(puwZ)QZ) - (paTn(w)7Q)—>%L H(p177—n(wz)7QZ) (28)
i=1 i=1

Cette implication se vérifie facilement par une induction sur m > 0. Si la régle appliquée est
une régle de décomposition, elle s’applique également & (p, 7,(w),q) et la propriété est donc
vérifiée. Si la régle appliquée est issue d’une transition, alors (27) implique immédiatement
(28).

Nous pouvons maintenant achever la preuve du lemme en prouvant que B réalise la dé-
rivation (D1). En substituant la dérivation (P1(bgyiak---a1,Arsr1)) au membre gauche de
I'implication (28), nous obtenons directement

(90, Tn(br+1[Tk,2[a1™]]), q0)— " (q0, Tn(Ar+1€])q0)

c’est & dire (D1).
O

Remarque 11.5.3.

1. Ajoutons auz transitions de l’automate B construit dans le lemme 11.5.1 (resp. 11.5.2),
les transitions (qo, @, Agy1,0,POPy,q0) (pour & quelconque), nous obtenons ainsi un au-
tomate B’ vérifiant les hypotheéses (HO), (H1) de la définition d’automate calculant une
suite (définition 11.2.1).

2. Les propriétés (P1) (resp. (Q1)) rendent l'automate B prét a étre combiné avec un autre
automate : il suffit d’ajouter des transitions partant de qoAr|w| pour w bien choisi, et
amenant & une configuration d’un autre automate déterministe. Les propriétés (P2,P3)
(resp. (Q2, Q3)) permettent que le nouvel automate ainsi composé reste déterministe.

3. La version forte du lemme n’est valable que pour k > 2. Le cas k = 1 est parti-
culier puisque l'indéterminée est alors de miveau 1 et avons remarqué qu’a cause des
controleurs, les relations — 4 et F4 n'étaient définies que sur des termes ne conte-
nant pas d’indéterminées de niveau 1. De plus, si k = 1, la condition (Q1) s’écrit
(g0, az[a1™], g0)—7% (qo,Ag[Ql],qo)s(n) et on wvoit qu’il n’est plus possible d’insérer le
séparateur By entre ay et ()1 nécessaire a la preuve de la version forte du lemme.
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4. La construction donnée pour la version faible est complétement indépendante des contro-
leurs choisis, et il n’est pas nécessaire de connaitre leur valeur pour effectuer la construc-
tion. Pour la wversion forte, la construction effective de l’automate nécessite de savoir
calculer la valeur de x (0).

Proposition 11.5.4 (Somme). Si s,t € S{yﬂ, k>1alorss+te Sfjﬂ.

Preuve : Soit A, A’ deux k-ACD calculant respectivement s and ¢t. Supposons

(n) t(n)

qoak+1Tk 2[a1"]]go—"3 ™" et qobrr1[Tk 2[a1"]]go—"5 o).

1l suffit de construire B € k-ACDY produisant le calcul suivant : partant de 'état total
qoCk+1[Tk2[a1™]], (0@t cry1 est un nouveau symbole) en effectuant I'instruction change,
suivie de push,, , , 'automate aboutit en qoak+1(Tk 2[a1™]]bg+1 [Tk 2[a1™]], ot qo est 'état de
départ (et d’arrivée) commun des automates A et A’. Il mime ainsi le comportement de A sur
qoak+1[Tk 2[a1™]], puis celui de A’ sur qoby1[Tk 2[a1™]], et termine en go.

O

Proposition 11.5.5 (Produit ordinaire). Si s,t € S]k\7+1, k>2alors f®g € Ski1.

Construction : En utilisant le lemme 11.5.2, nous obtenons (aprés un choix approprié¢ d’en-
sembles d’états et d’alphabets de piles) deux (k +1)-ACDY, A et A’, vérifiant les conditions :
(Q1) Y € Ik, (o, akt1a[- - - [azlar™)] . . 1%, g0) = (90, Ak+1[9], g0) ™.

(Q1) YU € T, (qos Akt1lakl. - - [azlar™]] .. J%], g0) =y (g0, Brs1[92], g0)9™.

(Q2) A n’a pas de membre gauche de la forme (qo, ¢, €).

(Q2') A’ n’a pas de membre gauche de la forme (qo, ¢, €).

(Q3) A n’a pas de membres gauche de la forme (qo, &, Agsq - w).

(Q3') A’ n’a pas de membre gauche de la forme (qo, €, Bry1 - w).

(Q4) QNQ = {ao}.

(Q5) Vi € [1, k], A; N Ai, = {aZ} et Api1 N Ak—i—ll = {Ak+1}.

NOUS COIlStI‘uiSOIlS
B=(QUQ,{a},(B1,...,Br1), N,AUA UA", qp)

ol B; = AjUA] pour 1 <i < ket By = A UA, ;U {bps1} et A” est I'union pour
& € {0,1}N1 des transitions suivantes :

(1) A"(qo, &, bry1ax - - - a, 0) = (push,, Changeakﬂ,qo)

(2) A"(qo, @, B41,0) = (POPg+1590)
Preuve :
Déterminisme : Considérons (g1, €, w;) membre gauche d’une régle de A, et (g2, €, w2) membre
gauche d’une régle de A’. Chacune peut-étre appliquée a un méme état total seulement si
@1 = g2 et w; = wsy. Dans ce cas, par (Q4) ¢1 = ¢2 = qo et par (Q5) w; = we = Apjw.
Mais la condition (Q3) rend impossibles de tels membres gauches pour A. Donc A U A’ est
déterministe. L’ajout des transitions (1) ne brise pas ce déterministe puisque by, 1 est un
nouveau symbole, enfin par (Q3’), une transition (2) n’est compatible avec aucune transition
de A’, et par (Q5) avec aucune transition de A. L’automate est donc déterministe.

De plus, par (Q2) et (Q2’), 'automate B vérifie la condition (H2) de la définition 11.2.1 :

il n’y a aucune transitions ayant pour membre gauche (qo,,€) ou (qo, @, €).
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Calcul de la suite : Montrons maintenant que 'automate calcule f ® g. Pour tout n > 0, les
dérivations suivantes sont valides :

(qobrs1[Tk2la1"]]lgo)—a  (qoar+41[Tk2la1"| Tk 2[a1"]]qo) (par (1))
=7 (qoAk+1[Th2[a1™]a0)’™  (par (Q1))
=7 (qoBr+1[e]qo)f (-9 (par (Q1"))
% of 300 (par (2)

a

Proposition 11.5.6. Si f € S{YH, k > 2, alors la suite g définie par g(0) = ¢ > 1 et
g(n+1) = f(n).g(n)?, pour d > 1, appartient a SkN+1'
Preuve : Il existe un automate A; = (Q, {a}, (Al,...,Ak+1),]\7,A1,qo) € k-ACD vérifiant

les conditions (Q1(a41---a1,Axt1)), (Q2), (Q3(Akr1)) établies dans le lemme 11.5.2. Nous
considérons ’automate

A=(Q,{a},(Bi,...,By1),N,A, q) € k-AC

ol Bri1 = Agy1U{dr}, B; = A; pour tout 1 <14 < k et A est I'union de A; avec les nouvelles
transitions suivantes :

pour tout & € {0, 1}V,

( 1) A(qov &, dk-i—lak cra2a1, 6') = (popl(puShak)d Changeak+1 ) qO)

( 2) A(qov €, dk-i—lak crrag, 5) = (popk(puShdIH_l ) qO)

(D)A(qo, €, Agt1ay - - - azan, 0) = A(qo, €, Agt1ay - - - az, 0) = (changeg, ., qo)

(2) A(QO7 «, dk+17 5) == (popk+17 qO)

Cet automate est déterministe : A; est une fonction de transition déterministe et par
condition (Q2), les transitions (1) ne brisent pas le déterminisme. De plus, les transitions (0.i)
et (2) sont incompatibles avec toute transition de A; (puisque dj1 est un nouveau symbole),
et ne peuvent pas interférer les unes avec les autres.

De facon & montrer que A calcule g, nous énumérons des dérivations de base intéressantes :
Régles d’initialisation, (10) :
en utilisant les transitions (0.1),

(o1 [Tk 2[a1" 1] q0)— % (qoan-+1[(Th2lar™) T Qq0)

Regles d’initialisation, (107) ; et par les transitions (0.2) et la régle de décomposition,

)c—l

(90dk+1[Tk2[€12%190) =4 (qodr+1[2k]q0)°

Regles de calcul de f, (C1) :

Par (P1),

(qoak+1[Th 2[a1™)]a0)— 4 (qoAk+1[2k]g0)’ ™

Régle de recollement, (R2) : en utilisant les transitions (1), pour tout n >0

(qoAk+1[Tk2[a1™12%]q0) =" (qodk+1[Tk2[a1™]2%]q0)
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Regle de terminaison, (T3) : en utilisant les transitions (2),
(q0dk+1[elgo)—a
Montrons par induction sur n > 0, la propriété P(n) suivante :
(qodp+1[Tk 2[a1™) ] q0) — " (qodi+1[Qn]q0)?™

Base : La régle d’initialisation (I0’) prouve P(0).
Pas d’induction : Considérons la dérivation :

(@0dk+1[Th2[a1" M 1%Ja0) =% (qoar41[(Th2lar™) ™ Ugo)  (par la regle (10))
=5 (q0Ak11[(Tr 2[a1™)*2%]q0) ™ (par (C1))
= (qodis1[(Th2[a1")?Q%]q0)" ™ (par la régle (R2)) (29)
En appliquant d fois P(n) (avec les substitutions adéquates de l'indéterminée €2 ), nous obte-

nons :
(qodps1[(Tr2[a1™)Q]q0)— 4 (QOdk+1[Qk]QO)g(n)d (30)

La composition des dérivations (29) et (30) donne :

(qodr41[Tk2[a1™ Q%] q0)— (QOdk+1[Qk]QO)f(n)'g(n)d = (qodp41[]q0)?™ Y

La propriété P(n 4 1) est donc vrai, d’ou P(n) vraie pour tout n > 0.
En appliquant la régle de terminaison (T3) & P(n), nous déduisons que, pour tout n > 0,

(qody+1(Tx2[a1"]]g0) =" a9

a

Notons que par les proposition 11.5.4 et 11.5.5, pour tout k& > 3, (S{j, +,+) est un semi-
anneau. Nous notons P(n, X1,...,X,) un élément du semi-anneau Si[X1,. .., X,] pour souli-
gner le fait que les coefficients de P sont des fonctions de ’argument n.

Proposition 11.5.7. Soient k > 2 et P;(n, X1,...,X,), 1 <1i < p des polynémes a coeffi-
cients dans SkNH. Considérons les suites u;, pour 1 < i < p, définies par
ui(n +1) = Pi(n,u1(n),...,up(n)), et u;(0) = ;. Alors uy € S ;.

Esquisse de preuve : Le principe utilisé ici est le méme que celui exposé dans la preuve de
la proposition 11.5.6, étendu & plusieurs inconnues. Supposons que pour tout 1 <7 < p,

- di j d
Pi(X1,... Xp) =) uii(n) X7 Xy
=0

©,5,P

En utilisant le lemme 11.5.2, nous pouvons supposer que chaque coefficient u; j(n) est calculé
par automate

Aij=(Qij,0, (A, »Ak,i,j)7]\77 Aij,q) € (k+ 1)-ACD™
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vérifiant les conditions (Q1(ak4 1,0k - - a1, Akt1,,5)), (Q2) et (Q3(Apy1,,5)) définies dans le
lemme 11.5.2. Par un renommage des états et des alphabets de piles, nous obtenons pour tous

couples (i, 5) # (i, j') :
Qi;NQy v ={qo}; Vie[Lk], Api; N ALy ={ai} et Apgp1; N Aggrirjr =0

Supposons donné un automate A = (Q, {a}, (A1,...,4r), N, A, q) € (k+ 1)-ACDY tel que
pour tout (4, 7),  contient tous les Q; ;, A contient tous les A; ;, et pour tout ¢, A, contient
tous les A;; ;. Supposons de plus que Aj contient les nouveaux symboles Uy 1, Ug2,...,Ukyp
et Ax1q contient le nouveau symbole ayy1. Supposons enfin que les transitions permettent les
dérivations de base suivantes :

Reégles d’initialisation :

(q0@+1[Uk ;i [Th—1[ar™ %] g0) — H (q0ar+1.i.[(Th2[a1™)* ) q0)

et
(qoak+1[Uk,i[Tk—1,2[€]]1]q0) = (qoak+1[%]q0)™
Régles de coefficients :

(01,15 (Tr2la"1%a0) =7, , (@0Ak-+1,i,3[U]d0) 3™
(il s’agit juste de la condition (Q1) pour 'automate A, ;)
Reégles de recollement : pour tout n > 0, la régle de recollement est :
P
(q0Ak 11,04 [Th 2001 ™% q0) =51 (goar1[(] [ (Uke[Th-1,2ar ™) %)%l go)

(=1

Reégle de terminaison :
(qoak+1[€lgo)—a a

Considérons la propriété P(n) définie par :

Vi€ [1,p], (qoari1[Uni[Th-1.2[a1™]]%]q0)—"% (qoars1[Q%])q0)% ™.

La propriété P(n) se vérifie facilement par induction sur n : en appliquant successive-
ment les régles d’initialisation, de coefficients, et de recollement, nous obtenons la dérivation
suivante :

Vi P
(@0ar-+1[Uni[Ti-1,2la " ]2 a0) = [ [ (doana H Uk e[ Te—1,2[01"™)]) %) Q] go) -7
j=0 =1

En appliquant alors I'hypothése P(n), nous obtenons P(n + 1). L’application de la régle de
terminaison & P(n) prouve alors que cet automate calcule bien la suite w;.

En s’appuyant sur les propriétés de normalisation (Q2) et (Q3), il est possible d’ajouter
des transitions a 'union des A; ; de facon a ce que toutes ces regles soient rendues valides et
que 'automate A reste déterministe :

- les variables des membres gauches des régles données ci-dessus sont distinctes

- il suffit donc de décomposer chacune de ces régles en une suite finie de mouvements élé-
mentaires, utilisant des ensembles d’états disjoints pour les transitions intermédiaires des
différentes régles, pour obtenir un tel automate déterministe. O
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Proposition 11.5.8. Soit f € szrl,g € Skﬁ, k > 3, alors la suite h définie pour tout n > 0
par h(n) = f(n)9") appartient a SH -

Preuve : Procédons comme dans la preuve de la proposition 11.5.2 : nous exposons dans
une premiére étape, une liste de dérivations particuliéres (que nous appelons “régles”) et nous
prouvons que ces régles sont suffisantes pour calculer la suite h; dans une seconde étape, nous
expliquons comment construire un automate déterministe rendant ces régles valides.
Premiére étape :
Soit A = (Q, {a}, (Al, ce ,Ak+1), N, A, qo) un (k’ + 1)—ACD, avec Ak—i—l D) {akH, Akt1, bk+1},
et Ar O {ag,bx, B} et pour tout i € [1,k — 1], A; 2 {a;}.

Définissons le k-ACD : ap17 ' - A = (Q, {a}, (Aq,... ,Ak),]\_f,ak+1_1 - A, qp), o

arp1 - A ={(q, e, w,0,q ,instr) | (¢, e, ap1w, 6, ¢, instr) € A et instr € Instry}.

Supposons que A permette les dérivations de base suivantes (ou €2; est une indéterminée de
niveau i) :
Regle d’initialisation, (10) :

(qobrk+1[Tk 2[a1"]90) =4 (qoAk+1[bk[Thk—1.2[a1"] Tk-12[a1"]]]q0)

Calcul de f, (C1) :
(qoar+1[Tk.2[a1™1]q0)— 5 (q0Ak+1[Q]g0)7™

Calcul de g, (C2) :

(robk[Te—1,2[a1"[Q—1]ro) =7, 1.4 (roBg[Qp_1]70)?™

Régles de recollement, (R12) : VYwy, € k-Pile,

(q0Ak+1wr]g0)— A (roak+1[wk]qo)

Régles de recollement, (R21) : Vw € (k — 1)-Pile,

(10@k+1[Br[wr—1]%]q0) =4 (qoak+1[ar[wr—1]2%]q0)

Regles de recollement, (R(©)21) :

(roars1lelqo)—.a (qoAr+1le]qo)

Regles de terminaison, (T3) :
(q0Ak+1[elao)—a o

Les régles de recollement (Rij) permettent de connecter le fin d’un calcul (Ci) avec le début
d’un calcul (Cj). La régle de recollement spéciale (R(?21) traite le cas ou le calcul (C2) résulte
en le nombre 0, amenant & la valeur f(n)" = 1 (nous adoptons la convention 0° = 1 dans la
définition de h = f9).

Prouvons par induction sur ¢ > 0 la propriété suivante P (i) :

pour tout w; € k-NPile(Aq,..., Ag), si

(rowir0)—=g,,, 14 (roBr[Tk_1.2[a1"]]r0)" (31)
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alors _
(qoArs1[wilq0)—% (qoAkt1le]qo)’ ™. (32)

Base : 1 =0
Supposons que (31) est vérifié. La dérivation suivante est alors valide :

(g0Ak+1[wolqo)
—a  (roags1[wo]qo) ( par régle (R12))
—*  (roars1[€]go)  ( par hypothese (31) et définition de ag ;' -.A)
=% (20Ar1lelgo)  ( par regle (R©)21) ).

Pas d’induction :

Supposons que ’hypothése (31) est vérifiée pour i + 1 et que P(i) est vrai. En utilisant les
propriétés de la relation de dérivation (lemme 2), nous pouvons traduire I'hypothese (31) de
la facon suivante :

il existe w; € k-NPile(Aq,. .., Ax) tel que

(ro, e, wi1)F s, 1.4 (10,8, BE[Th-1,2[a1"Jwi) et (rowiro)—7  —1 4 (roBx[Th-1,2[a1"]]ro)’

Nous obtenons alors la dérivation :

(qoAk+1]witi]go) =7 (roak-+1[wi+1]qo) ( par regle (R12))
=% (roak41[Br[Tr-12[a1"]wilgo) ( par la traduction ci-dessus)
=1 (qoak+1]ar[Th—12[a1"|wilqo) ( par régle (R21))
=2 (qoAk-+1[wilgo)’™ ( par (C1)) (33)
En composant cette dérivation avec P(7), nous obtenons :
(qoAk+1 [wit1)0) =71 (20Ak11[elgo) ™

(fin de l'induction).
Considérons w = by[Ti—1 2[a1"|Tk—12[a1"]]. D’apres la regle (C2), w vérifie I’ hypothése (31)
pour Uentier i = g(n). Ainsi, par P (i),

(GoAk1 D[ Th-1.2[a1 ™ Th-1.2[a1™]]]g0)— 4 (q0Aks1[e]g0)’ ™. (34)

Finalement, en appliquant la régle d’initialisation, la dérivation (34), puis la régle de ter-

minaison (T3), nous obtenons
(g0 bi1[Tr2[ar ™), go) — g o

Seconde étape
Nous avons donc montré qu’un automate réalisant les dérivations données précédemment
calcule la suite h. Prouvons maintenant que nous savons construire un tel automate A. La
suite f(n) est calculée par un (k + 1)-ACD A; = (Q1,0, (Bl,...,Bk+1),]\7,A1,qo) vérifiant
les conditions (Q1(aki1---a1,Ar+1)),(Q2) et (Q3(Aky1) établies dans le lemme 11.5.2. De
méme, la suite g(n) est calculée par un k-ACD Ay = (Q2,0, (C1, ... ,Ck),]\7, Ay, rg) vérifiant
les mémes conditions (pour les symboles de départ by, ax_1, ..., a; et le symbole de terminaison
Bk).
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Supposons que Q1N Q2 =0, ByNCy =0 et pour i € [1,k —1], B;NC; = {a;}. Définissons
= (Q? {O(}, (A17 o 7Ak+1)7N7 Av QO) ou

Q=0Q1UQ2, Aj=DB UC;pouric [Lk], App1 = Brp1 U {bps1},

et A est I'union de Ay U (ag11 - Ag) avec les régles suivantes :

(0) Ago, &, bpt1ak -~ az) =
2) A(qo, &, Ag+1w) = (change,, , ,70) pour tout w # € € top(k-NPile(4y, ..., Ay)),
(

(L.
(2.1.0) A(ro, &, ag41) = (change,, ., qo)

(2.1) A(ro, €, ag1Brw) = (change, ,qo) pour tout w € top((k — 1)-NPile(Ay, ..., Ax_1))
(3

) Algo, @, A1) = (40, PODy41)-

L’automate A; vérifiant (Q3(Ax1)), les transitions (1.2) et (3) n’introduisent pas de non-
déterminisme, de méme pour les transitions (2.1), puisque A, vérifiant (Q3(By)) et By ¢
By.. Les transitions (2.1.0) utilise la paire (rg,ax+1) qui n’est pas utilisée dans a1 - Ao
par hypothése (Q2) sur As. Les transitions (0) utilisent un nouveau symbole. Donc A est
déterministe et vérifie (H2).
Les transitions rendent valides les régles décrites dans la premiére étape : (C1) est vérifié par
les transitions de Ay, (C2) est vérifié par celles de ag41 - Ag, (R21) est vrai par transitions
(2.1), (R()21) est vrai par transition (2.1.0), (R12) est vrai par transitions (1.2) et (T3) est
vral par transition (3).
La proposition est donc prouvée.

O

A(qo, €, bgy1ak - - aza1) = (change,, push,, | change,, ,70)

ap—1

Proposition 11.5.9. Soit k > 3, et Pi(n, X1,...,X,), 1 <i < p des polynémes a coefficients
dans Sévﬂ et exposants dans SkN. Considérons les suites u;, pour 1 <1 < p définies par
ui(n+1) = Pi(n,ui(n),...,up(n)), et u;(0) = ¢;. Alors uy € S]kVH.

Esquisse de preuve : Le principe utilisé ici est le méme que celui exposé dans la preuve de
la proposition 11.5.8, étendu & plusieurs inconnues. Supposons que pour tout 1 <7 < p,

12
Pi(n,X1,...Xp) = Z Ui,j(n)Xfi’j’l(") . Xf,li'“’(”).

En utilisant le lemme 11.5.2, nous pouvons supposer que :
— chaque coefficient u; j(n) est calculé par automate

Aij=(Qij,0, (A, »Ak,i,j)7]\77 Aij,q) € (k+ 1)-ACD™

vérifiant les conditions (Q1(ag414jak---a1)), (Q2) et (Q3(Ap41,i,;)) définies dans le
lemme 11.5.2.
— chaque coefficient d; ;,(n) est calculé par automate

i N
,] = (Ql,],f) ) (Bl,i,j7€) s 7Bk,i,j,€)7 N7 Ai,j,ﬁv TO) € k-ACD

vérifiant les conditions (Q1(by jear—1---a1)), (Q2) et (Q3(By, j¢)) définies dans le
lemme 11.5.2.
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Par un renommage des états et des alphabets de piles, nous obtenons pour tous couples
(i,4) # (", 5) :
Qi N Qi ={a}, Ym € [L K], Apij N Apirjr = {ai} et Agsi5 N Apgrirjr =0
et pour tous (i,5,¢) # (i',5',0') :
Qi jeNQijro ={ro}, Ym e [1,k—1], By ijeNBmir jro0 = {a;} et Bii1 0N Biti,irjre =0
enfin pour tous (i,75), (¢',7,¢) :
QijNQyjw="0,Yme 1k, Api; N B e =0.

Supposons donné un automate A = (Q,{a}, (41,... ,Ak),]\_f,A,qo) € (k+ 1)—ACDN tel que
pour tout (4, j,£), @ contient tous les @Q; ; U Q; j ¢, pour tout m € [1,k], A,, contient tous les
ApmijU B e, Ag+1 contient tous les Apiq1;; et A contient tous les A; ;U A, ;. Supposons
de plus que Ay, contient les nouveaux symboles Uy 1, Uy 2,. .., Uy, et Ay contient le nouveau
symbole aj1. Supposons enfin que les transitions permettent les dérivations de base suivantes :
Régles d’initialisation :

(90ar41[Un il Te-1,2[01" 1] a0) = | [(@0@h1,451Tk 2l01™) [Tk 2001 ™)1 %] 0)
j=1

Reégles de coefficients :

(qoak 1.4 Th.2lar™ Q] q0) =1 (q0AR+1.0.5[Q%]q0) % ™

(il s’agit juste de la condition (Q1) pour 'automate A, ;)
Régles de recollement, (R1) :

P
(qoAR4 16,5 [Tk 2[a1"]]q0) =7 (QOak+1[(H bk,i,je[Th—1,2[a1"]Tk—1,2[a1"]])Q%]r0)
=1
Reégles de degrés :
(robkije[Th-1,2[01"1Qk—1]r0) =4, , 1.4 (T0Bri,j,e[Q—1]ro) i)

Regles de recollement, (R2) :

(roak+1[Br,ij.e[Tk—12[a1"]%]q0) =% (qoar+1[Uke[Th—1,2[a1"]]%]q0)

Reégle de terminaison :
(qoak+1[€lgo)—a a

Considérons la propriété P(n) définie par :
Vi € [1,p], (qoak+1[Uki[Te1,2la1™]]Qq0) =7 (qoak+1[2)q0) ™.

La propriété P(n) peut étre prouvée par induction sur n : en appliquant dans l'ordre les régles
d’initialisation, de coefficients, de recollement (R1), de degrés, puis de recollement (R2), nous
obtenons la dérivation suivante :

v p
(q0ar+1[Uk i [Th—1.2[a1™ 1] q0) =4 H(QOak+1 H Upt[Th—1.2[ar ™)) %540y ] go) i ()
=0 =1
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En appliquant alors I'hypothése P(n), nous obtenons P(n + 1). L’application de la régle de
terminaison & P(n) prouve alors que cet automate calcule bien la suite w;.

En s’appuyant sur les propriétés de normalisation (Q2) et (Q3), il est possible d’ajouter
des transitions & l'union des A;;, A;;, de facon & ce que toutes ces regles soient rendues
valides et que I’automate A reste déterministe :

- les variables des membres gauches des régles données ci-dessus sont distinctes

- il suffit donc de décomposer chacune de ces régles en une suite finie de mouvements élé-
mentaires, utilisant des ensembles d’états disjoints pour les transitions intermédiaires des
différentes régles, pour obtenir un tel automate déterministe. O

Proposition 11.5.10 (Produit de convolution). Soit f € Skﬁﬂ et g € Sg, pour k > 3.

Alors f x g € S]k\7+1 ot f X g désigne le produit de convolution :

(f xg)(n)= Z f(m) - g(n —m) pour tout n € N
m=0

Preuve : La difficulté principale est de définir pour tous 0 < m < n, une (k + 1)-Npile
Wm,n—m & partir de laquelle nous savons calculer f(m) - g(n —m), et de générer la suite des
Wn.05 Wn—1,15 ---,Wo,n- Nous avons besoin cette fois de deux compteurs qui doivent pouvoir
évoluer simultanément, il n’est donc pas possible de les placer tous les deux au niveau 1 de
la pile. Le compteur aq de la suite f sera placé au niveau 1 comme usuellement, tandis que
celui de la suite g sera noté by et placé au niveau 2. Ceci explique le fait que les suites f et
g appartiennent & deux classes de niveaux différents et que nous n’autorisons pas 'automate
calculant g & étre controlé, puisque les controles ne peuvent porter que sur le niveau 1 des
piles.
Nous codons chaque couple (m,n —m) par la 2-pile suivante :

Yman = az[a]'lb2[a]" 1] balar"], m £ n, on = azfar”]

L’entier m est codé comme usuellement dans le premier atome, tandis que l'entier n — m
correspond & la longueur du suffixe ba[a" 1] - - - bay[a1”]. Nous calculons alors f(m) - g(n —m)
en utilisant le méme type d’argument que celui de la proposition 11.5.5 concernant le produit.

Premiére étape

—

Supposons donné A = (Q,{a},(Ar,..., Aps1), N, A qo) € (k+1)-ACY avec 4, = {a1},
Az D {ag, b2}, A; D {a;} pour i€ [3,k] et A1 O {ak+1, Ak+1Bk+1}-

Comme précédemment, la lettre €2; désigne une indéterminée de niveau i. Les lettres as et
bo sont utilisées comme “compteurs” pour la suite g tandis que a; est le compteur utilisé pour
la suite f. Nous notons encore

Ty 3[20] = ai[-- - [a3[Q2]] - - -]

Supposons que A permette les dérivations de base suivantes :
Calcul de f, (C1) : pour tout n,m >0

(90bk+1 [T 3[ Y] ]a0) =7 (q0Brr1[Q)g0) ™
Calcul de g, (C2) : pour tous n > 0,m € [0,n]

(q0Br+1 [Tk 3[Ynm)1g0) =1 (qoAR+1[€]g0)?™
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Génération des paires, (G3) : pour tous 1 <m <n

(qoak+1[Tk.3[Ym.nll20) =1 (@00k+1[Tk 3[Ym—1,1)160) (q00k+1 [Tk 3[Vim,n) Tk.3[Ym.nll90)

Génération de la paire initiale, (G30) : pour tout n >0

(qoak+1[Tk,3[v0,n]]90) =1 (20bk+1[Tk,3Y0,0)Tk,3[70,n]]q0)

Regle de terminaison, (T4) :
(qoAk+1[elg0) =74 o

Comme 7, ,, = az[a;"], en appliquant itérativement (G3) puis (G30), nous obtenons :

n

(goak+1[Tk2[a1"]]ao) —% H(QObk+1[Tk,3[’ym,n]Tk,3[’}’m,n]]QO) (35)

m=0
En partant de chaque facteur de ce produit nous dérivons :
(@0bk+1 [T 3V T 3 [vm,n]l00) =4 (@0Bre41[Tho3[vm,n])a0) ™) (par regle (C1))
=0 (GoAk+1[e]o)?™ ™M (par regle (C2))  (36)
En composant les dérivations (35) et (36), nous obtenons :

> m—o0 9(n—m)-f(m)
(fxg)(n)

(qoar41[Tk 3[az[a1™]]]ao) —7%  (q0Ar+1l€lqo)
= (qoAr+1lelqo)

Seconde étape :

Construisons maintenant un automate déterministe A réalisant ces dérivations. La suite f(n)
est calculée par un (k + 1)-ACD A} vérifiant les conditions (Q1(bgt1ak - - a1,Bg+1), (Q2) et
(Q3(Bk+1)) posées dans le lemme 11.5.2. Nous introduisons le nouveau symbole by, en ajoutant
des transitions permettant de traiter bo comme un symbole de fond de pile. Nous obtenons
ainsi un automate Ay = (Q1,0, (B1,..., Bgr+1), N, A1,40), o0t Bgi1 2 {bg+1,Br+1}, Bi 2 {a;}
pour i € [3,k], B2 D {a2,b2} et By = {a;1} vérifiant les conditions (C1), (Q2) et (Q3(Bk+1)).

Par le lemme 11.5.1, la suite g(n) est calculée par un k-ACD

Ay = (Q3,0,(Cy, ..., Cry1), Ay, qo),
ou Cy = {ba2}, C; D {a;} pour i € [3,k], Cxy1 2 {Biky1,Ax+1} et vérifiant la condition
(P1(qo, Bkt1ak - - - agba, Ak11)), la condition (P2) et la condition (P3(Agy1)). Il est alors facile
de transformer Ay en un (k+ 1)-ACD controlé Ay = (Q2,{a}, (Cy,...,Cri1), N, Ao, qo), avec
Cy = {a1}, et verifiant (C2) et (P2) et (P3).
11 suffit principalement de poser pour chaque Ay'(p, e, w) = (instr, ) tel que |w| = k,

As(p.,w,0) = (p.,way) = (instr*, ), ¥ae {0,111V
et pour chaque Ay/(p,e,w) = (instr, q) tel que |w| < k,

Ag(p,e,w,6) = (instrt!, q), Vo e {0, 1}V
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avec pour tout i € [1, k], pop, ™! = popii1, pusthr1 = push,; , et chamgewJr1 = change; | ,-
Le symbole a; est donc ignoré par ’automate et les contrdleurs n’ont aucune influence

sur les transitions. Nous choisissons les alphabets de fagon a ce que By N Co = {ag, ba},

B;NC; ={a;} pour i€ [3, k‘} et Br41 N CE"H = {Brt1}-

Définissons A = (Q, {a}, (A1, ..., Aks1), N, A qo, L) ou

Q=0Q1UQU {7’1}; A; = B;UC; pour i € [1,]€], et Api1 = Brai1 U Crag;

A est l'union de (A; U Ay) avec les transitions suivantes : Vo € {0, 1}'1\7‘,

(3.1) A(qo, €, agr1ay - - - azay, 0) = (push,, change;,  push,,  popy, r1)

(3.2) A(ry,€,ap41ay - - - azay, 0) = (changey, push,, popy, qo)

(30) A(QOa E,Qk+10k - - - A2, 6) == (pUShak puShbk+17q0)

(4) Ao, v, Ag+1,0) = (POP1,90)-
Les automates initiaux A; sont déterministes, et puisque Ay vérifie (P2(Ag41), le nouvel
automate A est également déterministe.
Les transitions sont choisies de fagon a rendre valides les régles décrites dans la premiére étape :
(Ci) est vraie par A;, (i = 1,2), (G3) est valide par les transitions (3.j), (G30) est réalisé par
les transitions (30), et (T4) par les transitions (4). Nous pouvons donc conclure que A calcule

[ xg.
O

Le mode de génération de paires que nous avons utilisé oblige 'automate final & étre de
niveau au moins 4 (pour pouvoir obtenir by 1[T% 3[Ym,n)Tk,3[Ym,n]] & partir de ag41[Tk 3[Ymnl])
Cependant, la premiére copie est utilisée pour calculer f(m) et nous n’avons donc pas besoin
de T}, 3[Ym,n] tout entier, mais simplement de la valeur de m. Puisque pour la construction du
systéme dérivant un calcul de g (dérivation (C2)), nous utilisons la version faible du lemme de
normalisation, qui est valable pour des automates de niveau au moins 2, il est en fait possible
de montrer la proposition pour £ = 2 mais la preuve est légérement différente.

Proposition 11.5.11 (Produit de convolution). Soit f € Sgﬁ et g €Sy. Alors fxg € Sgﬁ
ot f x g désigne le produit de convolution :

(f xg)(n)= Z f(m) - g(n —m) pour tout n € N
m=0

Preuve : Nous utilisons ici les mémes notations que dans la preuve de lemme précédent en
ajoutant v, ,, = ba[a1™ ] -+ ba[ar"] (Cest & dire Vi = az[a1™],,,)-
Premiére étape : Supposons que nous disposons d’un automate A € k-ACY pour lequel les

dérivations suivantes sont valides :
Calcul de f, (C1) : pour tout n > 0

(qobs[azla1™Q]q0) =% (q0B2[Q2]q0) ™
Calcul de g, (C2) : pour tous n > 0,m € [0,n]

(n—m)

((JOB3Wn,n]QO)—>Z (qoAs3€lq0)?
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Génération des paires, (G3) : pour tous 1 <m <n

(q0a3[Ym,n]q0)—1 (q0a3[VYm-1,n]90)(q0b3[Vm.n]q0)

Génération de la paire initiale, (G30) : pour tout 0 < n

(q0a3[v0,n)a0)—1 (qob3[Y0,n]q0)

Regle de terminaison, (T4) :
(q0A3[elgo)—75 o

A partir de telles régles, nous obtenons les dérivations suivantes :

(goaslazlar™]go)—%  T1h—o(qobs[ymnlao)  (par régles (G3), (G30))
= HZZO(QOB3[’V;,L7H]QO)f(m) (par régle (C1))
= [T —0(a0As[e]qo0) (par régle (C2))
= alm (par régle (T4))

Seconde étape :

Le lemme 11.5.2, permet d’obtenir les transitions rendant valide (C1), celles permettant (C2)
sont obtenues comme dans la proposition précédente sauf qu’il n’est plus nécessaire d’effacer
as]a1™] avant de débuter le calcul. La dérivation (T4) est obtenue de fagon évidente, enfin,

le systéme permettant les régles de génération des paires est 1'union pour o € {0, 1}“\7 | des
transitions :

(3) A(qo, &, azazaz, 0) = (change,, push,, change,, push,, popy, qo)
(30) A(q()v €,0a30a2, 6') = (Changeb37 qO)
Par un choix approprié des ensembles concrets d’états et d’alphabets de piles, nous obte-

nons donc un automate déterministe calculant f x g.
O

Proposition 11.5.12 (Inverse de convolution). Soit g € Sy, k > 3, et f la suite définie
n
par f(0) =1 et pour tout n >0, f(n+1) = Z fim)-g(n—m). Alors f € Sgy1.
m=0

Esquisse de preuve : Nous utilisons ici la méme ligne directrice et les méme notations que
pour la proposition 11.5.10.

Premiére étape : Supposons donné un (k + 1)-ACD A = (Q,{a}, (41,...,Arr1), A, qo), avec
Ak+1 D) {ak+1,Ak+1,bk+1,Bk+1}, Al D) {al} pour 1€ [k,3], A2 D) {ag,bg,Bg} et Al = {al}, ou
le nouveau symbole By joue le role de fond de pile pour ’automate calculant g. On appelle ici
“pile bloquante” toute 2-pile w de la forme Bs|wi] - wa, pour w; € i-NPile ou w = . Comme
précédemment, nous codons le couple (m,n —m) par la 2-pile

Y = azla]beaf ] - balar™]

Les piles bloquantes seront utilisées pour construire des régles permettant de recoller chaque
élément w; ; amenant au calcul de f(i)g(j). Supposons que A permette les dérivations de base
suivantes :
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Calcul de g, (C2) : pour tous £ > 1, ig,i1,...,i > 0 et w, pile bloquante

(qobri1[Th 3[az]ar™]balar™] - - - bafar “|w]Q]go—" (qoBrs1[Q]g0)??

Génération des paires, (G3) : pour tout n > 0

(@0ak+1 [Tk 3t 1n1120))00) =% [T (200k41[(Th 3[7mn2])*100)

m=0

Paires de départ, (G30) :

(qoak+1[Tk,3[70,022]2%]90)— 1 (90Br+1[2%]q0)

Regle de recollement, (R23) : pour tous 0 < m < n, il existe une pile bloquante w telle que,

(90Bk+11Tk 3[7m.n22]Q%]60) =4 (q0ak+1 [Tk 3[Vm,mw2] Q] q0)

Regle de terminaison, (T4) :
(qoBr+1[elgo) =4 o

Prouvons par induction la propriété P(n) suivante : pour tout 0 < m < n et toute pile
bloquante w

(000k+1(Th 3[Ym.mw]]g0) =1 (qoBr11[lg0) ™

Base : P(0) est prouvée par (D30), en substituant w a Qs et € & Q.
Pas d’induction :

(qoar+1[Tk,3[vn+1,n+1w]]q0)

T (a0br41 (T 5[7m.n])*l0)

IT (g0Bks1[Th slvmnewllgo) ™

(par (G3)) —

¥

3
=}

(par (C2)) —

S *
3
I
=}

(qoak’-l-l [Tk,3 ['Ym,mwm“qo )g(n—m)

N
=

(par (R23)) —

3
]
o

€] qo)f ()9 (n=m)

N
=

(par hypothése d’induction) — (qoBk+1

0
= (goBry1le]go)’ ™Y

3
I

(ou toutes les wy, sont des piles bloquantes). En utilisant (T4) nous obtenons finalement :
Vn € N, (qoak1[Tk 2[a1™]qo)—5 of ™.

Seconde étape : On peut construire un automate As réalisant (D2) et vérifiant aussi la condi-
tion (P2) du lemme 11.5.2. Les régles de départ et de terminaison peuvent étre rendues valides
par un ensemble de transitions, de facon similaire & celui utilisé dans la preuve de la proposition
11.5.10. Les régles de recollement (R23) sont obtenues grace aux transitions suivantes :
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A(QO) €, Bg+1ak - - (12) = A(qo) €, Bgt1ag - - CLQCLl) = (change32 puSha2 Changeak+1)QO)-
Pour tout v, , = az[a;™]w, nous obtenons la dérivation

(90, Bi1[Tk,3[Ym,nll, 20) =4 (90, arg1[Tk 3[az[ar™]B2la1 ™ |w]], qo)

La regle (R23) est donc valide. O

Comme pour le cas de la convolution, il est possible de démontrer cette proposition pour
k = 3, mais la preuve est 1égérement différente.

Proposition 11.5.13 (convolution-inverse). Soit g € So, et f la suite définie par f(0) =1
n

et pour tout n >0, f(n+1) = Z fim)-g(n—m). Alors f € Ss.
m=0

Preuve : Nous utilisons ici les mémes notations que dans la preuve de lemme précédent
en ajoutant 7, , = ba[ar™ ] bylar"] (c’est & dire Ymn = az[a1™]y), ) Nous appelons
encore pile bloquante toute 2-pile telle que topy(w) = Bg. Supposons que nous disposons d'un

automate A € k-ACY pour lequel les dérivations suivantes sont valides :
Régle d’initialisation, (10) : pour tout n >0

(90, d3laz[a1™]],q0) =2 (qo, a3[¥n.nB2la1"]], qo)

Calcul de g, (C2) : pour tous n > 0,m € [1,n], pour toute pile bloquante w

(n—m)

(q0b3[Vm.nw)a0) = (qoBslwlqo)?
Génération des paires, (G3) : pour tous n > 0

(qoaslazlar™ ' Qg0) =% [ (g0aslazlar™B2la1™]y, , 2a)q0)

m=0

Paire de départ, (G30) : pour tout 0 <n

(q0a3[70,0922]90) =7 (q0B3[Q2]qo0)

Regles de terminaison, (TO) :
(qoAs[e]q0) =7 a.
(T1) :
(q0B3[B2[1]922]q0) =74 (q0A3[Q2]q0)
Regle de recollement, (R4) : pour tout w # e € 2-NPile

(q0A3[w]g0)—7 (qobslwlqo)
A partir de ces régles, nous prouvons par induction sur n > 0 la propriété P(n) suivante :
(q0as[azla1”]B2[Q1]Qs])g0)— 7 (q0A3[Q2]q0)™
Base : En appliquant (G30) puis (T1), nous obtenons

(q0a3[70,0B2[21]Q2]q0)— 4 (q0B3[B2[21]Q22]q0)—7 (90A3[Q22]q0)
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Puisque 79,0 = az[¢] et f(0) =1, P(0) est prouvée.
Pas d’induction : Supposons P(n), pour n > 0,

(qoaslaz[ar™]B2[21]22]q0)

(par (G3)) — (goaslaz[ar™|B2[a1™ |y, B2[1]Q2]q0)

§=*
=

3
Il
=)

(par hypothése d’induction) — (qoAs3 ['y,’ﬂ,nt[Ql]Qg]qo)f(m)

h:*
=

3
Il
=)

(par (R4)) —

h:*
=

(9003 [V B2[1] Q2] g0) ™)

3
Il
=)

(par (C2)) — (qoB3[B2[Q1]Qs]qo) (™9 =)

o *
=

m=0

(qoA3[Qg)qo)! (M9(n—m)

=

(par (T1)) —}

m=0

= (qoA3[Qa]qo)/ "V

Alors, en composant la régle d’initialisation, la dérivation ci-dessus, et la régle de terminaison
(T0), nous obtenons pour tout n >0 :
(qods[az[ai™]]qo) —7%  (qoas[ynnB2la1"]]qo)
=7 (904s3(e]qo)
— ol

Seconde étape : En procédant comme dans la preuve du lemme 11.5.11, nous obtenons un

automate Aq € k-ACDY tel que pour tout n > 0, m € [1, n]

(q0b3 [, 40) =74 (q0B3[e]qo)? ™™
(c’est la régle (C2) de la preuve du lemme 11.5.11) et vérifiant (Q3) : il n’y a pas de transitions
débutant par (qo, e, Bzw).
En ajoutant le nouveau symbole Bs et en transformant les transitions de fagon & traiter
toute pile bloquante comme une pile vide, nous obtenons un automate vérifiant (C2). Cette
transformation n’introduit pas de nouvelles transitions débutant par (qo, €, Bsw) et vérifie donc
encore (Q3). Les autres dérivations sont obtenues de fagon évidente, principalement comme
dans la preuve de la proposition 11.5.11.

O

Remarque 11.5.14. Regardons la suite g comme une série formelle
[e.e]
g=>Y gn)X".
n=0

La proposition 11.5.12 affirme que la série 1_—1Xg appartient a Siy1. En d’autres mots, l’inverse
de conwvolution de toute série formelle de la forme 1 — Xg, ot g € Sy, appartient & Sy, 1.
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Proposition 11.5.15 (Composition de séries). Soit g € S, k> 2, g(0) =0 et f € S§+1:
alors la suite (f ® g)(X) = f(g(X)) appartient a S}, .

Preuve : Pour n >0, (feg)(n) = f(n) - h(n) ou

hin) = > glin)---glim), In = {(ir, ... im) | m € [L,n], i1, .. im >1, Y i;=n}

(915eeeyim ) EIn JE[1,m)]

En utilisant la stabilité par produit établie dans la proposition 11.5.5, il suffit de prouver
que la suite h(n) appartient a Sk 1. Pour cela, il faut étre capable d’énumérer tous les m-uplets
de I,,. Codons les éléments de I,, par des mots de {as, by} "1 - b.

Tout o= (p1 +1,...,pm + 1), p; > 0, appartenant a I, est associé de fagon bijective au
mot uy = aoPrbaasP?by - - - asPm™by de {CLQ, bg}n_l - bo.

Nous pouvons alors représenter chaque élément de [, par une 2-pile en utilisant le codage
des mots de {ag, ba}* suivant :

Vu = p1--- By € {az, b2},
Yu = Brla1]Bzlarar] - - - Bular"]ealar™].

Il nous faut maintenant choisir un ordre pour énumeérer les m-uplets de I,,. Nous choisissons
d’utiliser l'ordre lexical inversé : pour tous u,v € {az, by}", nous notons u <, v ssi u = u'agw
et v = v'byw. Nous définissons ainsi un ordre total sur les éléments de {aa,b2}" ! - bo. Le
plus petit élément est as™ by et le plus grand élément est by™. Nous définissons la notion de
successeur pour cet ordre : si u = boPasw, le successeur de u est succie;(u) = asPbow.

Premiére étape : Supposons donné A = (Q,{a},(A1,...,4k),A,q) € (k+1)-ACD, avec
Apy1 2 {akt1, Apy1, k11, crep1 ), Ai 2 {ag} pour i € [k,3], As D {ag,ba,c2} et Ay = {a1},
permettant les dérivations de base suivantes :

Initialisation, (10) : Vn > 0,

(qoak-+1[Tk 3lc2la1"]llg0) = (q0ck+1[Th,3[Vasn—16,]1190)
Génération des m-uplets, (G1) : pour tout u € {ag, ba}" 1 - by, u # bo™,
(qocr+1(Tk,3[7ul]90) =1 (q0Ck+1[Tk,3[Vsuivy (u)]]90) (q0bk+1 [Tk 3[7ul]90)
Génération des m-uplets, (G10) :
(qock+1[Tk3[V657]]90) =4 (90bk-+1[Tk.3[,7]190)
Calcul de g, (D2) : pour tous ¢ > 1, ig,41,...,i¢ > 0
(qober1[Th 3lazlar™]as[ar™] - - - alar ™ balar]Q]]g0) = (doAk+1[Th,3[Q2]Jq0)
Calcul de g, (D20) : pour tout ¢ > 0,

(qobk+1 [Tk 3[b2[a11Qa]1q0)—% (qoAk+1[Tk 3[Q2]]q0)?V

Regles de terminaison, (T0) : pour tout i > 0

(qoAk+1[Tk3[c2[a1"]]]go)—7% a.
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Regles de terminaison, (T1) : pour tout ¢ > 0
(q0Ak+1[Tk,3[a2[]2]]q0) =74 (qo0brt1[Th 3[a2[1]Q22]]q0)

Regles de terminaison, (T1’) : pour tout i > 0
(q0Ak-+1[Thk,3[b2[1]22]]q0) =74 (q0brk-+1(Tk 3[b2[€21]22]]q0)

Vérifions maintenant qu’un automate validant ces dérivations calcule la suite h. Puisque <,
définit un ordre total sur {az, by }" by dont le plus petit élément est as™ by et le plus grand
est by", par la régle d’initialisation (I0), puis itération de (G1), puis (G10), nous obtenons :

(qoar+1[Tk slc2lar"]llgo) —%  (qock+1[Tk 3[Vagn—15,1120)

A H (200k+1[Tk 3[Vuz)lq0) (37)
PEIn

—

En partant de chaque facteur codant o= (p1,...,pm), p; > 1 du produit 37, nous obtenons
en appliquant itérativement (C2,T1) et (C20,T1) ((C2) lorsque 7, _,  commence par as et
(C20) lorsque v, commence par by) :

(@obes1[Thalvusllao) =% (@0Ak+1[Th3[Vupy. . o 00)? @Y
=% (@obes1[Te sy, 120) 7P
—2
=% (goAk+1 [Tk s[czlar ] qo)? ) 9m) (38)

Appliquons a chaque élément du produit (37), la la dérivation (38) associée. Nous obtenons

(qoak+1[Tk 3[c2lar™])]ao) —7 H (qOAkH[Tk’3[02[alnmqo)g(pl)...g(pm)
(p17~~~7pm)€In
—>j4 H ag(pl)...g(pm) (par régle (TO))
(p17~~~7pm)€In
= az(m ----- pm)€ln g(p1)---g(pm) — Oéh(n)

L’automate A calcule donc la suite h.

Seconde étape : Construisons maintenant un automate A réalisant les dérivations ci-dessus.
Par une construction similaire & celle donnée dans la proposition 11.5.12, (et similaire &
celle donnée dans la preuve de 11.5.13 si k = 2) pour la dérivation (C2), nous obtenons
Ay = (Q2,0,(By, ..., Bry1), A2,q0) € (k4 1)-ACD, ot Byy1 2 {bry1,Akt1}, Bi 2 {a;} pour
i € [3,k], By D {a2,ba,co} et By = {a1} et vérifiant les dérivations (C2) et (C20) ainsi que les
conditions (Q2) et (Q2(Aky1)) posées dans le lemme 11.5.2.

Définissons A = (Q,{a}, (A1,..., Ar11), A, qo) ou

Q=Q2U{q,q}, Ai=Bjpouriec[lk], Axy1 = Bip1U{brs1,a5,1},

et A est 'union de A,y avec les transitions suivantes : pour w = ay - - - as,

(0.1) A(qo, €, ag+1wezar) = (pushy,, q1)
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(0.2) A(qy, e, app1wazar) = A(q, €, apy1wbeay) = (push,, popy,q1)
03) A(qlv €, ak+1wa2) = A(qlv &€, ak+1wb2) = (p0p2 ChangeckJrl ) qO)

(1.1.1) A(go, &, crp1wbyar) = (changey, | push,,, ,q2)

(1.1.2) A(qo,e, ck+1wazar) = (change, . push,, , change,, qo)
(1.2.1) A(ga, &, chy1wboar) = (popy, ¢2)

(1.3.0) A(qe, ¢, ckr1we2a1) = (POPk15 90)

(1.3.1) A(go,e, cky1wasar) = (changey,, q1)

(1.4.1) Alqu, &, cryr1wbaar) = Alq, &, cpr1wazar) = (popy pushy,, 1)
(1.5.1) A(q1, &, chy1waz) = (PoD, o)

(3) A(qo, @, Apr1weaar) = (POPg41590)

(4) A(qo, @, Ag1wbzar) = A(qo, o, Ag1wazar) = (changey, . qo)

Ces transitions sont toutes incompatibles deux & deux. Puisque ciy1 et a1 sont des
nouveaux symboles, et que Ag est déterministe et vérifie la condition (Q3(Ax+1)), 'ajout des
transitions A; aux transitions ci-dessus ne modifie pas le déterminisme de A. L’automate A
est donc déterministe.

Vérifions maintenant que A réalise les dérivations décrites dans la premiére étape.

Les dérivations (C2) et (C20) sont rendues valides par les transitions As. La régle de
terminaison (T0) est obtenue en appliquant la transition (3), les dérivations (T1) et (T1’)
découlent des transitions (4).

Par les transitions (0.1), puis itération de (0.2), puis (0.3) nous obtenons la dérivation
suivante :

(qoak+1(Tk 3lc2[ar1"]llao) —a  (qraxi1[Tk 3[b2]ar™]ealar™]]]qo)
=% (g1 ar1[Ti las[elas[ar] - - azfar "~ balar"]ezlar"]]lo)
(qos crs1[Th 3laz[ar] - - - azar™ ' |ba[ar™]ea[ar™]]qo)
= (qock+1[Th,3[Vayn—15,]100)
La dérivation initiale (I0) est donc bien réalisée par l'automate.
Vérifions maintenant que les régles de génération des m-uplets sont valides. Pour montrer
(G1), nous distinguons deux cas selon la premiére lettre de u € {ag, b L by, u £ by

Cas 1 :si u = by'asw, alors, soit w la 2-pile telle que v, = bofay] - - balai*]as[a; " w, nous
obtenons la dérivation suivante :

(q0k+1[Tk,3[vullq0)
(par 1.1.1) —a  (q2cri 1Tk 3[7ull90) (900k 11Tk 3[Vull0)
(par (1.2.1)) =%  (q2cks1 [Tk 3laz[ar™ ' |w]lqo) (qobrr1[Tk,3[vullq0)
(par (1.3.1)) —a (Q1Ck+1[Tk,3[b2[all+l] 1190) (qobr+1 [Tk 3[Vu))90)
(par (1.4.1)) =% (qicry1[Trslaze] - - azfarlbalar™ )w]lgo0) (g0, brta [Tk 3[vullg0)
(par (1.5.1)) —a  (qock+1[Tk, 3[%uwlez(u 1190)(q0bk+1[Tk 3[ullq0)

Cas 2 :si u = aqw, alors, soit w tel que v, = azfai|w.
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Nous obtenons la dérivation suivante :

(qock+1[Tk,3[7vulla0)
(par (1.1.2)) —a  (qock+1[Tk,3[b2[a1]w]]qo)(q0bks1 [Tk 3[Vullq0)
= (qocr1[Tk 3[Vsuiven () 10k+1[Tk,3[7u]]90)

Montrons pour finir que la régle de génération (G10) est valide :

(qocr+1[Tk 30705 1]90)
(par (1.1.1)) —a  (g2¢k+1[Tk3[V6,71]90) (0bk+1[Tk,3[ Vb, ]]00)
(par (1.2.1)) =% (q2cks1[Tk 3lc2]a1"]]lq0) (qobr+1 [Tk 3[Ve,m]]q0)
(par (1.3.0)) —a  (qobr+1[Tk 3076, 1]90)

Toutes les dérivations utilisées dans la premiére étape sont valides, la proposition est donc
prouvée.
Od

Proposition 11.5.16 (Composition de suites). Soient ki, ko > 1, f € Sg, 11 et g € SkN;H,
alors gof € S£+k2+1'

Construction : En utilisant le 11.5.1, et aprés un choix approprié d’ensembles concrets états
et de symboles de piles, nous obtenons un automate A; € (ki + 1)—ACDN(A1, ey Ak 41)s

ainsi qu’un automate Ay € (kg + 1)-ACDY (By, ... , Br,+1) et vérifiant les conditions :
(P1.1) VO € Iy, (g0, any 11 [ag, [ - [az]ar™]] -+ 1], g0) =5, (90, Ary1[e], q0) 7.
(P1.2) VS € Jg, (ro, bry 1 [bs [+ - [b2[1™]] - - 1], m0) =, (ro, Bhyta[e], 70)™.
(P2.1) A; n’admet pas de membres gauches de la forme (qo,¢,¢), ¢ € Q1.
(P2.2) A, n’admet pas de membres gauches de la forme (q,¢,¢), ¢ € Q2.
(P3.1) A; n’admet pas de membres gauches de la forme (¢, &, Agy1 - w).
(P3.2) A, n’admet pas de membres gauches de la forme (rg, e, Bgi1 - w, 0).
(P4) A1 N Biyy1 = {a1} = {Bry1}- .
Nous considérons l'automate (k1+ko+1)-ACD A = (N, Q,{a}, (C1,...,Ckitkot+1), A, (g0, 70))
S (]{1 + ko —I—l)—ACD ou : Q = Q1 X Qo, et Ckz-i—kl-i-l = Ak1+1,...,0k2+2 = A, Ckz—i—l =
By,+1,...,C1 = By, et A est I'union des transitions suivantes.
Transitions héritées de Aq :
pour tout Aq(q1,e,wy) = (instr, p1), wy € top((k1 + 1)-NPile, pour tout & € {0, 1}V,
(1) A((QD 7’0), €, Wr, 5) = (inStr+k27 (pl, 7’0)),
ot la notation instr™ signifie :
— si instr = pop, alors instrt* = POD; 1k
~ si instr = push,(a) alors instrt* = push,, . (a)
— si instr = change; (a) alors instr™ = change; , ;(a).
Transitions héritées de A, :
pour tout Ag(r,e,we,0) = (instr,r’), wy € top((k2 + 1)-NPile, r,7" € Q2, et pour tous
Q€ Q1 wy € Ap 41+ A
(2) A((q1,7),e, w1 - we,0) = (instr, (¢1,7")).

~— — —




11.5. OPERATIONS SUR SUITES/AUTOMATES. 173

Preuve : Prouvons que 'automate ci-dessus A est déterministe.

Le fait que les automates initiaux A; (i = 1,2) soient déterministes assure que deux de
transitions distinctes du méme type (i) sont incompatibles. Supposons maintenant qu’il existe
une transition de type (1) compatible avec une transition de type (2). Nous avons alors

((q:70),w1) = ((q1,7), w) - wh)

pour ¢,q1 € Q1,7 € Qa, w1 € top((ky + 1)-NPile(Ay, ..., Ak, 41)), W) € Ap,41-- A1, wh €
top((k2 + 1)-NPile)(B1, ..., Bg,+1). La seule possibilité pour une telle égalité est

r=ry et [wh=a; =By, ou w)= ¢

Mais, par la condition (P3.2), il n’y a aucune transition de Ay démarrant avec (19, Bg,+1), de
méme, par (P2.2'), il n’y a aucune transition de A, démarrant avec (rg, ). Finalement, nous
sommes sirs que A est un (k1 + ko + 1)-ACD déterministe avec compteur by .

Vérifions maintenant que

f(g(n))

(39)
Nous définissons la fonction partielle ¢ : (k2 + 1)-NPile(By, ..., Bg,+1) — 1-NPile(A;) vérifiant
pour tout w € (ka2 + 1)-NPile(B1, ..., B,+1)

((qo,T0)aky +1[ - az[bry [+~ [b2[b1™]] -+ 1] - - 1(q0, 70))—7a ((q0,70) Ak, +1[€](q0,70))

¢(w) = a1" < (rowro)—7a, (ToBr,+170)" ou bien w =€ et p(w) =€ (40)
ainsi, ¢(w) est définie exactement pour chaque w tel que (rowrg) se dérive (modulo Asz) en

(’f’oBk2+1T0)*.

Lemme 11.5.17. Pour tout (ki + 1)-terme T1[Q1], ot Q4 indéterminé de niveau 1 admettant
une et une seule occurrence dans T, pour tous wy € Dom(p) et w € (k1 + 1)-NPile,

si (¢, ¢, Th[p(wi)))Fa (¢56,w)

alors, il existe wo € Dom(p) et un (ki + 1)-terme T[], tels que pour tout p € Q

((g,m0)Ta ™2 wn)(p, 70)) = (s m0) o 2 w2l (p, 70)) et Ta[p(w2)] = w

Preuve : Supposons que la transition appliquée est (¢, e, w, instr, ¢'), c’est a dire

(@&, Tilp(wi)])Fa, (¢ & instr(T1[p(wn)])) et w = instr(T1[p(wr)]) (41)

Nous distinguons deux cas selon la position de I'indéterminée dans 77 :
Cas 1 :si Q) n’apparait pas dans les symboles de téte de 77, alors instr(7}) est défini. Posons
T5[Q] = instr(71[€1]). Nous avons alors w = T[p(w1)].

Puisque top, (T) # Qi, |top(T17*2[w])| < k1 + 1, et en utilisant la transition de type (1)
associée a la transition appliquée dans (41) (et ayant pour test x ;(0)), nous obtenons

((q,r0)Ty 2 [wi](p, m0))—a (¢, m0)To 2 [wi](p, 7o)

Cas 2 : si l'occurrence de {21 apparait en téte de 77, nous distinguons deux sous-cas selon le
niveau de l'instruction instr.
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Cas 2.1 si instr est de niveau supérieur & 1, alors instr(77) est défini. Posons Ty = instr(7}),
dans ce cas instr 52 (T, 7%2) = Ty *2 et w = Th[p(w)]. Nous distinguons a nouveau deux
sous-cas selon la valeur de ¢(w1) :

Cas 2.1.1 :si p(wy) = ¢, alors, en appliquant les transitions de type (2), puis la transition
de type (1) associée au calcul (41) :

(g, r0) T [wi)(p,r0)) =% ((a,r0) Ty [E](p, 70))
A (¢ o) instr™2 (T 2)[e](p, 7o)
Le lemme est donc vérifié pour we = ¢ puisque Tr[p(w2)] = Tale] = w.

Cas 2.1.2 : si p(w1) = a1™!, n > 0, alors, par définition de ¢, il existe @; € Dom(¢p)
tel que :

—

(’f’owlro)—>22 (TOBkQ"FlTO)(TOLDITO) et QD((;Jl) = a1"

En appliquant les transitions de type (2), puis la transition de type (1) associée au calcul
(41) :

(@,r0) T2 [wi](p,m0)) =%, ((g5m0)Ti 2 [Bry161](p, o))

+ka (T1+k2 [Biyt+1w1])(p;70))

*

=% ((¢,ro) instr

] =,

Le lemme est donc vérifié pour we = By, +1&1 puisque Ta[p(w2)] = Ta[ar

Cas 2.2 si instr est de niveau 1, nous posons Ts = T7. Nous avons alors w = Ty [instr(p(w1))].
Nous distinguons encore deux cas selon la valeur de ¢(wy) :
Cas 2.2.1 :sip(wy) = ¢, alors, en appliquant les transitions de type (2), puis la transition
de type (1) associée au calcul (41) :

(@, 7)1 ™2 wil(pro)) =%, ((a.70) T2 [E)(p, 70))

=%, (@, ro) T2 {instr ™2 ()] (p, o))

(dans ce cas instr = push, ). Le lemme est donc vérifié pour wy = instr™*2(e) puisque

Tolp(ws)] = Tofe(e)] = w.
Cas 2.2.2 :si p(w) = a1™*, n > 0, alors, en appliquant les transitions de type (2), puis
la transition de type (1) associée au calcul (41) :

(¢, r0) TV 2wl (p,m0)) =%, (@, 70) T2 Bry1@1](p, 70))

=% ((d o) Ty 2 instr ™2 (B, 1101)] (p, m0))

Le lemme est donc vérifié pour wy = instr#2(By, 1@1) puisque
Ty [p(ws)] = Ty[instr(a;" )] = w.

|

Nous étendons maintenant ce lemme aux dérivations en introduisant une application par-
tielle @ : V4 — VJ,, de Pensemble des variables de A (défini dans §11.3 par I’équation (16))
dans I’ensemble des variables de A;. Pour tout T'[Q4,...,Q,] € (k1 + 1)-Terme(Ay, ..., A, +1),
(); indéterminées de niveau 1 et wy,...,w, € (k2 + 1)-NPile(B1,..., Bi,+1), ¢ € Q1, nous dé-
finissons

®((q,70)T ™ [wi, ..., wn](d',10)) = (aTlp(w1), - .., p(wn)]d)
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ainsi ®(V) est défini exactement pour les variables V = ((q,70)T *2[wy, ..., wn](¢,70)) telles
que pour tout §2; apparaissant dans 7', w; € Dom(p). Nous étendons la fonction ® aux mots
en posant :

SV V- V) = &(V1)®(Va) - - - ®(V,,) si pour tout i , V; € Dom(P)

et ®(V1Va---V,,) est indéfini sinon.
Lemme 11.5.18. Si U € Dom(®) et U € Vg, * sont tels que

@(U)—)-Al U{
alors, il existe un mot U’ € Dom(®) tel que

U—5 U & o(U') = Ul

Preuve : Il suffit de le vérifier dans le cas o U est réduit & une variable. Supposons
U = (q,70)T|w1, w2, ... ,wn](q,r0) o0 T[Q1,Q9,...,Q,] est un (k; + 1)-terme, tous les w;
appartiennent & Dom(y) et ¢,¢' € Q1. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
chaque §2; admet une unique occurrence dans 7' et pour tous 1 < i < j < n, §); apparait a
gauche de €1;. Nous supposons que

O(U)— 4, Uj. (42)

Nous distinguons deux cas, dépendants du type de régle utilisé dans la dérivation (42).
Cas 1 : Reégle de décomposition.
Cela signifie que T'=T" - T" et donc, il existe n’ € [1,n] tel que

/

qTlp(wr), ..., own)ld —a,  qTilewr), ..., e(wn)ld" - ¢"Tolo(wns1),-- -, olwn)lq
e

Dans ce cas, par une régle de décomposition, U—% U’ avec
U/ = (Q7 TO)T1+k2 [wla cee 7wn’](q”7 TO) : (q”7 700)1—‘2—’_]{:2 [wn’+17 “e. 7wn] (q,7 740)

vérifie la conclusion du lemme.
Cas 2 : Regle de transition.
Il existe p € Q1 et une instruction instr tels que (42) se reformule :

(qv T[‘P(““)? s 790(‘*}”)]7 q/)—vh (p7 inStr(T[Qp(wl)v SR So(wn)])v q/)

En appliquant le lemme précédent, il existe U’ € Dom(®) tel que U—% U’ et ®(U') =

(pv T[‘P(““)? s 790(‘*}”)]7 q/)'
|

Nous pouvons maintenant prouver la dérivation (39). Posons k& = ky + ks + 1, nous remarquons
que,
O((40,70) Th 1 ¥ iy [+ 201"+ W@0,70) = (q0Thkas1[a19™]go)

— (qoAR, 4+1€]q0) ™)
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En appliquant itérativement le lemme 11.5.18, nous obtenons un U’ € Dom(®) tel que :

(90, 70) Thoog-t1 T iy [+ b2[b1™] -+ [](q0, 70)) =70 U et ®(U’) = (qoAk,+1[elgo) 9™,

Mais la seule valeur possible pour une pré-image par ® de (goAx, +1[€]q0)’ (9(n) est

U" = ((g0,70)Aky 1] (90, 70)) T 9,

car Ap11le] ne peut correspondre & aucun terme sans indéterminé de niveau 1. La proposition
11.5.16 est donc prouvée.
O

Nous résumons dans le théoréme suivant les propriétés de cloture démontrées dans la
section 11.5.

Théoréme 11.5.19.

0- Pour tout f € Sk+1f k > 1, et tout entier c € N,

les suites Ef (le décalage de f), f + =5, appartiennent d szrl ;

siVn €N, f(n) > c alors f — =5 appartient a szrl ;

la suite définie par 0 — c,n + 1 — f(n) appartient a Sfyﬂ.

1- Pour toutes suites f,g € szrl, avec k > 1, la suite f + g appartient a Sfyﬂ.

2- Pour toutes suites f,g € szrl, avec k > 2, la suite f © g (le produit ordinaire), appartient
a S 1 et pour tout fle Sk+2: 19 appartient a Skﬁ+2.

3- Pour toutes suites f € S;H_lﬁ et g € Sk, pour k > 2, les suites f x g (le produit de
convolution) et f o g (la substitution de série) appartiennent a Sgﬂ

4- Pour toute suite g € Sy, avec k > 2, la suite f définie par : f(0) = 1 et f(n+1) =
Yoo f(m) - g(n —m) (Vinverse de convolution de 1 — X x f) appartient ¢ Sg1.

5- Pour toutesqsmtes fESpetge Sév, pour k,l > 2, la suite fog (la suite composition )
appartient a S]kVM 1-

6- Pour tout k > 2 et pour tout systéme d’équations récurrente exprimées par des polynomes
dans Sk+1[X17 ..., Xp|, avec conditions initiales dans N, toute solution appartient & Sk—‘,—l

7- pour tout k > 2 et pour tout systéme d’ equatzons récurrentes exprzmees par des polynémes a
indéterminées Xq,...,X,, coeﬂiczents dans Sk+2, erposants dans Sk+1 et conditions initiales

dans N, toute solution appartient a Sk+2.

Preuve : Le point (0) est évident. Tous les autres points sont prouvés dans les propositions
précédentes.
O



Chapitre 12

Suites doubles d’entiers

Nous généralisons maintenant la notion de suite k-calculable au cas des suites & deux
indices (s(m,n))mn>0 qui sera nécessaire & I’étude des suites simples de nombres rationnels
(voir chapitre 14). Cette étude n’est pas exhaustive, nous ne traitons que les cas qui nous
utiles par la suite.

Définition 12.0.20. Soit k > 3. La suite double f(m,n), 0 < m < n est appelée suite double

(k, N)—calculable (ou k-calculable lorsque N = @) ssi, il eziste A € k-ACDY tel que, pour tous
0<m<n,

f(m,n)

(qo, o skl as3[ymnl - DF2 (qo,€,€),

0% Ym.n désigne la 2-pile azay™)] - - - azfar™ ]bafas™].

)7N 1

Nous notons S,(f ‘ensemble des suite doubles (k, N)-calculables.

Remarque 12.0.21. Contrairement au codage des couples d’indice (m,n) utilisé dans les
preuves des propositions 11.5.10 et 11.5.12 traitant des produits de convolution pour les suites
simples, le couple (m,n) apparait au niveau 1 de la pile et les controles pourront donc porter
sur m et sur n (lorsque m = n). La contrepartie est que les compteurs ne peuvent pas évoluer
simultanément, et n ne pourra étre modifié que lorsque m = n.

—

Lemme 12.0.22. Soit k > 2. Soient t11,t12,12,1,12.2,51,52 € SkHN. Considérons les suites
doubles f1, fo définies par : pour tout 0 < £ < n,

(HlEm )< (@ nal) (A1)

filn,n) = s1(n), fa(n,n) = sa(n).

et

Alors f1, fa € S](jzaﬁ.

Preuve : Nous utilisons les notations :
Ymm = azlar™] - azlar bolar™], Ty j11925] = ail- - [aja [Q]] - -]

Premiére étape :
Supposons donné un automate A = (Q, {a}, (A1,..., Aki1), N, A, q0) € (k4 1)-ACD tel que
A1 contient au moins les symboles : byy1.1,bk4+1,2 (symboles pour fi, f2), di41,1, Dky1,1, €t

177
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dj+1,2, Dk+1,2, (symboles pour s1, $2) €t ¢x41,i4, Cht1,i,5, Pour i, j € {1,2} (symboles pour ¢; ;).
Supposons que les régles suivantes sont valides :
Regle d’initialisation, (DO0) : pour i € {1,2}
(q0ak+1,i[ Tk 3[Vn.n) 2] 90) =2 (q0bk+1,i[Tk 2[a1"]%]q0)
Regles des coefficients, (C1) : 4,7 € {1,2}
(@0¢k-+1,i,5[ Tk 3[b2(a1 ™12 )g0) =4 (@0Ch-+1,0,5[ ] o) ™)

Regles des suites simples, (S2) : pour i € {1,2}

(qobr+1,:[Tr 2[a1 ™)) q0) — 4 (qoAr+1,:[Q]g0)* ™

Régles de recollement, (Ri(i,j)) : pour 0 <m <n

(qo0k+1,i [Tk 3[Vmn) ) q0) =4 H (q0Ck+1,i,5 Tk 3[b2[a1"]] Tk 3[Ym+1,0] Q%] q0)
j€e{1,2}

Régles de recollement, (R(i,j)j) : Ywi € k-Pile

(qoCk+1,i,5[wk]g0)— 4 (qoak+1,5[wk]qo)

Regle de terminaison, (T3) :
(goAk+1,ile]q0) =2

Prouvons par induction descendante sur m, que, pour tout 0 < m < n, la propriété P(m,n)

suivante est vraie :

(q0k-+1.i[The 3[Ym.n]g0)— 5 /1™

Base : m = n.
Nous obtenons la dérivation suivante :

2 (qobry1,i[Tk2la1™]]qo) (par régle (10))
3 (q0Ak41ilElgo) ™) (par (S2))
¥ afi™™) (par regle (T3))

(90ak+1,:Tk 3l nnlla0) —

!

!

ce qui établit P(n,n).
Pas d’induction : Supposons P(m + 1,n) pour 0 < m < n. Nous obtenons la dérivation

suivante :

(00k41,i[ Tk 3[Vmmllao) —7% H (90Ck+1,i,5 [Tk 3[b2[a1™ | Tk 3[Ym+1,n]]a0) (par (Ri(i,j)))

je{1,2}

=% I (@001 Tk slmer.allgo) ™ (par (C1))
je{1,2}

=% I (@arsr2(Thslymerallgo) ™ (par (R(1,)3))
je{l,2}

~iy (PO (@20 (par P(m o+ 1,1m)
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ce qui établi P(m,n).
Seconde étape :
D’apreés le lemme 11.5.2 il existe des automate B; j (resp. C;) calculant les suites ¢; ; (resp. s;),
et vérifiant les conditions (Q1, Q2, Q3). Ces automates fournissent les ensembles de transitions
permettant (C1) et (S2). Comme usuellement, nous choisissons les ensembles concrets d’états
et d’alphabets de piles, de fagon a ce que le seul état commun des automates soit gg et les seuls
symboles de piles communs soient {aq, az,as,...,ax, Ax}. Chacune des régles (R(i,j)j) et (T3)
peut étre facilement réduite en une unique transition. Les régles (I0) et (Ri(i,j)) peuvent étre
décomposées en un nombre fini de transitions, avec états intermédiaire distincts de tous les
états déja utilisés. les variables de départ des régles étant disjoints, les transitions peuvent étre
choisies incompatibles deux & deux, ce qui démontre ’existence de 'automate déterministe A
décrit dans la premiére étape.

O

Lemme 12.0.23. Soit k > 2. Soient t1,1,t12,%2.1,%2.2,51,52 € SﬁH et c1,co € N. Considérons
les suites doubles f,g définies par :

f(m7n) = f(O,m,n), g(man) = 9(07ma n)

ot les suites triples f, g vérifient, pour tous 0 < £ <n,0<m<n

fn,n,n) = ¢

gn,n,n) = ¢

flym,n) = f(l+1,mmn)sil=ml<n

glym,n) = gl+1,mn) sil=m,{<n

f(n,m,n) = ¢c(n)si0<m<n

gn,m,n) = dn)si0<m<n

f,mn) = bi1(0)f(l+1,m,n)+b1200)gll+1,m,n) if ¢t £m,l <n
gll,m,n) = bo1(0)f(L+1,m,n)+ba2(l)gl+1,m,n) sil#m,l<n

Alors, 7,? € Sl(f-i)rle

Esquisse de preuve : Représentons chaque triplet (¢,m,n) ou 0 < ¢ <n,0 < m <n par la
2-pile 7y 1, suivante :

Ye.mn as [alé] e ag[alm_l]Ag[alm]ag[almH] ceean [aln_l]Ag[aln] sif<m<n,
Ve = G2 [alé] ‘e ag[aln_l]Ag [a1"] if I <m < n,
Yermn = aglar’]---aglar" Bafay"] if £ < m = n.

ol A et By sont des nouveaux symboles de niveau 2. La récurrence définissant f, g suit essen-
tiellement le méme schéma que celle du lemme 12.0.22 : c’est un schéma linéaire, ot les deux
variables sont ¢, n tandis que m peut étre vu comme un paramétre. Ces relations récurrentes
peuvent étre traduites en régles et finalement en un (k + 1)-ACD. O

Lemme 12.0.24. Si f(m,n) € S,(f)’N, k > 0, alors pour tous my € N fizé, f(mg,n), f(n,n) €
SN.
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Preuve : Pour f(mg,n), il suffit de construire un automate permettant la dérivation

(90, ax+1[Tk 2[a1"], q0)—" (g0, ar+1Tk 3[Y0,n] 20) =" (90, bks1Tk3[Vmo.nl)s 90)
Puisque f(m,n) € S,(CQ)’N, il est possible de trouver un automate déterministe faisant aboutir
ce calcul en of 0™ Pour f(n,n), c’est évident.
O

Lemme 12.0.25. Soit f(n) € SkHN, k > 2 et F la suite double définie pour tous 0 < m < n,
par F(m,n) = f(n). Alors F appartient a Sp41 V.

Preuve : Il suffit de construire un automate permettant pour tous m,n > 0, la dérivation
(90, a4 1Tk 3[¥mmlls @0)—" (g0, ak+1[Tk 3[b2lar™]]], q0)

(on l'obtient par dépilements successifs du niveau 2) Par hypothése f € Sfj , il est possible de

trouver des transitions déterministes faisant aboutir ce calcul en of (W) = oF (m:n)

|

Lemme 12.0.26 (Produit mixte). Soient f € Sgﬁ, g€ 83(2)N, k > 2, alors
(f(m).g(m,n))o<men € STV

Preuve : La preuve est analogue & celle de la proposition 11.5.5. Nous supposons que nous
disposons d’un automate A réalisant les dérivations suivantes :
Regle d’initialisation, (10) :

(90a3[Ym,nla0)—1 (qocs[calar™]Vm,nlq0)

Calcul de f, (C1) :
(0, c3le2[ar™192], q0)—% (g0, b3[22], q0) ™
Calcul de g, (C2) :
(90, b3[Ym.n]s 20)— (90, As[e], go) ™™
Regle de terminaison, (T3) :
(q0A3[elg0)—a @

Nous obtenons alors la dérivation suivante :

(q0a3[¥mmnlao) =% (qocs[c2[ar™|vmnlq0)  (par (10))
=% (q0b3[¥mnlao)’ ™  (par (C1))
=% (qoAs[e]go)/ ™9™ (par (C2))
=2 af (m)-g(m.n) (par (T3))

En procédant comme dans la preuve de la proposition 11.5.5, nous obtenons un automate
déterministe réalisant ces dérivations.
O
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Lemme 12.0.27 (Produit ordinaire). Soient f(m,n), g(m,n) € Sk+1(2)’ﬁ, k >3, alors
(f(m,n).g(m.n))osmsn € ST

Preuve : La preuve est analogue & celle de la proposition 11.5.5. Nous supposons que nous
disposons d’un automate A réalisant les dérivations suivantes :
Regle d’initialisation, (10) : Vws € 2-Pile,

(qoak+1 [Tk 3[wa]]q0) =71 (qobr+1[Tk,3lw2] Tk 3[w2]lq0)
Calcul de f, (C1) :

(40, b+ 1 [T 3[ V) ], 20) =4 (05 Bt [Q], o) ™™

Calcul de g, (C2) :

(90, Bt 1 [Tk, 3[Ym,n] Q)5 90) =4 (905 Ak1[S%], qo)?m:m)

Regle de terminaison, (T3) :
(qoAk+1[E]g0) —a o

Nous obtenons alors la dérivation suivante :

(qoar+1[Tk 3[vmnlla0) =2  (qobrs1[Tk3[vmnlTk3[Ymnllgo) (par (10))
=5 (00B+1 [Tk 3[Ymnllao)’ ™™ (par (C1))
=2 (qoAk+1[e] o)/ (mom)-9lmm) (par (C2))
—* of (man)-g(m.n) (par (T3))

En procédant comme dans la preuve de la proposition 11.5.5, nous obtenons un automate
déterministe réalisant ces dérivations.
Od

Lemme 12.0.28 (Pseudo-convolution). Soient f € Skﬂ(z)’ﬁ etg e S,(f)’N, k> 3. Alors la

suite h définie pour tout n > 0 par h(n) = Z f(m,n)-g(n —m,n), appartient & Sp41" .
0<m<n

Preuve : La preuve est analogue a celle de la proposition 11.5.10, nous donnons juste les
dérivations clés permettant de calculer i : Nous notons encore

Ty 3[20] = ai[-- - [a3[Q2]] - - -]

Supposons que A permette les dérivations de base suivantes :
Calcul de f, (D1) : pour tout n,m >0

(@0bk+1 [Tk 3[¥m,n] ) a0)— 1 (q0Br-+1[Q]g0) ™
Calcul de g, (D2) : pour tous n > 0,m € [0,n]

(q0Br+1 [Tk 3[Ynm)1g0) =1 (qoAR+1[€]g0)?™
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Génération des couples, (G3) : pour tous 1 <m <n

(q0ak+1[Tk,3[Ym,nll20)— 1 (@00k+1[Tk 3[Ym—1,1)]90)(q00k+1 [Tk 3[Vm,n) Tk,3[Ym,nll20)
G30 : pour tout n > 0

(qoar-+1[Tk,3[70.nll90) =4 (q00k+1 [Tk 3[v0,n] Tk 3[70.n]]20)
Regle de terminaison, (T4) :
(q0Ak+1[elg0) = o

La preuve que ces régles permettent de calculer h et la construction d’un automate déter-
ministe réalisant ces régles sont identiques a celles de la preuve de la proposition 11.5.10.
O



Chapitre 13

Application a arithmétique faible

Dans [ER66], Elgot and Rabin exposent une méthode pour construire des prédicat unaires
P sur ’ensemble des entiers pour lesquels la SOM-théorie de (N, +1, P) est décidable (41
désigne le relation binaire successeur). Différents résultats dans cette direction ont été établis
depuis ([Sie70],[Sem84],[Mae99],[CT02]). Ce type de problémes s’inscrit dans la perspective
plus générale de 1’étude des théories arithmétiques “faibles”, qui possédent d’intéressantes
propriétés de décidabilité ([Bes01]).

Nous utilisons ici les résultats de décidabilité sur les automates & k-piles pour démon-
trer la décidabilité de la théorie monadique de structures (N, +1, P), pour une vaste classe
de prédicats P (théorémes 13.1.3, 13.1.4 et 13.2.14) contenant par exemple (n|y/n])nen ou
(n?|logn|)nen- Ces résultats se généralisent également dans le cas de structures & plusieurs
prédicats emboités (théoréme 13.1.6), comme par exemple

<N7 +1a {nkm}nZ()) {nkmkm_l}n207 ey {nklmkm }n20>7

pour ki,...,kp > 0.

13.1 Extensions de la structure (N, +1)

Un graphe étiqueté sur un alphabet {«, 31, ..., Bmn, e} ne contenant qu'un unique chemin
infini et sans boucle peut-étre vu comme comme 1’axe des entiers naturels marqué de certaines
valeurs.

Définition 13.1.1 (N-graphes). Nous appelons N-graphe, tout graphe G = (V, E), étiqueté
sur un alphabet {c, B1,. .., Bm, e}, vérifiant :
1- G est composé d’exactement un chemin, débutant d’un sommet vy, étiqueté par un mot

infini ug € {a, b1, .., Bm, e}
2- Le mot ug contient une infinité d’occurrences des lettres « et (1, ..., Bm.

Notons v —gg v’ pour signifier qu'il existe un chemin étiqueté par u, partant du sommet
v et aboutissant en v, dans le graphe G.

Un tel graphe définit un prédicat unaire sur les entiers : étant donné un N-graphe G, nous
définissons l'injection ¢g : N — V et m prédicats Pig, ..., Pnhg C N de la facon suivante :

il n’existe pas d’arc aboutissant dans ¢(0) (43)

Vn € N, il existe u € {B1, ..., Bm, e} - « tel que p(n) —g @(n + 1) (44)

183
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Vn € N7 [TL € PZ & dve V,U € {e?ﬁlv"' 7ﬁm}*ﬁlv¢(n) _gg U]' (45)

(Nous donnons un exemple figure 24 dans le cas ot m = 1; les entiers vérifiant P; sont
entourés d’un cercle). L’application ¢ est bien définie puisque le mot ug contient une infinité

a e « B1 a a (1 e e e B1 a « e 51
O—=—=0—= 000> 0=>0=2 00200200 =0—=0—=0 —=0-—

20 N b
i ® O Y0

FiG. 24 — Un N-graphe.

d’occurrences de «. Elle est injective puisque G n’est composé que d’un chemin.
Considérons la structure (V, (Ra)ac{a,8:,....3m,¢}) définie par

Ry ={(v,v") €V x Vv —gg v’}

Lemme 13.1.2. Soit G un N-graphe et soit ¢ , Py, ..., P, Uapplication et les prédicats définis
par (43)(44) (resp. (45)). Alors, Uapplication ¢ est une SOM-interprétation de la structure
(N, S, P1,..., Py) dans la structure (V, (Ra)ac{a,81,....8me})-

(Nous rappelons que les SOM-interprétations ont été introduites par la définition 3.1.3).
Preuve : Pour tout v € V,n,m € N, les équivalences suivantes sont vraies :

veIm(p) < vnapas de prédécesseur ou I’ € V,v' —og v (46)
+i(n,m) <& Fue{t,...,lm e}, p(n) —gg w(m) (47)
Pn) & FveViue{B,...,0mel B on) =g v (48)

D’aprés la définition de ¢ et P, il est évident que le membre droit de I’équivalence (46) (resp.
(47),(48)) peut étre exprimé sous la forme ®;(v) (resp. ®2(p(n), ¢(m)), ®3(¢(n))) pour des
SOM-formules @1, P9, @3. Donc ¢ est une SOM-interprétation.

a

Théoréme 13.1.3. Pour toute suite s € S, la structure (N,+1,%s(N)) admet une SOM-
théorie décidable.

Preuve :

Cas 1 : s est ultimement nulle (i.e., il existe ng tel que Vn > ng, s(n) = 0).

Dans ce cas, s est ultimement constante et Xs(N) est exprimable dans la SOM-théorie de
(N, 41). Ainsi, le théoréme est vrai, par le théoréme de Biichi ([Biic62]).

Cas 2 : s n’est pas ultimement nulle.

Considérons I'automate A € k-ACD construit dans la preuve du lemme 11.2.5. Soit B € k-ACD
sur l'alphabet d’entrée {«, 3, e} obtenu de A en remplagant chaque e-transition (g, &, w, instr, ¢)
par la transition (g, e,w,instr,q’), et en recopiant les transitions lisant « ou 3. Soit Graphe(B)
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la structure associée au graphe de calcul de B (voir définition 2.5.2). D’apres le lemme 11.2.5,
Graphe(B) contient un chemin infini, débutant en (qo, L) et étiqueté par le mot infini :

u=upfurf - PuyB--- ol |upla = s(n), u, € {a,e}” (49)

De plus, Graphe(B) ne contient aucun arc sortant de ce chemin, et remplit donc la condition
(1) de la définition 13.1.1. Puisque s est supposé non ultimement nulle, la forme spéciale du
mot u donné en (49) assure que Graphe(B3) vérifie la condition (2) de la définition 13.1.1. C’est
donc un N-graphe.

La forme du mot u dans (49) montre que le prédicat P associé a Graphe(B) est exactement
Y s(N). D’aprés le lemme 13.1.2, (N, +1,Xs(N)) est SOM-interprétable dans Graphe(B) qui
admet une SOM-théorie décidable d’apres le théoreme 3.4.1, la structure (N, +1, ¥s(N)) admet
une SOM-théorie décidable.

O

Théoréme 13.1.4. Si s € S{y, avec N = (N1,...,Np,) tel que (N,+1,Nq,...,Np,) a une
SOM-théorie décidable, alors (N,+1,2Xs(N)) a une SOM-théorie décidable.

Preuve : En procédant comme dans la preuve du théoréme 13.1.3, nous obtenons un automate
B € k-ACDY tel que la structure (N, +1,Zs(N)) est interprétable dans Graphe(B). D’aprés
le théoréme 6.2.2, I’hypothése de décidabilité sur (N, —i—l,]\_f ), et le théoréme 3.4.1, le graphe
Graphe(B) admet une SOM-théorie décidable. Par SOM-interprétation, la structure S admet
donc également une SOM-théorie décidable.

a

Corollaire 13.1.5. Les structures (N, +1, L(n|v/n])nen), et (N, +1, X(n|logn|)nen) ad-
mettent une SOM-théorie décidable.

Preuve : Décrivons la preuve pour n|+/n|. Considérons la suite s définie pour tout n > 0

{ Vn))  sin g {m?}nuso
lvn] +n sin g {m?}n>o.

Alors ¥s = (n|v/n])n>0. En effet, pour tout n >0 :

_ [Vn+1] sin+1¢{m? >
(n+1)|Vn+1] —nl[yn] = { (n+1)(|vn|+1)—n|/n| sint+le {m2}m22

Or sin+1€ {m?},>0, alors, (n+ 1)(|vn] +1) —n|yn] = |V/n]+n+1= [Vn+ 1] +n.
{

La suite s appartient a SQmQ}mZO. En effet en utilisant le lemme 11.4.7, nous il est possible
de construire deux automate Aq et Ag € 2-ACD{m*}m>0 telg que A; calcule |\/n] & partir de
(qo, az[a1™]) et Ag calcule |y/n + n] a partir de (go,b2[a1™]). En supposant les alphabets de
niveau 2 de ces deux automates sont disjoints, il est possible de construire B € 92-ACD{m*}m=0
calculant s(n) a partir de (qo, c2[a1™]) (c2 est un nouveau symbole). Il suffit pour cela de choisir
comme systéme de transition 'union de A; U Aoy avec les transitions

— A(qo, €, c201,0) = (qo, €, c2,0) = (change,,, q0)

— A(qo,€,c20a1,1) = (qo, €, c2,1) = (changey,, qo)-
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La suite (n|v/n])n>0 appartient donc a ZSémQ}"‘ZO et la structure (N, 41, (n?),cn) admet
une SOM-théorie décidable (voir par exemple [ER66]). En appliquant le théoréme 13.1.4, nous
prouvons donc que (N, +1, (n[v/n])n>0) a une SOM-théorie décidable.

Pour le cas du logarithme, nous procédons de la méme facon en utilisant le fait que
(N, +1, (2")pen) admet une SOM-théorie décidable (voir [ER66]).

O

Théoréme 13.1.6. Si s € S]kv, avec N = (N1,...,Np,) tel que (N,+1,Ny,...,Ny,) a une
SOM-théorie décidable, alors (N, +1,¥Ls(N), Xs(Ny),..., £s(N,,)) a une SOM-théorie déci-
dable.

Preuve : Par une construction similaire a celle donnée dans la preuve du lemme 11.2.5, il est
possible de construire un k-ACD” reconnaissant le langage L € ({a} U {35 | & € {0,1}™})*

suivant
L= {as(o)xo ... as(”)ajn |n>0,Vie[l,n], z; = 5x1\7(i)}

11 suffit juste de remplacer chaque transition (p, 3, w, 0, instr, ¢) lisant (3, par (p, 83, w, 0, instr, q)

En procédant comme dans le preuve du théoréme 13.1.3, nous obtenons un automate
B e k-ACDY, dont le graphe de calcul est un N-graphe et le chemin infini composant ce
graphe est étiqueté (en supprimant les lettres e) par le mot infini

aS(O)ﬂxﬁ(O) . Oﬁ(n)gxﬁ(n) .

Posons Py = {n | x3(n) = 0}. D’aprés le lemme 13.1.2, 1a structure S = (N, +1, Xs(N),
(Xs(P5))sefo,1ym) est SOM-interprétable dans Graphe(B). D’aprés le théoréme 6.2.2, I'hypo-
these de décidabilité sur (N, +1, N), et le théoréme 3.4.1, le graphe Graphe() admet une
SOM-théorie décidable. Par SOM-interprétation, la structure S admet donc également une
SOM-théorie décidable.

Enfin, la structure (N, +1,¥s(N), Xs(N1),..., £s(Ny,)) est clairement SOM-interprétable
dans S puisque pour tout i € [1,m],

Ys(Ny) = ) Zs(Py)
almi(d)=1

et admet donc une SOM-théorie décidable.
O

Corollaire 13.1.7. Pour tous entiers ki, ...,k > 0, la SOM-théorie de la structure
(N, +1, {nfm s, {nfrkm=1y, 50, {nf ey )

est décidable.

Preuve : Posons u;(n) = Z?;O (i)n] Nous avons clairement Yu;(n) = n* et d’aprés le théo-
réme 11.5.19, u; € S puisque c’est une suite N-rationnelle. Donc, pour tout i € [1,m], la suite
(n*i),en appartient a XSo.

Vérifions la validité du corollaire par induction sur m > 1.

Base : Si m = 1, alors puisque (n*1),cy appartient a XS, le théoréme 13.1.3 implique direc-
tement que la décidabilité de la théorie de (N, +1, {n*1},>¢).
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Pas d’induction : Supposons le corollaire vrai pour m > 1. La suite u,,1+1 appartient & So.
Posons N = (Ny,...,N,,) avec pour tout i € [1,m]

N; = {nFmki | n >0}
La suite w,,+1 appartient & Sgﬁ et le théoréme 13.1.6 implique donc que
la SOM-théorie de (N, +1, Tt 11(N), £s(N1),..., s(N,y,)) est décidable

De plus Tt,+1(N) = {nFn+1},50 et pour tout i € [1,m],

j=nkm-ki

St i1 (N;) = { Z Ump1(5) | 1> 0} = {(nfrkiyfmis | > 0},

ce qui prouve le corollaire.
Od

13.2 Suites & différences k-calculables

La forme particuliére du prédicat Xs(N) considéré dans le théoréme 13.1.3 améne naturel-
lement & ’étude de la classe de suites suivante.

Définition 13.2.1. Soit k > 2 et N un vecteur de sous-ensembles de N. Nous définissons la
classe LS, C NN comme ’ensemble

TSV = {Zs | s € SN}

Nous étudions ici les propriétés de cloture de la classe ZSk . Nous débutons par prouver
que cette classe appartient & une famille remarquable de suite généralisant la famille des suites
résiduellement ultimement périodiques (RUP) étudiée dans [CT02].

Définition 13.2.2 (Suites résiduellement N-définissables). Une suite (Sn)n>0 est dite
N-RD si pour tout semi-groupe fini (S,*) et tout morphisme pn : N — S, le langage L, ; =
-
{p(s0) -+~ p(sn) | n > 0} est SOM-définissable dans la structure (S*, (SUCCs)ses, |N|s )-
En particulier, si u est @—RD, alors L, ,, est régulier, et puisque ce langage est préfixe, le mot
infini p(ug) - p(uy) -+ est périodique a partir d’une certaine longueur (il existe o, v € S*
tels que p(ug) -+ - u(uy) -+ =7 -0¥). En d’autres termes, la suite s est RUP.

Proposition 13.2.3. Si la structure (N, +1, ]\7), vérifie la propriété MD, alors pour toute
suite s € SN k > 1, les suite s et s sont N-RD.

Preuve : Smt (S, *,e) un semi-groupe fini, 41 : N — S un morphisme et (u,),>0 une suite

dans Sk—i—l , pour calculée par 'automate A € k- ACDN

Nous modifions cet automate de fagon a calculer dans les états les valeurs de u(uy) et a
autoriser les piles & contenir des éléments de .S au niveau 1. Il suffit principalement d’effectuer
sur les transitions de A les modifications suivantes :
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~ chaque (p,a,w,q,instr) est substituée par l'ensemble ((p,s),,w,instr, (q,s * u(1))),
Vs € S,
— et chaque transition (p, e, w, instr, ) est substituée par ((p, s), e, w, instr, (g, s)), Vs € S.
Il ne reste ensuite plus qu’a remplacer dans chaque transition la liste de symboles de téte wa,
par ws pour tout s € S, et de remplacer chaque instruction push,, par push, (le symbole choisi
s n’a pas d’importance, nous pouvons par exemple fixer par convention que nous empilons
toujours le symbole (0)).

)

Nous obtenons ainsi un nouvel automate déterministe A; € k-NAP(s vérifiant pour

tout mot $1 - SpSpy1 €5, N >0

((g0, 1(0)), ™) [ Ty, o[s1 - - su))F4 (90, 1(u(n))), &, €)

et
((q0, p(Zu(n))), ™V Ty ps1 -+ snya])-a, ((qo0, p(Zuln + 1)), ¢, e),

ol comme usuellement T}, 5[] désigne le terme aglar—1[ - - [a2[Q]]---]]-
Nous définissons & partir de A; deux nouveaux automates déterministes en reprenant le
méme type de construction que pour le lemme 11.2.5. Posons
B = (Q1U{gr} x S,{a}, (S, Ay,..., Ax U{br}), AL UA, (" (N)1, (go, £(0)), {gr}), et
By = (Q1U{qr} xS, {a}, (S, Az, ..., AgU{br}), Ao UA, (I71(S))1, (g0, #(0)), {gr }), ot @1
est I'ensemble des états de A1, A est la relation de transition de Ay et Ay, As sont obtenus
de la fagon suivante :
pour tout ¢ € {0, 1}‘N|
~ ((q0,#(0)),€,¢,0, pushy, push,, | ---push,, push,,, (g0, #(0))) € A1, Ay,
— pour tous s,s’ € S,
— A1((qo, 8), €, brag—1--- az,0) = A1((qo, 8), €, bpag—1 - - - azs’, 0) = (pushy 4, (qr, 1(0))),
- As((qo, 8), &, bpak—1 - az,0) = Aa((qo, ), &, brag_1 -+ - azs’,0) = (pushl,s,( ,8)),
— pour tout s,s" € S,
((qr,s),€,bpax—1 - - - azs’, 0, push, , (qo, 5)) € A1, Ao.
Ces deux automates sont déterministes, et une simple induction permet de vérifier que
ACC(B1) = {bilag—1 -+ [aalplun) -+ pluo)]] 1), n > 1}, et
ACC(B2) = {blak—1- - [az[p(Xun) - - p(Xuo)]] -+ ]), n = 1}

En particulier,

©1(P1(ACC(B1))) = Ly et ¢1(p1(ACC(B2))) = Ly su-

Or, ACC(B;) et ACC(B3) appartiennent a PREC, (™ HAD , et donc en appliquant itéra-
tivement la proposition 6.2.5(2),

pL(ACC(B)) et p (ACC(Bs)) € PREC,Y

C’est & dire, par définition de PRECkA7 que L, , et L, s, appartiennent & REC]F(S).
Od

Remarque 13.2.4. Il est prouvé dans [CT02] que pour toute suite s RUP, la théorie SOM de
la droite des entiers naturels augmentée du prédicat s(N) admet une théorie SOM décidable.
Les classes XSy, sont donc incluses dans celle étudiée dans [CT02]. Par contre, les suites dans
ZS]]S] pour lesquelles 'extension de la droite a une théorie SOM décidable (voir théoréme 13.1.6,
comme par exemple (n|log(n)|)nen et (n|log(n)])nen sortent de la classe des suites RUP.
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Proposition 13.2.5. [l existe une suite s dans ZS{? telle que (N, +1, s(N)) admet une théorie
SOM décidable et qui n’est pas RUP.

Preuve : Considérons la suite s = |y/n]. En procédant comme dans la preuve du corollaire
13.1.5, il est possible de prouver que la théorie SOM de la droite infini augmentée de s(N)
admet un théorie SOM décidable.

Soit uo le morphisme N — {0,1} défini par n +— (n)042- Alors la suite po(s) est définie
pour tout n > 0 par

[0 siTk>0,n€e[(2k)? 2k+1)2-1]
Ha(s(n) = { 1 sidk>0ne[(2k+ 12 (2k)? — 1]

Il est donc clair qu’il n’existe aucun p > 0 tel que le mot infini uo(s(p))u2(s(p +1))--- est
périodique puisque les plages de 0 et 1 ne cessent de grandir.
O

Nous montrons que maintenant que les classes ZS]]S’ sont stables par de nombreuses opé-
rations. Les différents opérateurs sur les suites et séries sont définis dans §IV.
Fait 13.2.6. é’oit k> 2 et u € NV, La suite u appartient ZS{Y st et seulement si Au
appartient a S{CV.
Preuve : Les deux identités suivantes sont évidentes :
u(0)

AYu=Eu; XAu=Eu— .
U u; U U T x

1- si u appartient & ¥Sg, u = v pour v € Si. Alors Au = AYv = Ev, et d’aprés le théoréme
11.5.19(0), Ev € Sy
2- Supposons que Au € Sy. Alors YAu+ fg)( = Eu. De fagon équivalente, ¥ (Au+u(0)) = Eu.
Soit vg = ug et vp4+1 = (Au),. D’apres le théoréme 11.5.19, point 0, v appartient & Sy et d’aprés
la formule ci-dessus u = Yv. Donc u € ¥S;.

O

Lemme 13.2.7. Soitk>1etU & ZS{YH. Alors EU € ZS§+1'

Preuve : Supposons que U € ZSJJH. Notons que AEU = EAU. En utilisant le fait 13.2.6 et

la stabilité de S]k? ', par décalage, nous obtenons que EU € ZS{S 1
O

Lemme 13.2.8. Soit k> 1 et U,V € ZSkNH. Alors U 4+V € ZSkNH.

Lemme 13.2.9. Soit k> 2 et U,V € ZS{XFI. Alors UV € ZS{XFI.

Preuve : Soient U,V € ZS{X 1+ L’identité suivante est bien connue :
AUOV)=AUOGEV)+U G (AV).

En utilisant le théoréme 11.5.19, les suites U, V, EV appartiennent toutes a S]k,\7 't1, et donc le

membre droit de I’identité précédente doit appartenir a S{y 1~ Par le fait 13.2.6, nous obtenons
UoVersy.,.
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|

Lemme 13.2.10. Soitk >2 et U € ZS{XFI, V eXS,. AlorsU xV € ZS{YH.
Preuve : Soit U = Xu et V = Xv pour u € S{S’H et v € Sg. Transformons ’expression

A(U x V) en une expression qui n’utilise plus 'opérateur A.

A(Tu x Tv) = (Zu x Xv)(1 — X) — Xu(0) - Tv(0)

= EX(uxwv).

En utilisant le théoréme 11.5.19(3), I’expression finale obtenue appartient & Skﬁ ', 1> ce qui prouve

que Xu X v appartient & ZS{YH.
O

Lemme 13.2.11. Soit V € £Si, k > 2, tel que V(0) > 1. Soit U la suite définie par
U(0) =1 et pour tout n > 0,U(n+ 1) = ZU(k) -V(n — k).
k=0

Alors U € £Si,1.

Preuve : Soit v € Sgy1 tel que V = Xv. Comme remarqué en 11.5.14

1
U= .
Xv
l-17%
Calculons la série AU.
1 1-X 1. (1-X)?
AU =A—)=A(— )=—]—~— 7 1
v (1—1{}) (1—X—Xv) X[l—X—XU ]
donc (CX 1 X% 4 X0)
I (=X +X°+Xv
AU=xT—x—x | (50)
Calculons la série U x v — 1 :
(1—-X)v 1 (=X + X2+ Xv)
= 1= = 1
Uxw - X — Xu X Tox—xo | (51
A partir des équations (50),(51) nous obtenons 'identité :
AU=U xv—1. (52)

Par les propriétés de stabilité établies dans le théoreme 11.5.19, U appartient & S 1 et U X v
appartient également a Sy 1. L’hypothése U(0) = 1 et V(0) > 1 assure que U xv—1 appartient
& Sk1. La formule (52) montre que U € XSk 1.

O
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Lemme 13.2.12. Soit ky > 1,ko > 1,U € XS, 11 etV € ZSk 41 Alors UoV € ZSk1+k2+1

Esquisse de preuve : Soit U = Xu,V = Xv pour u € Sk, 41,V € Sk2+1. Alors UoV =
m=V(n)
> om—o  u(m). Donc

m=0
m=V(n+1)

BTVN = S
m=V(n)+1

m=V (n+1) . « oN
Prouvons donc que Zm:\/(n 41 Um appartient a Sk1+k2+1‘

Posons k = k1 + ko + 1. Un k-ACD calculant UoV peut étre construit en suivant les lignes
suivantes.
Notons que, d’aprés le théoréme 11.5.19, point (6), V appartient également & Sy,;. Par le
lemme 11.5.1, il existe un (k1 + 1)-ACD A sur les alphabets de piles Ag,+1 2 {ag,+1, Ak +1}
et A; D {a;} pour i € [1,k ], il existe un (kg + 1)-ACD B sur les alphabets de piles By, 1 2
{bky+1,Bry+1} €t B; D {b;} et il existe un (k2 + 1)-ACD C sur les alphabets de piles Cj, 1 2
{Chy+1,Chyt1} €t C; 2 {c;} pour i € [1, k|, by = ¢1 avec les ensembles d’états Q4 > qo, @5, Qe,
choisis tels que :

QeNQc = {ro}
(qoaklar—[-- [k, 1™+ Tlao) =% (q0Ake)go)"™ (53)
(robry 41 [bry [+ [2[b1™]) -+ TIr0) =% (roBry41[e]ro)"™ (54)
(rockys1[cny [+ [ealer™] -+ Tlro) - =& (roChy4[e]ro) V™. (55)
La dérivation (54) prouve I'existence d’une suite H1,. .., H,,) de (k2+1)-Termes vérifiant :

Hynt1) = bror1 [Bry [+ [D2[01" 1] -+ 1Q,), Hi = Bry 1 [,

(roHi170) =3 (roBrot1[Q.]70) (ro Hi[ €2k, ] o).
Posons v, = dg,+1[ - - [d2[d1"]] - - - ]. Par une construction analogue a celle donnée proposition
11.5.16, nous obtenons un (k)-ACD D, sur les alphabets de piles D; O B; U C;, pour tout
i € [1,ka+ 1], Dyyti 2 A, pour i € [1, k1 + 1] et Dy, contient également les nouveau symboles

d, et Dy, et 'ensemble d’états Qp 2 Qa4 X (Q3UQe), et rendant les régles suivantes valides :
Génération des arguments, (G1) : pour tout n >0
v(n+1)
(90, 70)dk[Th—1 4141 (1)) (90, 70)) = [T (90, 70) iy 41 [Hi - Ty 41,2[a1™ ] (g0, 70))
i=1
Calcul de uov, (C2) : pour tout n > 0,v(n+1) >i>1

(40, 70) T ey +2[Hi - Thy 11.2[01™)) (905 70)—% (g0, 70)Dr[e] (g0, 70)) 2HY (™).

En composant (G1) et (C2) nous obtenons finalement :

v(n+1)
(90, 70)dk[Th—1,k: [¥n)](q0,70) —7 H ((g0,70)Dk€)(qo, 7)) V()
i1

= ((q0,70)Dr[e] (g0, 70)) AWV
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Lemme 13.2.13. Soit k > 2. Soient Uy, Us,...,U, des suites d’entiers, P, P,..., P, des
polynémes dans ZS{CVH[Xl,Xg, o Xy, cr,62,. .. ,¢p €N tels que : pour tout 1 < i <p

UZ(TL + 1) = PZ'(TL, Ul(n), UQ(’I’L), Ce ,Up(n)) et C; = UZ(O) § Uz(l)

Alors Uy € TS, .

Preuve : Soit U;, P;, ¢; vérifiant ’hypothése du lemme. Soit ag(n),ai(n),...,aq(n) une suite
énumeérant les coefficients des polynomes Py, P, ..., P,.
Il existe des polynomes Q; € N[Xo, ..., X,4,], tels que, pour tout i € [1,p] :

Pi(n,Ui(n),Uz(n),...,Up(n)) = Qi(ap(n),...,aq(n),Ui(n),...,Up(n)).

La formule de Euler-Mac-Laurin appliquée aux polynémes @; exprime la différence

Qi(XOJ s 7Xq+p) - QZ(%J s 7Yq+p)

sous la forme :

1 9*Q; A .
z]’c: Rl (0Xo)ko ... (0Xgp)late (Yo, Ygup) - (Xo = Y0)™ - (Xgup — Ygup)™*, (56)
ot k = (ki,ka, ..., kgip) varie sur tous les (g + p)-tuples avec une somme ki + k2 + . .. + kgyp

s . . A d, L
inférieure ou égale au degré de @Q;. Pour tout monoéme M = Xgonl . --Xq_"gf la dérivée
partielle

k! Yo,....Y,
k! (8X0)k0 . (8Xq+p)kq+p ( 0y y q+p),
est égale &
do\ (di dg1p do—ko~rdi—k P
.y do—koy @1 1,..YQ+p q+p' 5
<k0> <k1> <k;q+p 0 1 i 57
Toute dérivée partielle
ey
R = (Yo,...,Yq4p)

(0Xo)ko ... (0Xgpp)ratr

est une combinaison linéaire, avec coefficients dans N, de monémes de la forme (57), donc, elle
ne posséde que des coefficients entier non négatifs :

R, ;€ N[Yo, ..., Ygipl-
Appliquons la substitution suivante aux indéterminées X, ..., Xq4p, Y0, -, Yg1p,
Xj—ajn+1)pour 0<j <q; Xgp¢— Uy(n+1) pour 0 < ¢ <p,

Yj < aj(n) pour 0 < j <¢q; Ygyp < Up(n) pour 0 </ <p.
Nous obtenons : (AU;)(n+1) =

ST R, g(ao(n+ 1), ag(n+1),Ur(n), ..., Upy(n)) - (Ba(n) - (AU (n))* (58)
k
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ol l'expression (Aa)*(n) signifie :
(Bag)™®(n) -+ (Bag)™(n)
et Dexpression (AU)¥(n) signifie :
(AU 1 (n) - (AUp) s+ (n).

Par les propriétés de clotures établies dans le théoréme 11.5.19, toute suite

R, p(ao(n +1),...,aq(n + 1),U1(n),...,Up(n)) appartient a Shi1- L'équation (58) est donc
un systéme de polyndmes a coefficients dans Sk 1, avec conditions initiales U;(1) — U;(0) € N
et dont le vecteur solution est :

((AUL)(n), ... (AUp)(n)).

Par théoréme 11.5.19, point (6), toutes les (AU;)(n) appartiennent a S]k\zrl, ce qui prouve que
les U;(n) appartiennent a ZS]kVH.

Od
Résumons les propriétés de clotures démontrées dans cette section.

Théoréme 13.2.14.
0- Pour tout U € ZS{QQFI, k > 1, et tout entier c € N,
les suites EU (le décalage de U ), U+15% (ajoutant le nombre c a chaque terme), appartiennent

a XSV, . ;
si tm];;r%](n) > c alors U — =55 (soustrayant le nombre c a tout terme) appartient @ Sy 1 ;
si le nombre U(0) est supérieur ou égal a c, alors la suite définie par 0 — c,n+ 1 — U(n)
appartient a ZSJk\7+1.

1- Pour tous U,V € ZSkNH, k> 1, la suite U +V appartient a ZSJJH.

2- Pour tout U,V € ZS{YH, k> 2, la suite U ©®V (le produit ordinaire) appartient a ZS{YH.
3- Pour toutes suites U € ZS{YH, et V. € XSy, avec k > 2, la suite U x V (le produit de

convolution) appartient d ZSQ/H.

4- Pour tout suite V € LSy, avec k > 2, telle que V(0) > 1, la suite U définie par : U(0) =1
et Un+1)=>"_U(m) - V(n—m) (Uinverse de convolution de 1 — XV ) appartient &
2 Skt )

5- Pour toutes suites U € XSg, V € ZSéV, la suite k,l > 2, UoV (la composition de suites )
appartient a ZS£+£_1.

6- Pour tout k > 2, si Ui(n),...Upy(n) est le vecteur des solutions d’un systéme d’équations

récurrentes exprimées par des polyndmes dans ZS]kVH[Xl, ..., Xp|, avec conditions initiales

Ui(0),U;(1) € N, avec U;(0) < U;(1), alors Uy € Sy, ;.

Rappelons que, par théoréme 13.1.3, pour toute suite U € XS 1, le prédicat P = {U(n) |
n € N} ameéne & une structure (N, +1, P) ayant une théorie du Second Ordre Monadique
décidable.
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Chapitre 14

Suites de nombres rationnels

Nous définissons ici une classe de suites de nombres rationnels qui peuvent étre décrites par
automates de niveau k. Les résultats obtenus dans le chapitre 11.5 montrant que de nombreuses
opérations sur les suites peuvent étre traduites comme des opérations sur les automates sont
transposés dans ce cadre plus général.

Définition 14.0.15. Soit S un ensemble de suites d’entiers naturels. Nous notons D(S) l’en-
semble des suites (uy)n>0 de la forme :

Up = Gp — by pour tout n > 0,
pour toutes suites a,b € S. Nous notons F(S) l’ensemble des suites (r,)n>0 de la forme :

Ay —

—

n

Ty = pour tout n > 0,

/
an

pour toutes suites a,b,a’, b’ € S.

Théoréme 14.0.16. Soient u,v des suites de nombres rationnels dans F(Sy) (resp. D(Sg))
pour tout entier k > 3. Alors les suites de nombres rationnels v + v,u — v,u ® v sont dans

F(Sk) (resp. D(Sy)).
Si v ne s’annule pas, alors  est également dans F(Sy).

Preuve : Ce théoréme 14.0.16 est évident puisque, par le théoréme 11.5.19, S, est clos par
somme et produit ordinaire.

O
Définissons le probléme de 1’égalité pour les suites dans F(S;) comme le probléme algorith-
mique suivant :

DONNEE : deux suites u,v € F(Sg),
QUESTION : v = v?

i.e., est il vrai que, Vn € N, u,, = v,”

Corollaire 14.0.17. Soit k > 3. Le probléeme de l’égalité pour les suites dans F(S) se réduit
au probléme de I’équivalence pour les automates a k-piles & compteur déterministes.

195
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Preuve : Notons que a‘f:g, = C?:g, ssi
ac +bd +dd+Ve=ad +bd +dc+bd. (59)

Par le théoréme 11.5.19, chaque membre de cette équation est reconnu par un seul k-ACD qui

peut étre construit a partir des huit automates définissant a, b, ¢,d, a’, b, ¢, d’. L’équation (59)

peut donc étre considérée comme une instance du probléme de 1’équivalence pour les k-ACD.
O

Notons que, par le théoréme 14.0.16, (D(Sg),+, ) et (F(Sg),+,-) sont des anneaux. Nous
denotons par P(n, X1,...,Xj,...,X,) tout élément de
F(Sk)[X1,...,Xj,...,X,] pour mettre en relief le fait que les coefficients de P sont fonctions
de l'entier argument n.

Théoréme 14.0.18. Soient P;(n, X1,...,X;,...,Xp), pour 1 < i < p, des polyndomes a
coefficients dans F(Si) (k > 3) et c1,ca,...,¢p € Q. Soient u;, pour 1 < i < p, les suites
définies par

ui(n+1) = Pi(n,u1(n),...,uj(n),...up(n)), et u;(0) = ¢;. Alors uy € F(Sy).

Preuve : Nous supposons que les suites uj(n), ug(n),. .., upy(n) vérifient la récurrence
ui(n+1) = Pi(n,ui(n),...,uj(n),...up(n)) (60)

pour 1 <7 <p,n €N et
UZ(O) = C;. (61)

Nous prouvons le théoréme en trois étapes.
Etape 1: Cas ot P, € D(Sy)[X1,...,X,), ¢i € Z.
Considérons le polynéme

Qi(n7X17Y1)X27Yé)"'7Xp7Y;7) = Pi(naXl _Y17X2 _Yé)-"vXp _er)
Il peut étre décomposé comme une somme de monémes de la forme
€Uy - Xlal YlﬂlXQOrQ Y2ﬂ2 . X;épYbﬁp
ou e € {+1,-1},, Bi € N, (up)nen € Sg. Les polyndomes Q; peuvent donc étre décomposés
ainsi :
Qi(n7X17 Yi)X27 Yé) s 7Xp7 Y;7) =
Q;_(an17Y17X27Y27 s 7Xp7Y;7) - Q;(?’L,Xl, 3/17X27 }/27 s 7Xp7Y;7)
avec QF, Q; € Si[X1,Y1, Xo,Ya, ..., X,,Y,]. De méme,

¢ = c;r —c
pour ¢, c; € N. Définissons les nouvelles suites u; (n),u; (n) par :
ui(n+1) = Qi (n,ui (n),uy (n), ..., u) (n),u; (n), ... uy (n),uy, (n)) (62)

pour 1 <i<pee{+,-},neN et
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pour 1 <i<pee{+,—}.

A partir de la récurrence (62), des conditions initiales (63) et de la définition de @Q;, QS, nous
pouvons voir que les suites u;” — u; satisfont la récurrence (60) et la condition initiale (61).
Donc u; = uj —uj o u§ € S, ce qui montre que u; € D(Sy).

Etape 2 : Cas ot les P; € F(Sk)[X1,...,Xp] sont tous homogeénes de méme degrés d € N,
c € Q.

Comme ’ensemble D(Sy) est clos par produit de Hadamard, nous pouvons supposer que tous
les coefficients des polynomes P; sont des suites de la forme

A(n)
D(n)

pour différentes suites A € D(Sy) et une seule suite D € D(Sy).
Les équations (60,61) peuvent alors étre réécrites :

D(n) -ui(n +1) = Ri(n,u1(n),...,uj(n),...up(n))
pour 1 <i<pneN R; € D(S;)[X1,...,Xp], ot les R; sont homogenes de degrés d, et

u;(0) = ¢;Vi € [1,p].
Définissons la suite F'(n) par :
F(n+1) = D(n)- F(n)? pour tout n > 0, et F(0) = 1.
On peut vérifier que :
Fn+1)-uj(n+1) = Ri(n, F(n)ui(n),...,F(n)uj(n),... F(n)uy(n))

pour 1 <¢<p,neNet

En utilisant 1’étape 1 de cette preuve, nous savons que chacune des suites (F'(n) - ui(n))n>o
et (F(n))n>0 appartiennent a D(Sy). Il s’ensuit que u; € F(Sg).

Etape 3 : Cas général.

Soit d > 0 le degrés maximum de tous les polynémes Pi,..., P,. Introduisons une nouvelle
indéterminée Z et considérons les polynomes Q;(n, X1, X, ..., Xy, Z) qui sont homogenes de
degrés d et tels que

Qi(n, X1, X, ..., Xp,1) = P(n, X1, Xa, ..., X,).
Nous introduisons également la suite constante
up+1(n) = 1 pour tout n > 0.
Il est possible de vérifier que les suites u1(n),uz(n),. .., up(n), upt1(n) vérifient les conditions
ui(n+1) = Qi(n,ui(n),...,uj(n),...up(n), upt1(n))
pour 1 <t <p+1,n€Net
ui(0) =¢;si1 <i<p, up1(0) =1.

Par ’étape 2 de cette preuve, nous pouvons conclure que u; € F(Sg).
O
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Théoréme 14.0.19. Soit u € F(Sg+1) et v € F(Sk) pour un entier k > 3. Alors le produit
de convolution u x v appartient & F(Sk+1)-

Preuve : Soient a™,a,b",b~ € Sp1,ct,c7,dT,d” € Sy tels que

+ +

a —a ct —c

T T —a

Nous introduisons les suites auxiliaires :

b=bt—b", d=dt —d; B(n)=Tyb(); D(n)=II}_,d(0),

u

et

B(m,n) =1',_, b(£); D(m,n)=1I",_, d({).
l#m L#£m

Nous pouvons vérifier que, pour tout n € N :
() a(m)B(m,n) - ¢(n —m)D(n —m,n)). (64)

m=0

uxov(n) = B(n) - D)

Le produit B(n) - D(n) peut étre décomposé ainsi :
B(n)-D(n) = (B (n)D"(n) + B~ (n)D"(n)) — (B"(n)D™~(n) + B~ (n)D*(n))  (65)
ou les B¢ vérifient les équations
By(n,n) = b(n)
B (t,n) = bY(O)BS(L+1,n)+b (0)By (£ +1,n)
By (t,n) = b'(6)By
pour 0 < /¢ < n, et B¢(n) = B5(0,n).
Il suit du lemme 12.0.22 que BS € S,(jzl et du lemme 12.0.24 que B¢ € Si1. Similairement,

De € Sy.
La suite double B(m,n) peut étre définie & travers la suite triple suivante :

Bs(¢,m,n) =11",_, b(¢)
O'%m

via la formule

B(m,n) = B3(0,m,n).
Nous pouvons décomposer B3(¢,m,n) comme
Bs(¢,m,n) = B3 (¢,m,n) — By (£, m,n)

ot les B vérifient les équations :

Bf (n,n,n) = 1

By (n,n,n) = 0

B{(t,m,n) = BS{l+1,m,n)sil=m,l<n,ec€{+,—}

BS(n,m,n) = b(n)si0<m<n

Bf (¢,m,n) = bT(0)Bf (+1,m,n)+b" (()By ({+1,m,n)sil#ml<n
By (¢,m,n) = b ()Bf ({+1,m,n)+b"(0)B; ({+1,m,n)sil£m,l<n
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Il suit du lemme 12.0.23 que B¢ € S,(izl. Similairement, D¢ € S,(f).

En utilisant maintenant le lemme 12.0.25 (suites simples vues comme des suites doubles),
le lemme 12.0.27 (cléture par produit ordinaire) et le lemme 12.0.28 (cléture par pseudo-
convolution), nous obtenons que le numérateur du membre droit de I’équation (64) appartient a
D(Sk+1). D’apreés le théoréme 13.2.13, 'ensemble Sy, 1 est clos par produit ordinaire et somme.
La décomposition (65) montre ainsi que le dénominateur du membre droit de 1’équation (64)
appartient & D(Sgy1). Finalement, u € F(Sgi1).

O

Comparaison avec d’autres classes IL’ensemble des suites rationnelles de nombres ra-
tionnels est un sous-ensemble de F(S3) : de telles suites sont définies par des récurrences de la
forme (60,61) ou les polynomes P; sont de degré 1, et les coefficients sont des suites rationnelles
constantes. Donc, par le théoréme 14.0.18, les suites rationnelles appartiennent & F(Ss3).
L’ensemble des suites P-récurrentes de rationnels est également un sous-ensemble de F(S3) :
par le théoréme 11.4.3, polynomes (avec coefficients dans N) appartiennent a Sg, donc les
polynémes (avec coefficients dans Q) appartiennent a F(S3), et par le théoréme 14.0.18, les
solutions d’équations de polynémes avec coefficients rationnels appartiennent a F(Ss).
Rappelons que, ’ensemble des suites P-récurrentes est clos par produit de Hadamard ([Sta80,
théoréeme 2.10]) et également par produit de convolution ([Sta80, théoréme 2.3|). Cette der-
niére propriété n’est pas connue pour ’ensemble F(S3). Le théoréme 14.0.19 peut-étre vu
comme une propriété de cléture “faible” en ce sens.
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Perspectives et problémes ouverts

Différent travaux restent & étre effectués pour compléter les résultats présentés ici. Ainsi,
nous conjecturons fortement que les graphes de calculs de automates & piles de niveau k
admettent une largeur arborescente finie, ce qui généraliserait un résultat connu pour le niveau
1 [Cou90].

Une autre question restant en suspend est de savoir si le centre d’un langage de niveau k
est de niveau k. Ce résultat est vrai pour £ = 1 ([BN81]), et & été prouvé ici pour le cas des
langages déterministes de niveaux quelconques (proposition 10.1.10). L’étude du cas général
passe certainement par 1’obtention de propriétés de normalisation des automates permettant
de “modérer” les suites de e-transitions.

Nous avons étudié briévement le cas des suites doubles, mais il reste & élaborer une vraie
théorie sur les suites multiples calculables.

Les études menées dans ce manuscrit font apparaitre de nombreuses interrogations.

Nous avons étudié la propriété MD assurant & une structure que toute formule satisfiable
admet un modéle définissable. I’arbre complet et la droite infini vérifient cette propriété. A.
Rabinovich montre dans un papier non publié [Rab05] que toute extension de la droite des
entiers naturels par des relations unaires la vérifie également. Il est prouvé dans [LS98] que la
droite de l'ordinal w® ne vérifie pas la propriété d’uniformisation. Qu’en est il de la propriété
MD qui est une version affaiblie de la propriété d uniformisation.

Nous avons exhibé des suites finies de relations emboitées pour lesquelles la droite infinie
augmentée de ces relations admet une théorie SOM décidable, comme par exemple la structure
(N, +1,{n?}en, {n*}nen). Toutefois, nous ne savons pas ce qu'il en est pour des relations non
emboitées pour lesquelles, séparément, les logiques sont décidables. Ainsi, nous ne savons pas
si la structure (N, +1, {n?},cn, {n®}nen) a une théorie SOM décidable.

Les suites N-rationnelles sont toutes calculables par automates de niveau 2 (proposition
11.4.3), mais nous ne savons pas identifier exactement la classe S,. Correspond-elle a la classe
des suites N-rationnelles ?

Une méthode qui permet de savoir qu’une suite n’est pas calculable par automate est
de considérer sa vitesse de croissance. Il est prouvé dans [Dam79] qu’une suite calculée par
un automate de niveau k a pour ordre de grandeur O(2 1% (p(n))), ol p est un polynome
(219 (n) = n et 2 1F+1 (n) = 221"()) Ceci permet par exemple de montrer que la suite des
nombres de Catalan S—%ﬁ n’est pas calculable par automate. Nous conjecturons qu’une suite
k-calculable est de I'ordre de O(2 1%=1 (p(n))). Ce résultat a été prouvé de facon élégante
pour le niveau 2 dans [Gil96].

Nous avons réduit le probléme de 1’égalité de deux suites de rationnels au probléme de
I’équivalence de deux automates déterministes ayant des propriétés de normalisation trés fortes
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puisque leurs graphes forment une droite infinie. Le probléme de 1’égalité de deux automates
déterministe est décidable au niveau 1 ([Sén02]), mais le probléme reste ouvert pour les niveaux
supérieurs. Au niveau 2, C. Stirling a annoncé récemment la décidabilité du probléme pour
des automates sans e-transitions et dont I’ensemble des états est réduit & un unique élément.
Nous pouvons donc espérer que le probléme est également décidable (au moins au niveau 2),
pour nos automates fortement normalisés.
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Index des définitions
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des mots de niveau 7, 79 Piles itérees, 9

N-normalisées, 12

Dérivation, 142 opérations
mot de niveau ¢, 11
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Groupe libre, 3 Simulation déterministe, 82
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Classes d’instructions, 13 N-rationnelles. 144
Instructions classiques, 13-14 doubles (k, N)-calculables, 177

Instructions symétriques, 15 Systéme de transitions standard, 81

Jeux de parité, 53
jeu restreint & une stratégie, 54
stratégie, 53
stratégie positionnelle, 53 Vecteur caractéristique, 4

Termes itérés, 143
indéterminées, 143

Langages, 3
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Index des notations

Alphabets
A, 10
I, 143
A, 9
A3
A, 3
Al,ka 16
Applications
X3» 4
f;, 17
ﬁni, 17
mot, 11
top, 12
P, 17
Projections
f;, 17
Pi» 11
g, 4
Ty 4
TGy 4
0, 3
Arbres
1"t 5
th, 5
T(A)9, 5
Automates & oracles
AFY | 68
AFk,q67
AFAC(A), 46
AFC(A), 43
Automate§ a piles itérées
k-APY, 25
k-APY. 23
AF, 23
extensions
k-AP, 27
*k-AP, 83
*k-NAP, 84
*k-N1AP, 85
normalisations
k-ACDY, 138
k-AC™, 138
k-N1AP, 26

INDEX DES DEFINITIONS

k-N2AP, 27
k-NAP?. 26

Controleurs
(L)ik, 79
[Clik, 9

Foréts
F\"Fy, 5
F(A)O(%), 46
Fp, 5
P-Arbre(%), 5
TRECY(A), 46

Instructions
change,, 14
push,, 15
pop,, 14
push,, 14
stay, 13

Classes d’instructions

Instr, 14
Jnstr*, 83
Jnstr, 15

Langages
A% 3
LX(A)O, 43
Irr(A), 3
My, 17
Pr, 17

classes de langages

LANG, 23
LANG,?, 25
RECY, 68
REC,, 67
REC, 23
RECY(A), 43
Logique
DEF(S), 30
SOM, 29
MD, 30
Relations
o, 32
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CHANGE;, 32
POP;, 32
PUSH;, 32
SUCCyq, 32
Structures
T(A),°, 33
T(A), 32
P, 32
Pilek, 32

Machines & piles itérées
EtatT (M), 28
Graphe(M), 28
k-MP(3), 22

Mots

u, 3
u, 3

Piles itérées

classes d’ensembles
DEF{ (Ay,..., Ay), 34
PREC,", 73
ACC., 28

ensembles
it-Pile, 10
k-Pile, 9
k-Pilet, 10
ACCqp(M), 28
k-NPile, 12

Relations
Fo, 22
— ., 142
gS,w, 81
<s, 82
—n , 28
Cs, 82

Suites
D(S), 195
F(S), 195
sV, 187
SN, 138
SN 177

Termes
k-Terme, 143
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