
Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 25.

Élève 1 :

Cours : (5) Pour M ∈ Mn(K), on a M.tCom(M) = tCom(M).M = det(M).In.

Exercice 1
Soit (a, b, c, d) ∈ K

4. Calculer
a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

Exercice 2 (Problème d’interpolation de Lagrange)
Soit A un anneau commutatif, x0, . . . , xn ∈ A. Démontrer l’équivalence entre les propositions
suivantes :

– a. Le déterminant de Vandermonde de x0, . . . , xn est un élément inversible de A ;
– b. Pour tous y0, . . . , yn ∈ A, il existe un unique polynôme P ∈ An[X] tel que P (xi) = yi

pour i = 0, . . . , n.
Donner un exemple d’anneau A et un problème d’interpolation dans A (en des points xi dis-
tincts) n’ayant pas de solution.

Exercice 3

1. Soit A,B ∈ Mn(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A2 + B2) ≥ 0.

2. Chercher A,B telles que det(A2 + B2) < 0.
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Élève 2 :

Cours : (1) Les formes bilinéaires antisymétriques sur E sont les formes bilinéaires alternées
sur E.

Exercice 4
Soit A ∈Mn(K). On note C1, . . . , Cn les colonnes de A. Pour tout j ∈ Nn, on pose

Dj =
i6=j

Ci

et on note D la matrice dont les colonnes sont D1, . . . , Dn. Calculer det D en fonction de
det A.

Exercice 5 (Résultant)

Soient P = a0 + a1X + · · · + apX
p, et Q = b0 + b1X + · · ·+ bqX

q, avec ap 6= 0, bq 6= 0.

On définit la matrice M(P,Q) ∈Mp+q(K) :

M(P,Q) =

1 q q + 1 q + p

1 a0 b0

a1

. . . b1

. . .

q
... a0

...
. . .

...
... bq

. . .

p ap−1

...
. . . b0

p + 1 ap

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
p + q ap bq

et on pose Res(P,Q) = det(M(P,Q)).

En considérant l’application Φ
Kq−1[X]×Kp−1[X] → Kp+q−1[X]

(U, V ) 7→ UP + V Q
, montrer que :

Res(P,Q) 6= 0 ⇐⇒ P ∧Q = 1

.
Application : CNS pour que le polynôme P = X4 + aX + b ait une racine multiple ?
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Élève 3 :

Cours : (3) Déterminants d’une composée de deux endomorphismes de E et d’un produit de
deux matrices deMn(K).

Exercice 6 Soit n ∈ N
∗ et (a1, · · · , an) ∈ K

n. Calculer

0 · · · 0 an

... . .. . .. 0

0 . .. . ..
...

a1 0 · · · 0

Exercice 7

1. Soit A ∈ Mn(R), et U l’élément deMn(R) dont tous les coefficients sont égaux à 1. On
pose P = det(A + XU). Montrer que P ∈ R1[X].

2. Application. Soit (a, b, c) ∈ R
3. Calculer

c a · · · · · · a

b c
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . a

b · · · · · · b c

Exercice 8
Soit n ∈ N. Calculer le déterminant d’ordre p + 1 suivant :

1 C1
n · · · Cp

n

1 C1
n+1 · · · C

p
n+1

...
...

...
1 C1

n+p · · · C
p
n+p
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