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Résumé

Avec le développement de l’informatique, le nombre et le rôle des systèmes critiques augmentent
constamment. Une proportion importante de ces systèmes présente des aspects temporisés exprimant
des contraintes quantitatives sur l’écoulement du temps. Les travaux présentés dans cette thèse s’ins-
crivent dans le cadre de la vérification automatique de systèmes temporisés et distribués. Nous consi-
dérons différents modèles obtenus comme des extensions desautomates temporisés et des réseaux de
Petri. Dans une première partie, nous étudions ces modèles àla fois indépendamment, obtenant de
nouveaux résultats d’indécidabilité pour les automates temporisés avec transitions silencieuses, et en
s’intéressant aux liens existant entre eux. Nous proposonsainsi une traduction des automates tempori-
sés étendus vers les réseaux de Petri temporels et comparonsavec précision les pouvoirs expressifs des
automates temporisés et des réseaux de Petri temporisés. Ladeuxième partie de nos travaux traite de
problèmes d’algorithmique de la vérification. Nous proposons un algorithme pour l’analyse en avant
des automates temporisés avec gardes diagonales ainsi qu’une notion de dépliage pour les réseaux
d’automates temporisés et différentes méthodes pour en calculer un préfixe fini et complet. Enfin,
dans une dernière partie, nous nous intéressons à la notion d’implémentabilité pour les automates
temporisés et proposons un algorithme pour la vérification robuste de la logique temporelle linéaire.

Mots-Clefs : Vérification formelle, Automates temporisés, Réseaux de Petri, Systèmes distribués,
Expressivité, Algorithmique, Implémentabilité.

Abstract

With the development of computer science, the number and therole of critical systems always
grow. A large part of these systems presents timing aspects expressing some quantitative constraints
on time elapsing. The results presented in this thesis fall into the framework of automated verifica-
tion of distributed and timed systems. We consider different models obtained as extensions of timed
automata and Petri nets. In a first part, we study these modelsboth independently, proving new unde-
cidability results for timed automata with silent transitions, and by looking at links between them. We
propose a translation from extended timed automata to time Petri nets, and compare relative expres-
sive power of timed automata and timed Petri nets. The secondpart of our work deals with problems
in algorithmic of verification. We propose an algorithm for forward analysis of timed automata with
diagonal constraints, and a notion of unfolding for networks of timed automata together with different
methods for building a finite and complete prefix of it. Finally, we are interested in a notion of im-
plementability for timed automata and propose an algorithmfor robust verification of linear temporal
logic.

Keywords : Formal verification, Timed automata, Petri nets, Distributed systems, Expressivity, Algo-
rithmic, Implementability.
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Introduction

Paris, bar des trois Moulins, 7h50.
Mai 2007.

– Alors ?

– Hmm...

– Comment ça s’est fini ? Tu t’en es sorti ?

– Formaté, une fois de plus !

– Allez ! Fais pas cette tête, c’est pas si grave. Tu prends un café ?

– C’qui me dépasse c’est que l’informatique est partout aujourd’hui ! Tu prends ta voiture,
le GPS te guide, tu vas à l’hôpital, tu passes un scanner, tu prends le Meteor, y’a plus de
conducteur. Et attends, là j’ai passé deux heures à attendrepour pouvoir voter, et je suis
même pas sûr que ma voix va compter...

Enjeux de la vérification

Voilà la genre de conversations que l’on peut entendre partout de nos jours. L’informatique oc-
cupe une place prépondérante dans de nombreux domaines, tels la santé, les transports, l’économie, les
communications et plus récemment le vote électronique. Et quand ces applications ont des enjeux im-
portants comme des vies humaines, des moyens financiers ou encore la garantie de la démocratie, les
systèmes informatiques doivent être irréprochables. Cependant, ces « systèmes critiques » présentent
souvent des imperfections et l’Histoire a connu de nombreuxfaits divers qui en témoignent.

Thérac-25. Le Thérac-25 est un appareil médical utilisé aux États-Uniset au Canada à partir de
1976 pour traiter les tumeurs cancéreuses en exposant les patients à des radiations. Entre 1985 et 1987,
date à laquelle tous les appareils ont été retirés, une séried’incidents ont eu lieu, provoquant la mort
de plusieurs personnes. Une erreur logicielle a provoqué des surexpositions importantes, provoquant
ainsi la mort de ces patients. Davantage de détails peuvent être trouvés dans [LT93].

Ariane 5. « Le vol inaugural d’Ariane 5 qui eut lieu le 4 juin 1996 s’est soldé par un échec. Environ
40 secondes seulement après le démarrage de la séquence de vol, le lanceur, qui se trouvait alors
à une altitude de quelques 3700 mètres, a dévié de sa trajectoire, s’est brisé et a explosé. » Telles
sont les deux premières phrases du rapport [Ari96] de la commission d’enquête mise en place suite
à l’explosion d’Ariane 5. Celui-ci conclut à une erreur logicielle dans la spécification d’une fonction
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(une valeur est codée sur 16 bits au lieu de 64 bits) et recommande le développement des méthodes
de vérification.

France Telecom. Des milliers d’appels téléphoniques passés depuis la France sont restés sans ré-
ponse au cours des samedi 30 et dimanche 31 octobre 2004. Et pour cause, ces appels n’étaient pas
traités par les commutateurs ! C’est l’analyse menée par lesexperts de France Telecom qui a permis
de mettre en évidence une erreur logicielle sur un équipement de traitement de la voix sur IP situé à
Reims. Son dysfonctionnement a ensuite provoqué un mécanisme d’autoprotection de vingt-six com-
mutateurs, ralentissant ainsi une grande partie du réseau français. Les ingénieurs ont dû procéder au
développement d’un logiciel de remplacement et l’ont implanté sur chacun des commutateurs, ce qui
a nécessité l’ensemble du week-end.

Vote électronique aux États-Unis. Tandis que la France commence à utiliser les machines de vote
électroniques, elles sont fortement remises en cause aux États-Unis. Un rapport complet [Bre06] sur
les dangers du vote électronique a été publié par une commission d’experts du « Brennan Center », de
l’Université de New York de Justice. Cette commission, composée de membres importants de la com-
munauté scientifique comme David Dill et Ronald Rivest, émetdes conclusions critiques concernant
l’utilisation actuelle de ces machines, et propose un ensemble de mesures permettant d’augmenter
la confiance dans ce système de vote. Plus récemment encore, en janvier 2007, une étude [Vot07] a
recensé plus de 1000 dysfonctionnements au cours des élections de mi-mandat de 2006. Parmi ces
dysfonctionnements, les logiciels sont plusieurs fois remis en cause, et le gouvernement américain a
récemment décidé d’augmenter les tests de ces machines. Ainsi, un organisme de certification a perdu
son accréditation et le code source pourrait être exigé auprès des fabricants.

Méthodes formelles

Il apparaît primordial de pouvoir garantir unesûreté de fonctionnementde ces systèmes critiques.
Les méthodes habituellement utilisées lors du développement de systèmes informatiques (comme des
logiciels) consistent essentiellement à « tester » le fonctionnement du système dans un ensemble
de situations correspondant au cadre d’utilisation « attendu », i.e. pour lequel le système a été conçu.
Cependant, de telles méthodes ne permettent pas de tester lecomportement du système danstoutesles
situations, l’ensemble des scénarios étant le plus souventinfini. Une autre faiblesse de cette approche
provient du manque de précision de ces tests. Les descriptions souvent informelles utilisées dans les
cahiers des charges ne décrivent pas de façon satisfaisanteles comportements admissibles et non-
admissibles.

Bien que le test du système permette de détecter des erreurs,il est nécessaire de compléter les
résultats obtenus par une autre approche. La solution que nous étudions dans ces travaux s’inscrit
dans le cadre desméthodes formelles. L’idée principale de cette approche est de plonger la démarche
de vérification du système dans un cadre formel afin de permettre l’utilisation de raisonnements ma-
thématiques lors de l’analyse du système. De plus, le cadre mathématique permet une description
du système et de ses comportements plus rigoureuse. Nous présentons quatre approches qui appar-
tiennent à la classe des méthodes formelles, ce ne sont pas les seules, mais elles comptent parmi les
plus importantes.

Tests basés sur le modèle.Dans cette approche, la notion de test est encore présente. Cependant,
elle diffère du test « classique » par plusieurs aspects. D’abord, la propriété à tester ainsi que
la partie fonctionnelle du système qui doit être analysée sont modélisées et décrites dans des



Introduction 15

langages mathématiques. L’objectif consiste alors à générer de façon automatique un ensemble
fini de scénarios de tests qui soit couvrant,i.e. qui assure que si le système « passe » ces tests,
alors il vérifie la propriété. Malheureusement, dans de nombreux cas, un tel ensemble couvrant
n’existe pas.

Analyse statique. Largement répandue dans les compilateurs, cette approche consiste à analyser
certaines propriétés d’un code de façon statique,i.e. sans chercher à calculer l’ensemble des
comportements possibles du système. Ceci permet par exemple de s’assurer qu’une variable
est bien définie lors de son utilisation, ou encore qu’il n’existe pas d’accès à un tableau en
dehors de son ensemble de définition si celui-ci est de tailleconstante. Cependant, les propriétés
dynamiques ne peuvent pas être testées par cette approche.

Démonstration automatique. L’objectif est cette fois de bâtir un raisonnement logique démon-
trant la correction du système vis-à-vis d’une propriété. Cette correction est donc exprimée
comme un théorème mathématique dans un système de preuves. Des assistants automatiques
fondés sur des règles de déduction sont ensuite utilisés pour faire la preuve de ce théorème.
Cependant, un opérateur humain doit guider ces assistants lorsqu’ils ne parviennent pas à dé-
montrer certains lemmes. Ainsi, le processus global n’est pas totalement automatisé.

Vérification de modèles. Dans cette dernière approche, l’ensemble de la procédure est automa-
tique et permet de garantir que le modèle du système vérifie une spécification. Celle-ci est
représentée dans un formalisme logique et la démonstrationde la propriété de correction est
obtenue à l’aide d’algorithmes. Ceux-ci peuvent par exemple chercher à explorer de façon sym-
bolique l’ensemble des comportements du modèle de sorte à s’assurer qu’aucun ne viole la
formule décrivant la spécification.

Toutes les approches présentées précédemment sont en fait complémentaires. La méthode tradi-
tionnelle du test est également importante car elle permet d’étudier le système réel. Mais elle n’est
pas toujours possible, par exemple lorsque l’utilisation du système réel est trop coûteuse ou trop dan-
gereuse. La bonne méthode de vérification réside donc dans lechoix d’un compromis adapté au type
de système étudié.

Enfin, soulignons que ces méthodes se répandent de plus en plus dans les milieux industriels.
Des normes officielles exigent que certains systèmes soientvérifiés et les entreprises dont l’intérêt est
d’éviter les défauts de conception ou de réalisation, investissent de plus en plus dans ce domaine. Ci-
tons quelques exemples nationaux bien connus. La RATP, pourle développement de la partie critique
du métro Meteor, a utilisé la méthode B. De même, les parties critiques des logiciels développés par
Airbus ou EDF font appel aux méthodes formelles lors des phases de développement.

Vérification de modèles

Nos travaux s’inscrivent dans le cadre de la vérification automatique de modèles, approche que
nous allons décrire plus précisément. Celle-ci présente deux grandes étapes, qui sont représentées sur
la figure 1.

(1) Modélisation du système :le système étudié peut être donné sous la forme d’un système réel
(système physique, ou code logiciel) ou sous la forme d’une description de son comportement
(un protocole par exemple). Il est traduit dans un formalisme mathématique adapté, donnant ainsi
unmodèle du système, disonsM .

(2) Modélisation de la spécification :la spécification du système est souvent donnée par un cahier
des charges. Elle est aussi traduite dans un formalisme mathématique, habituellement une logique,
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donnant un ainsi uneformule de la spécification, disonsϕ.

(3) Vérification : des algorithmes de vérification de modèles sont ensuite utilisés pour déterminer
si le modèle du système satisfait la formule exprimant la spécification, ce qui est notéM |= ϕ.
Si ce n’est pas le cas, des incohérences dans les descriptions du système et des propriétés sont
mises en évidence par l’algorithme. Sinon, nous obtenons lagarantie que le modèleM satisfait
les propriétés exprimées parϕ.

Le facteur critique de la vérification de modèles est la difficulté des problèmes étudiés. Ainsi, pour
des classes trop générales de modèles ou de propriétés, il n’existe pas d’algorithmes de vérification.
Et, même pour des propriétés simples, le passage à l’échelleest souvent difficile puisque la taille des
systèmes étudiés peut être très grande. La complexité des algorithmes de vérification dépend à la fois
de la classe de modèles considérés et de la logique de spécification prise en compte. D’une manière
générale, plus la classe de modèles et/ou la logique sont expressives, plus le problème est difficile et
il est donc nécessaire de trouver le bon compromis entre expressivité et efficacité.

Système Propriétés

OK •
Erreur

[0, 1]

[0, 1]

[2, 3]
(¬F Erreur) ∧ (G F ≤1OK)|=

(3)

Algorithme de vérification

(1) (2)

FIG. 1 – La vérification de modèles.

D’autre part, une faiblesse des méthodes formelles provient de la différence qui peut exister entre
les modèles analysés et les systèmes réels. En effet, l’étape de modélisation qui consiste à plonger
dans un cadre mathématique le système analysé, bien que nécessaire aux approches formelles, sim-
plifie souvent le système. Il est donc naturel de s’intéresser à la conservation de ces propriétés lorsque
le modèle est « concrétisé » afin d’obtenir un modèle plus proche d’un système réel. Le développe-
ment de techniques assurant l’implémentabilité des modèles, i.e.permettant un transfert des propriétés
démontrées pour les modèles aux systèmes eux-mêmes, constitue un défi essentiel.

Nous nous intéressons dans la suite aux formalismes de description, à l’algorithmique de la vérifi-
cation et à l’implémentabilité. Nous présentons plus précisément en quoi consistent ces trois domaines
et les défis majeurs qu’ils présentent.

Modélisation : Des formalismes de description

Lors de la phase de modélisation du système et des propriétés, un choix doit être fait parmi les
nombreux formalismes de description existants. Les formalismes choisis doivent permettre d’expri-
mer les caractéristiques du système que nous souhaitons étudier. Ainsi, pour l’étude d’un protocole
probabiliste, il semble naturel d’utiliser un modèle probabiliste comme les chaînes de Markov. Ces
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formalismes doivent donc être suffisamment expressifs. Cependant, il est important de remarquer
que le choix de ces formalismes a des conséquences sur l’ensemble du processus de vérification et
d’implémentation. En effet, plus les modèles des systèmes et des propriétés sont expressifs, plus les
algorithmes de vérification sont coûteux en temps et en espace. À l’opposé, plus le modèle du système
est simple, moins il reflète les contraintes d’une implémentation, et donc plus l’implémentabilité est
difficile.

Ces différents critères sont antagonistes et il est, en règle générale, assez délicat de choisir le
bon modèle pour représenter le système et les propriétés. Les travaux portant sur les formalismes de
description sont donc fondamentaux afin de permettre davantage de choix et afin d’offrir des modèles
proposant un juste compromis.

Inventer de nouveaux modèles n’est pas difficile : il est relativement simple d’imaginer de nou-
velles extensions d’un modèle existant. Cependant, une telle démarche, « vagabonde », n’est pas
profitable. La conception d’un nouveau modèle doit être motivée et il existe pour cela différentes
possibilités. Une étude de cas peut par exemple justifier l’ajout d’une structure de données à un mo-
dèle classique. D’autres motivations peuvent provenir de l’étude des modèles existants afin de mieux
comprendre les propriétés qu’ils possèdent et celles qu’ils ne possèdent pas. Ceci permet ensuite de
dégager des attentes concernant le nouveau modèle.

La comparaison des modèles existants constitue une autre facette de ces travaux. En effet, à quoi
bon disposer de plusieurs formalismes sans connaître leurspouvoirs expressifs relatifs ? Analyser
avec précision les relations en termes d’expressivité entre deux formalismes permet, par exemple,
de déterminer quels types de systèmes peuvent être exprimésdans un modèle mais pas dans l’autre.
D’autre part, il peut être préférable pour certaines classes de systèmes d’utiliser un modèle s’il permet
des descriptions plus concises. Enfin, le développement d’algorithmes de traductions d’un formalisme
vers un autre permet l’application d’algorithmes d’une classe à des objets d’une autre classe.

Vérification : Des problèmes d’algorithmique

L’étape de vérification semble plus simple puisqu’il suffit d’utiliser un outil implémentant un al-
gorithme de vérification adapté aux classes de systèmes et depropriétés choisies. Cependant, il existe
fréquemment, pour une même classe, différents algorithmesdont les comportements sont incompa-
rables. Il faut donc maîtriser les bases des théories sous-jacentes pour se repérer parmi les outils de
vérification automatique de modèles.

Le principal défi de l’algorithmique de la vérification réside bien sûr dans le développement de
nouveaux algorithmes efficaces en pratique. Ceci peut être délicat car les modèles considérés sont
complexes et l’analyse exhaustive de leurs comportements ne termine pas en général. Nous présentons
quelques techniques utiles dans ce cadre.

Citons les représentations symboliques qui permettent de manipuler des éléments de façon en-
sembliste, permettant des calculs plus efficaces directement au niveau de ces ensembles. Ainsi la
représentation d’ensembles de valuations d’horloges sousforme de zones, largement répandue dans
les algorithmes de vérification de systèmes temporisés, permet-elle de parcourir des ensembles infinis
(même non dénombrables) d’objets en un temps fini. Le développement de nouvelles représentations
symboliques et/ou d’algorithmes fondés sur ces représentations constitue donc un enjeu important.
Par ailleurs, selon la nature de la propriété étudiée, les techniques d’analyse du modèle ne doivent
pas être les mêmes. Par exemple, si la propriété ne concerne qu’un aspect restreint du comportement
du système, il est possible de simplifier ce système lors de son analyse en faisant abstraction des
caractéristiques qui sont inutiles.
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Enfin, les algorithmes peuvent également prendre en compte la nature du modèle étudié et ses spé-
cificités. Ainsi, lorsqu’un système est représenté comme lacomposition d’un ensemble de systèmes
plus petits, l’approche simpliste consistant à calculer explicitement le système global correspondant
à cette composition mène à des algorithmes inefficaces. Cette difficulté, connue comme le problème
de l’explosion du nombre d’états, peut être évitée en développant des algorithmes tenant compte de la
description du système sous forme de composition.

Implémentation : Du modèle au système réel

L’étape d’implémentation est d’une certaine façon le processus inverse de la modélisation. Au
lieu de simplifier le système, il s’agit cette fois de l’enrichir, de le raffiner, afin d’obtenir un objet plus
proche de la réalité des contraintes physiques associées à un système matériel. Cette « concrétisation »
peut également être perçue comme un cadre particulier du problème de synthèse. Celui-ci consiste à
construire un programme ou un algorithme à partir de sa spécification, le système construit est alors
correct par construction.

Naturellement, il n’est pas souhaitable de devoir réaliserune seconde étape de validation sur ce
modèle concret, et il faut donc pouvoir transférer les propriétés du modèle le plus abstrait au modèle
le plus concret.

Nous pouvons distinguer essentiellement deux types d’approches. La première consiste à modé-
liser explicitement les différences existant entre le « monde réel » et les modèles mathématiques.
L’étape de vérification tient alors compte de ces aspects supplémentaires, et vérifie directement l’im-
plémentation du modèle. Celle-ci est en général plus difficile à vérifier car sa taille est plus grande.
Une seconde approche consiste à introduire les imprécisions dues à l’exécution du modèle abstrait
dans un environnement matériel à travers la sémantique du modèle abstrait. La taille des modèles
est donc préservée mais les algorithmes classiques de vérification doivent être adaptés à la nouvelle
sémantique.

Modèles étudiés dans la thèse

Nous nous intéresserons plus particulièrement à deux caractéristiques des systèmes : l’aspect tem-
porisé et l’aspect distribué.

Lors de la modélisation de systèmes, l’aspect temps-réel est souvent présent. Plus précisément, le
seul ordonnancement des événements peut ne pas être suffisant pour caractériser les comportements du
système. Il devient alors nécessaire de quantifier l’écoulement de temps intervenu entre deux actions.
Lesmodèles temporiséspermettent de représenter ces systèmes.

La représentation d’un système apparaît fréquemment sous la forme d’une composition de dif-
férents systèmes de plus petite taille. Il est donc utile de disposer d’un mécanisme de composition
dans le formalisme choisi pour représenter le système. Une telle représentation possède deux avan-
tages. Elle est à la fois plus concise et plus facile à comprendre car elle correspond à un découpage
naturel de différentes composantes du système global. En effet, décrire sans composition un système
équivalent à un système défini à l’aide de compositions induit un coût exponentiel. Cette construction
revient à définir une notion d’état global du système décrivant dans quel état se trouve chacun des
sous-systèmes. Lesmodèles distribuéspermettent une représentation sous forme de composition.
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Des modèles temporisés ...

Les modèles reconnus dans la communauté scientifique pour lareprésentation de systèmes tem-
porisés sont assez nombreux. Nous nous intéressons à trois d’entre eux, les automates temporisés, les
réseaux de Petri temporels et les réseaux de Petri temporisés.

Dans les automates temporisés, le temps est représenté à l’aide de variables explicites (les hor-
loges) qui sont ajoutées au modèle standard des automates finis. Ces horloges évoluent toutes à la
même vitesse, et peuvent être comparées à des constantes lors du franchissement d’une transition. Il
est également possible de remettre les horloges à zéro.

Dans les deux extensions temporisées des réseaux de Petri mentionnées précédemment, le temps
est introduit de façon implicite. Ainsi, dans les réseaux dePetri temporels, un « âge » est associé à
chaque transition et représente la durée d’activation de latransition. Cette transition peut alors être
franchie si et seulement si cette durée appartient à un certain intervalle. Dans les réseaux de Petri
temporisés, ce sont les jetons qui possèdent un « âge » qui estcontraint par un intervalle lors du
franchissement d’une transition.

Les langages acceptés par ces modèles sont des langages temporisés,i.e. des ensembles de mots
temporisés. Un mot temporisé est une séquence d’actions indiquant pour chaque action la date à
laquelle elle a lieu.

L’urgence permet d’introduire une certaine vivacité dans les systèmes temporisés,i.e. une notion
de progrès évitant que le système puisse rester indéfinimentdans un état sans franchir de transitions.
Dans les automates temporisés, l’urgence est introduite autravers des invariants qui sont associés de
façon locale aux états de contrôle du système. Dans les réseaux de Petri temporels, l’urgence est asso-
ciée aux transitions activées : l’écoulement du temps ne peut pas désactiver une telle transition. Enfin,
les réseaux de Petri temporisés sont dépourvus d’urgence etl’utilisation de conditions d’acceptation
permet de pallier ce manque en forçant par exemple à visiter un état infiniment souvent.

... et aussi distribués

Les réseaux de Petri possèdent intrinsèquement les notionsd’état local et de synchronisation. Dans
le cadre non temporisé, ils sont très largement utilisés dans des milieux divers pour la modélisation de
systèmes distribués. Les applications couvrent les domaines des systèmes de production, de transports,
de communication,etc. Les deux modèles temporisés obtenus comme des extensions des réseaux de
Petri conservent ces bonnes propriétés.

En revanche, le modèle des automates finis semble a priori moins adapté à la modélisation de
systèmes distribués. En effet, la notion d’état local n’a pas de sens dans un automate fini seul et il existe
une notion de synchronisation qui permet de faire « communiquer » différents automates finis entre
eux. Ceci permet donc de représenter différentes composantes du système comme des automates finis
puis de décrire leurs interactions à l’aide de cette fonction de synchronisation. Pour les transitions qui
ne sont pas synchronisées, les différents automates sont concurrents. Il est facile d’étendre cette notion
au modèle des automates temporisés, obtenant ainsi la notion deréseaux d’automates temporisés.

Impact de la combinaison des deux aspects

La combinaison des aspects temporisés et distribués induitun certain nombre de difficultés. La
première concerne la notion de temps global. Si le système est modélisé par différentes composantes,
celles-ci doivent-elles posséder la même horloge globale ?Nous supposerons que cette hypothèse
doit être satisfaite. Cette horloge globale rend plus difficile l’analyse du système puisqu’elle induit
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une dépendance entre les différentes composantes, dont lescomportements ne sont plus totalement
concurrents comme c’est le cas dans le cadre non temporisé.

Un autre point rendu plus délicat par la combinaison des aspects temporisés et distribués est la no-
tion d’interblocages. Celle-ci correspond à des situations dans lesquelles le système est bloqué,i.e.ne
peut plus franchir de transitions. Ceci peut par exemple survenir à cause d’incompatibilités discrètes,
lorsqu’un processus doit franchir une transition synchronisée mais que le processus avec lequel il doit
se synchroniser ne se trouve pas dans le bon état. L’introduction de contraintes temporelles induit
deux types de difficultés supplémentaires. D’abord, des incompatibilités temporelles peuvent survenir
si les contraintes temporisées associées aux deux transitions devant être synchronisées ne sont pas
compatibles. Ensuite, la notion d’urgence peut induire d’autres blocages temporels puisqu’il est pos-
sible qu’un processus puisse localement laisserd unités de temps s’écouler mais que pour un autre
processus, une contrainte d’urgence impose que strictement moins ded unités de temps s’écoulent.
Ceci nécessite donc lors de l’analyse du système de prendre en compte les contraintes d’urgence de
chaque processus, réduisant à nouveau la concurrence.

Contributions de la thèse

Nos contributions s’inscrivent dans le cadre de la vérification de systèmes temporisés et distribués.
Les modèles étudiés sont ceux décrits précédemment,i.e. les (réseaux d’)automates temporisés, les
réseaux de Petri temporels et les réseaux de Petri temporisés. Nos travaux portent sur chacun des trois
aspects décrits précédemment, l’étude des formalismes de modélisation, l’algorithmique de la vérifi-
cation, et l’implémentabilité. Afin d’alléger nos propos, nous ne donnons pas de références bibliogra-
phiques dans cette partie. Les travaux existants seront décrits plus précisément dans les introductions
des différents chapitres.

Étude des formalismes de modélisation

Nous avons travaillé principalement dans deux voies : l’analyse des fondements théoriques des
automates temporisés et la comparaison des différents modèles temporisés présentés précédemment.

Analyse des fondements théoriques des automates temporisés. Les fondements théoriques des
automates temporisés, et donc des langages temporisésréguliers qu’ils reconnaissent, ont toujours
suscité un intérêt important. En effet les langages réguliers standards (non temporisés) possèdent
un certain nombre de caractérisations algébriques et logiques utiles pour leur analyse tandis que les
langages temporisés ne possèdent pas de telles caractérisations. En particulier, leur principal défaut
est qu’ils ne sont pas clos par complémentation. Ceci rend plus délicate une définition équivalente en
termes de logiques car les logiques sont (presque) toujourscloses par négation. Il est alors possible
d’abandonner la négation, de se restreindre à une sous-classe close par complémentation ou encore de
chercher à mieux comprendre le rôle de la complémentation.

Suivant cette troisième voie, nous étudions des questions comme « un automate temporisé est-il
complémentable ? » ou « un automate temporisé est-il déterminisable ? ». Il a été démontré que ces
deux problèmes sont indécidables, ainsi que d’autres problèmes liés à la minimisation du nombre
d’horloges ou à l’opération de mélange (« shuffle »). Par ailleurs, contrairement au cadre non tempo-
risé, les transitions silencieuses augmentent le pouvoir expressif des automates temporisés. Il est donc
naturel d’espérer que la classe des langages temporisés acceptés par des automates temporisés avec
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transitions silencieuses possède de meilleures propriétés. Nous nous intéressons donc aux problèmes
précédents pour cette classe de langages temporisés.

Nous répondons d’abord à une question centrale issue de l’introduction des transitions silen-
cieuses : « Est-il possible de déterminer si le langage d’un automate temporisé avec transitions silen-
cieuses peut être accepté par un automate temporisé sans transitions silencieuses ? » Nous démontrons
que ce problème est indécidable. Nous étendons ensuite chacun des résultats d’indécidabilité précé-
dents au cadre des automates temporisés avec transitions silencieuses, démontrant ainsi que cette
dernière classe ne possède pas de meilleures propriétés quela classe des automates temporisés. Souli-
gnons que les transitions silencieuses rendent plus délicate l’analyse de l’automate. En effet, dans un
automate temporisé, étant donné un mot temporisé, il existeun nombre fini d’exécutions acceptant ce
mot, ce qui n’est plus vrai en présence de transitions silencieuses.

Comparaison de modèles temporisés.Notre objectif principal est la comparaison du modèle des
automates temporisés avec les deux extensions des réseaux de Petri introduites précédemment, car
celles-ci peuvent être mieux adaptées à la modélisation de systèmes distribués.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au modèledes réseaux de Petri temporels.
Ce modèle constitue l’extension temporisée la plus utilisée et pour laquelle il existe un grand nombre
de travaux. Naturellement, les liens entre ces deux modèlesont donc déjà été étudiés et ont permis de
montrer que pour la bisimulation, le modèle des automates temporisés est strictement plus expressif
tandis que pour l’équivalence de langages, les deux modèlessont aussi expressifs.

Par ailleurs, il existe de nombreuses extensions des automates temporisés. Les contraintes d’hor-
loges dites diagonales permettent de comparer à une constante le temps qui s’est écoulé entre deux
actions. Ce type de contraintes peut être utile pour exprimer des conditions d’ordonnancements de
tâches. Une autre extension naturelle consiste à autoriserla mise à jour des horloges à des valeurs
entières.

Nous proposons dans ces travaux une traduction quadratiquedes réseaux d’automates temporisés
étendus avec des contraintes d’horloges diagonales et des mises à jour intégrales vers les réseaux de
Petri temporels. Cette traduction est même linéaire dès lors que le modèle n’utilise que l’une ou l’autre
des deux extensions. Notre traduction préserve les langages acceptés et peut donc être utilisée pour
décider de propriétés d’accessibilité ou d’accessibilitérépétée. Elle permet également de démontrer
que les réseaux de Petri temporels sont exponentiellement plus concis que les automates temporisés.

Dans un second temps, nous étudions le modèle des réseaux de Petri temporisés. Il est souvent
mentionné que les réseaux de Petri temporisés sont plus expressifs que les automates temporisés.
Pourtant, les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisés saufs étendus avec des arcs de
lecture sont bisimlaires. Afin de clarifier les liens entre ces deux modèles, nous nous intéressons au
modèle des réseaux de Petri temporisés étendus avec des arcsde lecture.

Nous montrons d’abord que les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisés bornés
avec arcs de lecture sont bisimilaires, étendant ainsi le résultat précédent. Nous montrons également
que le problème de couverture est décidable pour les réseauxde Petri temporisés avec arcs de lecture.

Nous nous intéressons ensuite à des questions d’expressivité et cherchons à déterminer si les arcs
de lecture accroissent le pouvoir d’expression du modèle ets’ils sont nécessaires pour exprimer les au-
tomates temporisés. Nous montrons que c’est le cas uniquement pour les comportements Zeno. Nous
présentons des constructions permettant de s’affranchir de ces arcs dans le cas des mots finis et des
mots infinis non Zeno. Puisque les comportements Zeno ne correspondent pas à des comportements
physiques réels, ces résultats expriment que le pouvoir d’expression des réseaux de Petri temporisés
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est « suffisant » dans le cas général. Cependant ces constructions sont très complexes et ne sont donc
pas utilisables dans des mécanismes de traduction.

Encore dans le domaine de l’expressivité, nous étudions le rôle des mises à jour non détermi-
nistes. Nous obtenons à nouveau que les différences apparaissent via les comportements Zeno. Dans
ce cas, il est nécessaire de raffiner la granularité du modèlepour s’affranchir des mises à jour non
déterministes. L’équivalence obtenue avec les automates temporisés nous permet enfin de déduire des
résultats nouveaux sur les automates temporisés.

Algorithmique de la Vérification

Nos contributions à l’algorithmique de la vérification des systèmes temporisés distribués suivent
deux objectifs. D’abord, nous proposons des algorithmes originaux pour des modèles d’automates
temporisés étendus, contenant par exemple des gardes diagonales ou des mises à jour d’horloges inté-
grales. Ensuite, nous développons un algorithme de dépliage pour les réseaux d’automates temporisés.

Algorithmes pour des modèles d’automates temporisés étendus. La transformation linéaire (ou
quadratique) que nous obtenons pour les réseaux d’automates temporisés étendus permet d’appliquer
au réseau de Petri temporel construit les algorithmes développés pour cette classe. J’ai implémenté
cette traduction dans un prototype permettant de transformer des automates temporisés donnés selon
le format de l’outil de UPPAAL en des modèles respectant la syntaxe de l’outil TINA qui permet
d’analyser les réseaux de Petri temporels.

Par ailleurs, nous proposons un algorithme dédié au modèle des automates temporisés étendus
avec des contraintes diagonales. L’algorithme standard pour l’analyse des automates temporisés est
fondé sur la technique d’analyse en avant à la volée et utilise la représentation symbolique des zones.
Son caractère « en avant » est essentiel car il permet la manipulation de variables entières au cours de
l’analyse.

En présence de contraintes diagonales, cet algorithme n’est plus correct. De plus, les automates
temporisés avec gardes diagonales provoquant une erreur del’algorithme sont très rares. Nous cher-
chons donc à développer un nouvel algorithme ayant le même comportement que l’algorithme clas-
sique sur les automates ne provoquant pas d’erreurs.

Pour assurer cette propriété, nous utilisons la méthodologie du raffinement successif fondé sur
l’analyse de contre-exemples. Dans notre cadre, le raffinement consiste à retirer des contraintes dia-
gonales du système. L’analyse des contre-exemples qui constitue la partie la plus délicate de notre
approche cherche donc à détecter quelles gardes diagonalessont responsables des erreurs de l’algo-
rithme. Cette partie est réalisée à l’aide d’une modification de la structure de données des matrices de
différences bornées permettant de représenter les zones.

J’ai implémenté cet algorithme dans l’outil de vérificationUPPAAL , permettant ainsi de valider
son efficacité.

Construction d’un dépliage temporisé de réseaux d’automates temporisés. Peu de travaux pro-
posent aujourd’hui des algorithmes d’analyse des réseaux d’automates temporisés fondés sur des tech-
niques d’ordres partiels. L’algorithme d’analyse en avantà la volée qui est le plus utilisé se contente de
calculer en le parcourant l’automate produit équivalent auréseau et ne tire donc pas profit du caractère
distribué du modèle.

Nous proposons un algorithme permettant la construction d’un dépliage temporisé d’un réseau
d’automates temporisés avec invariants et horloges partagés. Afin de résoudre les difficultés mention-
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nées précédemment et introduites par la combinaison des aspects temporisés et distribués (notion de
temps global, blocages temporels,etc), nous introduisons des arcs de lecture dans le dépliage quenous
construisons. Ces arcs permettent à la fois de modéliser lestests réalisés sur les horloges et d’exprimer
les dépendances vis-à-vis des invariants.

Nous attachons ensuite des zones aux événements de ce dépliage. Ces zones représentent les
contraintes temporisées associées au franchissement de cet événement et permettent de décrire l’en-
semble des valeurs d’horloges accessibles à l’issue de ce franchissement. Nous obtenons donc avec ce
dépliage temporisé une représentation de toutes les configurations accessibles du réseau. Nous propo-
sons de plus une méthode de calcul efficace de cet objet ne manipulant que des zones de dimension
bornée. Cet aspect est important car l’algorithmique des zones est cubique dans leur dimension.

Enfin, nous nous intéressons à la caractérisation d’un préfixe fini de ce dépliage qui soit complet,
i.e.qui représente toutes les configurations accessibles du réseau. Nous proposons deux solutions dif-
férentes à ce problème. Dans les deux cas, ces préfixes finis permettent de décider en temps linéaire
(dans la taille du préfixe) l’accessibilité d’une configuration ainsi que la possibilité de tirer une transi-
tion.

Implémentabilité

Les automates temporisés, comme les extensions temporisées des réseaux de Petri, sont gouver-
nés par des sémantiques théoriques et idéalisées tandis queleur implémentation sur des matériaux
informatiques réels est contrôlée par des lois physiques. Ces deux types de contraintes ne sont pas
toujours compatibles et les implémentations des automatestemporisés que nous considérons peuvent
être sensiblement différentes de leur sémantique théorique.

Récemment, une nouvelle sémantique a été proposée pour les automates temporisés, intitulée
sémantique «AASAP ». Ce nouveau cadre a permis de démontrer une relation entre la satisfaction
d’une propriété d’accessibilité vis-à-vis de cette sémantique et l’existence d’une implémentation du
système respectant cette propriété. Ceci a même donné lieu au développement d’une plate-forme
permettant une démarche automatique depuis la descriptiondu modèle à la génération de code « sûr ».

Nous nous plaçons dans le cadre de cette sémantique pour les automates temporisés. Nous propo-
sons des algorithmes permettant de résoudre le problème de la vérification robuste,i.e. tenant compte
de cette nouvelle sémantique, pour des spécifications plus générales que l’accessibilité comme des
propriétés de Büchi ou des propriétés exprimées dans la logiqueLTL. Les algorithmes que nous pro-
posons sont fondés sur une extension de la construction de l’automate des régions. Nos algorithmes
demeurent dans la classe de complexitéPSPACE et nous démontrons qu’ils sont optimaux. Nous dé-
veloppons également un algorithmePSPACE pour la vérification de propriétés temporisées simples,
comme la propriété de temps de réponse borné. Cet algorithmeestad-hoc, mais il constitue une pre-
mière étape vers la vérification d’un ensemble plus grand de propriétés temporisées.

Plan de la thèse

L’ensemble de cette thèse est divisé en quatre parties.
Partie I. Cette première partie est constituée des deux premiers chapitres et est dédiée àla présenta-
tion des modèles temporiséssur lesquels sont fondés nos travaux.

Dans lechapitre 1, nous présentons le modèle des automates temporisés. Pour cela, nous donnons
d’abord un ensemble de définitions nécessaires à la description de systèmes temporisés, comme par
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exemple les systèmes de transitions temporisés. Nous introduisons de plus les notions de synchronisa-
tions, d’équivalences de langage, de bisimulation,etc.Enfin, nous définissons les diverses extensions
des automates temporisés auxquelles nous nous sommes intéressés par la suite : transitions silen-
cieuses, mises à jour intégrales et non déterministes, contraintes diagonales et réseaux d’automates
temporisés.

Dans lechapitre 2, nous présentons le modèle (non temporisé) des réseaux de Petri, puis deux
extensions temporisées de celui-ci, les réseaux de Petri temporels et les réseaux de Petri temporisés.

Partie II. Dans la seconde partie, nous présentons l’ensemble de nos résultats entrant dans le cadre
de l’étude des formalismes de modélisation.

Dans lechapitre 3, nous étudions les automates temporisés avec transitions silencieuses et dé-
montrons plusieurs résultats d’indécidabilité pour ce modèle.

Dans lechapitre 4, nous nous intéressons aux liens existants entre les automates temporisés et les
réseaux de Petri temporels. Plus précisément, nous présentons une traduction des automates tempori-
sés étendus avec mises à jour intégrales et contraintes diagonales vers les réseaux de Petri temporels.

Dans lechapitre 5, nous tournons notre attention vers le modèle des réseaux dePetri temporisés.
Nous étudions l’extension de ce modèle obtenue en ajoutant des arcs de lecture, démontrons la déci-
dabilité du problème de couverture pour ce modèle, et l’équivalence entre les réseaux saufs de cette
classe et les automates temporisés. Nous présentons enfin une série de résultats d’expressivité.

Partie III. La troisième partie aborde le domaine del’algorithmique de la vérification.

Dans lechapitre 6, nous proposons un algorithme original pour décider l’accessibilité des au-
tomates temporisés avec contraintes diagonales. Nous donnons une présentation détaillée de l’algo-
rithme classique d’analyse à la volé en avant sur lequel notre algorithme repose. Nous expliquons
pourquoi il n’est pas correct en présence de gardes diagonales et, après avoir décrit les différentes
possibilités pour le corriger, nous présentons notre approche fondée sur le raffinement successif guidé
par l’analyse des contre-exemples.

Dans lechapitre 7, nous nous intéressons à la définition d’un algorithme de dépliage pour le
modèle des réseaux d’automates temporisés avec invariantset horloges partagées. Nous présentons
d’abord la construction classique d’un dépliage pour les réseaux d’automates finis puis nous détaillons
les différentes étapes de nos travaux permettant de proposer un algorithme efficace pour la construc-
tion d’un préfixe fini du dépliage temporisé d’un réseau d’automates temporisés.

Partie IV . La quatrième partie enfin concerne la problématique del’implémentation du système.
Cette dernière partie est composée duchapitre 8. Celui-ci commence par présenter le cadre de

la sémantiqueAASAP et énonce ses principales propriétés. Nous présentons ensuite nos algorithmes
pour la vérification de propriétés co-Büchi, de formulesLTL et enfin de certaines propriétés tempori-
sées.

Nous donnons enfin une conclusion générale à l’ensemble de ces travaux, en décrivant plusieurs
grandes perspectives.
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Chapitre 1

Automates temporisés

Dans ce premier chapitre, nous introduisons le modèle le plus couramment utilisé pour l’étude
et l’analyse des systèmes temporisés, le modèle des automates temporisés. Nous commençons par
introduire quelques notions et définitions préliminaires (section 1.1), puis nous présentons dans la
section 1.2 un modèle plus général permettant de définir la sémantique des automates temporisés, les
systèmes de transitions temporisés. Nous définissons alorsdans la section 1.3 le modèle classique des
automates temporisés, tel qu’il a été introduit par Alur et Dill dans [AD90]. Nous donnons ensuite
les résultats fondamentaux de décidabilité de ce modèle (section 1.4) et nous présentons dans la sec-
tion 1.5 des extensions de ce modèle, que nous serons amenés àutiliser dans la suite de ce travail. Dans
la section 1.6, nous présentons enfin son extension aux systèmes distribués, les réseaux d’automates
temporisés.

1.1 Préliminaires

Dans cette première section, nous introduisons quelques notions fondamentales pour l’étude des
systèmes temporisés. En effet, afin de prendre en compte les notions quantitatives de temps, nous
devons utiliser des objets mathématiques adaptés.

1.1.1 Quelques éléments de mathématiques

Nous notonsR (respectivementR≥0, R>0) l’ensemble des nombres réels (respectivement réels
positifs, réels strictement positifs). De même, nous définissons les ensemblesQ, Q≥0 et Q>0. Nous
notons égalementN l’ensemble des entiers naturels,Z l’ensemble des entiers relatifs etN>0 l’en-
semble des entiers naturels privé de0.

Étant donné un nombre réelx ∈ R, nous notonsbxc sa partie entière, définie parbxc = max{i ∈
Z | i ≤ x}. Sa partie fractionnaire est notée〈x〉 et définie par〈x〉 = x− bxc. De plus, nous étendons
l’opérateurmoduloaux nombres rationnels strictement positifs. Soitr ∈ Q>0, alors étant donné un
nombre réelx ∈ R, nous définissons le reste dexmodulor, notéx mod r, parx mod r = x−bx

r
cr.

Nous écrivons enfinx ≡ y mod r si et seulement si(x− y) mod r = 0.

Étant donnée une fonctionf définie deX dansY , nous étendons naturellementf à l’ensemble
des sous-ensembles deX, parf(X ′) = {f(x) | x ∈ X ′}, pour tout sous-ensembleX ′ deX. Nous
définissons également l’image réciproquef−1 sur l’ensemble des parties deY , parf−1(Y ′) = {x ∈
X | f(x) ∈ Y ′} pour tout sous-ensembleY ′ deY .

27
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1.1.2 Alphabet, mots temporisés et mots de délais

Cadre non temporisé. NotonsΣ un ensemble fini, que nous appelonsalphabet. Les éléments deΣ
sont appelés lesactions. L’ensemble des séquences finies (respectivement infinies)d’éléments deΣ,
appeléesmots finis surΣ (respectivementmots infinis surΣ), est notéΣ∗ (respectivementΣω). Nous
noteronsΣ∞ l’union Σ∗ ∪ Σω de ces deux ensembles. Enfin, nous définissons la longueur d’un mot
w ∈ Σ∞, notée|w|, par :

|w| =

{
n siw = w1 . . . wn ∈ Σ∗

+∞ siw ∈ Σω

De même, étant donnésa ∈ Σ etw ∈ Σ∞, nous définissons la longueur dew ena comme le nombre
d’occurrences dea dansw, noté|w|a et défini par|w|a = Card({1 ≤ i ≤ |w| | wi = a}), où Card
dénote la fonction qui donne le cardinal d’un ensemble.

Mots temporisés. Nous considérons commedomaine de tempsT l’ensembleQ≥0 des nombres ra-
tionnels positifs ou l’ensembleR≥0 des nombres réels positifs. Dans toute la suite,T représente donc
indifféremmentQ≥0 ou R≥0. Uneséquence de datessur T est une séquenceτ = (τi)1≤i, vérifiant
pour touti ≥ 1, τi ∈ T et τi ≤ τi+1. Cette séquence peut être finie ou infinie. Unmot temporisé fini
w = (ai, τi)1≤i≤p est un élément de(Σ×T)∗, oùσ = (ai)1≤i≤p est un mot fini deΣ∗ etτ = (τi)1≤i≤p
une séquence finie de dates surT de même longueur. La dateτi correspond intuitivement à l’instant
auquel l’actionai a lieu. Nous définissons de façon similaire les mots temporisés infinis. L’applica-
tion naturelle qui à un mot temporisé (élément de(Σ × T)∞) associe le mot (non temporisé) surΣ
(élément deΣ∞) obtenu en effaçant les dates est notée NON-TEMP. Étant donné un mot temporisé
w = (ai, τi)i≥1 ∈ MT (Σ) et une lettrea ∈ Σ, nous définissons la longueur dew ena, notée|w|a,
par la longueur|σ|a oùσ = NON-TEMP(w).

L’ensemble des mots temporisés finis (respectivement infinis) surΣ est notéMT ∗(Σ) (respecti-
vementMT ω(Σ)). L’union de ces deux ensembles est notéeMT (Σ). Un sous-ensemble deMT (Σ)
est appelé unlangage temporisé.

Mots de délais. Il existe une seconde représentation des mots temporisés qui lui est équivalente.
Son principe consiste à indiquer les délais intermédiairesentre les actions, au lieu de leurs dates. Un
mot de délais finiδ = (d1, a1).(d2, a2) . . . (dn, an) sur Σ est un élément de(T × Σ)∗. La duréed1

représente la date à laquelle l’actiona1 a lieu. La duréedi, pour i ≥ 1, représente le temps écoulé
entre les deux actionsai−1 et ai. De façon similaire, nous définissons unmot de délais infinicomme
un élément de(T × Σ)ω. Nous définissons enfin, en utilisant les notations précédentes, la bijection
Délai qui permet d’associer à un mot temporiséw = (ai, τi)1≤i≤p un mot de délaisδ = (di, ai)1≤i≤p
de même longueur (p peut être égal à+∞) défini par :

Délai(w) = δ avecdi =

{
τi si i = 1

τi − τi−1 si 1 < i ≤ p.

Action silencieuse. Un élément supplémentaire peut être ajouté à l’alphabet desactions,l’action
silencieuseε. Cette action se comporte comme un élément neutre pour le monoïdeΣ∗ muni de la loi
de composition interne définie par la concaténation, ce qui justifie son appellation. Nous supposerons
que l’élémentε n’appartient pas à l’alphabet d’actionsΣ et nous noteronsΣε l’alphabetΣ ] {ε},
où] désigne l’union ensembliste disjointe. Les définitions précédentes présentées pour l’alphabetΣ
s’appliquent à l’alphabetΣε. Nous obtenons ainsi les notationsMT ∗(Σε),MT ω(Σε) etMT (Σε).
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Nous notonsπΣ l’application qui associe à un mot temporisé (fini ou infini) sur Σε sa projection surΣ,
obtenue en effaçant les actions étiquetées parε. Il est important de remarquer qu’avec cette projection,
un mot infini peut avoir pour image un mot fini. Ceci correspondà des exécutions infinies ne produi-
sant qu’un nombre fini d’actions « visibles ». Dans la suite deces travaux, nous ne considérerons pas
ces comportements, puisqu’il semble raisonnable de supposer que si le nombre d’actions internes à
un système est infini, alors le nombre d’actions visibles doit également l’être.

Comportements Zeno. Une autre classe de mots temporisés mérite d’être distinguée. Nous défi-
nissons, pour un mot temporisé (fini ou infini)w = (a1, τ1) . . . (an, τn) . . . la duréedu motw, notée
Durée(w), parDurée(w) = supk τk. Un mot temporisé infiniw défini surΣ est alors ditZenosi sa
duréeDurée(w) est finie. Ceci correspond donc à des comportements infinis réalisés dans un temps
fini. Du point de vue des applications, ces comportements doivent être exclus puisqu’aucune réalisa-
tion physique ne peut vérifier une telle condition. Nous définissons la sous-classe desmots temporisés
infinis non Zenoet la notonsMT ωnZ (Σ).

Exemple 1.1(Mots temporisés et mots de délais). Nous donnons quelques exemples de mots tempo-
risés afin d’illustrer les classes introduites précédemment. Fixons un alphabetΣ = {a, b}. Dans les
définitions suivantes, le motw1 appartient à la classeMT ∗(Σ), tandis que le motw2 appartient à la
classeMT ∗(Σε) et vérifieπΣ(w2) = w1. De plus, les deux mots temporisés infinisw3 etw4 sont
éléments deMT ω(Σ), mais seulw4 est non Zeno, puisque la séquence de dates qui lui est associée
(i.e. (i)i≥1) diverge vers+∞.

w1 = (a, 1)(b, 1)(b, 1.3)(a, 4.9)
w2 = (a, 1)(ε, 1)(b, 1)(b, 1.3)(ε, 4)(a, 4.9)(ε, 12)
w3 = (a, τ1) . . . (a, τn) . . . avecτn = 1− 1

2n

w4 = (a, 0)(b, 1) . . . (a, 2n)(b, 2n + 1) . . .
Délai(w1) = (a, 1).(b, 0).(b, 0.3).(a, 3.6)
Délai(w2) = (a, 1).(ε, 0).(b, 0).(b, 0.3).(ε, 2.7).(a, 0.9).(ε, 7.1)
Délai(w3) = (a, d1) . . . (a, dn) . . . avecdn = 1

2n

Délai(w4) = (a, 1).(b, 1) . . . (a, 1).(b, 1) . . .

y

1.1.3 Horloges, valuations, remises à zéro et contraintes d’horloges

Horloges, valuations et remises à zéro. Nous considérons un ensemble finiX de variables que
nous appelleronshorloges. Une valuation d’horlogessurX est une applicationv : X → T qui
associe à chaque horloge une valeur de temps. L’ensemble desvaluations d’horloges surX est noté
TX . Nous décrivons plusieurs opérations sur ces valuations. La première représente l’écoulement du
temps. Étant donnée une valeurt ∈ T et une valuationv ∈ TX , nous définissons la valuationv + t
par(v + t)(x) = v(x) + t,∀x ∈ X. La seconde opération consiste à remettre à zéro les valeursd’un
certain sous-ensemble d’horloges. Pour un sous-ensembleR deX, nous notonsv[R← 0] la valuation
définie ainsi :

(v[R← 0])(x) =

{
0 si x ∈ R,

v(x) si x ∈ X \R.

L’opération consistant à remettre à zéro l’horlogex est notéex := 0. Enfin, nous définissons la
valuation0 par0(x) = 0 pour toute horlogex ∈ X.
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Contraintes d’horloges. Étant donné un ensemble d’horlogesX, nous définissonsl’ensemble des
contraintes d’horloges surX, notéC(X) et engendré par la grammaire suivante :

ϕ ::= x ∼ c | x− y ∼ c | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | tt

où x, y ∈ X, c ∈ Q,∼∈ {<,≤,=,≥, >}. Dans cette définition et dans la suite de ce document,
le symbolett (qui vient de l’anglais « true ») dénote le booléen « vrai ». Nous utilisons de même la
notationff pour le booléen « faux ».

Nous appelonscontraintes non-diagonalesles contraintes comparant une horloge à une constante,
i.e. de la formex ∼ c, avecx ∈ X et c ∈ Q. Au contraire, les contraintes comparant à une constante
la différence entre deux horloges (de la formex − y ∼ c avecx, y ∈ X et c ∈ Q) sont appelées
contraintes diagonales. L’ensemble des contraintes d’horloges non-diagonales, notéCnd(X), est en-
gendré par la grammaire :

ϕ ::= x ∼ c | ϕ ∧ ϕ | ϕ ∨ ϕ | tt

oùx ∈ X, c ∈ Q,∼∈ {<,≤,=,≥, >}.

Nous distinguons enfin une seconde sous-classe propre de contraintes,l’ensemble des contraintes
de borne supérieure, notéCbs(X) et engendré par la grammaire suivante :

ϕ ::= x ∼ c | ϕ ∧ ϕ | tt

oùx ∈ X, c ∈ Q,∼∈ {<,≤}.

Considérons à présent une contrainte d’horlogeϕ dans laquelle toutes les constantes sont entières.
Nous disons queϕ estk-bornée, k étant un entier naturel, si toutes les constantes qui apparaissent
dans sa définition sont bornées (en valeur absolue) park.

La relation de satisfaction|= pour les contraintes d’horloges est définie sur l’ensemble des valua-
tions d’horloges deX. Cette définition procède par induction comme suit (v désigne une valuation de
TX) :

v |= x ∼ c ⇐⇒ v(x) ∼ c
v |= x− y ∼ c ⇐⇒ v(x)− v(y) ∼ c
v |= ϕ1 ∧ ϕ2 ⇐⇒ v |= ϕ1 etv |= ϕ2

v |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ v |= ϕ1 ou v |= ϕ2

v |= tt ⇐⇒ tt

Si la relationv |= ϕ est vraie, nous dirons que la valuationv satisfait, ou vérifie, la contrainteϕ.
Nous définissons égalementl’ensemble des valuations d’horloges qui satisfont une contrainteϕ, noté
JϕK, parJϕK = {v ∈ TX | v |= ϕ}. Étant donnée une horlogex ∈ X et une contrainte d’horloge
ϕ ∈ C(X), nous définissons la projection sur l’horlogex des valuations deJϕK, noté JϕK|x, par
JϕK|x = {v(x) | v ∈ JϕK}.

Étant donnée une contrainte d’horlogeϕ ∈ C(X), nous définissons l’ensemble des horloges ap-
paraissant dansϕ, notéHorloges(ϕ). Cette définition procède par induction surϕ de la manière sui-
vante :

Horloges(x ∼ c) = {x}
Horloges(x− y ∼ c) = {x, y}
Horloges(ϕ1 ∧ ϕ2) = Horloges(ϕ1) ∪ Horloges(ϕ2)
Horloges(ϕ1 ∨ ϕ2) = Horloges(ϕ1) ∪ Horloges(ϕ2)
Horloges(tt) = ∅
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1.1.4 Intervalles de temps

Il peut également être nécessaire d’exprimer des contraintes temporelles sans expliciter la variable
correspondante. Nous utiliserons alors la notion d’intervalles de temps. Un intervalleI de R≥0 est
un Q≥0-(respectivement unN-)intervalle si sa borne inférieure appartient àQ≥0 (respectivement à
N) et sa borne supérieure appartient àQ≥0 ∪ {+∞} (respectivementN ∪ {+∞}). Nous notonsI
(respectivementIN) l’ensemble desQ≥0-(respectivementN-)intervalles deR≥0. Nous définissons la
fermeture par le bas d’un intervalleI ∈ I, notéeI↓, comme l’intervalle{x ∈ T | ∃y ∈ I, x ≤ y}.
La fermeture par le bas d’un élément deI (respectivementIN) est un élément deI (respectivement
deIN).

1.2 Systèmes de transitions temporisés

Nous définissons dans cette section le modèle le plus généralpermettant de décrire un système
présentant une information quantitative du temps.

1.2.1 Définitions

Nous définissons d’abord les systèmes de transitions, objets mathématiques généraux dans les-
quels le temps n’est pas encore représenté.

Définition 1.2 (Système de Transitions). Étant donné un alphabetΣ non nécessairement fini, un
système de transitionsest un tripletS = (Q, q0,→), oùQ est l’ensemble des états,q0 ∈ Q est l’état
initial et la relation de transition→ est un sous-ensemble deQ×Σ×Q. Une transitiont = (q, a, q′)
sera représentée simplement parq

a
−→ q′.

Étant donné un système de transitionsS = (Q, q0,→) et un sous-ensembleI ⊆ Q des états de de
S, nous définissonsl’ensemble des états accessibles dansS depuisI, notéAcc(S, I), et l’ensemble
des états accessibles dansS, notéAcc(S), par :

Acc(S, I) = {q ∈ Q | ∃i ∈ I, i→∗ q}
Acc(S) = Acc(A, {q0})

où→∗ représente la fermeture transitive de la relation→.

Comportements d’un système de transitions. SoitS = (Q, q0,→) un système de transitions. Une
exécution de ce système est une séquenceρ = q1

a1−→ q2
a2−→ . . . qn

an−→ . . . telle que pour tout indice
i ≥ 1, il existe une transitionti = (qi, ai, qi+1) dansS. Le mot associé à une telle exécution est le
motw = (ai)i≥1 et est appelé son étiquette.

Langage accepté par un système de transitions.Étant donné un système de transitionsS =
(Q, q0,→), nous considérons d’une part un sous-ensemble deQ, appeléensemble d’états finals, noté
Qf , et d’autre part un ensemble de sous-ensembles deQ, noté{Q1

r , . . . , Q
p
r}. Ce second ensemble

constitue unecondition de Büchi généraliséepourS. Si cet ensemble est réduit à un singleton, nous
dirons qu’il s’agit d’unecondition de Büchi. De plus, chaque ensembleQir est appelé unensemble
d’états répétés.

Un mot finiw ∈ Σ∗ estacceptéparS si et seulement s’il existe une exécution finie deS issue de
l’état initial, d’étiquettew, et menant à un état final. L’ensemble des mots finis acceptés parS est le
langage de mots finis deS et est notéL∗(S).
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Un mot infiniw ∈ Σω estacceptéparS si et seulement s’il existe une exécution infinie deS issue
de l’état initial, d’étiquettew, et visitant infiniment souvent chacun des ensembles d’états répétés.
L’ensemble des mots infinis acceptés parS est lelangage de mots finis deS et est notéLω(S).

Le langage deS, notéL(S), est l’union des deux ensemblesL∗(S) etLω(S).

Systèmes de transitions temporisés.Nous définissons les systèmes de transitions temporisés comme
une sous-classe des systèmes de transitions dans laquelle certaines transitions représentent l’écoule-
ment quantitatif de temps. Nous considérons un alphabetΣ.

Définition 1.3 (Système de Transitions Temporisé). Un système de transitions temporiséest un sys-
tème de transitionsS = (Q, q0,→), oùQ est l’ensemble des états,q0 ∈ Q est l’état initial et la

relation de transition→ est composée de transitions de délaiq
d
−→ q′ (avecd ∈ T) et de transi-

tions discrètesq
a
−→ q′ (aveca ∈ Σ). De plus, la relation de transition→ doit vérifier les propriétés

suivantes :

Déterminisme temporel : si q
d
−→ q′ et q

d
−→ q′′ avecd ∈ T, alorsq′ = q′′ ;

0-délai : q 0
−→ q ;

Additivité : si q
d
−→ q′ et q′

d′
−→ q′′ avecd, d′ ∈ T, alorsq

d+d′
−−−→ q′′ ;

Continuité : si q
d
−→ q′, alors pour toutd′ etd′′ appartenant àT tels qued = d′+d′′, il existeq′′ ∈ Q

tel queq
d′
−→ q′′

d′′
−→ q′.

Les définitions d’ensemble d’états accessibles pour les systèmes de transitions s’appliquent aux sys-
tèmes de transitions temporisés.

Comportements d’un système de transitions temporisé. Avec ces propriétés, uneexécution tem-

poriséed’un système de transitions temporiséS peut s’écrire sous la forme d’une séquenceρ = q1
d1−→

q′1
a1−→ q2 . . . qn

dn−→ q′n
an−→ qn+1 . . . dans laquelle les transitions de délai alternent avec les transi-

tions discrètes. Nous exigeons naturellement que pour toutindice i ≥ 1, les transitions(qi, di, q′i) et
(q′i, ai, qi+1) appartiennent àS. À une telle exécution est associé le mot de délaisδ = (ai, di)1≤i≤|w|
et le mot temporisé associéw = Délai−1(δ) (rappelons queDélai est une bijection). D’après la défi-
nition deDélai, en écrivantw = (ai, τi)1≤i≤|w|, nous obtenonsτi =

∑i
j=1 dj . Nous disons alors que

w est lemot temporisé associé àρ etw est notéTempo(ρ). Il est aisé de remarquer que ces deux mots
sont finis si et seulement si l’exécution est finie. Enfin, si l’alphabet deS est l’alphabetΣε, i.e. qu’il
contient l’action silencieuseε, par projection (πΣ) dew sur Σ, nous obtenons un mot temporiséw′

surΣ. Tempo(ρ) est alors défini parw′. De plus, le mot de délai associé àρ dans ce cas est défini par
δ′ = Délai(w′).

Langage accepté par un système de transitions temporisé.Comme pour les systèmes de transi-
tions, nous associons à un tel système des conditions d’acceptation décrivant les exécutions accep-
tées. Celles-ci sont décrites par un ensemble d’états finalsQf et une condition de Büchi généralisée
{Q1

r , . . . , Q
p
r}.

Comportements finis. Nous disons qu’une exécution temporisée finieρ de S estacceptante
si elle part de l’état initialq0 et se termine dans un état deQf . Étant donné un mot temporisé fini
w ∈ MT ∗(Σ), nous disons que ce mot estaccepté parS si et seulement s’il existe une exécution
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temporiséefinie acceptanteρ deS dont le mot temporisé associéTempo(ρ) est égal àw. L’ensemble
des mots temporisés finis ainsi acceptés parS est appelé lelangage temporisé de mots finis reconnu
par S et est notéL∗(S). Soulignons que nous avons imposé ici que l’exécution soit finie. Ainsi, en
présence de transitions silencieuses, seules les exécutions finies peuvent accepter des mots finis, ce
qui exclut le cas dégénéré des exécutions infinies dont le mottemporisé associé est fini.

Comportements infinis. Nous disons qu’une exécution temporisée infinieρ deS estacceptante
si et seulement si elle est issue de l’état initialq0 et si elle visite infiniment souvent chacun des
ensembles répétésQir. Étant donné un mot temporisé infiniw ∈ MT ω(Σ), nous disons que ce mot
estaccepté parS si et seulement si il existe une exécution temporiséeinfinieacceptanteρ deS dont le
mot temporisé associéTempo(ρ) est égal àw. L’ensemble des mots temporisés infinis ainsi acceptés
parS est appelé lelangage temporisé de mots infinis reconnu parS et est notéLω(S).

Langage accepté. Nous définissons enfin lelangage temporisé reconnu parS comme l’union
L(S) = L∗(S) ∪ Lω(S). Une sous-classe que nous serons amenés à étudier est le sous-ensemble
constitué des mots infinis non Zeno deL(S), notéLωnZ (S). Les différentes relations sont rappelées
ci-dessous :

L∗(S) = L(S) ∩MT ∗(Σ)
Lω(S) = L(S) ∩MT ω(Σ)
LωnZ (S) = L(S) ∩MT ωnZ (Σ)

1.2.2 Composition

Il apparaît parfois naturel de définir un système comme la composition de différents sous-systèmes.
De nombreuses compositions existent pour les systèmes de transitions temporisés. Nous choisissons
ici de présenter la composition introduite par Arnold et Nivat [Arn94] et fondée sur lasynchronisation
des actionsdes différents systèmes de transitions temporisés.

Définition 1.4 (Fonction de synchronisation). Une fonction de synchronisationn-aire surΣ est une
fonction partielle sur(Σ ∪ {⊥})n à valeurs dansΣ.

Définition 1.5 (Synchronisation de systèmes de transitions temporisés). Étant donnée une famille
finie den ∈ N>0 systèmes de transitions temporisés(Si)1≤i≤n sur un alphabetΣ et une fonction de
synchronisationn-aire surΣ, nous définissons lasynchronisation de la famille(Si)1≤i≤n vis-à-vis de
f comme le système de transitions temporiséS = (Q, q0,→) défini, en écrivantSi = (Qi, q

i
0,→i)

pour touti, par :
– Q = Π1≤i≤nQi est l’ensemble des états,
– q0 = (qi0)1≤i≤n est l’état initial et
– pour toutq = (qi)1≤i≤n, q

′ = (q′i)1≤i≤n ∈ Q,
– transitions discrètes :pour tout a ∈ Σ, q

a
−→ q′ si et seulement si il existe un élément

(ai)1≤i≤n ∈ (Σ ∪ {⊥})n tel que :
– f((ai)1≤i≤n) = a,
– pour tout indicei tel queai 6= ⊥, qi

ai−→ q′i,
– pour tout indicei tel queai = ⊥, q′i = qi.

– transitions de délai :pour toutd ∈ T, q
d
−→ q′ si et seulement si pour tout indicei, qi

d
−→ q′i.
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Différents éléments de cette définition méritent d’être soulignés. D’abord, la fonction de syn-
chronisation n’intervient que lors des transitions discrètes et permet de décrire quelles sont les com-
posantes impliquées dans la synchronisation. De plus, lorsd’une telle transitions discrète, les com-
posantes du produit associées au symbole⊥ sont inactives. D’autre part, les transitions de délai se
comportent comme des transitions fortement synchronisées, i.e. impliquant l’ensemble des compo-
santes.

Remarquons enfin que la taille (nombre d’états, de transitions) du système synchronisé est expo-
nentielle en la taille de la description de la famille de systèmes et de la fonction de synchronisation.

1.2.3 Comparaison

Nous allons par la suite comparer différents modèles temporisés. Afin de disposer d’outils mathé-
matiques, nous définissons des notions permettant de comparer des systèmes de transitions temporisés
et des ensembles de systèmes de transitions temporisés.

Définition 1.6 (Équivalences de langages). Nous définissons la relation d’équivalence≡ (respective-
ment≡∗, ≡ω, ≡ωnZ

) pour les mots temporisés, (respectivement mots temporisés finis, infinis, infinis
non Zeno), définie pour tousS1, S2 systèmes de transitions temporisés par :

S1 ≡ S2 ⇐⇒ L(S1) = L(S2)
S1 ≡∗ S2 ⇐⇒ L∗(S1) = L∗(S2)
S1 ≡ω S2 ⇐⇒ Lω(S1) = Lω(S2)
S1 ≡ωnZ

S2 ⇐⇒ LωnZ (S1) = LωnZ (S2)

Ces notions peuvent être utilisées pour comparer des classes de modèles,i.e. des ensembles de
systèmes de transitions temporisés.

Définition 1.7 (Expressivité en termes de langages temporisés). Soit S1 et S2 deux ensembles de
systèmes de transitions temporisés etE une des quatre équivalences de langages précédentes. Nous
définissons la relationS1 jE S2, signifiant queS2 est plus expressive queS1 du point de vue de
l’équivalenceE par :

S1 jE S2 ⇐⇒ ∀S1 ∈ S1,∃S2 ∈ S2 tel queS1 ≡E S2

Pour chacune des équivalencesE , nous étendons également les relations≡E aux ensembles de
systèmes de transitions temporisés et définissons l’inclusion stricte&E par :

S1 ≡E S2 ⇐⇒ S1 jE S2 ∧ S2 jE S1

S1 &E S2 ⇐⇒ S1 jE S2 ∧ S1 6≡ S2

Remarquons que ces relations d’équivalences ne concernentque les langages reconnus par les
systèmes de transitions temporisés,i.e. le résultat de l’exécution des systèmes, mais pas leurs compor-
tements, indépendamment des conditions d’acceptation. Les notions de simulation et de bisimulation
permettent de comparer l’ensemble des comportements de deux systèmes de transitions temporisés.

Définition 1.8 (Simulation, Bisimulation). SoitS1 = (Q1, q
1
0 ,→1) et S2 = (Q2, q

2
0,→2) deux sys-

tèmes de transitions temporisés sur l’alphabetΣ. Une relationR ⊆ Q1 × Q2 est unesimulation de
S1 parS2 si elle vérifie les conditions suivantes :

– (q10 , q
2
0) ∈ R,
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– pour tout(q1, q2) ∈ R, pour toutσ ∈ Σ ∪ T, pour toutq′1 ∈ Q1 tel que(q1, σ, q
′
1) ∈→1, il

existe un étatq′2 ∈ Q2 tel que(q2, σ, q
′
2) ∈→2 et (q2, q′2) ∈ R.

Nous disons dans ce cas queS2 simuleS1 et nous le notonsS1 v S2. Cette notation se justifie par le
fait que tout comportement deS1 est un comportement deS2.

Une relationR ⊆ Q1 × Q2 est unebisimulation deS1 parS2 si c’est une simulation deS1 par
S2 et si la relation réciproqueR−1 est une simulation deS2 parS1. S’il existe une telle relation, nous
disons queS1 etS2 sontbisimilaires.

Afin de prendre en compte le fait que les transitions silencieuses correspondent à des comporte-
ments internes que nous souhaitons abstraire lors de l’étude du système, nous présentons des notions
de simulation et de bisimulationfaiblesmoins restrictives. Pour les différencier, nous dirons queles
notions de simulation et de bisimulation précédentes sontfortes.

Étant donné un système de transitions temporiséS = (Q, q0,→) défini surΣε, nous définissons
le système de transitions temporiséSε = (Qε, qε0,→ε) défini surΣ par :

– Qε = Q,
– qε0 = q0,
– Pour tousq, q′ ∈ Qε, nous avons

– ∀d ∈ T, q
d
−→ε q

′ ⇐⇒ ∃ρ : q →∗ q′ dansS tel queTempo(ρ) = (ε, d),
– ∀a ∈ Σ, q

a
−→ε q

′ ⇐⇒ ∃ρ : q →∗ q′ dansS tel queTempo(ρ) = (a, 0).

Définition 1.9 (Bisimulation faible). Étant donnés deux systèmes de transitions temporisésS1 etS2,
nous disons queS2 simule faiblementS1 si Sε2 simuleSε1. De même,S1 et S2 sont ditsfaiblement
bisimilairessi Sε1 etSε2 sont bisimilaires.

Le lemme suivant montre que la notion de bisimulation (même faible) est plus forte que l’équiva-
lence de langages.

Lemme 1.10. Soient deux systèmes de transitions temporisésS et S′ et une relation de simulation
(éventuellement faible)R deS par S′. Considérons des ensembles d’états finalsQf etQ′f deS et

S′ et des conditions de Büchi généralisées{Q1
r , . . . , Q

p
r} et{Q1

r
′
, . . . , Qqr

′
}. Nous supposons de plus

queR vérifie les conditions suivantes :

(i) ∀q ∈ Qf , (q, q
′) ∈ R ⇒ q′ ∈ Q′f

(ii) ∃ψ fonction surjective de{1, . . . , p} dans{1, . . . , q} t.q.∀q ∈ Qir, (q, q
′) ∈ R ⇒ q′ ∈ Q

ψ(i)
r

′

Nous avons alorsL(S) ⊆ L(S′).
En particulier, siR est une relation de bisimulation telle queR etR−1 vérifient les conditions

précédentes, nous obtenonsS ≡ S′.

1.3 Automates temporisés d’Alur et Dill

Nous pouvons maintenant présenter le modèle des automates temporisés, tel qu’il a été introduit
par Alur et Dill, dans leurs travaux [AD90, AD94]. Essentiellement, les automates temporisés sont
une extension des automates finis, obtenue en ajoutant un ensemble fini d’horloges, qui peuvent être
testées et remises à zéro lors du franchissement d’une transition.

Définition 1.11 (Automates temporisés). Un automate temporisé surT est un 8-upletA = (Σ,X,
L, T, Inv, `0, Lf , Lr) où :
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– Σ est un alphabet fini d’actions,
– X est un ensemble fini d’horloges,
– L est un ensemble fini d’états de contrôle,
– T ⊆ L× Cnd(X)× Σ× 2X × L est un ensemble fini de transitions,
– Inv∈ Cbs(X)L est une application associant à chaque état de contrôle un invariant, donné par

une contrainte de borne supérieure surX,
– `0 ∈ L est l’état de contrôle initial,
– Lf ⊆ L est l’ensemble des états de contrôle finals et
– Lr ⊆ L est l’ensemble des états de contrôle répétés.

Nous noterons AT la classe des automates temporisés d’Alur et Dill ainsi définie. Une transition
d’un automate temporisé est un objet de la formet = (`, g, a,R, `′) ∈ L×Cnd(X)×Σ×2X×L. Nous

utiliserons fréquemment la notationt = `
g,a,R
−−−→ `′ pour représenter une telle transition. Nous dirons

queg est lagardede cette transition,a sonétiquetteetR saremise à zéro. De manière informelle,
la garde correspond à la condition sur la valuation d’horloges sous laquelle la transition peut être
franchie, l’étiquette est le nom de l’action associée au franchissement de cette transition et qui va
être retenue par le mot temporisé correspondant et enfin la remise à zéro est l’opération qui doit être
effectuée sur la valuation d’horloges à l’issue du franchissement de la transition. Nous définissons
le comportement d’un automate temporisé,i.e. sa sémantique, en termes de système de transitions
temporisé.

Définition 1.12 (Sémantique d’un automate temporisé). La sémantique d’un automate temporiséA
défini comme ci-dessus est le système de transitions temporiséJAK = (Q, q0,→) :

– Q = L× TX est l’ensemble des états,
– q0 = (`0,0) est l’état initial,
– → est définie par :

– transitions de délai :(`, v)
d
−→ (`, v + d) si d ∈ T etv + d |= Inv(`) ;

– transitions d’action :(`, v)
a
−→ (`′, v′) s’il existe une transitiont = (`, g, a,R, `′) ∈ T deA

telle quev |= g et telle quev′ définie parv′ = v[R← 0] vérifiev′ |= Inv(`′).
De plus l’ensemble des configurations finales deJAK, notéQf , est défini par :

Qf = {(`, v) | ` ∈ Lf , v ∈ TX}

Pour les mots infinis, la condition d’acceptation que nous considérons est la condition de Büchi asso-
ciée à l’ensemble de configurations répétéesQr défini par :

Qr = {(`, v) | ` ∈ Lr, v ∈ TX}

Remarque 1.13(Conditions de Büchi généralisées). Il est possible de définir dans les contexte des
automates temporisés des conditions de Büchi généraliséespour l’acceptation des mots infinis. Il
suffit pour cela de considérer un ensemble{L1

r, . . . , L
p
r} d’états de contrôle répétés puis d’associer

l’ensembleQir défini comme précédemment à chaqueLir. Cependant, il est facile de montrer que pour
les automates temporisés, toute condition de Büchi généralisée peut être remplacée par une condition
de Büchi équivalente. y

De la définition 1.12 et des notions introduites dans la section 1.2, découlent les notions d’exécution
temporiséedans un automate temporisé, d’exécution acceptante, de mot acceptépar un automate
temporisé et enfin delangage temporisé reconnupar un automate temporisé. Plus précisément, étant
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donné un automate temporiséA, nous définissons ces notions pourA comme étant celles définies pour
JAK. Nous noterons par exempleL(A) le langageL(JAK). De plus, nous utiliserons également la no-
tion dechemindans un automate temporisé, définie comme étant une séquence(ti)1≤i de transitions
adjacentesti = (`i, gi, ai, Ri, `i+1). Enfin, les définitions d’ensembles d’états accessiblesAcc(A)
et Acc(A, I) (avecI ⊆ Q) s’étendent naturellement aux automates temporisés. Nousen rappelons
ici les définitions et introduisons un nouvel opérateur, noté D-Acc, décrivant les états de contrôle
accessibles depuis la configuration initiale :

Acc(A, I) = {(`, v) | ∃(`′, v′) ∈ I, (`′, v′)→∗ (`, v) dansJAK}
Acc(A) = Acc(A, {(`0,0)})
D-Acc(A) = {` | ∃v, (`, v) ∈ Acc(A)}

Repos Armée
début, {x}

x = 3, temporisation !

abandon ?

x ≤ 3

FIG. 1.1 – Un exemple d’automate temporiséA1.

Exemple 1.14(Un premier automate temporisé). Cet exemple présente l’automate temporiséA =
(Σ,X, L, T, Inv, `0, Lf , Lr) avec :

– Σ = {abandon ?,début, temporisation !},
– X = {x},
– L = {Repos,Armée},
– T = {(Repos, tt,début, {x},Armée),

(Armée, x = 3, temporisation !, ∅,Repos),
(Armée, tt,abandon ?, ∅,Repos)},

– Inv(Repos) = tt, Inv(Armée) = x ≤ 3,
– `0 = Repos,
– Lf = {Repos} et
– Lr = {Repos}.
Cet automate modélise une minuterie simple. Celle-ci est aurepos dans l’état de contrôleRepos,

et est armée,i.e.déclenchée lorsqu’elle se trouve dans l’état de contrôleArmée. La transition étiquetée
débutremet à zéro l’horlogex et déplace l’état de contrôle vers l’étatArmée. L’horlogexmesure alors
la quantité de temps écoulée au sein de l’étatArmée, et un invariant sur cet état impose que le système
ne peut y rester plus de trois unités de temps. Pour le quitter, il y a deux possibilités, correspondant
aux deux transitions sortantes. Ou bien la transition étiquetéeabandon ?est franchie, qui symbolise
qu’un message d’abandon a été reçu (le? dans le nom de l’action représente une réception), ou bien
le système atteint la limite de temps, et quitte l’étatvia la transition étiquetée partemporisation !(à
nouveau, le symbole! représente un envoi au système). Les mots finis sont constitués d’un nombre
finis de tels cycles, tandis que les mots infinis sont constitués d’un nombre infini de tels cycles.
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Une représentation graphique de cet automate est donnée surla figure 1.1. Les états de l’automate
sont représentés par des cercles, les transitions par des arcs reliant ces cercles. Les gardes, étiquettes et
mises à jour des transitions sont inscrites à côté de celles-ci. Dans la suite, la remise à zéro de l’horloge
x sera notéex := 0 ou simplement{x}. De plus, les états initiaux (respectivement finals, répétés) sont
indiqués par des flèches entrantes (respectivement des flèches sortantes, des doubles cercles). Enfin,
les invariants sont indiqués à côté de l’état auquel ils correspondent. Lorsqu’une garde ou un invariant
vaut tt, il n’est pas représenté. De même, si une remise à zéro est vide, elle n’est pas représentée.
Le langageL(A1) accepté par cet automateA1 vérifieL(A1) = Délai−1(L∗1 ∪ L

ω
1 ) oùL1 est défini

par

L1 = ({début} × T) . [{(temporisation !, 3)} + ({abandon ?} × [0, 3])]

L1 décrit l’ensemble des mots de délais associés aux mots temporisés acceptés lors d’un tour de boucle
dansA1, i.e. lors d’une séquencedébut temporisation !ou début abandon ?. y

Nous introduisons enfin quelques définitions classiques surles automates temporisés.

Définition 1.15. SoitA un automate temporisé.

Nous disons queA estdéterministesi, étant donné(`, g1, a,R1, `
′
1) et (`, g2, a,R2, `

′
2) deux tran-

sitions deA issues du même état de contrôle` et étiquetées par la même actiona, la contrainteg1∧g2
n’admet aucune solution.

Nous définissons lagranularitédeA comme le plus grand multiple commun des fractionsp
q

in-
tervenant dans la définition deA (au niveau des gardes et des invariants). La granularité deA est
un élément deN>0.

Un sous-ensemble deMT (Σ) est unlangage temporisé réguliersi et seulement s’il est accepté
par un automate temporisé.

1.4 Problème d’accessibilité, problème du vide

Dans cette section, nous nous intéressons au problème du vide pour les automates temporisés
d’Alur et Dill. Dans un premier temps, nous définissons ce problème, puis nous donnons les grandes
lignes de la preuve de sa décidabilité.

1.4.1 Pourquoi ces problèmes sont équivalents et fondamentaux

Le problème d’accessibilité d’un état de contrôleconsiste à déterminer, étant donné un automate
temporiséA et un état de contrôle ciblè, si cet état est accessible,i.e. s’il existe une exécution deA
qui atteint une configuration dont l’état de contrôle est`.

Le problème du videconsiste à déterminer si le langage accepté par un automate temporisé est
vide ou non. Ces deux problèmes sont en fait équivalents. Pour le vérifier, il suffit de constater que les
états de contrôle finals et cibles jouent en fait un rôle similaire dans chacun des deux problèmes.

Ces deux problèmes sont tout à fait fondamentaux et constituent la brique de base de la vérifica-
tion. En effet, de nombreuses applications nécessitent de décider l’accessibilité. Ainsi, pour s’assurer
qu’un système est sauf, on souhaite vérifier qu’il évite toujours les états « non-saufs »,i.e. que ces
derniers ne sont pas accessibles. Une propriété d’exclusion mutuelle sera typiquement exprimée dans
ces termes.
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1.4.2 Décidabilité des automates temporisés

Dans la suite, pour une classe1 de modèles, nous dirons que cette classe est décidable si le pro-
blème du vide est décidable pour cette classe. Le résultat fondamental démontré par Alur et Dill dans
les travaux fondateurs [AD90, AD94] justifie l’intérêt important porté à ce modèle dans le domaine
de la vérification de systèmes temporisés :

Théorème 1.16( [AD90, AD94]). La classeAT des automates temporisés d’Alur et Dill est déci-
dable.

Parce qu’elle est fondamentale et parce qu’elle sera réutilisée dans la suite de nos travaux, nous
donnons ici les grandes lignes de la preuve de ce résultat. Étant donné un automate temporiséA, l’idée
de la preuve consiste à construire un nouvel automate finiB tel que :

L(B) = {NON-TEMP(w) | w ∈ L(A)}

où NON-TEMP, défini dans la section 1.1, décrit l’opération de projection des mots temporisés sur
l’alphabetΣ. Nous avons alors la propriété suivante :

L(B) = ∅ ⇐⇒ L(A) = ∅

Comme le test du vide est décidable pour les automates finis oude Büchi [HU79], il découle de
cette équivalence que le test du vide est également décidable pour les automates temporisés. Dans la
sous-section 1.4.3 nous allons détailler la construction de cet automateB. Celle-ci requiert quelques
simplifications que nous exposons maintenant.

Invariants. Une première étape consiste à supprimer les invariants de l’automate temporisé,i.e. à
supposer que ces invariants sont tous égaux àtt. Étant donné un automate temporiséA, nous considé-
rons l’automateA′, obtenu à partir deA en réalisant les trois opérations suivantes :

1. pour tout état̀, et toute transitiont = (`, g, a,R, `′), remplacert part′ = (`, g∧Inv(`), a,R, `′),

2. pour tout état̀ ′, toute transitiont = (`, g, a,R, `′), et toute horlogex ∈ X, six 6∈ R et sigx est
la contrainte exprimée parInv(`′) surX, remplacert part′ = (`, g ∧ gx, a,R, `

′), sinon vérifier
que la valeur0 est admissible pourx dansInv(`′),

3. remplacer la fonctionInv par Inv′(`) = tt pour tout état̀ .

Il est facile de vérifier que les langages acceptés parA etA′ sont égaux. En effet, la première mo-
dification requiert simplement que lors de la sortie dans un état de contrôle, l’invariant de cet état
est satisfait. La seconde, plus complexe, exprime la même condition lors de l’entrée dans un état de
contrôle. Par la suite, nous ignorerons donc la présence desinvariants pour le test du vide d’un auto-
mate temporisé2. Plus généralement, nous parleronsd’automates temporisés sans invariantslorsque
ceux-ci seront sans intérêt.

Constantes entières. Dans un deuxième temps, nous énonçons un lemme, que nous réutiliserons par
la suite. Celui-ci établit que l’on peut supposer que la granularité de l’automate temporisé vaut1, i.e.
toutes les constantes de l’automate temporisé sont des constantes entières (au lieu d’être rationnelles) :

1Par classe de modèles, nous entendons une extension ou une restriction d’automates temporisés.
2Mais alors à quoi servent-ils ? Nous le verrons lors de la synchronisation d’automates temporisés, page 41.
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Lemme 1.17( [AD94]). SoitA un automate temporisé, etλ ∈ Q>0. Nous définissons l’automate
λ.A comme l’automate obtenu à partir deA en multipliant toutes les constantes apparaissant dans
les gardes des transitions et des invariants parλ. Soitw = (a0, τ0)(a1, τ1) . . . (an, τn) . . . un mot
temporisé. Nous avons alors :

w ∈ L(A) ⇐⇒ λ.w ∈ L(λ.A)

oùλ.w = (a0, λτ0)(a1, λτ1) . . . (an, λτn) . . . (toutes les dates sont multipliées parλ).

Ainsi, multiplier toutes les constantes apparaissant dansun automate temporisé par une valeur
rationnelle positive ne change pas le résultat du test du vide. En particulier, nous pouvons les multiplier
par la granularité de l’automate de sorte à n’obtenir que desconstantes entières.

Le reste de la preuve consiste donc à construire l’automateB, en supposant queA est sans inva-
riants et que sa granularité vaut1.

1.4.3 Automate des régions

SoitA = (Σ,X,L, T, Inv, `0, Lf , Lr) un automate temporisé sans invariants et dont les constantes
sont entières. Nous notonsK la constante maximale en valeur absolue apparaissant dansA (parmi les
contraintes d’horloges). Nous allons définir sur l’espace (infini) des valuations d’horloges surX une
relation d’équivalence d’indice fini. Nous définissons la relation≈ ainsi : deux valuationsv etv′ sont
équivalentes, notév ≈ v′, si et seulement si elles satisfont les conditions suivantes :

– pour toute horlogex ∈ X, ou bienv(x) et v′(x) sont strictement supérieures àK, ou bien
bv(x)c = bv′(x)c,

– pour toutes horlogesx, x′ ∈ X, si à la foisv(x) et v(x′) sont inférieures àK, alors
– 〈v(x)〉 ≤ 〈v(x′)〉 ssi〈v′(x)〉 ≤ 〈v′(x′)〉 et
– 〈v(x)〉 = 0 ssi〈v′(x)〉 = 0.

Ceci définit une relation d’équivalence, dont les classes d’équivalences sont appeléesrégions. Nous
notonsR l’ensemble des régions,[v] la région contenantv et r sa fermeture topologique pour la
topologie habituelle deTX . Il est facile de vérifier que le nombre de régions est borné par n! · 2n ·
(2K + 2)n si n dénote le nombre d’horloges.R est donc fini et de taille exponentielle dans la taille
de l’automate temporisé. De plus, la relation d’équivalence satisfait les propriétés suivantes :

v ≈ v′ =⇒

{
pour toute contrainteg deA, v |= g ⇐⇒ v′ |= g

∀d ∈ T,∃d′ ∈ T tel quev + d ≈ v′ + d′

Exemple 1.18(Régions en dimension2). Consi-
dérons un ensemble de deux horlogesx et y et
fixons comme constante maximale la valeur3.
L’ensemble de régions correspondant est alors re-
présenté sur la figure ci-contre.

y

1

3

4

2

2

31 4 x y

Définition 1.19 (Automate des régions). Nous pouvons alors définirl’automate des régions deA
comme le système de transitions finiR(A) = (Γ, γ0,→) où

– Γ = L×R est l’ensemble{(`, r) | ` ∈ L, r ∈ R},
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– γ0 est l’état initial (`0, r0) où r0 est la région qui contient la valuation0,
– → ⊆ Γ× (Σ ∪ {τ}) × Γ et ((`, r), σ, (`′, r′)) ∈ → ssi(`, r) 6= (`′, r′) et

– ou bienσ ∈ Σ et(`, v)
σ
−−→ (`′, v′) est une transition deJAK pour un certainv ∈ r etv′ ∈ r′,

– ou bienσ est le symboleτ , et il existed ∈ T tel que(`, v)
d
−→ (`, v′) est une transition

deJAK pour un certainv ∈ r et un certainv′ ∈ r′.
De plus, l’ensemble des états finals (respectivement répétés – nous considérons une condition de Büchi
simple) deR(A), notéΓf (respectivementΓr), est défini par :

Γf = {(`, r) | ` ∈ F, r ∈ R}

Γr = {(`, r) | ` ∈ R, r ∈ R}

La propriété fondamentale de l’automate des régions est qu’il est enbisimulation à temps abstraitavec
l’automate temporiséA. Cette notion correspond à la notion de bisimulation introduite précédemment
pour les systèmes de transitions temporisés dans laquelle pour les transitions de délais, seule la nature
de la transition est conservée par la simulation, et pas la valeur exacte du délai. Plus précisément, cette
propriété s’énonce ainsi : nous définissons la relation' ⊆ (L× TX)× Γ par :

(`, v) ' (`, r) ⇐⇒ [v]= r.

Fixons(`, v) ∈ L× TX , et(`, r) ∈ Γ telles que(`, v) ' (`, r). Alors nous avons :
– ∀a ∈ Σ, (`, v)

a
−→ (`′, v′) ⇐⇒ (`, r)

a
−→ (`′, [v′]),

– ∀t ∈ T, (`, v)
t
−→ (`, v + t) ⇐⇒ (`, r)

τ
−→ (`, [v + t]).

Cette relation préserve les transitions discrètes. En revanche, pour les transitions de délai, elle préserve
leur nature, mais pas la valeur du délai.

Il est alors possible de démontrer à l’aide de cette propriété, et grâce à la borne sur le nombre de
régions, que le problème de l’accessibilité est dans la classePSPACE pour les automates temporisés.
Alur et Dill ont même démontré que cette complexité est optimale :

Théorème 1.20( [AD90, AD94]). Tester le vide du langage accepté par un automate temporisé
d’Alur et Dill est un problèmePSPACE-complet.

1.5 Extensions du modèle d’Alur et Dill

Nous présentons dans cette section quelques extensions classiques des automates temporisés, ainsi
que les résultats fondamentaux les concernant. Nous étudierons dans les parties suivantes des pro-
blèmes faisant intervenir ces différentes extensions du modèle initial.

1.5.1 Transitions silencieuses

Il est possible d’étendre la définition des automates temporisés en autorisant l’étiquetteε pour
les transitions. Cette extension naturelle avait déjà été envisagée dans [AD90]. Nous noterons dans la
suite ATε la classe des automates temporisés avec transitions silencieuses. Comme cela a été fait pour
les systèmes de transitions temporisés, il est facile d’étendre la sémantique des automates temporisés
au cas des transitions silencieuses, en utilisant la projection πΣ. De même, il est aisé de vérifier que
le problème du vide est encore décidable pour la classe ATε puisque l’étiquette des transitions n’a
pas d’influence sur un problème d’accessibilité. Enfin, nousdéfinissons naturellement la classe des
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langages temporisésε-réguliers comme l’ensemble des langages temporisés reconnus par un automate
temporisé avec transitions silencieuses. [BDGP98] présente une synthèse de différents travaux visant
à étudier l’expressivité de la classe ATε. Nous reprenons ici deux résultats qui nous seront utiles.

Théorème 1.21(Proposition 2 de [BDGP98]). La classeAT est strictement moins expressive que la
classeATε du point de vue des langages,i.e. AT & ATε.

L’automate utilisé dans la preuve de la proposition 1.21 estétudié dans l’exemple 1.22.

Exemple 1.22(Un automate temporisé avec transitions silencieuses). L’automate temporisé avec tran-
sitions silencieuses représenté sur la figure 1.2 reconnaîtle langage de mots temporisés finis suivant :

Rpair = {(a, τ1)(a, τi) . . . (a, τn) | τi ≡ 0 mod 2 pour tout1 ≤ i ≤ n} .

Dans [BDGP98], il est démontré que ce langage n’est reconnu par aucun automate temporisé sans
transitions silencieuses. y

`

x = 0; a;

x = 2; ε;x := 0

FIG. 1.2 – Un automate temporisé avec transitions silencieuseséquivalent à aucun automate temporisé

Contrairement au cadre des automates finis, les transitionssilencieuses permettent donc d’ac-
croître strictement le pouvoir d’expression du modèle. Le résultat suivant précise une condition suffi-
sante pour l’élimination des transitions silencieuses.

Théorème 1.23(Théorème 15 de [BDGP98]). SoitA un automate temporisé avec transitions silen-
cieuses vérifiant les hypothèses suivantes :

– aucun cycle ne contient d’ε-transition avec remise à zéro,
– le langage accepté est non Zeno,i.e.Lω(A) ⊆MT ωnZ (Σ).

Alors il existe un automate temporisé sans transitions silencieusesA′ vérifiantL(A) = L(A′).

Cependant, ce résultat laisse ouverte la question de la décidabilité du problème suivant : étant
donné un automate temporisé avec transitions silencieuses, existe-t-il un automate temporisé sans tran-
sitions silencieuses reconnaissant le même langage ? Dans le chapitre 3, nous étudions ce problème
ainsi que d’autres problèmes relatifs à l’introduction destransitions silencieuses dans les automates
temporisés.

1.5.2 Mises à jour d’horloges

Une seconde extension concerne les mises à jour attachées aux transitions. Dans le modèle ori-
ginal, seules des opérations de remises à zéro sont autorisées. De nombreux autres types de mises à
jour ont été envisagés par la suite, principalement dans [BDFP04]. Nous présentons ici deux de ces
extensions que nous serons amenés à étudier par la suite, ainsi que les résultats correspondants de
décidabilité et d’expressivité.
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Mises à jour intégrales. Cette extension consiste à autoriser lors des transitions des opérations de
la formex := c, où c dénote un entier naturel. Formellement, pour un ensemble d’horlogesX, nous
considérons des applicationsµ ∈ (N ∪ {⊥})X . Étant donnée une valuation d’horlogesv ∈ TX , la
nouvelle valuation d’horlogesv′ obtenue après la mise à jour dev parµ est définie ainsi :

∀x ∈ X, v′(x) =

{
µ(x) si µ(x) 6= ⊥

v(x) sinon.

Dans la suite, nous dénoterons par ATmi la classe des automates temporisés d’Alur et Dill étendus
avec les mises à jour intégrales.

Mises à jour non déterministes. Il est également possible d’autoriser les mises à jour d’horloges
non déterministes. Les opérations considérées sont cette fois de la formex :∈ I, où I dénote un
intervalle de temps. Formellement, pour un ensemble d’horlogesX, nous considérons des applications
µ ∈ (I ∪ {⊥})X . Étant donnée une valuation d’horlogesv ∈ TX , la nouvelle valuation d’horlogesv′

obtenue après la mise à jour dev parµ doit vérifier :

∀x ∈ X,

{
v′(x) ∈ µ(x) si µ(x) 6= ⊥

v′(x) = v(x) sinon.

Intuitivement, si l’opération de mise à jour estx :∈ [0, 1[, la nouvelle valeur de l’horlogex est
choisie de façon non déterministe dans l’intervalle[0, 1[. La classe des automates temporisés d’Alur
et Dill étendus avec les mises à jour non déterministes sera notée ATmnd. Il est facile de constater
que la classe ATmnd contient la classe précédente ATmi. Nous présentons certains résultats issus
de [BDFP04] précisant l’expressivité de ces différentes classes, ainsi que leur décidabilité.

Théorème 1.24(Expressivité, [BDFP04]). Les pouvoirs expressifs des deux classesATmi et ATmnd
vérifient les propriétés suivantes :

– les classesATmi et AT sont (fortement) bisimilaires,
– ATmnd j∗,ωnZ

ATε

Théorème 1.25(Décidabilité, [BDFP04]). Les classes d’automates temporisésATmi etATmnd sont
décidables. Tester le problème du vide pour ces classes estPSPACE-complet.

L’extension ATmi, « gratuite » du point de vue de la vérification, permet donc plus de souplesse
dans la modélisation, sans ajouter à l’expressivité du modèle. De plus, elle permet d’apporter de la
concision au modèle, comme cela a été démontré récemment.

Théorème 1.26(Concision, Théorème 6 de [BC07]). La classeATmi est exponentiellement plus
concise que la classeAT des automates temporisés d’Alur et Dill.

Nous nous intéressons à la classe ATmi dans le chapitre 4 afin de proposer une nouvelle approche
pour l’analyse de ces modèles fondée sur une traduction versune extension temporisée des réseaux de
Petri. Dans le chapitre 5, nous obtenons de nouveaux résultats d’expressivité pour la classe ATmnd qui
complètent le deuxième point du théorème 1.24. Ces résultats sont obtenus à l’aide d’une traduction
de ces modèles dans une nouvelle classe de réseaux de Petri temporisés.
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1.5.3 Contraintes d’horloges diagonales

Une autre extension porte sur la nature des contraintes qui peuvent être utilisées pour étiqueter les
transitions. L’extension, déjà envisagée dans [AD90], consiste à autoriser l’ensemble le plus général
C(X) de contraintes portant sur l’ensemble d’horlogesX. Rappelons que la seule différence concerne
la présence de contraintes diagonales de la formex − y ∼ c. La classe des automates temporisés
d’Alur et Dill étendus avec les contraintes diagonales seranotée ATgd.

Nous synthétisons ici les résultats relatifs à cette extension, et les présentons dans deux catégories
différentes, l’expressivité d’une part, et la décidabilité d’autre part.

Expressivité des contraintes diagonales. Les auteurs de [AD90] mentionnaient dans leurs travaux
que le modèle des automates temporisés avec gardes diagonales n’est pas plus expressif que le modèle
standard. Une preuve complète de ce résultat a été écrite dans [BDGP98]. Nous donnons ici le schéma
de cette preuve, car il est utile pour la présentation de nos travaux.

Théorème 1.27(Expressivité, Lemme 5 de [BDGP98]). SoitA ∈ ATgd un automate temporisé
avec gardes diagonales. Alors il existe un automate temporiséB, sans gardes diagonales, tel que
L(A) = L(B).

Preuve. (Schéma)
La transformation est présentée pour une garde diagonale. Elle doit ensuite être appliquée à cha-

cune des gardes diagonales qui apparaît dansA afin d’obtenirB. Nous considérons donc le retrait
d’une garde diagonalex − y ≤ c deA, avecc ≥ 0. L’idée de la construction consiste à utiliser deux
copiesA> etA⊥ de l’automate, d’ensembles d’états associésL> et L⊥, chacune des deux copies
codant la valeur de vérité du booléenx− y ≤ c. Il est facile de constater que ce booléen est invariant
par écoulement du temps, et que la seule opération qui peut modifier sa valeur est une remise à zéro
dex ouy. Ainsi, on constate qu’après la remise à zéro dex, on a :

x− y ≤ c ⇐⇒ −y ≤ c ⇐⇒ y > −c ⇐⇒ tt

De façon similaire, après la remise à zéro dey, on a :

x− y ≤ c ⇐⇒ x ≤ c

Ceci induit une construction naturelle, qui va passer d’unecopie à l’autre de l’automate en fonction
du test indiqué dans les équivalences précédentes. Cette construction est représentée sur la figure 1.3.

La preuve de correction de cette construction repose sur la propriété énoncée de façon informelle
plus haut portant sur les configurations accessibles(`, v), prouvée par récurrence sur la longueur de
l’exécution de l’automate :

` ∈ L> =⇒ v |= x− y ≤ c

` ∈ L⊥ =⇒ v |= x− y > c

Une étude simple de la construction proposée montre, en notant respectivementLA etLB les états
de contrôle deA etB, que les deux automatesA etB vérifient :

|LB| = 2n × |LA|

oùn est le nombre de gardes diagonales distinctes deA. Ainsi, cette construction induit une explosion
de la taille du modèle, et laisse penser que les gardes diagonales apportent de la concision au modèle.
Ceci a été prouvé récemment, et est établi par le résultat suivant.
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x− y ≤ c

x := 0

y := 0

copieAtt vérifiantx− y ≤ c

x := 0

y := 0

x ≤ c

x > c
y := 0

x := 0

y := 0

copieAff vérifiantx− y > c

FIG. 1.3 – La construction permettant de retirer une contraintediagonale.

Théorème 1.28(Concision, Théorème 2 de [BC07]). La classeATgd des automates temporisés éten-
dus avec les contraintes diagonales est exponentiellementplus concise que la classe des automates
temporisés d’Alur et Dill.

Décidabilité des automates temporisés avec gardes diagonales. Les résultats d’expressivité pré-
cédents impliquent en particulier que la classe des automates temporisés étendus avec les gardes
diagonales est décidable. Cependant, il est également possible de modifier légèrement la définition
des régions de sorte à définir un nouvel ensemble de régions, compatibles avec les gardes diagonales
(i.e. que les propriétés énoncées en section 1.4 sur les régions sont vérifiées). Considérons la rela-
tion d’équivalence≈ définie sur l’ensemble des valuations parv ≈ v′ si et seulement si chacune des
conditions suivantes est satisfaite :

– pour toute horlogex ∈ X, ou bienv(x) et v′(x) sont strictement supérieures àK, ou bien
bv(x)c = bv′(x)c,

– pour toutes horlogesx, x′ ∈ X, si la valeur absolue|v(x)− v(x′)| est inférieure ou égale àK,
alors
– 〈v(x)〉 ≤ 〈v(x′)〉 ssi〈v′(x)〉 ≤ 〈v′(x′)〉 et
– 〈v(x)〉 = 0 ssi〈v′(x)〉 = 0.

À nouveau, cette relation est bien une relation d’équivalence et ses classes d’équivalences sont
appelées des régions. Nous notons cette foisRd l’ensemble de ces régions. La seule différence par
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rapport à l’ensembleR réside dans le deuxième point des conditions précédentes. Celui-ci ne concer-
nait que les valuations pour lesquelles nous avions à la foisv(x) ≤ K et v(x′) ≤ K. Dans cette
nouvelle définition, les contraintes portent sur toutes lesvaluations vérifiant|v(x)− v(x′)| ≤ K. Gra-
phiquement, ceci apparaît sur l’exemple 1.30 ci-dessous par le prolongement des lignes diagonales
au-delà du carré[0,K]× [0,K]. Ceci permet de tenir compte de la présence des gardes diagonales et
nous pouvons ainsi étendre les résultats précédents pour l’ensembleR à l’ensembleRd vis-à-vis des
automates temporisés avec gardes diagonales. Nous obtenons ainsi le théorème suivant :

Théorème 1.29(Décidabilité, [AD90, AD94]). La classeATgd des automates temporisés étendue
avec les gardes diagonales est décidable. Tester le problème du vide pour cette classe estPSPACE-
complet.

Exemple 1.30(Régions deRd en dimension2).
Comme plus haut, nous considérons un ensemble
de deux horlogesx ety et fixons comme constante
maximale la valeur3. La partition en régions cor-
respondant à l’ensembleRd est alors représentée
sur la figure ci-contre.

y

1

3

4

2

2

31 4 x y

Les contraintes diagonales permettent donc d’apporter de la concision au modèle, sans augmenter
la complexité du problème du vide. De plus, elles peuvent être utiles lors de la phase de modélisation.
Ainsi, les contraintes diagonales ont été utilisées dans [FPY02] pour des applications d’ordonnance-
ment. Or la transformation qui permet de s’affranchir des gardes diagonales est coûteuse, et inévitable
du fait des résultats de concision. Il est donc pertinent de s’intéresser à cette classe afin d’obtenir des
algorithmes dédiés pour vérifier ce type de modèles. Nous présenterons deux solutions, l’une issue des
réseaux de Petri temporels dans le chapitre 4, l’autre développée spécifiquement pour les automates
temporisés avec gardes diagonales dans le chapitre 6.

1.6 Réseaux d’automates temporisés

Plusieurs modèles peuvent être envisagés pour la composition d’automates temporisés. Nous pré-
sentons les réseaux d’automates temporisés, définis comme une application de la synchronisation de
systèmes de transitions introduite précédemment. Ce modèle est fondé sur la synchronisation des
différents automates sur les étiquettes des actions et sur la synchronisation des échelles de temps.

Définition 1.31 (Réseau d’automates temporisés). Un réseau d’automates temporisésest constitué
de la donnée d’une famille finie den automates temporisés(Ai)1≤i≤n sur Σ et d’une fonctionf
de synchronisationn-aire définie surΣ. La sémantique d’un tel réseau est la synchronisation des
systèmes de transitions temporisésJAiK de chacun des automates temporisés vis-à-vis de la fonction
de synchronisationf . Étant donné un réseau d’automates temporisésA = ((Ai)1≤i≤n, f), nous
noteronsJAK le système de transitions correspondant.

Comme pour la synchronisation de systèmes de transitions temporisés, la fonction de synchro-
nisation décrit donc les interactions discrètes entre les processus tandis que les transitions de délais
synchronisent tous les automates puisque tous doivent évoluer à la même vitesse.

Exemple 1.32(Un réseau d’automates temporisés modélisant un passage à niveau.). Nous représen-
tons ici l’exemple classique du passage à niveau [AD94] modélisé à l’aide d’un réseau d’automates
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temporisés. Cet exemple fait intervenir trois automates. Un premier automate modélise le comporte-
ment d’un train vis-à-vis du passage à niveau, un second modélise le comportement de la barrière, et un
troisième représente le comportement d’un contrôleur qui commande les déplacements de la barrière
en fonction de l’arrivée des trains. Ces automates sont représentés sur la figure 1.4. Dans les com-
positions envisagées, le nombre de trains est variable. Dans cet exemple, seules des synchronisations
binaires sont utilisées. La synchronisation que nous avonsdéfinie plus haut est la plus générale et per-
met de coder toutes les compositions habituellement utilisées comme par exemple la synchronisation
binaire. Dans le cas d’une composition impliquant deux trains, nous noterons le réseau d’automates
de la façons suivante :

A = (TRAIN1 ‖ TRAIN2 ‖ BARRIÈRE ‖ CONTRÔLEUR)

pour indiquer la composition parallèle des différents automates. La fonction de synchronisation à
considérer est la suivante :

f :





TRAIN1, TRAIN2, BARRIÈRE, CONTRÔLEUR,
App! ⊥ ⊥ App? 7→ App
Pars! ⊥ ⊥ Pars? 7→ Pars
⊥ App! ⊥ App? 7→ App
⊥ Pars! ⊥ Pars? 7→ Pars
⊥ ⊥ Haut? Haut! 7→ Haut
⊥ ⊥ Bas? Bas! 7→ Bas

Remarquons enfin que dans cet exemple, chaque automate a sa propre horloge (aucune horloge n’est
partagée.) De plus, les gardes égales àtt et les mises à jour égales à∅ n’ont pas été représentées afin
d’alléger la figure. y

Horloges partagées. Dans la définition précédente, la composition des automatestemporisés est
réalisée uniquement à travers les actions réalisées. Ainsi, l’état de chaque automate est tout à fait
local. Il est également intéressant de chercher à enrichir ce modèle en autorisant un certain partage de
variables entre les automates temporisés. Nous considérons ici le cadre des horloges partagées. Ainsi,
certaines horloges peuvent appartenir à l’ensemble des horloges de différents automates temporisés.
En particulier, ceci implique qu’un automate temporisé peut mettre à jour des variables utilisées par
d’autres automates. Afin de présenter ce cadre, nous ne pouvons pas nous conformer au cadre de la
définition 1.5 de la synchronisation de systèmes de transitions temporisés.

Définition 1.33 (Réseau d’automates temporisés à horloges partagées). Un réseau d’automates tem-
porisés à horloges partagéesest constitué de la donnée d’un ensemble d’horloges partagéesX0, d’une
famille finie den automates temporisés3 (Ai)1≤i≤n surΣ dont les ensembles d’horloges respectifsXi

vérifientX0 ⊆ Xi et d’une fonctionf de synchronisationn-aire définie surΣ. La sémantique d’un
tel réseauA est le système de transitions temporiséJAK = (Q, q0,→) défini par :

– Q = {((`1, v1), . . . , (`n, vn)) ∈ Π1≤i≤n(Li × TXi) | ∀x ∈ X0,∀1 ≤ i, j ≤ n, vi(x) =
vj(x)} ;

– q0 = ((`1,0,0), . . . , (`n,0,0)) ;
– → est définie, pour tousq = ((`i, vi)1≤i≤n), q

′ = ((`′i, v
′
i)1≤i≤n) ∈ Q, par :

– transitions discrètes :pour tout a ∈ Σ, q
a
−→ q′ si et seulement si il existe un élément

(ai)1≤i≤n ∈ (Σ ∪ {⊥})n tel que :

3Nous prenons la notation naturelleAi = (Σ, Xi, Li, Ti, Invi, `i,0, Li,f , Li,r).
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Loin

Proche

Ici

TRAIN i

App!, {xi}

20 < xi < 30,
ε, {xi}

10 < xi < 20,Pars!

xi < 30

xi < 20

(a) Automate pour les trains.

Ouvert Baisse

FerméMonte

BARRIÈRE

Bas?, {y}

y < 10, ε

Haut?, {y}

y < 10, a

y < 10

y < 10

(b) Automate pour la barrière.

c0c1 c2

CONTRÔLEUR

Pars?, {z} App?, {z}

z = 50,Haut! z ≤ 10,Bas!

App?
Pars? Pars?

App?

z ≤ 10z ≤ 50

(c) Automate pour le contrôleur.

FIG. 1.4 – Modélisation d’un passage à niveau.

– f((ai)1≤i≤n) = a,
– pour tout indicei tel queai 6= ⊥, (`i, vi)

ai−→ (`′i, v
′
i),

– pour tout indicei tel queai = ⊥, `′i = `i etv′i(x) = vi(x) pour toute horlogex ∈ Xi\X0.

– transitions de délai :pour toutd ∈ T, q
d
−→ q′ si et seulement si pour tout indicei, (`i, vi)

d
−→

(`′i, v
′
i).

Décrivons les différences existant avec le cadre précédent. D’abord, nous nous restreignons à un
certain sous-ensemble des états du produit composé des états locaux dont les valuations s’accordent
sur l’ensembleX0 des horloges partagées :

((`1, v1), . . . , (`n, vn)) ∈ Q⇒ ∀x ∈ X0,∀1 ≤ i, j ≤ n, vi(x) = vj(x) (1.1)

De plus, lors d’une transition discrète, nous n’imposons laconservation de l’état pour les automates
correspondant au symbole⊥ que sur leur partie « privée »,i.e. leur état de contrôle et leurs horloges
privées (Xi \ X0). Leur valuation sur les horloges deX0 est parfaitement définie par les automates
qui ont franchi une transition discrète et par la propriété (1.1). Notons tout de même que ceci requiert
qu’au moins un automate a franchi une transition discrète,i.e. que cela interdit l’élément⊥n, ce qui
n’est pas restrictif. De plus, soulignons qu’il suffit qu’undes automates remette à zéro une horloge
partagée pour que celle-ci soit remise à zéro. Naturellement, d’autres modèles sont envisageables
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Repos Armée
Armer ?, {x}

x = 3, temporisation !

abandon ?

x ≤ 3

M INUTERIE

(a) Automate pour la minuterie.

qc

temporisation ?

abandon !

SYSTÈME

(b) Automate pour le système.

qu

Réarmer, {x}

Armer !

UTILISATEUR

(c) Automate pour l’utilisateur.

FIG. 1.5 – Modélisation d’un système contrôlé par une minuterie.

comme par exemple autoriser une horloge à n’être partagée que par deux processus, mais notre modèle
est plus général.

Exemple 1.34(Réseau à horloges partagées). Nous présentons une extension naturelle de l’exemple
présenté page 37 impliquant une horloge partagée. Ce réseauest représenté sur la figure 1.5. L’intui-
tion de cet exemple est qu’un utilisateur peut à tout moment réarmer la minuterie ce qui se traduit par
la remise à zéro de l’horlogex. D’autre part, le système contrôlé par cette minuterie interagit avec elle
à travers les actionstemporisation ?et abandon !. La composition considérée dans cet exemple est la
suivante :

A = (M INUTERIE ‖ SYSTÈME ‖ UTILISATEUR)

y

Réseaux d’automates temporisés contre automates temporisés. Nous avons présenté deux défi-
nitions pour les réseaux d’automates temporisés, avec ou sans horloges partagées. Une question natu-
relle consiste à se demander si les modèles définissables avec ces nouveaux formalismes le sont aussi
dans le formalisme des automates temporisés. En d’autres termes, il s’agit de comparer l’expressivité
des automates temporisés avec celle des réseaux d’automates temporisés. La réponse est positive :
ces modèles sont expressivement équivalents du point de vuedes langages et même du point de vue
de la bisimulation. En réalité, nous allons montrer que leurs systèmes de transitions temporisés sont
isomorphes. Ce résultat n’enlève cependant pas l’intérêt de la description d’un système comme un
réseau d’automates plutôt que comme un automate, car l’automate temporisé équivalent est de taille
exponentielle. Une description sous-forme de réseau est donc plus concise et plus facile à réaliser si
le système analysé est conçu avec un point de vue modulaire.
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Nous présentons la définition de l’automate temporisé équivalent à un réseau d’automates tempo-
risés avec horloges partagées, le cas des réseaux sans horloges partagées en découlant facilement.

Proposition 1.35. Étant donné un réseau d’automates temporisés avec horlogespartagéesA =
(X0, (Ai)1≤i≤n, f). Définissons l’automate temporiséA′ = (Σ,X, L, T, Inv, `0, Lf , Lr) par :

– X =
⋃

1≤i≤nXi ;
– L = Π1≤i≤nLi ;
– T ⊆ L × C(X) × Σ × 2X × L. Soit ` = (`i)1≤i≤n et `′ = (`′i)1≤i≤n deux éléments deL,
g ∈ C(X), a ∈ Σ et R ∈ 2X . t = (`, g, a,R, `′) appartient àT si et seulement s’il existe
(t1, . . . , tn) ∈ Π1≤i≤n(Ti ∪ {⊥}) tels qu’en notantI = {i | ti 6= ⊥}, nous avons :
– ∀i ∈ I, ti = (`i, gi, ai, Ri, `

′
i),

– en posantai = ⊥ pour touti 6∈ I, f(a1, . . . , an) = a,
– g = ∧i∈Igi,R = ∪i∈IRi,
– pour touti 6∈ I, `′i = `i.

– Inv((`i)1≤i≤n) = ∧1≤i≤nInvi(`i),
– `0 = (`i,0)1≤i≤n,
– Lf = Π1≤i≤nLi,f et
– Lr = Π1≤i≤nLi,r.
Alors les deux systèmes de transitions temporisésJAK et JA′K sont isomorphes.

La preuve de cette proposition découle facilement des définitions. Il est important de remarquer
que l’automate temporisé ainsi défini est de taille exponentielle dans la taille de la description du
réseaux d’automates temporisés. La transformation n’est pas du tout intéressante en pratique et il est
donc très important de développer des algorithmes dédiés aux réseaux d’automates temporisés qui
puissent tirer profit de cette représentation distribuée dusystème global.

Remarque 1.36.La proposition précédente nous permet d’étendre aux réseaux d’automates tempo-
risés (avec horloges partagées) les définitions introduites pour les automates temporisés. Par exemple,
nous noteronsAcc(A) l’ensemble des configurations accessibles dansA. y

Rôle des invariants dans les réseaux d’automates temporisés. Nous avons expliqué dans la sous-
section 1.4.2 comment les invariants pouvaient être retirés dans un automate temporisé tout en pré-
servant les propriétés d’accessibilité. Nous allons expliquer à présent pourquoi une transformation
similaire ne peut pas être appliquée aux réseaux d’automates temporisés. Commençons par remarquer
que d’après la proposition précédente, il est possible de transformer le réseau d’automates temporisés
(avec ou sans horloges partagées) en un automate temporisé et ensuite d’appliquer la transformation
présentée dans la sous-section 1.4.2 à ce nouvel automate. Nous obtenons ainsi un automate temporisé
sans invariants possédant le même ensemble d’états de contrôle accessibles. Cependant, cette transfor-
mation n’est pas satisfaisante puisqu’elle nécessite de construire l’automate « produit » équivalent ce
que nous souhaitons éviter pour des raisons de complexité. De plus, cette transformation perd l’aspect
distribué, et il n’est plus possible ensuite de le retrouver.

Considérons un réseau d’automates temporisésA = ((Ai)1≤i≤n, f). Nous souhaiterions donc
pouvoir modifier chacun des automates temporisés localement (uniquement en retirant les invariant et
en modifiant les gardes) afin d’obtenir un nouveau réseau sansinvariants équivalent du point de vue
de l’accessibilité des états de contrôle et du point de vue dutir des transitions discrètes. Nous donnons
sur la figure 1.6 un exemple simple illustrant qu’une telle transformation ne peut pas exister. En effet,
il est facile de vérifier que dans ce réseau, si la transitionc1 est franchie, alors la transitionb va avoir
lieu et la transitiona ne pourra pas intervenir. Si les invariants sont supprimés,il n’est pas possible
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`0

`1

`′0

`′1 `′2

`′′0

`′′1 `′′2

`′′3

a?, x ≥ 3 a! b! c1 c2

b?

y ≤ 1

y ≤ 1

FIG. 1.6 – Un réseau d’automates temporisés nécessitant les invariants.

de renforcer les gardes des transitions et de conserver ce comportement. Ainsi, les occurrences des
transitions discrètes ne sont donc pas conservées. De même,l’état de contrôle global(`1, `′1, `

′′
1) n’est

pas accessible dans ce réseau mais le devient dans toute modification du réseau ne réduisant pas
l’ensemble des états de contrôle accessibles. Ceci provient du fait que l’invariant sous lequel se trouve
le système est une notion globale et qu’elle ne peut donc pas être traduite localement sans dupliquer
certains états de contrôle.

Pour conclure, s’affranchir des invariants dans un réseau d’automates temporisés tout en préser-
vant l’ensemble des états de contrôle accessibles ne peut pas être réalisé localement. Ceci peut paraître
surprenant puisque les invariants sont en général mis en évidence par des relations de bisimulation et
non par des équivalences de langage. S’affranchir des invariants nécessite donc la construction (coû-
teuse) de l’automate produit. Puisque cela n’est pas satisfaisant pour l’application de techniques de
vérification tirant profit de l’aspect réparti d’un réseau d’automates temporisés, il est nécessaire de
développer des techniques dédiées au modèle avec les invariants. Nous proposerons une solution à ce
problème dans le chapitre 7.

1.7 Outils existants

Nous donnons ici un rapide aperçu de quatre outils qui comptent parmi les principaux outils
existants pour la vérification de systèmes modélisés par desautomates temporisés, ou des réseaux
d’automates temporisés.

L’outil CMC (pour « Compositional Model Checking ») a été développé au Laboratoire Spécifi-
cation et Vérification à l’ENS de Cachan par François Laroussinie depuis 1998. Le modèle analysé
est celui des réseaux d’automates temporisés. Les propriétés vérifiées sont d’une nature assez riche
et sont exprimées dans une logique nomméeLν . Cette logique est une logique modale temporisée
autorisant l’opérateur de plus grand point fixe mais pas celui de plus petit point fixe. Les algorithmes
de vérification mis en jeux reposent sur des techniques compositionnelles. Plus d’informations sur
l’outil CMC sont accessibles à la page internet suivante :

http://www.lsv.ens-cachan.fr/~fl/cmcweb.html

L’outil H YTECH (pour « HYbrid Technology Tool ») a été développé à l’université de Berkeley,
aux États-Unis, par Tom Henzinger, Pei-Hsin Ho et Howard Wong-Toi depuis 1997. Il n’est pas dédié
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aux automates temporisés mais au modèle plus général des automates hybrides linéaires. Ceci rend
certains des problèmes de vérification indécidables et les algorithmes implémentés dans cet outil sont
en fait des semi-algorithmes. Cependant, son formalisme d’entrée plus général lui permet par exemple
d’étudier des systèmes avec des paramètres, ce qui n’est paspossible avec les autres outils. Les pro-
priétés vérifiées sont principalement des propriétés d’accessibilité et de sûreté. Les principaux travaux
relatifs à cet outil peuvent être obtenus depuis la page internet de l’outil :

http://embedded.eecs.berkeley.edu/research/hytech/

L’outil KRONOS a été développé au laboratoire VERIMAG à Grenoble de 1997 à 2002. Les prin-
cipaux auteurs sont Sergio Yovine, Alfredo Olivero, Conrado Daws et Stavros Tripakis. Il permet la
vérification de propriétés temporisées de systèmes temporisés modélisés par des réseaux d’automates
temporisés. Les propriétés vérifiées sont celles expriméesdans la logiqueTCTL obtenue comme une
extension temporisée de la logique temporelle classiqueCTL. Les algorithmes implémentés dans cet
outil sont l’analyse en avant, l’analyse en arrière et un algorithme pourTCTL. La page internet de
l’outil est :

http://www-verimag.imag.fr/TEMPORISE/kronos/

L’outil U PPAAL (pour Uppsala et Aalborg) a été développé conjointement parles universités
d’Uppsala, en Suède, et d’Aalborg, au Danemark depuis 1995.Les personnes ayant contribué à son
développement sont trop nombreuses pour être citées ici, mais les deux principaux instigateurs de ce
projet sont Wang Yi (Uppsala) et Kim Larsen (Aalborg). Ayantfait l’objet d’un effort de développe-
ment important, il intègre la plupart des dernières avancées théoriques existantes pour les automates
temporisés, ainsi que de nombreuses heuristiques qui permettent d’améliorer sensiblement l’efficacité
de l’outil. Cela en fait un des outils les plus utilisés. Le modèle d’entrée est une composition d’au-
tomates temporisés proche du modèle présenté ici. Des variables entières bornées peuvent également
être utilisées. Les propriétés qui peuvent être vérifiées sont exprimables dans un fragment de la logique
TCTL qui n’autorise pas les emboîtements d’opérateurs temporels. L’algorithme d’analyse en avant
constitue le cœur de cet outil et la plupart des algorithmes sont des variantes de celui-ci. Enfin, plus
récemment, diverses extensions ont été développées afin de proposer des outils pour d’autres objectifs
que la vérification. La page internet de l’outil UPPAAL est :

http://www.uppaal.com/



Chapitre 2

Extensions temporisées des réseaux de
Petri

Les réseaux de Petri [Pet62] constituent un modèle fondamental pour la modélisation de systèmes
discrets. Ils sont utilisés dans de nombreux domaines, y compris dans les milieux industriels, et sont
adaptés à la modélisation de systèmes distribués, ou répartis. Les applications sont diverses et couvrent
les domaines des systèmes de production, de transports et decommunication. De nombreuses exten-
sions du modèle ont été proposées, et en particulier des extensions adaptées à la modélisation de
systèmes temporisés. Dans ce chapitre, nous présenterons dans un premier temps en section 2.1 le
modèle des réseaux de Petri, accompagné des définitions nécessaires. Ensuite, nous introduirons deux
extensions temporisées de ce modèle, les réseaux de Petri temporels (en section 2.2), et les réseaux de
Petri temporisés (en section 2.3). Ces deux extensions comptent parmi les plus couramment utilisées
et sont au centre de certains de nos travaux.

2.1 Réseaux de Petri

Nous rappelons dans cette section quelques définitions classiques liées aux réseaux de Petri qui
seront utiles ultérieurement. Nous introduisons ensuite le modèle des réseaux de Petri, et énonçons
certaines de ses propriétés fondamentales.

2.1.1 Préliminaires

Nous introduisons la notion de multi-ensemble et les différentes opérations qui leur sont associées.
Étant donné un ensembleE , MEns(E) dénote l’ensemble des applicationsx deE dansN à support fini,
i.e. telles que l’ensembledom(x) = {t ∈ E | x(t) 6= 0} est fini. Ces applications seront appelées des
multi-ensembles deE1. De plus, siE est fini, un élément deMEns(E) sera appelé unmarquage surE .
Nous notons enfintaille(x) =

∑
t∈dom(x) x(t). Dans le contexte des marquages, nous représenterons

parfois ces objets sous la forme suivante :

MEns(E) 3 x =
∑

t∈dom(x)

x(t) · t

Si x(t) vaut 1, nous écrirons simplementt au lieu de1 · t. Nous présentons maintenant différentes
opérations agissant sur les multi-ensembles.

1Nous prenons donc la convention que tous les multi-ensembles que nous considérerons sont à support fini.

53
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Somme. Soitx, y ∈ MEns(E), alorsx+ y ∈ MEns(E) est défini ainsi :

∀e ∈ E , (x+ y)(e) = x(e) + y(e).

Ordre et différence. D’autre part, nous définissons la relation≤ pary ≤ x si et seulement si∀e ∈
E , y(e) ≤ x(e). Si y ≤ x, alorsx− y ∈ MEns(E) est défini par :∀e ∈ E , (x− y)(e) = x(e)− y(e).

Écoulement du temps. Pourd ∈ T etx ∈ MEns(T), x+ d ∈ MEns(T) est défini par

∀τ ∈ T, (x+ d)(τ) =

{
0 si τ < d,

x(τ − d) si τ ≥ d.

Produit par un ensemble fini. Si un ensembleX est fini, alors il est facile de vérifier que les
ensemblesMEns(E)X etMEns(X×E) sont en bijection. Par la suite, nous utiliserons indifféremment
l’une ou l’autre des deux notations pour faciliter la compréhension.

Projection. Nous définissons une opération de projection. Soitx ∈ MEns(E1 × . . . × En), et choi-
sissons un ensemble d’indicesI = {i1, . . . , ik} inclus dans{1, . . . , n}. Alors le multi-ensemble
πi1,...,ik(x) ∈ MEns(Ei1 × . . .× Eik) est défini par :
pour tout(ei1 , . . . , eik) ∈ Ei1 × . . .× Eik ,

πi1,...,ik(x)(ei1 , . . . , eik) =
∑

ej1
,...,ejn−k

∈Ej1×...×Ejn−k

x(e1, . . . , en),

où (j1, . . . , jn−k) est l’unique uplet den − k indices ordonnés par ordre croissant tel que l’ensemble
{j1, . . . , jn−k} vérifie{j1, . . . , jn−k} ∩ I = ∅.

2.1.2 Définition

Nous pouvons maintenant donner la définition d’un réseau de Petri.

Définition 2.1 (Réseau de Petri). Un réseau de PetriN surΣε est un uplet(P, T,Σε,
•(.), (.)•,M0,Λ)

où :
– P est un ensemble fini deplaces,
– T est un ensemble fini detransitionsavecP ∩ T = ∅,
– •(.) ∈ MEns(P )T estl’application d’incidence arrière,
– (.)• ∈ MEns(P )T estl’application d’incidence avant,
– M0 ∈ MEns(P ) est un marquage deP , appelé le marquageinitial et
– Λ : T → Σε est lafonction d’étiquetage.

Le comportement d’un réseau de Petri est très intuitif. Une configuration d’un réseau de Petri est
définie par une répartition de jetons dans les différentes places. Plus formellement, ceci correspond
à un élément deMEns(P ), i.e. à unmarquage surP . Initialement, des jetons sont déposés dans les
places suivant la répartition indiquée parM0. Ensuite, pour qu’une transitiont puisse être tirée, il faut
et il suffit que suffisamment de jetons soient présents, commeindiqué par•t. Le tir det provoque alors
la consommationdes jetons indiqués par•t, puis laproductionde nouveaux jetons, comme indiqué
part•.

Afin de définir les comportements (finis ou infinis) du réseau qui sont acceptants, nous équipons
le réseau de Petri de conditions d’acceptation.
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Définition 2.2 (Conditions d’acceptation, relation de satisfaction). Étant donné un réseau de PetriN
dont l’ensemble des places estP , unecondition d’acceptation pourN , notéeAcc, est un ensemble
fini Acc = {acc1, . . . ,accp} de formules engendrées par la grammaire suivante :

acc ::=
∑

p∈I

p ∼ n | acc1 ∧ acc2 | tt

oùn ∈ N, I ⊆ P,∼∈ {≤,≥}.

Nous définissons larelation de satisfactionpour les conditions d’acceptation. Celle-ci est définie
sur les configurationsM ∈ MEns(P ) du réseauN de façon inductive par :





M satisfait
∑

p∈I p ∼ n ⇐⇒
∑

p∈IM(p) ∼ n

M satisfaitacc1 ∧ acc2 ⇐⇒ M satisfaitacc1 etM satisfaitacc2

M satisfaittt ⇐⇒ tt

La sémantique d’un réseau de Petri est alors définie par un système de transitions.

Définition 2.3 (Sémantique d’un réseau de Petri). La sémantique d’un réseau de PetriN défini comme
plus haut est donnée par un système de transitionsJN K = (Q, q0,→) défini ainsi :

– Q = MEns(P ) est l’ensemble des marquages surP ,
– q0 = M0 est l’état initial,
– → est définie parM

a
−→ M ′, pourM,M ′ ∈ Q, et a ∈ Σε, si, et seulement si, il existe un

élémentt ∈ T tel que :
– Λ(t) = a,
– •t ≤M et
– M ′ = (M − •t) + t•

Pour définir les conditions d’acceptation deJN K, nous considérons une condition d’acceptation
Acc = {acc1, . . . ,accp} deN . Nous définissons alors l’ensemble des configurations finales deJN K,
notéQf , par :

Qf = {M ∈ MEns(P ) | ∃1 ≤ i ≤ p tel queM satisfaitacci}

et la condition de Büchi généralisée associée àJN K, notée{Q1
r, . . . , Q

p
r}, par :

Qir = {M ∈ MEns(P ) |M satisfaitacci}

Enfin, les définitions de comportements et de langage acceptédeJN K sont étendues àN .

Quelques sous-classes des réseaux de Petri.Un réseau de PetriN sera dit
– k-bornési, pour tout marquageM accessible dansJN K et pour toute placep du réseau, il y a

au plusk jetons dansp, i.e.M(p) ≤ k,
– bornés’il existe unk ∈ N pour lequelN estk-borné, et
– sauf siN est1-borné.

Afin d’illustrer ces définitions, nous donnons deux exemplesde réseaux de Petri.

Exemple 2.4(Réseau de Petri reconnaissant un langage non régulier.). Nous présentons un premier
exemple de réseau de PetriN1 sur la figure 2.1. Celui-ci présente la propriété intéressante de recon-
naître un langage non régulier. Ceci représente une différence importante avec les automates tempori-
sés qui sera utilisée ultérieurement dans de ce document. Eneffet, le langage accepté par ce réseau de
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•

t1

t2

t3

a

ε

b

p1

p2

p3

FIG. 2.1 – Réseau de Petri reconnaissant un langage non régulier.

Petri pour la condition d’acceptation{tt} est le langageL = {anbm | 0 ≤ m ≤ n} qui n’est pas un
langage régulier.

La description formelle deN1 = (P, T,Σε,
•(.), (.)•,M0,Λ) est la suivante :

– P = {p1, p2, p3},
– T = {t1, t2, t3},
– Σ = {a, b},
– •(.) et (.)• sont définies par :

– •t1 = •t2 = {p1},
– t1

• = {p1, p2},
– t2

• = t3
• = {p3},

– •t3 = {p2, p3}.
– M0 = p1 et
– Λ est définie par :

– Λ(t1) = a,
– Λ(t2) = ε et
– Λ(t3) = b.

y

Exemple 2.5(Réseau de Petri modélisant l’exclusion mutuelle). Un second exemple de réseau de
Petri est représenté sur la figure 2.2. Cet exemple assure unepropriété d’exclusion mutuelle entre les
deux processusP1 etP2 qui peuvent accéder à une section critique (étatSC). Par exemple, ceci peut
correspondre à l’écriture d’une variable partagée.

Plus formellement, le réseau de PetriN = (P, T,Σε,
•(.), (.)•,M0,Λ) représenté ici vérifie :

– P = {SC1,SC2, Inactif1, Inactif2,Verrou},
– T = {t1, t2, t3, t4},
– Σ = {Entrée,Sortie},
– •(.) et (.)• sont définies par :

– •t1 = t2
• = {SC1},

– •t2 = t1
• = {Inactif1,Verrou},

– •t3 = t4
• = {Verrou, Inactif2},

– •t4 = t3
• = {SC2}.

– M0 = Inactif1 + Inactif2 + Verrou et
– Λ est définie par :

– Λ(t1) = Λ(t4) = Sortie,
– Λ(t2) = Λ(t3) = Entrée.

Dans cet exemple, il est facile de vérifier que le réseau est sain. De plus, le jeton de la place
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•

•

•
P1 P2

t1 t2 t3 t4

Inactif1 Inactif2

SC1 SC2

Entrée EntréeSortie SortieVerrou

FIG. 2.2 – Réseau de Petri modélisant l’exclusion mutuelle.

Verrou permet l’accès à la section critique. Il est alors possible de démontrer une propriété d’exclusion
mutuelle vérifiée par ce réseau : les processusP1 etP2 ne peuvent pas marquer simultanément la place
SC. Plus formellement, pour tout marquage accessibleM , nous avons :

M(SC1) +M(SC2) ≤ 1.

y

2.1.3 Résultats classiques

Nous rappelons à présent quelques résultats standards sur les réseaux de Petri afin d’illustrer la
complexité des problèmes de vérification pour ce modèle.

Dans le contexte de la vérification, il est naturel de s’intéresser à la décidabilité de certaines pro-
priétés. Un panorama de ce sujet a été proposé dans [EN94]. Nous mentionnons ici certains des résul-
tats fondamentaux pour ce modèle. Notons que les bornes de complexité associées sont très élevées,
ce qui implique que les problèmes similaires pour des extensions temporisées le seront également.

– L’accessibilité d’un marquage est décidable. Ce problèmeconsiste à déterminer, étant donné
un marquageM , s’il existe une exécution du réseau de Petri partant du marquage initial et
atteignant le marquage cibleM . Ce résultat a été démontré dans [Kos82, May84]. Ce problème
estEXPSPACE-difficile [CLM76], mais les algorithmes proposés nécessitent un espace non-
primitif récursif.

– La couverture d’un marquage est décidable. Ce problème consiste à déterminer, étant donné
un marquageM , s’il existe une exécution du réseau de Petri partant du marquage initial et
atteignant un marquageM ′ plus grand que le marquage cibleM , i.e. vérifiantM ′ ≥ M . La
décision de ce problème a été démontrée par Karp et Miller [KM69]. Leur algorithme met en jeu
la construction d’un arbre dit arbre de couverture du réseaude Petri et nécessite un espace non
primitif récursif. Cet algorithme a ensuite été amélioré par Rackoff [Rac78], démontrant ainsi
que ce problème estEXPSPACE-complet, la borne inférieure ayant été obtenue dans [CLM76].

– La bornitude d’un réseau de Petri est décidable. Ce problème consiste à déterminer si le réseau
est borné. La preuve de la décidabilité de ce problème reposeégalement sur la construction de
l’arbre de couverture. Ce problème est égalementEXPSPACE-complet.

Soulignons que dans le cadre des réseaux de Petri bornés et saufs, les complexités des problèmes
sont réduites. Par exemple, l’accessibilité et la vivacitésont des problèmesPSPACE-complets pour
les réseaux de Petri saufs.
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2.2 Réseaux de Petri temporels

La première extension, appelée réseaux de Petri temporels et introduite dans [Mer74], consiste à
ajouter une notion quantitative de temps dans le modèle par le biais des périodes d’activation des tran-
sitions. Il existe en fait plusieurs sémantiques pour cetteextension qui dépendent de la définition prise
pour cette période d’activation. Soulignons enfin que nous considérons la sémantique simple serveur,
et non la sémantique multi-serveur (voir [BD01] pour une discussion sur ces deux sémantiques).

2.2.1 Définition

Définition 2.6 (Réseaux de Petri temporels). Un réseau de Petri temporelN sur Σε est un uplet
(P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ, I) où :
– (P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ) est un réseau de Petri,
– I : T 7→ I associe à chaque transition unintervalle de tir2

Sémantique. Une configurationd’un réseau de Petri temporel est une paire(M,ν), oùM est un
marquagesurP pour le réseau de Petri sous-jacent,i.e.un élément deMEns(P ), avecM(p) le nombre
de jetons présents dans la placep. Une transitiont est activéedans le marquageM si M ≥ •t.
Nous dénotons parActif(M) l’ensemble des transitions actives dansM . La seconde composante de
la paire(M,ν) est une valuation surActif(M) qui associe à chaque transition active sonâge, i.e. la
quantité de temps qui s’est écoulée depuis que cette transition est active. Une transition activet est
alorsfranchissable(ou tirable) si ν(t) appartient à l’intervalleI(t). Le résultat de ce tir est la nouvelle
configuration(M ′, ν ′). Le nouveau marquageM ′ est le marquage habituel :M ′ = M−•t+t•. D’autre
part, l’âge de certaines transitions a été remis à zéro et nous dirons que les transitions correspondantes
ont étéréactivées. C’est à ce niveau que différentes sémantiques existent, selon le choix de définition
de cette opération. Dans le reste de ces travaux, nous choisissons la sémantique standard [BD91,
AL00]. Le lecteur intéressé par les autres sémantiques possibles peut trouver dans [BCH+05a] une
comparaison approfondie des sémantiques alternatives. Leprédicat spécifiant quandt′ est réactivée
par le tir det à partir du marquageM est défini ainsi :

↑Actif(t′,M, t) = t′ ∈ Actif(M − •t+ t•) ∧ ((t′ 6∈ Actif(M − •t)) ∨ t = t′)

Intuitivement, ceci signifie que le tir d’une transition n’est pas considéré comme une étape ato-
mique, mais qu’au contraire le système passe par un état intermédiaire. De plus, la transition tirée est
toujours remise à zéro.

L’ensembleADM(N ) desconfigurations (admissibles)deN est constitué des paires(M,ν) telles
queν(t) ∈ I(t)↓ pour chaque transitiont ∈ Actif(M). Ainsi, le temps ne peut progresser dans une
configuration admissible que s’il ne dépasse aucun des intervalles de tir des transitions actives. Cette
condition forte d’urgence des réseaux de Petri temporels est une caractéristique essentielle de ce mo-
dèle. Elle implique en particulier une contrainte plus forte que l’urgence introduite par les invariants
dans les automates temporisés : une transition ne peut pas être désactivée par écoulement du temps.
Nous y reviendrons lors de la présentation des réseaux de Petri temporisés.

Définition 2.7 (Sémantique d’un réseau de Petri temporel). La sémantique d’un réseau de Petri tem-
porelN = (P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ, I) est le système de transitions temporiséJN K = (Q, q0,→)
défini par :

2Rappelons queI, défini page 31, représente l’ensemble des intervalles à bornes rationnelles. Le modèle introduit
initialement par Merlin impose en fait que ces intervalles soient fermés.
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– Q = ADM(N ),
– q0 = (M0,0) et
– → donnée par :

– transitions de délai :(M,ν)
τ
−→ (M,ν + τ) ssi∀t ∈ Actif(M), ν(t) + τ ∈ I(t)↓,

– transitions discrètes :(M,ν)
Λ(t)
−−→ (M − •t + t•, ν ′) ssi t ∈ Actif(M) est telle queν(t) ∈

I(t), et∀t′ ∈ Actif(M − •t+ t•), ν ′(t′) =

{
0 si ↑Actif(t′,M, t)

ν(t) sinon.
Considérons enfin une condition d’acceptationAcc = {acc1, . . . ,accp} deN . Nous définissons
alors l’ensemble des configurations finales deJN K, notéQf , par :

Qf = {(M,ν) ∈ Q | ∃1 ≤ i ≤ p tel queM satisfaitacci}

et la condition de Büchi généralisée associée àJN K, notée{Q1
r, . . . , Q

p
r}, par :

Qir = {(M,ν) ∈ Q |M satisfaitacci}

Les définitions données pour les systèmes de transitions temporisés permettent donc d’utiliser les
notions d’exécution temporisée, d’exécution temporisée acceptante, de mot temporisé accepté, et de
langage temporisé accepté par un réseau de Petri temporelN , notéL(N ), identifié avec le langage
temporisé accepté par son système de transitions temporiséJN K.

De plus, les notions de réseaux bornés,k-bornés et saufs s’étendent immédiatement aux réseaux
de Petri temporels.

•

•

•
P1 P2

t1 t2 t3 t4

Inactif1 Inactif2

SC1 SC2

Entrée EntréeSortie
[1, 5]

Sortie
[1, 5]

Verrou

FIG. 2.3 – Exemple de réseau de Petri temporel modélisant l’exclusion mutuelle.

Exemple 2.8(Réseau de Petri temporel modélisant l’exclusion mutuelle). L’exemple considéré ici est
représenté sur la figure 2.3 et consiste en une simple extension de l’exemple 2.5 dans laquelle nous
avons ajouté des contraintes temporelles. Ainsi, une fois la section critique atteinte, un processus doit
y rester au moins une unité de temps et doit la quitter au plus après5 unités de temps

Plus formellement, le réseau de Petri temporelN = (P, T,Σε,
•(.), (.)•,M0,Λ, I) est donc donné

par la même définition que plus haut, avec en plus :
I(t1) = I(t4) = [1, 5] et I(t2) = I(t3) = [0,+∞[

Notons que les intervalles[0,+∞[ ne sont pas représentés sur la figure 2.3. Nous utiliserons cette
convention sur toutes les figures par la suite.

Afin d’introduire une priorité entre les processus pour privilégier celui qui n’a pas atteint la section
critique au tour précédent, il est possible d’ajouter une temporisation dans le retour du jeton dans la
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placeInactif. Ainsi, une place intermédiaireInter permet d’imposer qu’au moins une unité de temps se
soit écoulée avant que le processus puisse à nouveau atteindre sa section critique. Cette situation est
représentée sur la figure 2.4. Avec cette nouvelle modélisation, quand un processus quitte sa section
critique, l’autre processus est seul à pouvoir y accéder pendant au moins une unité de temps. y

•

•

•
P1 P2

t1 t2 t3 t4

t5 t6

Inter1 Inter1Inactif1 Inactif2

SC1 SC2

Entrée EntréeSortie
[1, 5]

Sortie
[1, 5]

[1, 2] [1, 2]

FIG. 2.4 – Exemple de réseau de Petri temporel modélisant l’exclusion mutuelle avec priorité.

2.2.2 Travaux existants

Nous mentionnons à présent les résultats principaux connuspour ce modèle. Les problèmes d’ac-
cessibilité, de couverture et de bornitude évoqués plus haut pour les réseaux de Petri s’étendent na-
turellement aux réseaux de Petri temporels. Cependant, la plupart de ces propriétés sont indécidables
pour le modèle général, à commencer par la plus fondamentale, l’accessibilité d’un marquage dis-
cret. Ce problème consiste à décider s’il est possible d’atteindre une configuration dont seule la partie
discrète est spécifiée,i.e.seulement son marquage et non la valuation de ses transitions actives.

Théorème 2.9([JLL77]). L’accessibilité est indécidable dans les réseaux de Petri temporels.

Preuve. (Schéma) Nous présentons les idées mises en jeu dans cette preuve car elles permettent
d’illustrer le fonctionnement du modèle. La preuve consiste en une réduction du problème de l’arrêt
d’une machine de Minsky à deux compteurs [Min67]. Nous allons donc construire un réseau de Petri
temporel permettant de simuler le comportement d’une machine à deux compteurs. Étant donnée une
telle machine, ayant pour étatsq1, . . . qn, et pour compteursc1 et c2, nous allons construire un réseau
de Petri temporel ayant pour placesq1, . . . qn, c1, c2 et dont les transitions sont représentées sur la
figure 2.5 afin de coder les instructions de la machine de Minsky. Un unique jeton se trouve dans l’une
des placesq1, . . . qn et représente l’état courant de la machine, tandis que le nombre de jetons présents
dans la placeci (pouri = 1, 2) code la valeur du compteurci. L’opération consistant à incrémenter un
compteur est très facile à réaliser, puisqu’il suffit de produire un jeton dans la place correspondante.
En revanche, l’opération de décrémentation, représentée sur la sous-figure 2.5(b), est plus délicate.
En effet, l’opération de test à zéro est impossible avec un réseau de Petri standard. L’ingrédient qui
nous permet de coder cette opération avec les réseaux de Petri temporels est l’urgence du modèle sur
laquelle nous avons insisté précédemment. Ainsi, le réseaudoit d’abord tester s’il peut décrémenter le
compteur (transitiont−−), i.e. s’il existe un jeton dans la place correspondante et seulement ensuite,
il peut franchir la transitiont=0 correspondant au cas du compteur nul. La priorité imposée entre ces
deux transitions est obtenue grâce aux intervalles respectifs [0, 0] et [1, 1]. Ceci conclut la preuve du
théorème.



2.2. Réseaux de Petri temporels 61

qi qjt++

c1

(a) Instructionqi
c1++
−−−→ qj

qi

qk

qjt=0, [1, 1]

t−−, [0, 0]

c1

(b) Instructionqi

c1=0?qj :c1−−,qk
−−−−−−−−−−−→

FIG. 2.5 – Codage des instructions d’une machine de Minsky à l’aide d’un réseau de Petri temporel.

Une adaptation simple de cette construction permet également de réduire l’arrêt des machines
de Minsky à deux compteurs au problème de bornitude des réseaux de Petri temporels, démontrant
ainsi que ce dernier problème est indécidable. De même, la construction précédente donne une preuve
directe de l’indécidabilité du problème de couverture pource modèle (la couverture d’une place cor-
respondant à un état de contrôle de la machine de Minsky est équivalente à son accessibilité). Pour les
réseaux non bornés, les principaux problèmes sont donc tousindécidables.

En revanche, dans le cadre des réseaux de Petri temporels bornés, la plupart des problèmes clas-
siques deviennent décidables, comme cela est énoncé dans lethéorème suivant :

Théorème 2.10.Étant donné un réseau de Petri temporel borné, les problèmessuivants sont déci-
dables :

– l’accessibilité et la couverture d’un marquage discret [BM83],
– la vérification de propriétés exprimées en logique temporelle linéaire (LTL) [BD91],
– la vérification de propriétés exprimées en logique temporelle arborescente (CTL) ou dans un

fragment de la logiqueTCTL [BV03, TSLT97].

Ces résultats positifs de décidabilité ont été prouvés à l’aide d’une technique fondée sur la construc-
tion d’un graphe de simulation du réseau, appelégraphe des classes. Le graphe des classes, de la même
façon que l’automate des régions introduit en sous-section1.4.3 pour les automates temporisés, est
une abstraction finie du réseau de Petri temporel. Il est fondé sur une autre sémantique des réseaux
de Petri temporel. Cette nouvelle sémantique est équivalente à celle que nous avons présentée car les
systèmes de transitions temporisés correspondants sont isomorphes. Celle-ci, au lieu de stocker dans
la configuration le délai depuis lequel la transition est activée, la configuration enregistre une prédic-
tion sur le futur, qui correspond à la quantité de temps restant à s’écouler avant le tir de la transition.
Cette valeur est choisie de façon non déterministe dans l’intervalle de franchissement lorsqu’une tran-
sition devient active. Le graphe des classes est alors obtenu comme une représentation symbolique
de cette sémantique. Plus précisément, dans ce graphe, chaque sommet est une paire constituée d’un
marquage discretM et d’une contrainte d’horlogesZ portant sur les horlogesxt, où t correspond à
une transition activée, et sur une horloge supplémentairex0 dont la valeur est toujours0. La valeur de
l’horlogext représente le délai avant le prochain tir det.

Pour plus de détails sur cette construction, le lecteur peutse référer à [BM83]. Plusieurs extensions
de cette construction ont été développées afin de vérifier despropriétés exprimées dans la logique tem-
porelle linéaire ou la logique arborescente. De plus, ces techniques ont donné lieu au développement
d’un outil, nommé TINA [BRV04], dédié à l’analyse des réseaux de Petri, ainsi qu’à l’analyse des
réseaux de Petri temporels.
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Un autre outil, nommé ROMEO [GLMR05], a été développé pour l’analyse des réseaux de Pe-
tri temporels. Celui-ci implémente deux approches. La première, présentée dans [LR03], consiste
à traduire le réseau de Petri temporel en un automate temporisé qui lui est bisimilaire puis à utili-
ser les outils existants pour le modèle des automates temporisés. La seconde technique construit un
graphe des zones du réseau de Petri temporel obtenu en attachant des zones au graphe des marquages
accessibles [GRR03]. Nous présenterons dans le chapitre 4 une traduction des réseaux d’automates
temporisés vers les réseaux de Petri temporels.

2.3 Réseaux de Petri temporisés

La seconde extension temporisée des réseaux de Petri que nous présentons, appelée réseaux de
Petri temporisés, a été introduite dans [BLT90]. Le temps est cette fois introduit par le biais des âges
des jetons.

2.3.1 Définition

Définition 2.11 (Réseau de Petri temporisé). Un réseau de Petri temporiséN sur Σε est un uplet
(P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ) où :
– P est un ensemble fini deplaces,
– T est un ensemble fini detransitionsavecP ∩ T = ∅,
– •(.) ∈ MEns(P × I)T estl’application d’incidence arrière,
– (.)• ∈ MEns(P × I)T estl’application d’incidence avant,
– M0 ∈ MEns(P ) est lemarquage initial,
– Λ : P → Σε est lafonction d’étiquetage.

Dans ce modèle, le temps est introduit au niveau des jetons. Une configuration d’un réseau de Petri
temporisé sera donc la donnée d’un marquage discret, comme précédemment, ainsi que d’une valeur
temporelle pour chacun des jetons. L’objet mathématique correspondant est donc une application de
l’ensemble des places vers les multi-ensembles d’élémentsde T, i.e. un élément deMEns(T)P , ou
de façon équivalente deMEns(P × T). Nous représenterons un jeton situé dans la placep et d’âgex
avec la notation(p, x). Une configuration est donc représentée par une somme finie detelles paires.
En particulier, un jeton(p, x) appartient à une configurationν si et seulement si(p, x) ≤ ν. La
configuration initialeν0 ∈ MEns(P × T) est définie parν0 =

∑
p∈P M0(p) · (p, 0) (il y a M0(p)

jetons d’âge0 dans la placep).
Avant de présenter la sémantique des réseaux de Petri temporisés, nous introduisons une relation

de satisfaction. Étant donné une configuration d’un tel réseau, i.e. un élémentν ∈ MEns(P × T), et
l’étiquette d’un arc d’un tel réseau,i.e. un élémentf ∈ MEns(P × I), nous disons queν satisfaitf ,
notéν |= f , si et seulement si il existex ∈ MEns(P × T× I) vérifiant les propriétés suivantes :





π1,2(x) = ν,

π1,3(x) = f,

∀(p, τ, I) ∈ dom(x), τ ∈ I.

Pour qu’une transitiont soit franchissable(ou tirable), il faut trouver des jetons dans les places
en entrée de la transition, comme pour un réseau de Petri, et il faut également s’assurer pour chaque
jeton sélectionné que son âge appartient à l’intervalle correspondant indiqué par•t. Lors du tir de
cette transition, les jetons précédents sont consommés et donc retirés de la configuration courante. De
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nouveaux jetons sont produits dans les places indiquées part•. L’âge affecté à ces jetons est choisi de
façon non déterministe dans les intervalles correspondants donnés part•.

Nous donnons à présent la sémantique d’un réseau de Petri temporisé en termes de système de
transitions temporisé.

Définition 2.12 (Sémantique d’un réseau de Petri temporisé). SoitN = (P, T,Σε,
•(.), (.)•,M0,Λ)

un réseau de Petri temporisé. Sa sémantique est définie par lesystème de transitions temporiséJN K =
(Q, q0,→) avec :

– Q = MEns(P × T),
– q0 = ν0,
– → définie pourν ∈ MEns(P × T) par :

– transitions de délai :pour d ∈ T, ν
d
−→ ν + d, où la somme est prise sur la composante de

T, i.e. (ν + d)(p) = ν(p) + d pour toute placep ∈ P .
– transitions discrètes :pour a ∈ Σε, ν

a
−→ ν ′ si et seulement s’il existe un élémentt ∈ T et

des éléments•ν, ν• ∈ MEns(P × R≥0) tels que :





Λ(t) = a
•ν |= •t
ν• |= t•
•ν ≤ ν
ν ′ = ν − •ν + ν•

Enfin, étant donnée une condition d’acceptationAcc = {acc1, . . . ,accp}, nous définissons les
configurations finalesQf deJN K ainsi :

Qf = {ν ∈ MEns(P × T) | ∃1 ≤ i ≤ p tel queπ1(ν) satisfaitacci}

Pour les exécutions infinies, nous interprétonsAcc comme une condition d’acceptation de Büchi
généralisée. La condition de Büchi généralisée{Q1

r, . . . , Q
p
r} du système de transitions temporisé

JN K est alors définie par

Qir = {ν ∈ MEns(P × T) | π1(ν) satisfaitacci}

pour tout indicei compris entre1 etp.

Une fois ces définitions établies, nous pouvons utiliser lesnotions d’exécution temporisée, d’exé-
cution temporisée acceptante, de mot temporisé accepté et de langage temporisé accepté par un réseau
de Petri temporiséN en l’identifiant avec son système de transitions temporiséJN K.

Il est important de remarquer que dans ce modèle, le temps peut s’écouler de façon arbitraire. En
particulier, il n’y a pas d’urgence et une transition tirable peut ne jamais être franchie. Ceci implique
que des jetons peuvent atteindre un âge qui leur interdit d’être consommé par la suite, ce sont des
jetons morts.

Sous-classes des réseaux de Petri temporisés.En plus des restrictions sémantiques présentées pour
les réseaux de Petri (k-borné, borné et sauf), nous distinguons des restrictions syntaxiques du modèle
présenté précédemment que nous serons amenés à considérer par la suite. Nous considérons un réseau
de Petri temporiséN , et dirons queN est :

– intégral si tous les intervalles apparaissant dans sa définition sontdes éléments deIN,
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– à remises à zérosi l’unique intervalle autorisé dans la définition de la fonction (.)• est l’inter-
valle [0, 0], i.e. I 6= [0, 0]⇒ ∀p ∈ P, I 6∈ t•(p).

Exemple 2.13(Réseau de Petri temporisé modélisant l’exclusion mutuelle). L’exemple donné ici et
représenté sur la figure 2.6 est à nouveau une variation des exemples précédents. Nous modélisons
cette fois l’exclusion mutuelle de deux processus à l’aide d’un réseau de Petri temporisé. Nous si-
gnalons quelques conventions dans la représentation de cesobjets. Étant données une placep et une
transitiont,

– en consommation, l’intervalle par défaut est[0,+∞[, et ne sera alors pas indiqué,
– en production, l’intervalle par défaut est[0, 0], et ne sera alors pas indiqué.
Ainsi, sur l’exemple représenté sur la figure 2.6, nous détaillons l’exemple de la transitiont2

étiquetée parEntrée dans le processusP1 :
– •t2(Verrou) = •t2(Inactif1) = [0,+∞[
– t2

•(SC1) = [0, 0]

puis le cas de la transitiont1 :
– •t1(SC1) = [1, 5]
– t1

•(Inactif1) = t1
•(Verrou) = [0, 0]

Le système représenté est similaire à celui des exemples précédents, mais les comportements au-
torisés ne sont en fait pas les mêmes, du fait de l’absence d’urgence dans la sémantique des réseaux
de Petri temporisés. En effet, des blocages peuvent se produire si par exemple un jeton n’est pas
consommé dans une des placesSC1 et SC2. Afin de pallier ce défaut, nous pouvons ajouter la condi-
tion d’acceptation suivante :SC1 + SC2 ≤ 0. Les comportements acceptés par le réseau de Petri
temporisés possèdent alors la vivacité présente dans les réseaux de Petri temporels grâce à l’urgence.
Cependant, ceci ne concerne que les comportements acceptéset pas l’ensemble des comportements
du système.

•

•

•
P1 P2

t1 t2 t3 t4

[1, 5] [1, 5]

Inactif1 Inactif2

SC1 SC2

Entrée EntréeSortie SortieVerrou

FIG. 2.6 – Exemple de réseau de Petri temporisé modélisant l’exclusion mutuelle.

y

2.3.2 Travaux existants

Comme mentionné précédemment, la propriété d’urgence mentionnée présente dans les réseaux de
Petri temporels n’existe pas dans le modèle des réseaux de Petri temporisés. Ceci a des conséquences
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importantes sur les résultats de décidabilité. En effet, sans cette condition d’urgence, une transition
franchissable depuis un marquage (temporisé) donné l’est également depuis n’importe quel marquage
plus grand,i.e.contenant davantage de jetons. Ceci implique une analyse plus facile du modèle. Ainsi,
plusieurs problèmes ont été prouvés décidables pour cette classe.

Théorème 2.14([dFERA00, AMM07]). Les problèmes suivants sont décidables pour le modèle des
réseaux de Petri temporisés :

– le problème de couverture,
– la Zenoness,i.e. l’existence d’une exécution infinie de durée finie,
– la vivacité des jetons,i.e.étant donné un marquage et un jeton de ce marquage, déterminer s’il

existe une exécution qui consommera ce jeton,
– la bornitude, en prenant en compte les jetons morts.

En revanche, cette remarque n’est pas suffisante pour obtenir la décidabilité de l’accessibilité et
ce problème demeure indécidable.

Théorème 2.15([VFEC99]). Le problème de l’accessibilité est indécidable pour le modèle des ré-
seaux de Petri temporisés.

Preuve. (Schéma) La preuve procède à nouveau par réduction du problème de l’arrêt des machines
de Minsky à deux compteurs. Cependant, sans la condition d’urgence, il n’est plus possible d’imposer
directement lors de l’exécution une priorité entre deux transitions. Afin de pallier cette difficulté, une
condition d’acceptation plus stricte requiert que certaines places soient vides à l’issue de l’exécution.
Cette condition a posteriori impose certains franchissements au cours de l’exécution.

Plus précisément, une première étape consiste à remarquer qu’il est possible d’imposer la condi-
tion supplémentaire suivante à la machine à deux compteurs simulée : une fois l’état cible atteint, la
machine possède des instructions lui permettant de remettre à zéro ses compteurs. Ainsi, nous cher-
chons alors à décider s’il existe une exécution de la machineatteignant un certain état cible dans une
configuration dans laquelle ses deux compteurs sont nuls. Cenouveau problème est encore indéci-
dable. Le codage de la machine utilisé pour cette réduction est similaire à celui utilisé dans la preuve
du Théorème 2.9. Les instructions d’incrémentation et de décrémentation sont alors modélisées par les
réseaux représentés sur la figure 2.7 (rappelons que les arcsde production sont étiquetés par défaut par
l’intervalle [0, 0]). L’incrémentation est naturelle, il suffit de remarquer qu’en plus, la transitiont++

doit être franchie immédiatement. Pour la décrémentation,l’idée initiale est la même : la transition
correspondant au cas du compteur nul (t=0) ne peut être franchie qu’après (au sens temporel) celle
(t−−) correspondant au cas du compteur strictement positif (intervalle [1, 1] contre[0, 0]). De plus,
nous modifions la condition d’acceptation en ajoutant la contraintec1 + c2 ≤ 0. Comme la séman-
tique n’est pas urgente, il existe des exécutions dans lesquelles le réseau tire la transitiont=0, même
si t−− était franchissable. Dans ce cas, l’âge des jetons présentsdans la placec1 a augmenté de1, et
ceux-ci deviennent alors des jetons morts. En particulier,ils ne pourront plus être consommés, et l’exé-
cution ne pourra plus atteindre une configuration acceptante, i.e. vérifiant la conditionc1 + c2 ≤ 0.
Ainsi, si la simulation n’est pas « honnête », elle ne sera pasacceptée. En revanche, si la transition
t=0 est franchie exactement quand la placec1 est vide, alors la transitiontraz lui permet de remettre
à zéro les âges des jetons éventuellement présents dans la placec2. Ainsi, la simulation permet de
représenter la valeur des compteurs par le nombre de jetons présents dans la place correspondante, et
vérifiant de plus le fait que tous ces jetons sont d’âge nul.

Finalement, toute exécution acceptante simule bien le comportement de la machine à deux comp-
teurs, mais il n’est pas possible de contraindre les exécutions non acceptantes. Nous réutiliserons cette
technique de preuve dans le chapitre 5.
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[0, 0]
qi qjt++

c1

(a) Instructionqi
c1++
−−−→ qj

[1, 1]

[0, 0]

[0, 0]

[0, 0]

[1, 1]

[0, 0]
qi

qk

qjt=0

t−−

c1

c2

traz

qtemp

(b) Instructionqi

c1=0?qj :c1−−,qk
−−−−−−−−−−−→

FIG. 2.7 – Codage des instructions d’une machine de Minsky à l’aide d’un réseau de Petri temporisé.

Enfin, comme pour le modèle précédent, le cadre des réseaux bornés est plus favorable et les
problèmes majeurs y sont décidables.

Théorème 2.16.Étant donné un réseau de Petri temporisé borné, les problèmes suivants sont déci-
dables :

– l’accessibilité d’un marquage discret,
– la vérification de propriétés exprimées en logique temporelle linéaire.

2.4 Conclusion

Nous avons déjà insisté au cours de la présentation des deux modèles sur l’importance de la notion
d’urgence, présente dans la sémantique des réseaux de Petritemporels, mais absente dans les réseaux
de Petri temporisés. Cette notion d’urgence permet d’ajouter une importante vivacité au modèle,i.e.
d’imposer à un réseau de Petri temporel de franchir des transitions. Cette propriété est à rapprocher
du rôle des invariants dans les automates temporisés. Cependant, dans un réseau de Petri temporel,
toutes les transitions ont une sémantique urgente. Au contraire, dans un réseau de Petri temporisé,
aucune transition n’est urgente. Une comparaison des pouvoirs d’expression en termes de bisimilarité
de différentes extensions temporisées des réseaux de Petripeut être trouvée dans [BR07].

Dans les réseaux de Petri temporisés, nous avons montré dansla preuve de l’indécidabilité de
l’accessibilité comment les conditions d’acceptation permettent de compenser l’absence d’urgence
dans la sémantique. Ainsi, les comportements acceptés vontcontenir une certaine vivacité, mais les
comportements dans leur ensemble seront moins contraints.Cette remarque s’illustre bien sur les
exemples 2.8 et 2.13 donnés précédemment.

Une seconde conséquence de la présence (ou de l’absence) d’urgence dans le modèle est l’impact
sur la décidabilité du modèle. Ainsi, l’absence d’urgence apporte de la régularité aux conditions de
franchissement et une plus forte décidabilité du modèle desréseaux de Petri temporisés. Nous avons
vu que le problème de couverture, entre autres, y est décidable.
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Chapitre 3

Résultats d’indécidabilité pour les
automates temporisés avec transitions
silencieuses

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la classe des automates temporisés étendus avec des
transitions silencieuses et démontrons une série de résultats d’indécidabilité pour des problèmes natu-
rels relatifs à cette classe. Les résultats présentés ici sont issus de [BHR07].

3.1 Introduction

Nous avons défini dans le chapitre 1 le modèle des automates temporisés. Nous avons également
introduit dans la sous-section 1.5.1 son extension avec destransitions silencieuses et mentionné cer-
tains résultats fondamentaux la concernant.

La compréhension théorique du modèle des automates temporisés, ainsi que les fondements théo-
riques des langages temporisés ont toujours suscité un intérêt important. En effet les langages for-
mels standards (non temporisés) possèdent des propriétés intéressantes. Ainsi, les langages réguliers
peuvent être caractérisés de différentes manières : expressions rationnelles, théorème de Kleene, re-
connaissance par monoïdes, logique monadique du second ordre. Ce type d’équivalence existe éga-
lement pour des sous-classes de ces langages (logique du premier ordre et langages réguliers apério-
diques), et l’ensemble de ces caractérisations constitue un cadre bien établi et uniformément reconnu.

Le cas des langages temporisés est nettement moins satisfaisant puisqu’ils ne possèdent pas ce
type de caractérisation logique et/ou algébrique, bien quece sujet ait été abordé de différentes ma-
nières (voir par exemple [Wil94, Dim99, D’S00, Dim01, ACM02, BP02, BPT02, MP04, CDP06]).
En effet, la « bonne » classe de langages temporisés n’a sans doute pas encore été identifiée. Un tra-
vail important doit donc encore être mené afin de mieux comprendre et formaliser les fondements
théoriques des langages temporisés [Asa04].

Un défaut majeur des automates temporisés (et des langages temporisés qu’ils acceptent) est qu’ils
ne sont pas clos par complémentation et ne sont pas déterminisables. Ceci rend plus difficile une dé-
finition équivalente en termes de logiques puisque la fermeture par négation constitue d’une certaine
façon la quintessence des logiques. Par conséquent, nous devons ou bien abandonner la négation
dans les logiques [Wil94, Bou02], ou bien nous restreindre àune sous-classe des langages fermée
par complémentation [AFH94, D’S00, CDP06], ou encore essayer de mieux comprendre le rôle de
la complémentation. Les travaux présentés dans [Tri03] suivent cette dernière idée et soulèvent des
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questions comme « un automate temporisé est-il complémentable ? » ou « un automate temporisé est-
il déterminisable ? ». Dans ces travaux, Tripakis démontre que ces deux problèmes sont indécidables
si en plus l’automate démontrant la propriété doit être synthétisé. D’autres problèmes sont démontrés
indécidables avec cette même condition comme la minimisation du nombre d’horloges,etc. Plus ré-
cemment, Finkel a amélioré significativement ces résultatsen démontrant dans [Fin06] que tous ces
problèmes sont indécidables même sans exiger la construction de l’automate « témoin ».

Dans le contexte non temporisé, les transitions silencieuses n’augmentent pas le pouvoir expres-
sif du modèle des automates finis. Pour les systèmes temporisés, nous avons vu (théorème 1.21) que
cela n’est pas le cas. Pourtant, du point de vue de la vérification, ces transitions peuvent être utiles
afin de représenter des actions non observables du système ouencore pour modéliser des compor-
tements discrets au sein d’un environnement continu. De plus, elles n’induisent aucune complexité
dans les techniques classiques de vérification comme le graphe des régions (sous-section 1.4.3) ou les
algorithmes fondés sur les zones (section 6.2).

Dans ce chapitre, nous poursuivons simultanément les deux travaux [BDGP98, Fin06]. D’abord,
nous répondons négativement à une question centrale issue de l’introduction des transitions silen-
cieuses : « Est-il possible de déterminer si le langage d’un automate temporisé avec transitions silen-
cieuses peut être accepté par un automate temporisé sans transitions silencieuses ? » Nous étendons
ensuite chacun des résultats de [Fin06] au cadre des automates temporisés avec transitions silen-
cieuses. Bien que nos preuves suivent les mêmes lignes, elles sont nettement plus délicates car toutes
les preuves de [Fin06] s’appuient sur le fait que dans un automate temporisésanstransitions silen-
cieuses, étant donné un mot temporisé, il existe un nombre fini d’exécutions acceptant ce mot. Ce
n’est plus le cas en présence de transitions silencieuses puisque ces exécutions peuvent même être en
quantité non dénombrable.

Plus précisément, nous démontrons dans ce chapitre qu’il est impossible de :
– décider si un langage temporiséε-régulier est simplement régulier (i.e.s’il est possible de s’af-

franchir des transitions silencieuses dans l’automate l’acceptant),cf section 3.3 ;
– décider si le complément d’un langage temporiséε-régulier est égalementε-régulier,cf sec-

tion 3.4 ;
– calculer le nombre minimal d’horloges nécessaires pour reconnaître un langage temporiséε-

régulier,cf section 3.5 ;
– décider si le mélangé de deux langages temporisés (ε-)réguliers est un langageε-régulier,cf

section 3.6.
Enfin, nous étendons tous ces précédents résultats, démontrés pour des langages de mots finis, au

cadre des mots infinis et des automates temporisés équipés deconditions d’acceptation de Büchi,cf
section 3.7.

3.2 Préliminaires

Nous commençons dans cette première partie par rappeler certains préliminaires nécessaires dans
la suite de ce chapitre.

Notations. Considérons une exécution (temporisée)% deA. Cette exécution s’écrit% = (`0, v0)
d0−→

(`0, v0 + d0)
a0−→ (`1, v1)

d1−→ (`1, v1 + d1)
a1−→ . . .. Si τ ∈ T est une valeur inférieure ou égale à

la durée d’une exécution finie%, nous écrivons(`−%,τ , v
−
%,τ ) pour la première configuration le long de

% atteinte par l’automate à la dateτ , et (`+%,τ , v
+
%,τ ) pour la dernière configuration atteinte à la dateτ .
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Plus formellement, définissonsi− = max{i | τi < τ} et i+ = max{i | τi ≤ τ} avec la convention
quemax(∅) = 0, nous avons alors :

{
(`−%,τ , v

−
%,τ ) = (`i− , vi− + τ − τi−), et

(`+%,τ , v
+
%,τ ) = (`i+ , vi+ + τ − τi+) .

Par exemple, si une unique transition discrète intervient àla dateτ , alors(`−%,τ , v
−
%,τ ) est la confi-

guration juste avant le franchissement de cette transition, tandis que(`+%,τ , v
+
%,τ ) est la configuration

atteinte à l’issue de ce franchissement. Dans notre modèle,nous autorisons le franchissement de plu-
sieurs transitions discrètes à une même dateτ . Pour de telles séquences de transitions « instantanées »,
l’exécution atteint de nombreuses configurations à la dateτ . Les deux configurations que nous avons
mises en évidence correspondent respectivement à la première et à la dernière de ces configurations.

D’une manière générale, siτ > 0 alors la configuration(`−%,τ , v
−
%,τ ) est toujours atteinte après

un écoulement de temps et vérifie en particulier∀x ∈ X, v−%,τ (x) > 0 (si X représente l’ensemble
d’horloges).

Résultats classiques sur les automates temporisés.Nous rassemblons ici les résultats d’expressi-
vité et de décidabilité (ou indécidabilité) dont nous aurons besoin dans nos preuves. La plupart d’entre
eux sont standards et nous donnons pour chacun une référence.

Théorème 3.1(Résultats de clôture et d’expressivité).

1. La famille des langages temporisés réguliers est strictement incluse dans la famille des langages
temporisésε-réguliers ( [BDGP98], voir aussi théorème 1.21).

2. La famille des langages temporisés réguliers n’est pas close par complémentation [AD94].

3. La famille des langages temporisés réguliers acceptés par un automate temporisé déterministe
est strictement incluse dans la famille des langages temporisés réguliers [AD94].

Théorème 3.2(Problème de l’universalité).

1. Le problème de l’universalité est indécidable pour les automates temporisés ayant deux hor-
loges ou plus [AD94].

2. Le problème de l’universalité est décidable pour les automates temporisés à une horloge [OW04].

3. Le problème de l’universalité est indécidable pour les automates temporisés avec transitions
silencieuses à une horloge [LW07].

Exécutions temporisées dans les automates temporisés.Dans cette sous-section, nous donnons
deux exemples importants d’automates temporisés avec transitions silencieuses. Le premier sera réuti-
lisé par la suite et le second permet d’illustrer les notations introduites précédemment.

Exemple 3.3. L’automate temporisé avec transitions silencieuses représenté sur la figure 3.1 accepte
le langage temporisé

Rpair = {(a, τ1)(a, τi) . . . (a, τn) | τi ≡ 0 mod 2 pour tout1 ≤ i ≤ n} .

Il est démontré dans [BDGP98] que ce langage temporisé n’estaccepté par aucun automate temporisé
sans transitions silencieuses, illustrant ainsi le résultat (1) du théorème 3.1. y
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`

x = 0; a;

x = 2; ε;x := 0

FIG. 3.1 – Un automate temporisé avec transitions silencieuseséquivalent à aucun automate temporisé

Exemple 3.4. L’automate temporisé avec transitions silencieuses représenté sur la figure 3.2 accepte

le langage temporisé réduit au singleton{(a, 1)}. Pourtant, toute exécution(`0, 0)
d
−→ (`0, d)

ε
−→

(`1, d)
1−d
−−→ (`1, 1)

a
−→ (`2, 1), avecd ∈ [0, 1], est une exécution acceptant ce mot temporisé. Le long

d’une de ces exécutions, disons%, les configurations(`−%,1, v
−
%,1) et (`+%,1, v

+
%,1) vérifient (`−%,1, v

−
%,1) =

(`1, 1) et (`+%,1, v
+
%,1) = (`2, 0). y

`0 `1 `2
ε x = 1; a;x := 0

FIG. 3.2 –(a, 1) est accepté par une quantité non dénombrable d’exécutions

3.3 S’affranchir des transitions silencieuses

L’impact des transitions silencieuses a été étudié dans [BDGP98] et des restrictions syntaxiques
ont été obtenues qui permettent de garantir qu’il est possible de s’affranchir des transitions silen-
cieuses. En d’autres termes, ces restrictions syntaxiquesfaites sur un automate temporisé avec tran-
sitions silencieuses assurent qu’il accepte un langage régulier. Cependant, ces restrictions ne sont
pas nécessaires et nous démontrons dans cette section que leproblème consistant à déterminer si un
langage temporiséε-régulier est un langage régulier,i.e., étant donné un automate temporisé avec
transitions silencieuses, s’il est possible de s’affranchir de celles-ci, est un problème indécidable.

Théorème 3.5(Retirer les transitions silencieuses). Étant donné un automate temporisé avec tran-
sitions silencieusesA, il est indécidable de déterminer s’il existe un automate temporiséB tel que
L(A) = L(B).

Afin de démontrer ce résultat, mais aussi la plupart des autres résultats d’indécidabilité de ce
chapitre, nous réduisons le problème de l’universalité desautomates temporisés au problème que
nous étudions. Nous décrivons d’abord une construction portant sur les langages temporisés introduite
dans [Fin06].

Dans la suite,Σ représente un alphabet, etc une nouvelle lettre n’appartenant pas àΣ. Nous notons
Σc = Σ ∪ {c}.

Définition 3.6. SoientL etR deux langages temporisés surΣ. Alors Compose(L,R) est le langage
temporisé surΣc défini comme l’union des trois langages suivants :

V1 = {w ∈MT ∗(Σc) | ∃w
′ ∈ L, ∃w′′ ∈MT ∗(Σ),∃τ t.q.w = w′(c, τ)w′′}

V2 = {w ∈MT ∗(Σc) | |w|c 6= 1}
V3 = {w ∈MT ∗(Σc) | ∃w

′ ∈MT ∗(Σ), ∃w′′ ∈ R,∃τ t.q.w = w′(c, τ)(w′′ + τ)}
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`0

`L0

`R0

Σ c c

c

Σ Σ Σc

g, a,R
c

c

Σ

g′, a′, R′

g, a,R

g′, a′, R′

AL

AR

FIG. 3.3 – Automate reconnaissant le langageCompose(L,R).

Nous établissons à présent deux propriétés importantes de cette construction que nous utiliserons
par la suite.

Lemme 3.7. SoitL etR deux langages temporisés sur l’alphabetΣ.
– siL etR sont acceptés par des automates temporisés (respectivement avec transitions silen-

cieuses) ayant moins den horloges, alors Compose(L,R) est également accepté par un auto-
mate temporisé (respectivement avec transitions silencieuses) ayant moins den horloges.

– Compose(MT ∗(Σ),R) =MT ∗(Σc), il est donc en particulier accepté par un automate tem-
porisé déterministe sans horloges.

Preuve. Le premier point est obtenu en combinant les deux automates temporisés. La figure 3.3 re-
présente cette construction. De plus, nous vérifions que lesdeux « sous automates »AL etAR peuvent
partager leurs horloges et que le nombre d’horloges n’augmente donc pas lors de cette construction.
Le second point est une simple conséquence de la définition.

Nous pouvons à présent démontrer le théorème 3.5.

Preuve. Supposons que la lettrea appartienne àΣ et considérons le langageRpair introduit dans
la section 3.2. Comme rappelé précédemment,Rpair est ε-régulier, mais n’est pas régulier. Soit
L ⊆ MT ∗(Σ) un langage temporisé régulier. Considérons à présent le langage temporiséV =
Compose(L,Rpair). Appliquant le lemme 3.7, nous savons queV estε-régulier. Nous allons mon-
trer queV est régulier si et seulement siL est universel surΣ. Nous distinguons deux cas :
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(1) Premier cas.Supposons queL =MT ∗(Σ). D’après le lemme 3.7,V =MT ∗(Σc), qui est
naturellement un langage temporisé régulier.

(2) Second cas.Supposons queL 6=MT ∗(Σ). Afin d’obtenir une contradiction, supposons que
V est accepté par un automate temporiséA. Soity = (a0, τ0) . . . (an, τn) ∈MT

∗(Σ)\L. Nous
obtenons que pour tout mot temporiséw ∈ MT ∗(Σ), y.(c, τn).(w + τn) ∈ V si et seulement
si w ∈ Rpair. Imitant la preuve de [BDGP98] du fait queRpair n’est pas régulier, nous allons
obtenir la contradiction. SoitK la constante maximale apparaissant dansA. Considérons le mot
temporiséw′ = y.(c, τn).(a, τ + τn) où τ ∈ N est un entier naturel pair vérifiantτ > K. Alors
le motw′ est accepté parA. En particulier la dernière transition d’une exécution acceptant
w′, notée(`, g, a,R, `′), est telle què ′ ∈ F est un état final. De plus, en notant(`, v) la
configuration atteinte après que le préfixey.(c, τn) soit reconnu, alors la valuationv′ atteinte
juste avant le franchissement de la dernière transition vérifie v′ = v + τ et v′ |= g. Grâce
au choix deτ , nous avons pour toute horlogex deA l’inégalité v′(x) = v(x) + τ > K. En
particulier, pour tout entier naturel impairτ ′ supérieur àτ , le mot temporiséy.(c, τn).(a, τn+τ ′)
est également accepté parA, ce qui fournit une contradiction. Ainsi,V ne peut pas être accepté
par un automate temporisé (sans transitions silencieuses).

Ceci conclut cette preuve :L est universel surΣ si et seulement siV est une langage temporisé
régulier.

3.4 Déterminisation, complémentation

Dans [Fin06, Théorème 1], Finkel a prouvé que déterminer si le complément d’un langage tempo-
risé regulier est régulier constitue un problème indécidable, de même que le problème de déterminer
si un langage régulier peut être accepté par un automate temporisé déterministe. Nous étendons ces
résultats à la classe des automates temporisés avec transitions silencieuses.

Théorème 3.8(Déterminisation). Il est indécidable de déterminer si, étant donné un automatetem-
porisé avec transitions silencieusesA, il existe un automate temporisé déterministe (sans transitions
silencieuses)B tel queL(B) = L(A).

Puisque les automates temporisés sans transitions silencieuses sont moins expressifs que les au-
tomates temporisés avec transitions silencieuses, le résultat précédent est une simple conséquence du
résultat de Finkel.

Théorème 3.9(Complémentation).

1. Il est indécidable de déterminer si, étant donné un automate temporisé avec transitions silen-
cieusesA, il existe un automate temporisé avec transitions silencieusesB tel queL(B) = L(A).

2. De plus ce résultat est vrai pour les automates temporisésdéfinis sur des alphabets de deux
lettres.

La preuve de ce théorème n’est ni un corollaire de celui de Finkel (car la question posée est dif-
férente), ni une adaptation triviale de sa preuve. En effet sa preuve repose sur le fait qu’étant donné
un mot temporisé et un automate temporisé, il existe un nombre fini d’exécutions de cet automate
acceptant ce mot. Ceci n’est plus le cas pour les automates temporisés avec transitions silencieuses,
comme cela a été mis en évidence dans la section 3.2. Nous proposons deux preuves de l’indéci-
dabilité de ce problème. La première, plus simple, est correcte pour les automates définis sur des
alphabets comportant au moins trois lettres et démontre ainsi le point(1) du théorème. La seconde,
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plus technique, démontre le point(2) puisqu’elle est valable pour la classe des automates temporisés
comportant exactement deux lettres.

Les deux preuves procèdent comme suit :
– Fixer un langage temporisé régulierL ;
– Fixer un langage temporisé régulierR dont le complémentaireR n’est pas régulier ;
– Construire à partir deL etR un nouveau langage temporisé régulierCompose(L,R) (qui a été

défini dans la section précédente) tel queL est universel si et seulement si le complément de
Compose(L,R) est régulier.

– Réduire le problème de l’universalité à celui de la complémentation.

3.4.1 Cas d’un alphabet ayant trois lettres ou plus

Pour cette preuve, nous choisissons pour le langageR le langage proposé dans [AM04] afin de dé-
montrer aisément que la classe des langages temporisés réguliers n’est pas close par complémentation.
En réalité, il apparaît que leur résultat, démontré dans le cadre des langages réguliers, est également
valable pour les langagesε-réguliers, comme cela est établi dans la proposition suivante :

Proposition 3.10. Supposons queΣ = {a, b}, et définissonsRa,b comme le langage temporisé sui-
vant :

Ra,b = {w = (a0, τ0) . . . (an, τn) ∈MT
∗(Σ) | ∃i, ai = a, et∀j ≥ i, τj − τi 6= 1} .

Ce langage est régulier, mais son complément n’est pasε-régulier.

La preuve de cette proposition est similaire à celle de [AM04], mais par souci de complétude,
nous la détaillons.

Preuve. Le langage temporiséRa,b est accepté par l’automate temporisé représenté sur la figure 3.4,
il est donc régulier.

a, b

a; x := 0

x 6= 1; a, b

FIG. 3.4 – Un automate temporisé acceptantRa,b

Nous montrons à présent que son complément n’est pasε-régulier. Supposons au contraire qu’il
existe un automate temporisé avec transitions silencieusesB tel queL(B) = Ra,b. Le complément de
Ra,b est exactement l’ensemble des mots temporisés dans lesquels toute actiona est suivie précisé-
ment une unité de temps plus tard d’une autre action (a ou b).

ConsidéronsT1 l’ensemble des mots temporisésw surΣ tels que :

(i) NON-TEMP(w) appartienne au langage non temporisé réguliera∗b∗,

(ii) toutes les actionsa interviennent dans l’intervalle[0, 1[ et

(iii) deuxa ne peuvent pas intervenir à la même date.
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Il est facile de vérifier queT1 est un langage temporisé régulier. Observons à présent qu’un mot
(non temporisé) de la formeanbm appartient au langage NON-TEMP(T1 ∩ Ra,b) si et seulement si
l’inégalité m ≥ n est satisfaite. Ceci donne une contradiction. En effet noussavons d’une part que
le langage{anbm | m ≥ n} n’est pas régulier, et d’autre part qu’il doit l’être car la régularité est
préservée par intersection et par l’opérateur NON-TEMP. Le langageRa,b ne peut donc pas êtreε-
régulier.

Le lemme suivant sera utile pour la preuve du théorème 3.9.1.Il est d’une certaine façon un
analogue de [AD94, Theorem 3.17] pour les compléments de langages temporisés.

Lemme 3.11. SoitA un automate temporisé (sans transitions silencieuses) surun alphabetΣ et
w /∈ L(A) un mot temporisé fini. Alors il existe un mot temporiséw′ /∈ L(A) dont les dates sont
rationnelles. De plus,NON-TEMP(w) = NON-TEMP(w′).

Preuve. Soitd la granularité deA et soitw = (a1, τ1) . . . (an, τn). Pour simplifier les notations, nous
définissonsτ0 = 0. Nous construisons le mot temporiséw′ = (a1, τ

′
1) . . . (an, τ

′
n) par induction. De

plus, ce mot temporiséw′ devra satisfaire la contrainte suivante :

∀0 ≤ i < j ≤ n,∀k ∈ N, τj − τi ∼
k

d
⇔ τ ′j − τ

′
i ∼

k

d
avec ∼∈ {<,≤} (3.1)

La propriété d’induction est la suivante : il existe un mot temporiséwm = (a1, τ
m
1 ) . . . (an, τ

m
n )

satisfaisant la propriété (3.1) avec∀i ≤ m, τmi ∈ Q. Le cas de base est obtenu avecw0 = w.
Supposons avoir construit le motwm = (a1, τ

m
1 ) . . . (an, τ

m
n ) vérifiant la propriété (3.1). Si

τmm+1 ∈ Q alorswm+1 = wm convient. Sinon, nous divisons l’ensemble d’indicesI = {0, 1, . . . , n}
en deux sous-ensembleI≡ = {i ∈ I | τmi ≡ τmm+1 mod 1

d
} et I 6≡ = I \ I≡. Commeτmi ∈ Q

pour touti ≤ m (par hypothèse d’induction) etτmm+1 6∈ Q, nous obtenons{0, . . . ,m} ⊆ I 6≡. Soit
δ = min(min(τmi − τ

m
m+1 mod 1

d
, τmm+1 − τ

m
i mod 1

d
) | i ∈ I 6≡). Remarquons queδ > 0. Choi-

sissons un certainδ′ tel que0 < δ′ ≤ δ et τmm+1 + δ′ ∈ Q. Nous construisonswm+1 comme suit.
∀i ∈ I 6≡, τ

m+1
i = τmi et ∀i ∈ I≡, τ

m+1
i = τmi + δ′. Il est facile de vérifier que le motwm+1 ainsi

défini satisfait la propriété d’induction.
Nous affirmons de plus quew′ /∈ L(A). Nous raisonnons par l’absurde ; supposons quew′ ∈

L(A) et fixons(`0, v0)
τ ′1−→ (`0, v0 + τ ′1)

e1−→ (`1, v1) . . . (`n−1, vn−1 + τ ′n − τ
′
n−1)

en−→ (`n, vn) une

exécution finie acceptant le motw′. Examinons l’exécution suivante :(`0, v0)
τ1−→ (`0, v0 + τ1)

e1−→
(`1, v1) . . . (`n−1, vn−1 + τn − τn−1)

en−→ (`n, vn). Considérons à présent une transitionei de ces
exécutions. La valeur de l’horlogex lors du franchissement deei dans la première exécution estτ ′i−τ

′
j

pour un certain indicej < i (correspondant à la dernière remise à zéro dex avant le franchissement
deei) et cette valeur dans la deuxième exécution estτi−τj . D’après la propriété (3.1) sur les relations
entre les dates dew et celles dew′, l’observation précédente montre que la garde de toute transition
ei dans la deuxième exécution est vérifiée (car elle l’est dans la première exécution). Ceci implique
quew ∈ L(A), ce qui est absurde.

Nous pouvons à présent démontrer le théorème 3.9.1.

Preuve du théorème 3.9.1.Supposons que{a, b} ⊆ Σ. Nous considérons le langageRa,b introduit
dans la proposition 3.10. SoitL ⊆ MT ∗(Σ) un langage temporisé régulier. Définissons le langage
temporiséV surΣc parV = Compose(L,Ra,b). Nous affirmons queL =MT ∗(Σ) si et seulement
si V est accepté par un automate temporisé avec transitions silencieuses. Afin de démontrer cette
affirmation, nous distinguons deux cas :
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(1) Premier cas.L est universel surΣ, i.e.L =MT ∗(Σ). D’après le lemme 3.7,V =MT ∗(Σc).
Ainsi V = ∅, qui est naturellement (ε-)régulier.

(2) Second cas.L n’est pas universel,i.e.L 6=MT ∗(Σ). Afin d’obtenir une contradiction, sup-
posons queV est accepté par un automate temporisé avec transitions silencieusesA de granula-
rité d. Fixonsw = (a0, τ0) . . . (ak, τk) ∈ MT

∗(Σ) \ L. D’après le lemme 3.11, nous pouvons
supposer que toutes les dates définissantw sont rationnelles. Nous définissons le langage tem-
porisé régulierT2 comme suit :

w′ = w(c, τk)x ∈ T2 ⇐⇒





NON-TEMP(x) ∈ a∗b∗,

x = (a, τ ′0) . . . (a, τ
′
k1

)(b, τ ′′0 ) . . . (b, τ ′′k2),

∀0 ≤ i ≤ k1, τ
′
i ∈ [τk, τk + 1[,

∀0 ≤ i 6= j ≤ k1, τ
′
i 6= τ ′j .

De même que pour la preuve de la proposition 3.10, observons que l’égalité suivante est valide :

NON-TEMP(T2 ∩ V) = {w′ | ∃m ≥ n,w′ = NON-TEMP(w) c anbm}.

Ceci contredit l’hypothèse queV estε-régulier puisque le membre droit de l’égalité précédente
n’est pas régulier.

Ceci conclut donc la preuve :L est universel si et seulement siV estε-régulier.

3.4.2 Cas d’un alphabet de deux lettres

Nous établissons dans un premier temps le lemme suivant :

Lemme 3.12. SoitA un automate temporisé avecn horloges et de granularitéd. Soit (`, v) une
configuration deA. Alors[0, 1

d
[ peut être partitionné enI1∪. . .∪Im oùI1, . . . , Im sont des intervalles

disjoints consécutifs tels quem ≤ 2n + 1, et pour tout1 ≤ j ≤ m, pour toutδ, δ′ ∈ Ij, pour tout
k ∈ N, pour toutx ∈ X, pour tout./ ∈ {<,≤},

v(x) + δ ./
k

d
⇐⇒ v(x) + δ′ ./

k

d
.

Preuve. Définissons l’ensembleZd = {k
d
| k ∈ Z}. Pour toutx ∈ X, il existe exactement une valeur

δx ∈ [0, 1
d
[ telle quev(x) + δx ∈ Zd. Soit ∆ = {δ1, . . . , δJ} l’ensemble de ces valeurs ordonnées

par ordre croissant (δi < δi+1 pour touti). Celui-ci vérifieJ ≤ n. Considérons la partition de[0, 1
d
[

définie par[0, δ1[][δ1, δ1]]]δ1, δ2[] . . .]]δJ ,
1
d
[. Il est facile de vérifier que cette partition satisfait les

conditions énoncées dans le lemme.

La proposition suivante étend aux automates temporisés avec transitions silencieuses le résultat
standard énonçant que la classe des automates temporisés définis sur un alphabet à une lettre n’est pas
close par complémentation.

Proposition 3.13. SoitRa le langage temporisé suivant :

Ra = {(a, τ1) . . . (a, τn) | ∃1 ≤ i < j ≤ n tel queτj − τi = 1} .

Le langage temporiséRa est régulier, mais son complémentaireRa n’est pasε-régulier.
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a; x := 0

a; x := 0

a; x = 1

a

FIG. 3.5 – Un automate temporisé acceptantRa

Preuve. Remarquons d’abord que le langageRa est accepté par l’automate temporisé représenté sur
la figure 3.5. Afin d’obtenir une contradiction, supposons avoir trouvé un automate temporisé avec
transitions silencieusesA acceptant le langage temporiséRa. Nous notonsn son nombre d’horloges
etd sa granularité. Le langageRa est exactement l’ensemble des mots temporisés sur l’alphabet réduit
au singleton{a} tels qu’aucune paire dea n’est séparée par exactement une unité de temps.

Choisissons un mot temporiséw = (a, τ1) . . . (a, τ2N+1) dansRa tel queN = 2n+ 1 et :
– pour tout1 ≤ i < j ≤ N , 0 < τi < τj <

1
d
,

– pour tout1 ≤ i ≤ N , 1 < τN+i < 1 + τi < τN+i+1 < 1 + 1
d
.

Soit % une exécution temporisée deA acceptantw et considérons la configuration(`−%,1, v
−
%,1).

D’après le lemme 3.12 appliqué à cette configuration, nous obtenons une partition de[0, 1
d
[ composée

d’au plusN intervalles. Il existe donc un indicej appartenant à l’ensemble{N + 1, . . . , 2N} tel que
τj − 1 et τj+1 − 1 appartiennent au même intervalle de la partition.

Nous démontrons alors que pour toute horlogex ∈ X il existek ∈ N tel que :

k

d
< v−%,τj (x) < v−%,τj (x) + (τj+1 − τj) <

k + 1

d
(3.2)

Soitx ∈ X. Nous distinguons deux cas :
– ou bienx n’a pas été remise à zéro entre les configurations(`−%,1, v

−
%,1) et (`−%,τj , v

−
%,τj

) le long de

%. Ceci implique quev−%,τj (x) = v−%,1(x) + τj − 1. Le choix dej entraîne quev−%,1(x) + τj − 1

etv−%,τj(x) + (τj+1− τj) = v−%,1(x) + τj+1− 1 vérifient les mêmes contraintes de « granularité
d ». Ainsi l’équation (3.2) est vérifiée pour l’horlogex.

– ou bien au contraire l’horlogex a été remise à zéro le long de% entre les deux configurations
(`−%,1, v

−
%,1) et (`−%,τj , v

−
%,τj

). Dans ce cas, l’équation (3.2) est vérifiée pourk = 0. En effet,
0 < v−%,τj (x) puisqueτj > 0. De plus, comme la date à laquelle l’horlogex a été remise à
zéro pour la dernière fois entre les deux configurations mentionnées précédemment appartient
à l’intervalle [1, 1+ 1

d
[, nous obtenons quev−%,τj(x)+(τj+1−τj) ≤ (τj−1)+(τj+1−τj) <

1
d
,

ce que nous souhaitions.
Définissonsδ = 1 + τj−N − τj. D’après l’équation (3.2) et les contraintes sur la séquence

(τi)1≤i≤2N+1 nous obtenons que pour toute horlogex ∈ X, il existe unk ∈ N tel que :

k

d
< v−%,τj(x) < v−%,τj (x) + δ <

k + 1

d
(3.3)

Nous construisons à présent une exécution temporisée%′ comme suit. Elle coïncide avec% jus-
qu’à la configuration(`−%,τj , v

−
%,τj

). Ensuite, elle laisseδ unités de temps s’écouler, menant ainsi à la
configuration(`−%,τj , v

−
%,τj

+ δ). Elle tire alorsinstantanément(i.e. en temps nul) la sous séquence de
% (disons%j) menant de(`−%,τj , v

−
%,τj

) à (`+%,τj , v
+
%,τj

) (rappelons que% est une séquence deA qui peut
donc contenir des transitionsε). L’exécution temporisée%j n’est pas vide et contient au moins une
transition étiquetée para. Cette séquence peut également être exécutée à partir de(`−%,τj , v

−
%,τj

+ δ)
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puisque d’après l’équation (3.3), les deux configurations appartiennent à la même région de l’auto-
mate des régions (défini dans la sous-section 1.4.3) deA. Ainsi %′ peut exécuter les mêmes actions
que% avec éventuellement des délais différents (propriété de bisimulation à temps abstrait du graphe
des régions) jusqu’à atteindre un état de contrôle acceptant (puisque% est acceptante).

Par conséquent le mot temporisé accepté le long de%′ comporte deux occurrences de la lettre
a séparées par une unité de temps (celles des datesτj−N et 1 + τj−N ). Il n’appartient donc pas au
langageRa, ce qui fournit une contradiction.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 3.9.2 établissant l’indécidabilité dans le cadre
des alphabets à deux lettres.

Preuve du théorème 3.9.2.La preuve suit les grandes lignes énoncées plus haut. Étant donnéL un
langage temporisé régulier, définissonsV = Compose(L,Ra) oùRa est le langage introduit dans la
proposition 3.13. Nous affirmons queL =MT ∗(Σ) si et seulement siV est accepté par un automate
temporisé avec transitions silencieuses. Nous distinguons deux cas :

(1) Premier cas.Supposons queL = MT ∗(Σ). D’après le lemme 3.7,V = ∅ qui est bien
(ε-)régulier.

(2) Second cas.Supposons queL 6=MT ∗(Σ). Afin d’obtenir une contradiction, nous supposons
queV est reconnu par un automate temporisé avec transitions silencieusesA′ de granularitéd
et ayantn horloges. Choisissons un motw′ = (a1, τ

′
1) . . . (am, τ

′
m) dansMT ∗(Σ)\L et fixons

un motw = w′(c, τ ′m)(a, τ1) . . . (a, τ2N+1) ∈ V oùN = 2n + 1 qui vérifie :
– pour tout1 ≤ i < j ≤ N , τ ′m < τi < τj < τ ′m + 1

d
;

– pour tout1 ≤ i ≤ N , τ ′m + 1 < τN+i < 1 + τi < τN+i+1 < τ ′m + 1 + 1
d
.

À partir d’une exécution temporisée% acceptantw dansA, nous construisons une nouvelle exé-
cution temporisée%′. Pour cela,%′ reconnaît le motw, lesN actions suivantes puis est obtenue
en appliquant la construction de la preuve de la proposition3.13 à partir de la configuration
(`−%,τ ′m+1, v

−
%,τ ′m+1). Il est alors facile de constater que le mot temporisé associé à%′ n’appartient

pas àV, produisant ainsi une contradiction.
Ceci conclut la preuve du théorème 3.9.2.

Remarque 3.14(Cas d’un alphabet à une lettre). Notons que le théorème 3.9 laisse le cas des alpha-
bets à une lettre ouvert. y

3.5 Minimisation du nombre d’horloges

Dans [Fin06, Théorème 2], Finkel a démontré qu’étant donné un langage temporisé accepté par
un automate temporisé ayantn horloges, déterminer si ce langage peut être accepté par un automate
temporisé ayantn − 1 horloges est indécidable. Dans cette section, nous démontrons que ce résultat
est aussi valable dans le cadre des automates temporisés avec transitions silencieuses.

Nous démontrons dans un premier temps la proposition suivante qui exhibe une famille de lan-
gages temporisés telle que lene langage est accepté par un automate temporisé àn horloges, mais
par aucun automate temporisé avec transitions silencieuses àn − 1 horloges. Ces langages ont été
introduits dans [HKWT95] pour obtenir un résultat similaire dans le cadre des automates temporisés.
L’extension démontrée ici n’est pas triviale et requiert une analyse précise des exécutions temporisées.
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q0 q1 q2 qn

qn+1

qn+2 q2n

a
x1 := 0

a
x2 := 0

a
xn < 1
xn := 0

x1 = 1
a

a
x2 = 1

a
xn = 1

FIG. 3.6 – AutomateAn ayantn horloges.

Proposition 3.15 (Langage ayant un nombre minimal d’horloges). Soit n ≥ 1 un entier naturel
strictement positif. Définissons le langage temporiséRn comme suit :

Rn = {(a, τ1)(a, τ2) . . . (a, τ2n) | ∀1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ τi < 1 ∧ τn+i = 1 + τi} .

Ce langage est accepté par un automate temporisé ayantn horloges, mais par aucun automate tem-
porisé, même avec transitions silencieuses, ayant au plusn− 1 horloges.

Preuve. Soit n ≥ 1 un entier naturel strictement positif. Le langageRn est reconnu par l’automate
temporiséAn représenté sur la figure 3.6.

Supposons à présent qu’il existe un automate temporisé avectransitions silencieusesB ayant
au plusn − 1 horloges et vérifiantL(B) = L(A). Notonsd sa granularité. Fixons des valeurs
(τi)1≤i≤n telles que0 < τ1 < τ2 < . . . < τn < 1

d
et considérons le mot temporiséw =

(a, τ1)(a, τ2) . . . (a, τn)(a, τ1 + 1)(a, τ2 + 1) . . . (a, τn + 1). Clairement,w ∈ Rn et doncw est
accepté parB le long d’une exécution%.

Pour tout indicei dans{1, . . . , n}, nous considérons la configuration(`−%,τi+1, v
−
%,τi+1). Comme

cela a été expliqué dans la section 3.2,τi + 1 > 0 implique que la dernière transition franchie avant
d’atteindre cette configuration est une transition de délai. Nous distinguons deux cas :

– Premier cas :Il existe un indicei ∈ {1, . . . , n} pour lequel pour toute horlogex, v−%,τi+1(x) 6≡

0 mod 1
d
. Ceci implique que la région deB (donc pour la granularitéd) à laquelle appartient

la valuationv−%,τi+1 est « ouverte » du point de vue de l’écoulement du temps,i.e. que pour
tout v ∈ r, il existe un certainδ > 0 tel quev + δ ∈ r et v − δ ∈ r. Ainsi, nous pouvons
légèrement modifier le dernier écoulement de temps en ajoutant au délai une telle valeurδ. La
nouvelle configuration atteinte est la configuration(`−%,τi+1, v

−
%,τi+1 + δ) et de plus la valuation

v−%,τi+1 + δ appartient à la région contenant la valuationv−%,τi+1. Appliquant la propriété de
bisimulation à temps abstrait de l’automate des régions, nous obtenons que nous pouvons pro-
longer l’exécution depuis cette nouvelle valuation en suivant exactement les mêmes transitions
discrètes que celles de% (éventuellement à des dates différentes). Ceci nous donne donc une
nouvelle exécution acceptante. De plus, le mot temporisé accepté le long de cette exécution
n’appartient pas àRn puisque leie et lei+Ne a ne sont pas séparés par1 unité de temps mais
par1 + δ unité de temps. Ceci fournit donc une contradiction.

– Second cas :Supposons au contraire que pour tout indicei ∈ {1, . . . , n}, il existe une horloge
x telle quev−%,τi+1(x) ≡ 0 mod 1

d
. Puisque le nombre d’horloges deB est strictement inférieur

à n, il existe une horlogex vérifiant v−%,τi+1(x) ≡ 0 mod 1
d

et v−%,τj+1(x) ≡ 0 mod 1
d

pour
deux indicesi et j tels que1 ≤ i < j ≤ n. Commeτi + 1 > 0 et τj + 1 > 0, les deux valeurs
v−%,τi+1(x) et v−%,τj+1(x) sont positives et donc égales à un certaink

d
aveck ∈ N∗. Ceci amène
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à une contradiction puisque le temps écoulé entre les deux configurations correspondantes est
strictement inférieur à1

d
(et strictement positif). Le second cas ne peut donc pas se produire.

Ceci conclut la preuve : un tel automate temporisé avec transitions silencieuses ne peut pas exister.

Nous pouvons maintenant établir le théorème suivant, qui étend le théorème2 de [Fin06] aux
automates temporisés avec transitions silencieuses. Notons que nous obtenons l’indécidabilité pour les
automates temporisés avec transitions silencieuses àunehorloge alors que sans transitions silencieuses
le problème est décidable pour les automates à une horloge etl’indécidabilité n’est obtenue qu’à partir
de deux horloges [Fin06]. Ceci provient du fait que l’universalité est décidable pour les automates
temporisés sans transitions silencieuses à une horloge tandis qu’elle est indécidable si les transitions
silencieuses sont autorisées (voir rappels donnés dans le théorème 3.2).

Théorème 3.16(Minimiser le nombre d’horloges). Soitn un entier naturel.
– Casn ≥ 2. Pourn ≥ 2, il est indécidable de déterminer si, étant donné un automate temporisé

à n horlogesA (et donc aussi siA est un automate temporisé avec transitions silencieuses),il
existe un automate temporisé avec transitions silencieuses B ayant au plusn − 1 horloges tel
queL(A) = L(B).

– Casn = 1. Il est indécidable de déterminer si, étant donné un automatetemporisé avec transi-
tions silencieuses àunehorlogeA, il existe un automate temporisé avec transitions silencieuses
sanshorlogesB tel queL(A) = L(B).

Preuve. SoitΣ un alphabet fini et soita ∈ Σ une lettre. Soitn ≥ 1 un entier naturel strictement positif
etRn le langage temporisé défini dans la proposition 3.15. Soitc une nouvelle lettre n’appartenant
pas àΣ. Nous démontrons les deux parties du théorème simultanément (casn = 1 et n ≥ 2). Nous
considérons un langage temporisé régulier (respectivement ε-régulier)L ⊆ MT ∗(Σ) accepté par un
automate temporisé ayant au plusn horloges sin ≥ 2 (respectivement par un automate temporisé
avec transitions silencieuses ayant au plus une horloge sin = 1). Nous construisons un autre langage
temporiséVn surΣc = Σ ∪ {c} défini parVn = Compose(L,Rn). D’après le lemme 3.7, ce langage
est régulier (respectivementε-régulier) et est accepté par un automate temporisé ayantn horloges
(respectivement par un automate temporisé avec transitions silencieuses ayant une unique horloge).
Nous affirmons queL est universel si et seulement siVn est accepté par un automate temporisé avec
transitions silencieuses ayantn − 1 horloges (respectivement sans horloges). Nous distinguons deux
cas :

1. Premier cas.SupposonsL universel surΣ, i.e.L = MT ∗(Σ∗). Alors Vn = MT ∗(Σc), i.e.
Vn est universel surΣc et peut donc être accepté par un automate temporisé sans horloges.

2. Second cas.Supposons queL n’est pas universel surΣ, i.e. queL est strictement inclus dans
MT ∗(Σ). Alors il existe un mot temporiséu = (a1, τ1) . . . (ak, τk) ∈MT

∗(Σ) n’appartenant
pas àL. Considérons à présent un mot temporiséx ∈MT ∗(Σ). L’équivalence suivante est alors
vérifiée :u.(c, τk).(x + τk) ∈ Vn si et seulement six ∈ Rn. Afin d’obtenir une contradiction,
supposons queVn soit accepté par un automate temporisé avec transitions silencieusesB ayant
n − 1 horloges. Notonsd sa granularité et fixons des valeurs(τ ′i)1≤i≤n vérifiant 0 < τ ′1 <
τ ′2 < . . . < τ ′n <

1
d
. nous considérons le mot temporisév = (a, τ ′1)(a, τ

′
2) . . . (a, τ

′
n)(a, τ

′
1 +

1)(a, τ ′2 + 1) . . . (a, τ ′n + 1). Nous avons alorsv ∈ Rn et w = u.(c, τk).(v + τk) ∈ Vn est
donc accepté parB. Nous pouvons alors appliquer le raisonnement développé dans la preuve
de la proposition 3.15 au mot temporiséw et obtenir une contradiction. Cette preuve ne repose
en effet pas sur le fait que dans la première configuration de la séquence, toutes les horloges
ont une valeur nulle et elle peut donc être appliquée à partirde la configuration atteinte après
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avoir reconnu le préfixeu.(c, τk). Nous pouvons donc conclure qu’un tel automate temporisé
B ne peut pas exister. Ainsi, le langage temporiséVn ne peut pas être reconnu par un automate
temporisé avec transitions silencieuses ayant strictement moins den horloges.

Nous avons donc démontré que déterminer siVn peut être reconnu par un automate temporisé avec
transitions silencieuses ayant au plusn−1 horloges est équivalent à décider siL est universel. Comme
les deux problèmes d’universalité correspondants (casn ≥ 2 et n = 1) sont indécidables (cf théo-
rème 3.2), ceci conclut cette preuve.

3.6 Opération de « mélange »

Dans cette section, nous nous intéressons à l’opération de «mélange ». Cette opération est stan-
dard dans le cas des mots non temporisés. Afin de la définir sur les mots temporisés, nous reprenons
la représentation sous forme de mots de délais (définis page 28) [Dim05, Fin06]. En effet rappelons
qu’un mot de délais est simplement un mot sur l’alphabetT× Σ.

Nous donnons dans un premier temps la définition usuelle de l’opération de mélange sur les mots
(non temporisés) sur un alphabetX : étant donnés deux motsu, v ∈ X∗ surX, nous définissons le
mélange deu etv, notéu tt v, par :

u tt v = {w = x1y1x2y2 . . . xnyn | u = x1x2 . . . xn andv = y1y2 . . . yn}

où lesxi et lesyi peuvent être réduits àε.
Cette définition est ensuite étendue aux ensemble de mots en définissant, pourS1, S2 ⊆ X∗, le

mélange deS1 etS2 par :

S1 tt S2 = {s1 tt s2 | s1 ∈ S1, s2 ∈ S2} .

Nous pouvons alors appliquer ces définitions au cadre des mots de délais en utilisant l’alphabet
X = T × Σ. Enfin, ces définitions s’appliquent également au cadre des mots temporisés en utili-
sant l’applicationDélai et son application réciproqueDélai−1 : étant donnésu, v ∈ MT ∗(Σ), nous
définissonsu tt v par

u tt v = Délai−1(Délai(u) tt Délai(v)) .

Cependant, pour simplifier les démonstrations, nous présentons dans cette section tous les résultats
dans le cadre des mots de délais. Nous définissons un « langagede délais » comme un sous-ensemble
de (T × Σ)ω. Nous définissons le langage de délais accepté par un automate temporiséA comme
l’image parDélai deL(A). Nous obtenons naturellement les notions de langages de délais « réguliers »
ou «ε-réguliers ».

Dima et Finkel ont démontré indépendamment que les langagesde délais réguliers ne sont pas clos
par opération de mélange [Dim05, Fin06]. Nous étendons d’abord ce résultat au cadre des langages
de délaisε-réguliers.

Proposition 3.17. Le mélange de deux langages de délais réguliers (et donc a fortiori ε-réguliers)
n’est pas nécessairementε-régulier.

Preuve. Afin de démontrer ce résultat, nous suivons les lignes de la preuve de [Fin06]. Nous définis-
sons d’abord trois langages de délais réguliers :

N1 = {(t1, a).(1, a).(t2 , a) | t1 + t2 = 1}
N2 = {(1, b).(s, b) | s ∈ T}
N3 = {(t1, a).(1, b).(s, b).(1, a).(t2 , a) | t1, s, t2 ∈ T}



3.6. Opération de « mélange » 83

Si le mélange de deux langages de délais réguliers était nécessairementε-régulier et puisque les
langages de délaisε-réguliers sont clos par intersection (car les langages temporisés réguliers le sont),
alors le langage de délais(N1 tt N2) ∩ N3 serait égalementε-régulier. Nous montrons que ce n’est
pas le cas.

(N1 tt N2) ∩ N3 = {(t1, a).(1, b).(s, b).(1, a).(t2 , a) | t1, t2, s ∈ T, t1 + t2 = 1}

Afin d’obtenir une contradiction, supposons qu’il existe unautomate temporisé avec transitions
silencieusesA acceptant ce langage. Nous notonsd sa granularité.

Soitw un mot de délais accepté parA et tel que les propriétés suivantes sont vérifiées :





t2 6≡ 0 mod 1/d
s+ t2 6≡ 0 mod 1/d
s 6≡ 0 mod 1/d

Puisquew est accepté parA il existe une exécution dans cet automate qui acceptew, notons-la
% = `0

e1−→ `1 . . . `n−1
en−→ `n oùei désigne une transition deA. Cette exécution peut être vue comme

un automate temporisé avec transitions silencieuses « linéaire »A′. Décrivons comment définirA′.
Celui-ci contientn+1 états de contrôle correspondant aux occurrences des états de contrôle traversés
par%. Les horloges des deux automates sont identiques.A′ contientn transitions correspondant aux
occurrences des transitions apparaissant le long de%. La garde et la mise à jour d’une transition de
A′ sont identiques à celles de la transition deA correspondante. L’unique état final deA′ est l’état
correspondant à̀n.

Par construction,A′ ne possède pas de cycle, vérifiew ∈ L(A′) ⊆ L(A) et sa granularitéd′

divise celle deA.
Appliquant [BDGP98, Théorème 21], il est possible de construire à partir deA′ un nouvel au-

tomate temporisé sans transitions silencieusesA′′ acceptant le même langage temporisé et donc le
même langage de délais. De plus la granularité deA′′ est égale à celle deA. Considérons à présent
un chemin dans l’automate des régions deA′′ acceptant le motw. Grâce aux hypothèses faites sur
s, t1 et t2, la région atteinte juste avant le franchissement du dernier a est ouverte du point de vue de
l’écoulement du temps. En effet il est facile de vérifier que toutes les horloges ont une valeur diffé-
rente de0 modulo la granularité deA′′. Une analyse élémentaire du mot temporisé montre que les
valeurs possibles sont :t2, t2 +1, t2 +1+ s, t2 +2+ s, 3+ s (rappelons qu’il n’y a plus de transitions
silencieuses dansA′′).

Par conséquent nous pouvons retarder le franchissement de ce troisièmea d’une valeur strictement
positive. Ceci suffit à obtenir un mot temporiséw′ accepté parA′′ mais n’appartenant pas à(N1 tt

N2) ∩ N3 (en effet il ne vérifie past1 + t2 = 1). Ceci constitue donc une contradiction puisque
w′ ∈ L(A′′) = L(A′) ⊆ L(A).

Nous établissons à présent l’extension de [Fin06, Theorem 5] au cadre des automates temporisés
avec transitions silencieuses. Dans la preuve de [Fin06], l’équivalence obtenue dans le second cas
n’était pas correcte. Nous avons donc corrigé cette équivalence dans notre preuve en ajoutant une
lettreb.

Théorème 3.18(Opération de mélange). Déterminer si le mélange de deux langages de délais régu-
liers estε-régulier est indécidable.

Preuve. Soit Σ un alphabet fini contenant au moins la lettrea. Nous choisissonsb et c deux lettres
n’appartenant pas àΣ et notonsΣb = Σ ∪ {b} et Σc = Σ ∪ {c}. Nous considérons un langage de
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délais régulierL ⊆ (T × Σ)∗. En utilisant le langageN1 introduit dans la preuve de la proposition
précédente, nous définissons le langage de délaisV ⊆ (T × Σc)

∗ comme l’union des trois langages
de délais suivants : (ceci est une simple adaptation deComposeaux mots de délais)

V1 = {w | ∃w′ ∈ L, ∃w′′ ∈ (T× Σ)∗,∃τ t.q.w = w′.(c, τ).w′′}
V2 = {w | |w|c 6= 1}
V3 = {w | ∃w′ ∈ (T× Σ)∗, ∃w′′ ∈ N1,∃τ t.q.w = w′.(c, τ).w′′}

PuisqueL etN1 sont réguliers,V l’est également. Considérons à présent le langageW = V tt N2

oùN2 a été introduit dans la preuve précédente. Nous affirmons alors queL est universel surΣ si et
seulement siW estε-régulier surΣ ∪ {b, c}. Nous distinguons deux cas :

1. Premier cas.Supposons queL est universel surΣ, i.e.L = (T × Σ)∗. Alors V = (T × Σc)
∗,

i.e. V est universel surΣc. Il est facile de vérifier que l’automate temporisé représenté sur la
figure 3.7 accepteW. En particulier,W est donc (ε-)régulier.

Σc;x := 0

x = 1; b

Σc

b

Σc

FIG. 3.7 – Un automate temporisé acceptantW.

2. Second cas.Supposons queL n’est pas universel surΣ. Afin d’obtenir une contradiction, sup-
posons queW estε-régulier. Alors le langage de délaisX = W ∩ ((T× Σ)∗.(1, c).N3) est
ε-régulier. Choisissons un mot de délaisw = (τ1, a1) . . . (τk, ak) ∈ (T × Σ)∗ qui n’appar-
tient pas àL. Considérons à présent un mot de délaisx ∈ (T × Σb)

∗. Nous allons montrer
l’équivalence suivante :

w.(1, c).x ∈ X ⇐⇒ x ∈ (N1 tt N2) ∩ N3

Afin de prouver cette équivalence, supposons d’abord quew′ = w.(1, c).x ∈ X . Puisque
w′ ∈ (T × Σ)∗.(1, c).N3, nous obtenonsx ∈ N3. D’autre part,w′ ∈ W = V tt N2. Puisqu’il
y a une unique occurrence dec dansw′, w′ appartient ou bien au langageV1 tt N2 ou bien au
langageV3 tt N2. Nous allons montrer que seul le second cas peut survenir. Supposons que
w′ ∈ V1 tt N2, alorsw′ ∈ w−.(1, c).w+ tt w2 oùw− ∈ L etw2 ∈ N2. Ainsi w− 6= w car
w 6∈ L et doncw est obtenu en insérant des occurrences des lettres dew2 dansw−. Mais toutes
ces occurrences ne peuvent être que des occurrences deb qui ne peuvent pas apparaître dansw
carw est un mot surΣ. En conclusion, nous avonsw.(1, c).x ∈ ((T× Σ)∗.(1, c).N1) tt N2.
À nouveau, comme un mot deN2 ne contient que des occurrences de la lettreb, nous obtenons
x ∈ N1 tt N2, ce qui conclut la preuve de la première direction. Réciproquement, la seconde
implication découle facilement des définitions et de la remarque suivante :w.(1, c).(N1 tt

N2) ⊆ (w.(1, c).N1) tt N2. Nous allons à présent adapter la preuve de la proposition 3.17
et montrer queX n’est pasε-régulier. Cependant nous ne pouvons pas appliquer cette preuve
directement, et nous allons donc la mettre en œuvre à nouveau. NotonsA un automate temporisé
avec transitions silencieuses acceptantX et notonsd sa granularité. Considérons un mot de
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délaisx appartenant à(N1 tt N2) ∩ N3 tel que :





t2 6≡ 0 mod 1/d
s+ t2 6≡ 0 mod 1/d
s 6≡ 0 mod 1/d

s+
∑k

j=i τj 6≡ 0 mod 1/d, ∀i ∈ {1, . . . , k}

Ceci est possible car l’ensemble des paires(s, t2) qui ne satisfont pas une de ces conditions
est de mesure nulle dans le quart de planT2. Nous pouvons donc ensuite considérer le mot
de délaisw′ = w.(1, c).x ∈ X qui est donc accepté parA. Utilisant la même technique que
dans la preuve précédente, nous construisons un nouvel automate temporisé sans transitions
silencieusesA′′ à partir deA etw vérifiant :
– A′′ ne contient pas de transitions silencieuses,
– la granularité deA′′ divise celle deA et
– w′ ∈ L(A′′) ⊆ L(A).
Nous explicitons le mot de délaisw′ :

w′ = (τ1, a1) . . . (τk, ak).(1, c).(t1 , a).(1, b).(s, b).(1, a).(t2 , a) .

Une examination élémentaire de ce mot permet d’obtenir que les valeurs possibles pour les
horloges deA′′ lors du franchissement du derniera sont les suivantes :t2, t2 + 1, t2 + 1 +
s, t2 +2+s, 3+s, 4+s, 4+s+τk, . . . , 4+s+

∑k
j=1 τj. Par conséquent, les contraintes prises

surs, t1, t2 et lesτi nous permettent d’obtenir que la région atteinte à cet instant est ouverte et
qu’il est donc possible de retarder légèrement le franchissement de la dernière transition. Nous
concluons comme précédemment : nous avons obtenu un nouveaumotw′′ accepté parA′′ qui
n’appartient pas àX , puisqu’il viole la propriétét1 + t2 = 1 imposée par(N1 tt N2) ∩ N3.
Ceci fournit la contradiction escomptée.

Ceci conclut la preuve : déterminer siW estε-régulier est équivalent à décider siL est universel.

3.7 Extension aux mots infinis

Dans cette section, nous expliquons comment les résultats obtenus dans les sections précédentes
peuvent s’étendre au cas de langages de mots infinis. En effet, les résultats précédents portaient sur les
langages de mots finis. Les résultats que nous allons démontrer sont rassemblés dans un seul théorème.

Théorème 3.19(Mots infinis). Les six problèmes suivants sont indécidables :

1. Étant donné un automate temporisé avec transitions silencieusesA, déterminer s’il existe un
automate temporiséB tel queLω(B) = Lω(A).

2. Étant donné un automate temporisé avec transitions silencieusesA, déterminer s’il existe un
automate temporisé déterministeB tel queLω(B) = Lω(A).

3. Étant donné un automate temporisé avec transitions silencieusesA sur un alphabet d’au moins
deux lettres, déterminer s’il existe un automate temporiséavec transitions silencieusesB tel
queLω(B) = Lω(A).

4. Étant donné un automate temporiséA avecn horloges (n ≥ 2), déterminer s’il existe un
automate temporisé avec transitions silencieusesB avecn − 1 horloges tel queLω(B) =
Lω(A).
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5. Étant donné un automate temporisé avec transitions silencieusesA avec une unique horloge,
déterminer s’il existe un automate temporisé avec transitions silencieusesB sans horloges tel
queLω(B) = Lω(A).

6. Étant donnés deux automates temporisésA etB, déterminer si le mélange deLω(A) etLω(B)
estε-régulier1.

La preuve de ce théorème peut être obtenue à partir des preuves que nous avons proposées plus
haut pour les théorèmes sur les mots finis. Le schéma pour obtenir chacun des points du théorème
précédent est le même. L’idée consiste dans un premier tempsà modifier la constructionCompose
afin de l’adapter au cadre des langages de mots infinis. Une fois cela réalisé, il s’agit de modifier les
langages témoins (R) utilisés dans les preuves. Ainsi, il faut construire un langage de mots infinis
témoignant de l’inclusion stricte entre les deux familles de langages temporisés auxquelles nous nous
intéressons.

Comme précédemment, étant donné un alphabetΣ, nous choisissons une lettrec n’appartenant
pas àΣ et notonsΣc l’alphabetΣ ∪ {c}.

Définition 3.20. SoitL ⊆ MT ∗(Σ) etR ⊆ MT ω(Σ) deux langages temporisés surΣ (le premier
est un langage de mots finis tandis que le second est un langagede mots infinis). Alors le langage
temporisé de mots infinis surΣc Inf-Compose(L,R) est défini comme l’union des trois langages
suivants :

V1 = {w ∈MT ω(Σc) | ∃w
′ ∈ L, ∃w′′ ∈MT ω(Σ),∃τ t.q.w = w′(c, τ)w′′}

V2 = {w ∈MT ω(Σc) | |w|c 6= 1}
V3 = {w ∈MT ω(Σc) | ∃w

′ ∈MT ∗(Σ), ∃w′′ ∈ R,∃τ t.q.w = w′(c, τ)(w′′ + τ)}

Nous obtenons pour cette construction les propriétés suivantes, similaires à celles énoncées dans
le lemme 3.7.

Lemme 3.21.SoitL ⊆MT ∗(Σ) etR ⊆MT ω(Σ) deux langages temporisés sur un alphabetΣ.
– Si L et R sont acceptés par des automates temporisés (respectivement avec transitions si-

lencieuses) ayant au plusn horloges, alors Inf-Compose(L,R) est également accepté par un
automate temporisé (respectivement avec transitions silencieuses) ayant au plusn horloges.

– Inf-Compose(MT ∗(Σ),R) = MT ω(Σc), il est donc accepté par un automate temporisé dé-
terministe sans horloges.

La preuve de ce lemme est similaire à celle du lemme 3.7.

Preuve du théorème 3.19.Nous ne développons la preuve complète que pour le premier point, les
autres points étant traités de façon similaire. Nous considérons une légère modificationRωpair du lan-
gageRpair définie par :

Rωpair = {(a, τ1) . . . (a, τn) . . . | τi ≡ 0 mod 2 pour touti ≥ 1} .

Ce langage temporisé est accepté par l’automate temporisé avec transitions silencieuses représenté
sur la figure 3.1 où l’ensemble des états répétés est réduit ausingleton{`}.

Supposons quea ∈ Σ et fixons un langage temporisé régulierL ⊆ MT ∗(Σ). Considérons
maintenant le langage temporiséV = Inf-Compose(L,Rωpair). D’après le lemme 3.21, nous savons
queV est ε-régulier. Nous allons à présent démontrer queV est régulier si et seulement siL est
universel surΣ. Nous distinguons pour cela deux cas :

1Pour ce résultat, nous excluons les mots temporisés Zeno carla construction de [BDGP98] n’est valable que pour les
mots infinis non Zeno.
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(1) Premier cas.SupposonsL = MT ∗(Σ). D’après le lemme 3.21,V = MT ω(Σc) et V est
donc régulier.

(2) Second cas.SupposonsL 6= MT ∗(Σ). Afin d’obtenir une contradiction, supposons queV
soit accepté par un automate temporiséA. Soity = (a0, τ0) . . . (an, τn) ∈MT

∗(Σ) \ L. Nous
avons alors pour tout mot temporiséw ∈ MT ω(Σ), y.(c, τn).(w + τn) ∈ V si et seulement
si w ∈ Rωpair. Notonsk la constante maximale apparaissant dansA et considérons le mot
temporiséw′ = y.(c, τn).(a, τ + τn).(a, τ + τn + 2) . . . où τ ∈ N est un entier naturel pair
tel queτ > K. Alors le mot temporiséw′ est accepté parA et il existe donc un chemin
dansA le long duquelw′ est reconnu. Notonse = (`, g, a, U, `′) la transition de ce chemin
correspondant à la lettrea de la dateτ + τn (élément(a, τ + τn) dew′) et notons(`, v) la
configuration atteinte juste après avoir reconnuy.(c, τn). La valuation lors du tir dee vaut alors
v′ = v + τ et vérifiev′ |= g. Grâce au choix deτ , nous avons, pour toute horlogex deA,
v′(x) = v(x) + τ > K. En particulier pour tout entier naturel impairτ ′ plus grand queτ ,
le mot temporiséy.(c, τn).(a, τn + τ ′) peut être accepté par le préfixe de ce chemin finissant
par e. De plus, dans l’automate des régions, ce préfixe atteint la même région et peut donc
être prolongé en un chemin acceptant pour un certain motw′′ acceptanty.(c, τn).(a, τn + τ ′)
comme préfixe. Ceci est une contradiction puisquew′′ n’appartient pas àRωpair carτ ′ n’est pas
pair. Finalement,V ne peut pas être accepté par un automate temporisé.

Ceci conclut la preuve :L est universel si et seulement siV est un langage temporisé régulier.

3.8 Conclusion

Dans ces travaux, nous avons étudié des problèmes de décision liés aux automates temporisés
avec transitions silencieuses. D’abord, nous avons répondu négativement à une question centrale is-
sue de l’introduction de transitions silencieuses : pouvons-nous décider si un langage accepté par un
automate temporisé avec transitions silencieuses peut être accepté par un automate temporisé sans
transitions silencieuses ? Ensuite, nous avons étendu des résultats d’indécidabilité connus jusqu’alors
pour le cadre des automates temporisés sans transitions silencieuses. Les preuves de ces résultats sont
plus délicates que les preuves existant pour le cadre des automates temporisés sans augmentent de
façon significative les comportements possibles dans les automates temporisés. Ainsi, un même mot
temporisé peut être accepté par un nombre fini de chemins s’iln’y a pas de transitions silencieuses
et par une quantité non dénombrable de chemins sinon. Enfin, au-delà de l’intérêt de ces résultats,
nous pensons que ces travaux permettent de mieux comprendrele rôle et l’impact des transitions
silencieuses dans les automates temporisés.
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Chapitre 4

Des automates temporisés étendus vers
les réseaux de Petri temporels

Dans ce chapitre, nous présentons des travaux entrant dans le cadre de la comparaison entre les
automates temporisés et les réseaux de Petri temporels. Plus précisément, le résultat central est une
transformation efficace des automates temporisés étendus avec des mises à jour intégrales et des gardes
diagonales vers les réseaux de Petri temporels. Cette transformation préserve les langages temporisés
acceptés. L’essentiel des résultats présentés ici a été publié dans [BHR06a].

4.1 Introduction

Nous rappelons dans cette section le contexte dans lequel s’inscrit notre travail.
Afin d’appliquer des méthodes développées pour les réseaux de Petri temporels au cadre des au-

tomates temporisés et réciproquement, il est naturel de chercher à developper des transformations
permettant de passer de l’un à l’autre de ces deux modèles. Selon les propriétés qui doivent être véri-
fiées par la suite sur ces modèles, les transformations doivent construire des modèles ayant certaines
similitudes,i.e.dont les comportements des systèmes de transitions temporisés sous-jacents sont com-
parables. Il est donc naturel d’étudier le pouvoir expressif de chacun de ces modèles selon différents
critères. Les critères auxquels nous nous intéressons ont été présentés dans la section 1.1 et sont la
bisimilarité et l’équivalence de langages.

De nombreux travaux ont considéré ces problèmes et nous synthétisons ici les principaux résultats
qui peuvent être trouvés dans la littérature, dans un ordre chronologique.

– Une première étude, publiée dans [BD99], a montré que la sous-classe des réseaux de Petri
temporels « à la Merlin »1 bornés est strictement moins expressive que les automates tempo-
risés en termes de bisimilarité. Ce résultat, dont une preuve beaucoup plus simple est donnée
dans [BCH+05b], repose sur le fait que dans un réseau de Petri temporel,une transition de délai
ne peut pas rendre infranchissable une transition qui l’était. De plus, ce résultat est également
valable pour la classe générale des réseaux de Petri temporels bornés.

– Un second travail, publié dans [HSLKT02], a montré l’équivalence en termes de langages des
réseaux de Petri temporels saufs et des automates temporisés, en restreignant chacune de ces
classes aux inégalités larges. La complexité de la transformation d’un automate temporisé en

1Rappelons que cette sous-classe correspond à la restriction dans laquelle tous les intervalles associés aux transitions
doivent être fermés.

89
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un réseau de Petri temporel sauf est quadratique. La transformation réciproque procède à partir
du graphe d’accessibilité du réseau de Petri temporel sauf.

– Dans [CR03, CR06], une transformation structurelle (fondée uniquement sur la syntaxe) des
réseaux de Petri temporels bornés en automates temporisés respectant la bisimilarité est pré-
sentée, démontrant ainsi que les automates temporisés sontau moins aussi expressifs que les
réseaux de Petri temporels bornés pour la bisimulation. L’inclusion est stricte d’après le résultat
rappelé précédemment.

– Une autre transformation est présentée dans [LR03, LR06].Celle-ci construit également à partir
d’un réseau de Petri temporel borné un automate temporisé qui lui est bisimilaire. Elle est
fondée sur le graphe des classes.

– Plus récemment, [BCH+05c] présente une analyse des relations en termes d’expressivité entre
les deux modèles et démontre en particulier les deux résultats suivants :

1. les automates temporisés, les réseaux de Petri temporelssaufs et les réseaux de Petri tem-
porels bornés sont équivalents en termes de langages. De plus la transformation proposée
pour la traduction d’un automate temporisé en un réseau de Petri temporel sauf est linéaire.

2. les automates temporisés sont strictement plus expressifs que les réseaux de Petri tempo-
rels bornés en termes de bisimilarité,

– [BCH+05d] complète l’étude précédente en présentant une caractérisation (sémantique) de la
sous-classe des automates temporisés bisimilaires aux réseaux de Petri temporels bornés.

– Avec un objectif semblable, [BPV06] propose une extensiondes réseaux de Petri temporels
bornés à l’aide de priorités et démontre qu’une sous-classede ce modèle est bisimilaire à une
sous-classe importante des automates temporisés.

– Enfin, [DDSS07] propose une nouvelle construction d’un automate temporisé bisimilaire à
un réseau de Petri temporel borné fondée cette fois sur le graphe des marquages du réseau de
Petri sous-jacent. Cependant, cette méthode nécessite quele réseau de Petri sous-jacent soit
également borné.

En termes de bisimilarité, la classe des automates temporisés est donc strictement plus expres-
sive que celle des réseaux de Petri temporels bornés. Il n’est donc pas possible en toute généralité
de construire, étant donné un automate temporisé, un réseaude Petri temporel borné qui lui est bisi-
milaire. En revanche, les deux classes sont équivalentes entermes de langages acceptés. Ceci justifie
donc l’intérêt porté aux transformations d’automates temporisés en réseaux de Petri temporels équi-
valents du point de vue des langages et plus particulièrement aux transformations efficaces. Dans ces
travaux, nous étendons le spectre d’application de cette étude en nous intéressant à la classe des auto-
mates temporisés étendus avec des mises à jour intégrales etdes gardes diagonales. Afin d’alléger nos
propos, nous dénommerons un élément de cette classe simplement par « automate temporisé étendu ».

Ce chapitre est organisé ainsi : dans la section 4.2, nous proposons une nouvelle transformation
permettant de traduire de façon efficace un automate temporisé étendu par un réseau de Petri temporel
sauf. Nous démontrons dans la sous-section 4.2.3 que cette transformation est quadratique dans le cas
général, et linéaire si l’automate temporisé ne contient pas de gardes diagonales, ou pas de mises à jour
intégrales. De plus, utilisant des résultats de concision obtenus pour ces automates temporisés étendus
(Théorème 1.26), nous démontrons des résultats de concision similaires pour les réseaux de Petri
temporels bornés. Dans la section 4.3, nous étendons la construction précédente au cadre des réseaux
d’automates temporisés avec invariants. Enfin, nous discutons dans la section 4.4 les applications
possibles de ces travaux.
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4.2 Cas d’un automate temporisé étendu

Dans cette section, nous présentons une construction permettant d’obtenir, à partir d’un automate
temporisé étendu, un réseau de Petri temporel équivalent dupoint de vue du langage accepté. Nous
présenterons d’abord la transformation elle-même (sous-section 4.2.1), puis la preuve de correction
de celle-ci (sous-section 4.2.2). Enfin, nous donnerons desrésultats de complexité relatifs à cette
construction, qui nous permettrons de déduire des propriétés de concision (sous-section 4.2.3).

Nous supposons donné un automate temporisé étenduA = (Σ,X,L, T, Inv, `0, Lf , Lr). Dans un
premier temps, nous ne prenons pas en compte les invariants.En effet, nous avons vu dans la sous-
section 1.4.2 que, du point de vue de l’accessibilité, il estpossible de les retirer. Nous allons construire
un réseau de Petri temporel équivalentN d’une façon modulaire. Il est important de remarquer que
ce réseau sera sauf par construction. De plus, les places portant le même nom seront partagées entre
les différents modules de la construction. Les transitionsne portant pas d’étiquette correspondent à
des transitions silencieuses (et sont donc implicitement étiquetées parε). Si l’intervalle de tir d’une
transition est[0, 0], la transition est représentée en noir et est dénomméetransition immédiate. Son
intervalle de tir n’est alors pas indiqué. De même, les intervalles[0,+∞[ ne seront pas indiqués. Une
transition non coloriée en noir et ne portant pas d’intervalle sera donc étiquetée par[0,+∞[. Enfin,
une double flèche entre une placep et une transitiont indique quep est à la fois en entrée et en sortie
de la transitiont.

4.2.1 Présentation de la construction

Le module d’horloge. Pour chaque horlogex de l’automate temporisé, nous construisons un sous-
réseau qui enregistre et tient à jour la valeur de l’horlogex. Plus précisément, ce réseau mémorise à la
fois la valeur de l’horloge (d’une façon implicite), et la valeur de vérité de toutes les contraintesx ∼ c
apparaissant dans l’automate. La valeur de vérité d’une telle contrainte est enregistrée explicitement,
à l’aide d’une placeTx∼c. Nous ajoutons également des placesFx∼c si∼ est égal à< afin d’obtenir
une place complémentaire. Pour toutes les mises à jour d’horlogesy := h et les gardes diagonales
x − y ∼ c apparaissant dans l’automate, le réseau doit également prendre en compte la contrainte
x ∼ c+ h et sa négation (sauf si celle-ci est équivalente à la contrainte tt ou ff – par exemplex > −3
est équivalente àtt). En effet, la transformation que nous présentons va réaliser la construction de la
partie 1.5.3 page 44, et celle-ci nécessite ces nouvelles contraintes. Enfin, ce module doit également
prendre en compte les contraintesx ≤ c etx ≥ c six := c est une mise à jour utilisée dans l’automate.

Le réseau représenté sur la figure 4.1 illustre notre construction dans le cas oùx est comparée
avec trois constantes{c1, c2, c3} vérifiantc1 < c2 < c3. Pour faciliter la lecture, nous supposons que
0 n’appartient pas à l’ensemble des constantes, mais ce cas peut être traité d’une façon similaire.

Expliquons à présent comment ce module simule l’écoulementdu temps, comment il enregistre la
valeur de l’horloge, et comment il mémorise la valeur de vérité des contraintes. Notons tout d’abord
que toutes les places situées sur l’axe vertical (i.e. les placesAvantxc1, Égal

x
c1

, . . . ,Aprèsxc3) sont mu-
tuellement exclusives par construction. L’unique jeton qui est placé dans l’une de ces places, combiné
avec l’âge2 de la prochaine transition code la valeur de l’horlogex. Par exemple, si le jeton se trouve
dans la placeAvantxc2, et si l’âge de la transitionAtteintxc2 estτ , alors la valeur de l’horlogex estc1+τ .
De même, l’horlogex vaudrac2 exactement dans les cas suivants :

– ou bien le jeton est dans la placeAvantxc2, et l’âge deAtteintxc2 estc2 − c1,
– ou bien le jeton est dans la placeÉgal

x
c2

,

2Rappelons que l’âge d’une transition est la quantité de temps qui s’est écoulé depuis que cette transition est activée.



92 Chapitre 4. Des automates temporisés étendus vers les réseaux de Petri temporels

– ou bien enfin le jeton est dans la placeAvantxc3 et l’âge deAtteintxc3 vaut0.
Enfin, le réseau ne conserve pas la valeur exacte dex au-delà de la constantec3, puisque c’est la

constante maximale pour l’horlogex.
Les valeurs de vérité des contraintes sont mises à jour au furet à mesure de l’évolution du ré-

seau, tout en préservant les deux propriétés suivantes, quisont fondamentales pour la correction de la
construction :

1. Si la placeTx∼c est marquée, alors la valeur correspondante de l’horlogex, disonsvx, satisfait

•

•

•

•

•

•

•

Avantxc1

Atteintxc1
[c1,c1]

Égalxc1

Sortxc1

Avantxc2

Atteintxc2
[c2−c1,c2−c1]

Égalxc2

Sortxc2

Avantxc3

Atteintxc3
[c3−c2,c3−c2]

Égalxc3

Sortxc3

Aprèsxc3

Tx≥c1

Tx≥c2

Tx≥c3

Tx≤c1

Tx≤c2

Tx≤c3

Ix>c1

Ix>c2

Ix>c3

Tx>c1

Tx>c2

Tx>c3

OKx>c1

]0,∞[

OKx>c2

]0,∞[

OKx>c3

]0,∞[

Tx<c1

Tx<c2

Tx<c3

Fx<c1

Fx<c2

Fx<c3

KOx<c1
[0,c1[

KOx<c2
[0,c2−c1[

KOx<c3
[0,c3−c2[

Ix<c2

Ix<c3

FIG. 4.1 – Le module d’évolution d’horloge (horlogex).
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la contraintex ∼ c, mais l’implication inverse n’est pas vraie,

2. Pour toute valeur possiblevx dex, il existe une exécution du réseau de duréevx et telle que
pour toute contraintex ∼ c vérifiée parvx, la placeTx∼c est marquée.

Enfin, remarquons que ce réseau ne tient pas compte des gardesdiagonales, puisque celles-ci ne
peuvent pas être traitées de la même façon (leur valeur de vérité reste inchangée lors de l’écoulement
du temps).

Pour les résultats de complexité que nous développerons plus loin, il est important de noter que ce
réseau a une taille linéaire dans le nombre de contraintes d’horloges impliquantx qu’il doit représenter
(c.f. le début de sa description).

Vider le module d’horloge. Supposons qu’une transition de l’automate mette à jour l’horlogex. Le
marquage du module associé à l’horlogex doit être mis à jour en conséquence, quelle que soit la

...

xDébut

xVide

xcont1

xcont2,1 xcont2,2

xcont3,1 xcont3,2

xcont4

Fx<c1 Tx<c1

Tx<c2

Fx<c2 Ix<c2

Tx≥c1

Tx≤c1Ix>c1Tx>c1

Avantxc1

Égal
x
c1

Avantxc2Tx≥c2

FIG. 4.2 – Vider le module d’horloge.
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configuration courante.
Afin de coder une transition de l’automate temporisé, et de sorte à contrôler la taille du réseau de

Petri temporel que l’on construit, nous allons procéder à lamise à jour du module d’horloge en deux
étapes :

1. La première étape est représentée sur la figure 4.2 et consiste à retirer tous les jetons présents
dans le module d’horloge en les consommant ;

2. La seconde étape est discutée dans le paragraphe suivant,et consiste à marquer les places ap-
propriées dans le module d’horloge.

Afin de retirer tous les jetons présents dans le réseau représenté sur la figure 4.1, nous allons les
consommer de haut en bas. Les places de contrôle du réseau de la figure 4.2 (précisément{xDébut, xcont1 ,
xcont2,1 , xcont2,2 , . . . , xVide}) ordonnent le processus de consommation, et mémorisent certaines infor-
mations de sorte à éviter un saut quadratique de complexité lié au nombre de transitions.

Décrivons en partie le comportement du réseau de la figure 4.2. En premier lieu, il retire le jeton
qui se trouve ou bien dans la placeFx<c1 ou bien dans la placeTx<c1 (ces deux places sont mutuel-
lement exclusives, à cause de la transitionKOx<c1). Ensuite, il retire le jeton qui se trouve dans une
des deux placesAvantxc1 et Tx≥c1 (ces deux places sont également mutuellement exclusives à cause
de la transitionAtteintxc1). Grâce aux places de contrôle du réseau (les placesxcont2,1 etxcont2,2), nous
savons quel cas s’est produit,i.e. dans quelle place se trouvait le jeton. S’il se trouvait dansla place
Avantxc1, il n’y aura pas de jeton dans les placesTx>c1 et Ix>c1. Au contraire, s’il se trouvaitTx≥c1,
alors il y aura ou bien deux jetons dans les placesÉgal

x
c1

etTx≤c1, ou bien un dans la placeIx>c1, ou
bien enfin un dans la placeTx>c1. Le reste du module distingue donc ces différents cas.

Ces remarques nous permettent de borner la largeur du modulequi « vide » le module d’horloge.
Plus précisément, à un certain « niveau », il y a au plus4 places qui sont concurrentes. Ceci permet
ainsi de borner la taille de ce deuxième module. Enfin, remarquons que ce module est déclenché par
l’arrivée d’un jeton dans la placexDébut et que le module d’horloge est « vidé » lorsqu’un jeton arrive
dans la placexVide.

Pour les résultats de complexité, il reste à noter que la taille de ce module est linéaire dans la taille
du réseau précédent.

Mise à jour du marquage du module d’horloge.Nous souhaitons mettre à jour le marquage des
places codant les valeurs de vérité des contraintes d’horloges associées au module d’horloge quand
cette horloge est mise à jour à une certaine valeurc. Une méthode naïve consisterait à décrire, pour
chaque mise à jour possible, un module permettant de mettre àjour le module d’horloge. Cepen-
dant, nous voulons contrôler la taille du réseau de Petri temporel résultant, et nous allons pour cela
construire un seul réseau capable d’effectuer toutes les mises à jour pourx, le nouveau marquage
dépendant bien sûr de la valeurc affectée àx.

L’idée de notre construction est la suivante : quand l’horlogex est affectée àc, alors la contrainte
x ≤ c est satisfaite, et, en conséquence, toutes les contraintessupérieures plus grandes sont également
satisfaites (x ≺ c′, pour≺∈ {<,≤} etc′ > c). Nous allons donc construire une chaîne de propagation
pour les contraintes supérieures qui respecte les implications précédentes. Naturellement, le même
raisonnement s’applique pour les contraintes inférieures, et une autre chaîne est utilisée pour celles-
ci.

Les deux réseaux de propagation sont représentés sur la figure 4.3, et tirent profit des remarques
précédentes. Les deux chaînes causales sont représentées par deux composantes connexes distinctes.
Afin de déclencher ce réseau lors de la mise à jour de l’horlogex à la valeurci (i.e. lors d’une
opérationx := ci), deux jetons sont produits dans les placesInfx:=ci et Supx:=ci. Pour le réseau de
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gauche (respectivement de droite), la mise à jour du marquage se termine lorsqu’un jeton atteint la
placeInfx:=0 (respectivement la placeSupxfin

).
Jusqu’à présent, nous n’avons pas encore placé le jeton dansune des places de l’axe vertical

du module d’horloge, qui code implicitement la valeur de l’horloge. Ceci sera réalisé par le réseau
simulant le tir d’une transition de l’automate temporisé (c.f. le dernier paragraphe de cette description).

Enfin, concernant la complexité de la transformation, la taille de ce réseau est à nouveau linéaire
dans la taille du module d’horloge.

Contraintes d’horloges diagonales.La valeur de vérité d’une contrainte diagonalex−y ∼ h (qui est
invariante par écoulement du temps) est représentée par deux places mutuellement exclusivesTx−y∼h
etFx−y∼h. Nous construisons un sous-réseau pour chaque contrainte atomiquex− y ∼ h et chaque
mise à jour de l’une ou l’autre des horlogesx ety.

La figure 4.4 représente le réseau correspondant à la contrainte diagonalex − y ≤ h et la mise
à joury := h′. Lorsquey est affectée àh′, la valeur de vérité dex − y ≤ h doit être mise à jour en
tenant compte de la valeur de vérité de la contrainte (non diagonale)x ≤ h+ h′.

Les places{Diagy:=h
′

i }i=1..d(y)+1 contrôlent la mise à jour des sous-réseaux correspondant à des

Infx:=c3

Infx:=c2

Infx:=c1

Infx:=0

Supx:=0

Supx:=c1

Supx:=c2

Supx:=c3

Supxfin

Tx≥c1

Tx≥c2

Tx≥c3

Tx≤c1

Tx≤c2

Tx≤c3

Tx>c1

Tx>c2 Tx<c1

Tx<c2

Tx<c3

Fx<c1

Fx<c2

Fx<c3

FIG. 4.3 – Mise à jour du marquage du module d’horloge.
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Tx≤h+h′ Tx−y≤h

Tx>h+h′ Fx−y≤h

Diagy:=h′

i
Diagy:=h′

i+1

FIG. 4.4 – Le sous-réseau pourx− y ≤ h ety := h′

gardes diagonales faisant intervenir l’horlogey (d(y) dénote le nombre de telles contraintes). Dans la
figure 4.4,i est l’indice de la contraintex− y ≤ h (1 ≤ i ≤ d(y)).

Enfin, il est important de noter que pour chaque garde diagonale x− y ≤ h et chaque mise à jour
y := h′, la taille du sous-réseau associé qui est construit est constante (c.f. figure 4.4). Par ailleurs,
le nombre de tels sous-réseaux est proportionnel au nombre de combinaisons d’une garde diagonale
et d’une mise à jour,i.e. dans le pire des cas, quadratique. De plus, si nous ne considérons que l’une
ou l’autre des deux extensions, alors ce nombre devient linéaire. En effet, si les seules mises à jour
autorisées sont celles de la formey := 0, alors le nombre de tels modules est linéaire dans le nombre
de contraintes diagonales. Enfin, si les contraintes diagonales ne sont pas autorisées, alors il n’est pas
nécessaire de construire ces modules.

... ... ... ...

| {z }

Fig. 4.2

| {z }

Fig. 4.3

| {z }

Fig. 4.3

| {z }

Fig. 4.4

Vider le
module d’horloge

Mettre à jour des valeurs de vérité
des contraintes non diagonales

Idempour les
contraintes diagonales

`

Tx>c3

Ty≤c2

Tire,a fine `′

xVide Infx:=0 Supxfin
xDébut Infx:=c1

Supx:=c1

Égal
x
c1

Diag
x:=c1
1 Diag

x:=c1
d(x)+1

FIG. 4.5 – Simulation de la transitione = (`, x > c3 ∧ y ≤ c2, a, x := c1, `
′)

Simulation des transitions de l’automate temporisé.Nous associons à chaque état de contrôle` ∈ L
de l’automate une place éponyme dans le réseau de Petri temporel. La placè est initialement mar-
quée si et seulement si` est un état initial de l’automate. Afin de simuler le tir d’unetransition
e = (`, g, a, µ, `′), nous devons d’abord vérifier que la transition est bien franchissable,i.e. que la
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contrainte d’horlogesg est vérifiée. Pour cela, nous nous intéressons aux contraintes atomiques qui
constituentg, à savoir les contraintes(gi)1≤i≤m(e), en écrivantg = g1 ∧ . . . ∧ gm(e). Pour tester si
ces contraintes atomiques sont satisfaites, nous utilisons les placesTgi

des modules d’horloges cor-
respondants (ou des modules de gardes diagonales s’il s’agit de contraintes diagonales). Ensuite, nous
mettons à jour successivement chacun des réseaux, en prenant en compte les opérations de mises à jour
indiquées. Nous considérons donc donnée une mise à jour donnée par un élémentµ ∈ (N ∪ {⊥})X

oùX dénote l’ensemble des horloges de l’automate temporiséA. Rappelons que la sémantique de
cette mise à jour est qu’elle affecte la valeurµ(x) à l’horlogex si µ(x) 6= ⊥ et laissex inchangée
sinon. La prise en compte de cette mise à jour est réalisée à l’aide du sous-réseau représenté sur la
figure 4.5 pour une transitione = (`, x > c3∧y ≤ c2, a, µ, `

′) où, pour simplifier la représentation du
module, nous supposons queµ est définie parµ(x1) = c1 etµ(x) = ⊥ pourx 6= x1. La transitionTire
est étiquetée par l’actiona (ce qui est représenté par la notationTire, a). Il est également important
de remarquer que la place correspondant à la position de l’horloge (Égal

x

c1
) est marquée à l’issue de

l’exécution de ce sous-réseau.
Ce sous-réseau est de taille linéaire dans la taille de la transition de l’automate temporisé d’origine.

Places finales et répétées.Les places finales et répétées du réseau de Petri temporel construit coïn-
cident simplement avec les ensemblesLf et Lr d’états de contrôle finals et répétés de l’automate
temporiséA.

Nous expliquons à présent en quoi notre construction diffère de celle proposée dans [BCH+05c].
La prise en compte de l’écoulement du temps ainsi que l’évolution des horloges sont traitées différem-
ment : au lieu d’avoir un réseau de petite taille par contrainte d’horloge apparaissant dans l’automate,
nous avons seulement un réseau par horloge de l’automate quipermet de retenir la valeur de l’horloge,
ainsi que les valeurs de vérité de toutes les contraintes liées à cette horloge. Notre méthode requiert
une construction plus sophistiquée lors de la mise à jour desvaleurs de vérité des contraintes afin
d’éviter une explosion de la taille du réseau de Petri temporel construit. En effet, un traitement naïf de
ces mises à jour donnerait des sous-réseaux de taille quadratiques, mais la technique développée ici
qui consiste à vider le réseau, puis à replacer des jetons auxplaces nécessaires d’une façon descen-
dante permet de conserver des sous-réseaux de taille linéaire. Grâce à cela, notre technique permet de
traiter le cas des contraintes diagonales et des mises à jourintégrales.

4.2.2 Preuve de correction

La preuve de correction repose sur l’existence de deux simulations, une impliquant l’inclusion
du langage accepté par l’automate temporisé dans le langageaccepté par le réseau de Petri temporel,
et l’autre impliquant l’inclusion inverse. SoitA un automate temporisé étendu avec des mises à jour
intégrales et gardes diagonales, et soitN le réseau de Petri temporel obtenu après l’application de la
construction décrite dans la sous-section précédente.

Preuve deL(A) ⊆ L(N ). Nous définissons une relationR entre les configurations deA et celles de
N définie ainsi :(`, v)R(M,ν) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites. Soitx une
horloge, et notonsCN (x) = {c1, . . . , cn} l’ensemble des constantes apparaissant dansA et liées àx,
triées par ordre croissant. Définissonsc(x) = inf{cj | cj ≥ v(x)} avec la convention quec(x) = ∞
si cet ensemble est vide. Les conditions suivantes doivent alors être vérifiées :

– Si c(x) = v(x) alorsM(Égal
x

c(x)) = 1 ;
– Sinon, siv(x) < c(x) < ∞, alorsM(Avantxc(x)) = M(Ix<c(x)) = 1, et ν(Atteintxc(x)) =

ν(KOx<c(x)) = c(x) − v(x) ;
– Sinon,M(Aprèsxcn) = 1 (casc(x) =∞).
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Nous imposons de plus les contraintes suivantes :
– pour toute placeTx∼c telle quev(x) ∼ c,M(Tx∼c) = 1,
– pour toute placeFx<c telle que¬(v(x) < c), M(Fx<c) = 1,
– pour toute placeTx−y∼c telle quev(x)− v(y) ∼ c,M(Tx−y∼c) = 1,
– pour toute placeFx−y∼c telle que¬(v(x) − v(y) ∼ c),M(Fx−y∼c) = 1,
– et enfin,M(`) = 1.
Le marquage des autres places doit être nul, et la configuration (M,ν) doit être admissible,i.e

que les âges des transitions activées non décrites plus hautdoivent être dans les intervalles des valeurs
admissibles.

Nous observons tout d’abord que(`0,0)R(M0, ν0) et supposons que(`, v)R(M,ν).

Premier cas.Simulation d’une transition de délai(`, v)
d
−→ (`, v+ d). SoitX ′ le sous-ensemble formé

des horlogesx telles quev(x) ∈ CN (x). Soit de plusX ′′ le sous-ensemble formé des horlogesx /∈ X ′

telles queinf{c−v(x) | c ∈ CN (x)∧c > v(x)} est minimal. Nous notonsτ cette valeur (remarquons
queτ =∞ siX ′′ = ∅) et enfinc(x) la constante associée à l’horlogex, pour chaque horlogex ∈ X ′′.

Nous décomposons les transitions de délai pour n’avoir que les cas suivants à considérer :

– X ′ = ∅ etd < τ . Alors (M,ν)
d
−→ (M,ν + d) et (`, v + d)R(M,ν + d)

– X ′ = ∅ et d = τ . Dans ce cas, pour toutx ∈ X ′′, nous tirons la transitionKOx<c(x) puis
nous laissons une duréed s’écouler. D’autre part, pour toutx ∈ X ′′, nous tirons la transition
Atteintxc(x). La configuration atteinte(M ′, ν ′) vérifie alors(`, v + d)R(M ′, ν ′).

– X ′ 6= ∅ et d < τ . Dans ce cas, pour toutx ∈ X ′, nous tirons la transitionSortxv(x) puis nous
laissons une duréed s’écouler. Enfin, pour toutx ∈ X ′, nous tirons la transitionOKx>v(x). La
configuration atteinte(M ′, ν ′) vérifie alors(`, v + d)R(M ′, ν ′).

Second cas.Simulation d’une transition discrète(`, v)
a
−→ (`′, v′). Nous « exécutons » simplement

le réseau de simulation associé à la transition discrètee correspondante : nous tirons la transition
Tire et pour chaque mise à jour d’une horlogex (en suivant l’ordre défini par le réseau), nous ap-
pliquons le réseau qui vide le module d’horloge associé àx, puis nous le marquons à nouveau de
façon appropriée. Ensuite, nous mettons à jour les places liées aux gardes diagonales pour lesquelles
x intervient. Enfin, nous marquons la place`′ et, pour chaque mise à jour d’une horlogex, les places
Avantxc1(x) où c1(x) dénote la plus petite constante associée àx. Cette configuration(M ′, ν ′) vérifie
alors(`′, v′)R(M ′, ν ′).

Enfin, il est facile de vérifier que cette simulation préserveles places finales et répétées.

Preuve deL(N ) ⊆ L(A). Soit (M,ν) une configuration accessible du réseau. Notons que nous
avonsΣ`∈LM(`) ≤ 1. Une configuration telle queΣ`∈LM(`) = 1 sera ditetangibleet autrement
elle sera diteévanescente. Étant donnée une configuration évanescente(M,ν), (M ′, ν ′) sera appelée
successeur tangible de(M,ν) si et seulement si elle est la première configuration tangible atteinte par
une certaine séquence de tirs issue de(M,ν). Notons que les seules différences entre deux succes-
seurs tangibles(M ′, ν ′) et (M ′′, ν ′′) d’une configuration évanescente(M,ν) sont les suivantes : une
transitionAtteintxc , Sortxc , OKx>c ou KOx<c est franchissable dans un marquage et vient juste d’être
tirée dans l’autre.

Nous définissons alors une relationR′ entre les configurations de l’automate et celles du réseau
comme suit :(`, v)R′(M,ν) si et seulement si

– ou bien(M,ν) est tangible et les conditions suivantes sont satisfaites.Nous donnons des condi-
tions pour les différentes places :
– M(`) = 1,
– siM(Égal

x

c ) = 1 alorsv(x) = c,
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– siM(Avantxc ) = 1 alorsv(x) = c′ + ν(Atteintxc ) où c′ est la constante précédentc (dans la
liste triée des constantes liées àx) ou0 si c est la première de cette liste,

– siM(Aprèsxc ) = 1 ∧M(Ix>c) = 1 alorsv(x) = c+ ν(OKx>c), et
– siM(Aprèsxc ) = 1 ∧M(Tx>c) = 1 alorsv(x) > c.

– ou bien(M,ν) est évanescente et(`, v)R′(M ′, ν ′) pour une certaine configuration tangible
(M ′, ν ′) successeur de(M,ν).

L’observation fondamentale (obtenue par induction) établit que si(M,ν) est tangible,(`, v)R′(M,ν)
etM(Tcond) = 1 alorsv � cond.

Observons d’abord que(`0,0)R′(M0, ν0), et supposons que(`, v)R′(M,ν).

Premier cas.Simulation d’une transition de délai(M,ν)
d
−→ (M,ν + d). Alors (`, v)

d
−→ (`, v + d) et

(`, v + d)R′(M,ν + d) car(M,ν) est nécessairement une configuration tangible.

Second cas.Simulation d’une transition discrète(M,ν)
t
−→ (M ′, ν ′). Si t n’est pas une transitionTire,

alors(`, v)R′(M ′, ν ′). Si t = Tire pour un certaine = (`, g, a, µ, `′), alors la placè est marquée et
pour toute place d’entréeTcond det, v � condest vérifié. Ainsi,(`, v)

e
−→ (`′, v′) et (`′, v′)R′(M ′, ν ′)

puisque(`′, v′)R′(M ′′, ν ′′) où cette dernière configuration a été obtenue en simulant la transitione,
comme cela a été détaillé précédemment.

Enfin, il est facile de vérifier que cette simulation préserveles places finales et répétées.

Pour conclure, soulignons que cette transformation est correcte vis-à-vis des langages acceptés, mais
ne l’est pas vis-à-vis de la bisimulation. Ceci est inévitable d’après les résultats rappelés dans l’in-
troduction. Dans notre traduction, le fait que le réseau construit n’est pas bisimilaire à l’automate
temporisé provient des différentes configurations tangibles codant une même configuration de l’au-
tomate temporisé. Par exemple, le réseauN peut, lorsqu’une horlogex vaut une valeurc ∈ CN (x),
franchir en temps nul la transitionSortxc . La configuration atteinte n’est pas bisimilaire à la confi-
guration de l’automate temporisé car elle ne possède plus dejeton dans la placeTx≤c alors que la
contraintex ≤ c est vérifiée dans l’automate.

4.2.3 Résultats de complexité et de concision

Proposition 4.1 (Des automates étendus aux réseaux de Petri temporels). SoitA un automate tem-
porisé étendu, alors il existe un réseau de Petri temporel sauf N équivalent àA du point de vue du
langage temporisé accepté. La taille de ce réseau de Petri temporel, et la complexité temporelle de la
construction dépendent de la classe à laquelle l’automateA appartient. Cette complexité est quadra-
tique en général, et linéaire siA est sans gardes diagonales, ou s’il ne fait pas intervenir demises à
jour intégrales.

Preuve. Nous considérons un automate temporisé étenduA. La taille du réseau de Petri temporel
construit précédemment est la somme des tailles de tous les sous-réseaux que nous avons décrits.
D’abord, nous utilisons exactement une place pour représenter chaque état de contrôle de l’automate
temporiséA. De plus, les sous-réseaux représentant les transitions deA ont une taille linéaire dans
la taille de la transition qu’ils codent (voir figure 4.5). Enfin, la somme des tailles de tous les sous-
réseaux dépendant d’une horlogex (module d’horloge, sous-réseau vidant le module d’horloge, sous-
réseau marquant ce même module, sous-réseau de contrainte diagonale) est linéaire dans le nombre
Natomique(x) de contraintes non diagonales atomiques qui doivent être encodées pour la simulation
deA. En effet, le module d’horloge (Figure 4.1), le module pour le vider (Figure 4.2) et le module
pour le marquer (Figure 4.3) ont tous une taille linéaire dans Natomique(x). De plus, le sous-réseau
codant une contrainte diagonale est de taille constante, mais peut apparaître un nombre linéaire de
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fois dansNatomique(x). La taille totale de notre construction est donc linéaire dans le nombreNatomique

de contraintes non diagonales atomiques qui doivent être représentées dans le réseau. Comme cela a
été justifié au début de la présentation de la construction, ce nombre est ou bien quadratique ou bien
linéaire dans la taille deA, selon queA fait intervenir à la fois des contraintes diagonales et des mises
à jour intégrales (cas quadratique) ou qu’au contraire seule une de ces deux composantes apparaît (cas
linéaire). Ceci conclut cette preuve.

Dans [BC07], il a été démontré que les automates temporisés utilisant des gardes diagonales (mais
aussi les automates temporisés utilisant des mises à jour intégrales) sont exponentiellement plus concis
que les automates temporisés classiques. Appliquant ce résultat de concision, et utilisant la linéarité
de la construction présentée plus haut, nous obtenons le résultat suivant pour les réseaux de Petri
temporels saufs :

Corollaire 4.2 (Concision des réseaux de Petri temporels : une borne inférieure). Il existe une famille
de réseaux de Petri temporels saufs(Nk)k∈N telle que la taille deNk estO(k2 log(k)) et telle que
tout automate temporisé sans gardes diagonales et sans mises à jour intégralesAk équivalent àNk
(du point de vue du langage de mots finis accepté) a une taille supérieure à2k.

Preuve. Le réseau de Petri temporelNk représenté sur la figure 4.6 accepte le langage temporisé
Lk = {(a, ti)1≤i≤2k | 0 < ti < ti+1}. En utilisant une légère adaptation de [BC07], nous pouvons
démontrer que ce langage requiert un nombre exponentiel d’états de contrôle pour être accepté par
un automate temporisé classique. Cependant, il est reconnupar le réseau de PetriNk représenté sur
la figure 4.6 dont la taille est dansO(k2 log(k)). Ce réseau implémente d’une certaine façon l’incré-
mentation d’un compteur binaire (chaque ligne du réseau correspond à un bit : si le jeton est dans la
place de gauche, le bit correspondant vaut0, sinon, il vaut1).

•

•

•

•

...
...

1

2

3

k

a

]0,+∞[

a

]0,+∞[

a

]0,+∞[

a

]0,+∞[

a

]0,+∞[

...

FIG. 4.6 – Le réseau de Petri temporelNk

Enfin, ce résultat de concision est optimal puisqu’il existeégalement une borne supérieure expo-
nentielle pour la taille de l’automate temporisé équivalent à un réseau de Petri temporel sauf.

Proposition 4.3 (Concision des réseaux de Petri temporels : une borne supérieure [LR03]). SoitN
un réseau de Petri temporel sauf, alors il existe une automate temporisé classiqueA équivalent àN
(du point de vue des langages de mots finis) dont la taille est exponentielle dans la taille deN .
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FIG. 4.7 – Traitement des invariants

4.3 Cas d’un réseau d’automates temporisés avec invariants

4.3.1 Prise en compte des invariants

Dans la construction présentée précédemment, les invariants n’ont pas été pris en compte. En effet,
nous avons montré dans le chapitre 1 sur les automates temporisés qu’il était possible de s’en passer
pour des problèmes d’accessibilité, et donc pour des équivalences de langages. En revanche, nous
avons montré que le retrait des invariants dans les réseaux d’automates temporisés est plus coûteux
puisqu’il nécessite la construction de l’automate produit. Nous allons dans un premier temps expliquer
comment la construction précédente peut être étendue de sorte à prendre en compte les invariants.
Cette adaptation ne permet pas d’obtenir un résultat de bisimulation, mais seulement de contrôler
les transitions de délai de sorte à vérifier les invariants, et ainsi satisfaire l’équivalence en termes de
langages acceptés. La construction correspondante est représentée sur la figure 4.7. Nous considérons
un invariant sur l’état de contrôlède la formeInv(`) = x1 ≤ c1∧ . . . xm ≤ cm∧x

′
1 < c′1∧x

′
n < c′n.

D’après les propriétés mises en œuvre dans la preuve de correction de la construction précédente, nous
avons :

– dès que l’horlogex atteint la valeurc, la placeTx≥c est marquée,
– pour toutη > 0, il existe une exécution qui marque la placeFx<c lorsquex vautc− η.

Ceci nous permet d’utiliser les placesTx1≥c1, . . . , Txm≥cm, Fc′1<c′1, . . . , Fx′m<c′m pour déclencher les
transitionsLim dès qu’un invariant est sur le point d’être violé. Ces transitions, immédiates, bloquent
l’écoulement du temps jusqu’à ce que l’horloge en question soit mise à jour (à une valeur inférieure),
ou jusqu’à ce qu’un changement d’état de contrôle ait lieu.

4.3.2 Synchronisation

Dans cette section, nous décrivons la construction d’un réseau de Petri temporel équivalent à une
synchronisation d’automates temporisés,i.e. à un réseau d’automates temporisés, du point de vue du
langage temporisé accepté. La preuve de correction de cetteconstruction n’est pas donnée ici mais
repose sur les techniques de simulation développées dans lasection précédente.

Nous supposons donné un réseau d’automates temporisésA = ((Ai)1≤i≤n, f). Nous notons de
plusNi le réseau de Petri temporel obtenu en appliquant la construction présentée précédemment à
l’automateAi. Pour chaque règle de la fonction de synchronisationf , nous ajoutons un sous-réseau de
sorte à effectuer la synchronisation des transitions correspondantes de réseaux de Petri temporelsNi.
Nous expliquons ici la construction représentée sur la figure 4.8. D’abord, pour tout1 ≤ i ≤ n, et pour
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Ni

...

··· ···

··· ···

Tire (ai)

Entrée(ai)Entrée(a1) Entrée(an)

Tir,a

Sortie(ai)Sortie(a1) Sortie(an)

fine

FIG. 4.8 – Simulation de la composition parallèle

toute lettreai apparaissant dans l’automateAi, nous ajoutons deux placesEntrée(ai) et Sortie(ai),
que nous connectons aux transitions correspondantesTire (étiquetée parai dansNi) et fine du réseau
Ni, pour toute transitione deAi étiquetée parai. Ensuite, pour toute règlef(a1, . . . , ai, . . . , an) = a,
nous construisons une nouvelle transition immédiateTir étiquetée para qui consomme toutes les
places d’entréeEntrée(ai) correspondant aux étiquettesa1, . . . an qui sont synchronisées, et produit
en retour des jetons dans les placesSortie(ai) correspondantes.

Il est aisé de vérifier que cette construction est linéaire dans la taille du réseau d’automates tem-
porisésA = ((Ai)1≤i≤n, f).

Enfin, notons que cette construction peut introduire des interblocages dans le réseau temporel
construit. En effet, une actionai peut être synchronisée avec d’autres actions de différentes manières.
Cependant, ceci n’a pas d’effet sur le langage accepté.

4.4 Conclusion

Dans ces travaux, nous avons comparé les pouvoirs expressifs des réseaux de Petri temporels
et de différentes extensions des automates temporisés. Plus précisément, nous avons présenté une
transformation quadratique d’un automate temporisé avec gardes diagonales et mises à jour intégrales
en un réseau de Petri temporel sauf. Cette transformation est même linéaire dès lors que les automates
temporisés ne contiennent pas de gardes diagonales ou bien pas de mises à jour intégrales. Nous
avons aussi obtenu que les réseaux de Petri temporels sont exponentiellement plus concis que les
automates temporisés d’Alur et Dill, et nous avons exhibé une famille concrète de réseaux de Petri
temporels qui témoigne de cette propriété de concision. Enfin, nous avons montré comment étendre
cette transformation afin de traiter les invariants et les synchronisations d’automates, obtenant ainsi le
cadre général des réseaux d’automates temporisés étendus avec invariants.

Au-delà des résultats théoriques obtenus qui donnent plus de détails sur les expressivités relatives
des différents modèles, les transformations introduites suggèrent une méthode simple et unifiée pour
l’analyse de réseaux d’automates temporisés étendus avec invariants. Cette méthode constitue une
alternative aux algorithmes classiques pour l’analyse desautomates temporisés implémentés dans
les outils UPPAAL , HYTECH et KRONOS. Il s’agit dans un premier temps de traduire le réseau
d’automates temporisés à analyser en un réseau de Petri temporel sauf à l’aide de notre traduction,
puis dans un second temps d’utiliser les méthodes dédiées aux réseaux de Petri temporels comme la
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construction du graphe des classes (implémentée dans l’outil TINA), la construction du graphe des
zones (implémentée dans l’outil ROMEO) ou encore la construction de dépliages pour des objectifs
comme le diagnostic [CJ06].

Afin d’évaluer cette perspective, nous avons donc développéun prototype permettant de traduire
des automates temporisés, donnés selon la syntaxe d’UPPAAL , en des réseaux de Petri temporels ana-
lysables par TINA. Cependant, bien que linéaires, nos transformations font apparaître de nombreuses
dépendances temporelles entre les différentes transitions du réseau, et l’efficacité de la méthode varie
donc sensiblement. Ainsi, si l’automate possède de nombreuses horloges comparées à des valeurs dif-
férentes, cela va créer un nombre de classes important dans le graphe des classes construit par TINA.
Au contraire, si les valeurs contre lesquelles sont testéesles horloges sont peu nombreuses, ou si le
nombre d’horloges est faible, alors le comportement est satisfaisant.

Une perspective intéressante consiste donc à chercher à caractériser plus précisément les classes
d’automates temporisés pour lesquelles notre traduction donne des réseaux de Petri temporels sur
lesquels le comportement de TINA ou de ROMEO est efficace.

D’autre part, il peut également être intéressant d’utiliser les techniques introduites dans ces tra-
vaux pour développer une nouvel algorithme pour l’analyse des réseaux d’automates temporisés, ob-
tenu comme une adaptation de l’algorithme construisant le graphe des classes d’un réseau de Petri
temporel. Ceci permettrait de s’affranchir de la première étape calculant explicitement le réseau de
Petri temporel équivalent au réseau d’automates temporisés et ainsi de calculer « directement » une
sorte de graphe des classes de ce réseau d’automates temporisés.

Il est également possible d’envisager une extension de nos traductions permettant d’exprimer
d’autres extensions des automates temporisés, telles que celles introduites dans la section 1.5 ou
dans [BDFP04].

Enfin, une dernière perspective consiste à s’intéresser à une autre extension des réseaux de Pe-
tri permettant d’exprimer des notions quantitatives de temps, les réseaux de Petri temporisés. C’est
précisément l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Réseaux de Petri temporisés et automates
temporisés

Dans ce chapitre, nous présentons une comparaison de ces deux modèles ayant pour but de mieux
comprendre leurs fondements théoriques. Pour cela, nous réalisons une analyse précise de leurs ex-
pressivités relatives. L’essentiel des résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BHR06b].
Une version longue de cet article est également disponible [BHR06c].

5.1 Introduction

Nous avons présenté dans les chapitres 1 et 2 les modèles des automates temporisés et des ré-
seaux de Petri temporisés. Les automates temporisés constituent une extension simple et intuitive des
automates finis et sont largement utilisés. Les réseaux de Petri temporisés sont quant à eux parti-
culièrement adaptés aux systèmes infinis puisque nous avonsvu que de nombreux problèmes sont
décidables, même pour des réseaux non bornés.

En termes de comparaison de ces deux modèles, nous pouvons déjà affirmer que les réseaux de
Petri temporisés (non bornés) ne peuvent pas toujours être transformés en automates temporisés car
les langages non temporisés qu’ils acceptent peuvent ne pasêtre réguliers (voir exemple 2.4 page 55),
alors que les langages non temporisés reconnus par des automates temporisés le sont toujours. Sur un
autre aspect, il a souvent été affirmé que les réseaux de Petritemporisés sont plus expressifs que les
automates temporisés puisqu’ils peuvent manipuler un nombre infini de jetons, chacun « possédant »
son horloge. Dans les travaux présentés dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à une étude
précise des expressivités relatives de ces deux modèles.

Suivant l’affirmation précédente, il semble naturel d’essayer de transformer les automates tem-
porisés en réseaux de Petri temporisés bornés. Afin d’obtenir une transformation simple, il apparaît
commode de modéliser chaque horloge de l’automate temporisé par une place du réseau de Petri tem-
porisé. Cette transformation très simple fonctionne parfaitement pour la sous-classe des automates
temporisés mettant systématiquement à jour la valeur des horloges qu’ils testent. Plus précisément,
ceci signifie que si une garde de l’automate fait intervenir l’horloge x, alors cette horloge doit être
mise à jour (ou simplement remise à zéro selon le modèle d’automates temporisés considéré) par cette
même garde. La transformation correspondante est illustrée sur la figure 5.1.

Dans le cas général, la simulation des tests d’horloges qui ne sont pas mises à jour paraît plus
délicate. Afin de conserver la simplicité et l’élégance de latransformation dans le cas général, il
semble naturel d’étendre le modèle initial des réseaux de Petri temporisés avec des arcs de lecture,i.e.
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•

•

 

`1 `2
`1 `2

x

a

x < 2, a

x := 0

[0,+∞[ [0, 0]

[0, 2[ [0, 0]

FIG. 5.1 – Cadre favorable à la transformation d’automates temporisés en réseaux de Petri temporisés.

des arcs qui testent la présence et l’âge de jetons, sans les consommer.
Les arcs de lecture ont été introduits dans le contexte non temporisé [MR95] afin de définir une

sémantique de la concurrence plus raffinée pour les réseaux de Petri. Du point de vue de la séman-
tique des entrelacements, ils n’apportent pas d’expressivité puisqu’ils peuvent être simulés par deux
arcs qui consomment et reproduisent le jeton. D’autre part,ces arcs ont déjà été introduits de façon in-
dépendante dans les réseaux de Petri temporisés par Jiří Srba dans [Srb05] avec la même motivation :
transformer les automates temporisés en réseaux de Petri temporisés. Cependant, dans ses travaux cet
auteur ne s’intéresse pas aux questions d’expressivité liées à l’introduction des arcs de lecture.

Dans la section 5.2, une fois ce nouveau modèle introduit, nous allons montrer l’équivalence
attendue entre les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisés bornés avec arcs de lecture.
Plusieurs questions naturelles se posent alors, auxquelles nous allons répondre dans la suite de ce
chapitre :

– est-il nécessaire d’étendre le modèle des réseaux de Petritemporisés afin de pouvoir exprimer
les automates temporisés ?

– les arcs de lecture augmentent-ils le pouvoir d’expression des réseaux de Petri temporisés ?
– que deviennent ces questions sous les contraintes de réseaux bornés, vis-à-vis des différentes

équivalences de langages (mots finis, infinis, infinis non Zeno) introduites page 34 ?
Dans la section 5.3, nous établissons un résultat annexe (car il n’est pas relié à des problèmes

d’expressivité) démontrant que le problème de couverture est décidable pour le modèle des réseaux
de Petri temporisés avec arcs de lecture. Ensuite, nous présentons dans la section 5.4 des résultats
préliminaires à l’étude précise de l’expressivité de ce modèle vis-à-vis de ses sous-classes. Ceci nous
permet dans la section 5.5 de caractériser précisément le pouvoir d’expression des arcs de lecture.
Nous nous intéressons ensuite dans la section 5.6 au pouvoird’expression des mises à jour non déter-
ministes. Ces différents résultats sont synthétisés, et exploités dans le cadre des automates temporisés
dans la section 5.7. Enfin, nous donnons quelques conclusions et perspectives dans la section 5.8.

5.2 Réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture

Dans cette section, nous donnons une présentation formelledu modèle obtenu en ajoutant des arcs
de lecture au modèle des réseaux de Petri temporisés présenté dans la section 2.3. Nous établissons
ensuite une équivalence entre les réseaux bornés de cette classe et les automates temporisés.

5.2.1 Définition du modèle

Les définitions élémentaires ont déjà été données dans les chapitres 1 et 2.
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Nous donnons ici la définition formelle d’un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture. Elle
consiste en une simple extension de la définition 2.11 des réseaux de Petri temporisés, dans laquelle
nous ajoutons une composante qui reflète les dépendances liées à ce nouveau type d’arc.

Définition 5.1 (Réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture). Un réseau de Petri temporisé avec
arcs de lectureN est un uplet(P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) où :
– (P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ) est un réseau de Petri temporisé, selon la définition 2.11, et
– ◦(.) ∈ MEns(P × I)T est l’application d’incidence de lecture(correspondant aux arcs de

lecture).

La seule différence réside donc dans l’adjonction d’un nouveau type d’arc, étiqueté de la même
façon par des multi-ensembles d’intervalles. Nous expliquons maintenant comment ils sont pris en
compte dans la sémantique du réseau. Comme cela a été décrit informellement dans l’introduction,
lors du tir d’une transition, la présence des jetons est testée, mais les jetons ne sont pas consommés.

Définition 5.2 (Sémantique d’un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture). SoitN = (P, T,Σε,
•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) un réseau de Petri temporel avec arcs de lecture. Sa sémantique est définie par
le système de transitions temporiséJN K = (Q, q0,→) avec :

– Q = MEns(P × T),
– q0 = ν0, oùν0(p) = M0(p) · (p, 0),∀p ∈ P ,
– → définie pourν ∈ MEns(P × T) par :

– transitions de délai :pour d ∈ T, ν
d
−→ ν + d, òu la somme est prise sur la composante de

T, i.e. (ν + d)(p) = ν(p) + d pour toute placep ∈ P .
– transitions discrètes :pour a ∈ Σε, ν

a
−→ ν ′ si et seulement s’il existe un élémentt ∈ T et

des éléments•ν, ◦ν, ν• ∈ MEns(P × R≥0) tels que :




Λ(t) = a
•ν |= •t
◦ν |= ◦t
ν• |= t•
•ν + ◦ν ≤ ν
ν ′ = ν − •ν + ν•

Enfin, pour définir les exécutions acceptantes, nous considérons une condition d’acceptation de Büchi
généraliséAcc = {acc1, . . . ,acck}. L’ensemble des configurations finales deJN K, notéQf , est
défini par :

QF = {ν ∈ MEns(P × T) | ∃acc ∈ Acc | π1(ν) satisfaitacc}

et la condition de Büchi généralisée associée àJN K, notée{Q1
r, . . . , Q

p
r}, par :

Qir = {ν ∈ MEns(P × T) | π1(ν) satisfaitacci}

À nouveau la seule différence réside dans le traitement des arcs de lecture pour les transitions
discrètes. Afin de pouvoir tirer une telle transition discrète, il faut pouvoir trouver dans le marquage
courantν, en plus d’un sous-ensemble•ν de jetons qui vont être consommés, un autre sous-ensemble
◦ν de jetons qui sont lus (•ν et ◦ν sont disjoints), et qui seront donc laissés inchangés lors du tir (cf
ν ′ = ν − •ν + ν•). Ces jetons lus doivent, de la même façon que les jetons consommés et produits,
satisfaire certaines contraintes temporelles indiquées par des intervalles de temps. Cette sémantique
est illustrée à l’aide de l’exemple 5.3 donné ci-après.



108 Chapitre 5. Réseaux de Petri temporisés et automates temporisés

Acc = {actif = 0, inactif = 0}

• •
entrée

admission

client

lecture

activation

cache

actifinactif

mise à jour

≥ 1[0]

[0]

[0] ≤ val

[0]

[0] [min,max]

[0]≥ 0

FIG. 5.2 – Un exemple de réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture.

Notations.Nous utilisons les notations introduites pour la représentation des réseaux de Petri tempo-
risés. Les arcs de lecture sont quant à eux représentés par des arcs non orientés.

Exemple 5.3. Un exemple de réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture est représenté sur la
figure 5.2. Ce réseau modélise une information fournie par unserveur et consultée de façon asyn-
chrone par des clients (transitionlecture). Comme cette information peut devenir obsolète au-delà
d’une certaine durée de validitéval, le serveur peut mettre à jour périodiquement le contenu de l’in-
formation (transitionmise à jour), mais la fréquence de cette opération peut varier en fonction de la
charge de travail du serveur. Le contrôle des entrées garantit qu’au moins une unité de temps s’écoule
entre l’arrivée de deux clients (transitionadmission). Soulignons l’intérêt de l’arc de lecture entre les
placescache et lecture : lorsqu’une transitionlecture est franchie, un jeton d’âge0 est consommé
dans la placeclient et la présence dans la placecache d’au moins un jeton d’âge inférieur ou égal
à val est testée. Cependant, ce jeton n’est pas consommé et son âgen’est pas modifié : il peut donc
être réutilisé par la suite, ce qui reflète la notion de durée de validité évoquée plus haut. Insistons
enfin sur le fait que la sémantique des réseaux de Petri temporisés (avec ou sans arcs de lecture)
n’est pas « urgente » au sens où elle n’impose pas le franchissement des transitions. Par exemple,
rien n’empêche le serveur de ne pas mettre à jour la valeur à temps et ainsi d’être bloqué à jamais
(lorsque l’âge du jeton de la placeactif est supérieur àmax). Une condition d’acceptation appropriée
commeAcc = {actif = 0, inactif = 0} permet d’éviter un tel blocage en forçant le franchissement
des transitionsmise à jour et activation infiniment souvent.

Nous donnons un exemple de chemin dans ce réseau, en prenantmin = 2, max = 4, etval = 3.

(entrée, 0) + (actif, 0)
(2)
−→ (entrée, 2) + (actif, 2)

mise à jour
−→ (entrée, 2) + (inactif, 0) + (cache, 0)
(3)
−→ (entrée, 5) + (inactif, 3) + (cache, 3)

admission
−→ (entrée, 0) + (client, 0) + (inactif, 3) + (cache, 3)

lecture
−→ (entrée, 0) + (inactif, 3) + (cache, 3)

y



5.2. Réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture 109

Sous-classes des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture. Comme nous l’avons fait pour
les précédents modèles que nous avons introduits, nous définissons un certain nombre de sous-classes
du modèle des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture. Certaines sont identiques à celles déjà
introduites plus haut, mais nous redonnons l’ensemble des définitions car ces différentes sous-classes
sont fondamentales pour l’étude du modèle que nous allons réaliser dans ce chapitre.

Définition 5.4 (Sous-classes des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture). SoitN = (P, T,Σε,
•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture. Celui-ci est

– unréseau de Petri temporisési pour toute transitiont ∈ T , taille(◦t) = 0,
– intégralsi tous les intervalles apparaissant dans les multi-ensembles deN sont éléments deIN,
– à remises à zérosi pour toute transitiont ∈ T , et pour toute placep ∈ P , I 6= [0, 0] ⇒ I 6∈

dom(t•(p)),
– k-bornési toutes les configurationsν apparaissant le long d’une séquence de tir deN sont

telles que pour toute placep ∈ P , taille(ν(p)) ≤ k,
– bornés’il existe un entier naturelk ∈ N pour lequelN estk-borné,
– saufs’il est1-borné.

Toutes ces notions sont relativement classiques, mise à part la propriété de remises à zéro, qui
correspond d’une certaine façon aux mises à jour standard des automates temporisés, qui n’autorisent
que0 comme nouvelle valeur des âges des jetons produits.

Notons que le réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture de l’exemple 5.3 est intégral, à remises
à zéro mais n’est pas borné car un nombre quelconque de jetonspeut être produit dans les placescache
et client.

5.2.2 Équivalence avec les automates temporisés

Restrictions. Parce que la sémantique des réseaux de Petri temporisés est dépourvue d’urgence et
car nous démontrons des résultats de bisimilarité, nous considérons ici uniquement des automates
temporisés sans invariants.

Nous établissons ici l’équivalence (en termes de langages)entre automates temporisés et réseaux
de Petri temporisés avec arcs de lecture bornés. Le résultatsuivant a été obtenu par Jiří Srba :

Théorème 5.5([Srb05]). Les réseaux de Petri temporisés saufs, avec arcs de lecture et restreints aux
remises à zéro sont bisimilaires aux automates temporisés.

Nous améliorons le résultat précédent en l’étendant à la classe des réseaux de Petri temporisés
bornés avec arcs de lecture.

Théorème 5.6.Les réseaux de Petri temporisés bornés avec arcs de lecture sont bisimilaires aux
automates temporisés à mises à jour non déterministes. De plus, restreindre chacune des deux classes
aux remises à zéro préserve l’équivalence.

Au lieu de présenter une preuve utilisant le théorème 5.5, ilnous est plus commode de présenter
une preuve complète du théorème 5.6.

Preuve. Cette preuve procède en trois étapes. Dans un premier temps,nous démontrons le résultat
esquissé dans l’introduction : étant donné un automate temporisé, il est possible de construire un
réseau de Petri temporisé sauf avec arcs de lecture qui lui est bisimilaire. Ensuite, nous présentons une
construction permettant de passer du cas borné au cas sauf pour les réseaux de Petri temporisés avec
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arcs de lecture. Enfin, nous montrons comment transformer unréseau de Petri temporisé sauf avec
arcs de lecture en un automate temporisé.

Des automates temporisés aux réseaux de Petri temporisés saufs avec arcs de lecture.SoitA =
(Σε,X,L, TA, `0, S)1 un automate temporisé (éventuellement avec mises à jour nondéterministes).
Nous construisons un réseau de Petri temporisé sauf (et donca fortiori borné) avec arcs de lecture
N = (P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) de condition d’acceptationAcc comme suit.
– P = L ∪X,
– M0 = `0 +X,
– T = TA,
– pour toute transitiont = `

g,a,µ
−−−→ `′ élément deTA,

– si x est telle queµ(x) est défini, alorst•(x) = µ(x), •t(x) = g|x, où g|x est l’intervalle
imposé àx par la contrainteg,

– six est telle queµ(x) n’est pas défini, alors◦t(x) = g|x,
– •t(`) = R≥0

– t•(`′) = [0],
– Λ(t) = a,

– si S = {S1, . . . , Sk}, alorsAcc est l’ensemble{acc1, . . . ,acck} où, pour tout1 ≤ i ≤ k,
acci =

∑

`∈Si

` = 1

Le réseauN que nous avons ainsi construit est fortement bisimilaire à l’automate temporisé ori-
ginal. En effet, considérons la relationR définie par :

(`, v) R ν ssi





taille(ν(`)) = 1

taille(ν(`′)) = 0 ∀`′ 6= `

ν(x) = v(x) ∀x ∈ X,

où (`, v) ∈ L × TX est une configuration deA et ν ∈ MEns(T)P est une configuration deN . Il est
facile de vérifier queR est une relation de bisimulation forte qui respecte les configurations initiales
et les conditions d’acceptation.

Enfin, notons qu’il y a exactement un jeton dans l’ensemble des places̀ , pour` ∈ L et exactement
un jeton dans chaque placex pourx ∈ X. Le réseau construit ainsi est sauf (et donc borné) et ce réseau
utilise des mises à jour non déterministes si et seulement sil’automate temporisé en contient. Cette
construction est illustrée sur l’exemple 5.4.

Réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture : des réseaux bornés aux réseaux saufs.
SoitN = (P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) un réseau de Petri temporisé borné avec arcs de lecture.
Supposons de plus que ce réseau soitk-borné. Nous allons dans cette première étape construire un
réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN ′ bisimilaire et sauf par construction.

Duplication des places.Toute placep deN est remplacée par2k places{p0
i , p

1
i | 1 ≤ i ≤ k}

dansN ′. Pour tout indicei ∈ {1, . . . , k}, les placesp0
i et p1

i seront mutuellement exclusives et les
jetons de la placep dansN (en nombre inférieur ou égal àk) vont être redistribués dans les placesp1

i ,
pour i ∈ {1, . . . , k}. L’intuition de la construction est d’utiliser chacune de ces places pour simuler
exactement un des au plusk jetons dep. Afin de garantir que le réseau est sauf, nous utilisons les
places complémentairesp0

i . Nous rendons ces deux places (p0
i et p1

i ) mutuellement exclusives en

1Remarquons que nous avons remplacé dans la définition les ensemblesLf etLr d’états de contrôle finals et répétés par
une condition de Büchi généraliséeS. Ceci permet de faire coïncider les deux modèles.
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imposant, lors d’une production (respectivement une consommation) d’un jeton dans la placep1
i , de

consommer (respectivement de produire) simultanément un jeton dans la placep0
i .

Duplication des transitions.Fixons une transitiont deN . Cette transition va être remplacée dans
N ′ par plusieurs transitions.•t(p) (respectivement◦t(p), t•(p)) est un multi-ensemble appartenant à
MEns(I), dont nous notons la tailles(p) (respectivements′(p), s′′(p)). Nous ordonnons les jetons
dans ces multi-ensembles et écrivons :

•t(p) = I1 + . . .+ Is(p)
◦t(p) = I ′1 + . . .+ I ′

s′(p)

t•(p) = I ′′1 + . . .+ I ′′
s′′(p)

Les dupliquées det sont paramétrées par trois fonctions indiquant pour chaqueplacep dans quelles
dupliquées dep les jetons doivent être consommés, lus et produits.

Arc de consommation. Soitp une place telle ques(p) > 0. Fixons une fonction injectiveζp
définie de{1, . . . , s(p)} dansNk = {1, . . . , k}. Cette fonction détermine dans quelles places l’arc de
consommation reliantt àp va consommer less(p) jetons.

Arc de lecture. Soitp une place telle ques′(p) > 0. Fixons une fonction injectiveζ ′p définie de
{1, . . . , s′(p)} dansNk. Cette fonction détermine dans quelles places l’arc de lecture reliantt à p va
lire less′(p) jetons.

Arc de production. Soitp une place telle ques′′(p) > 0. Fixons une fonction injectiveζ ′′p définie
de{1, . . . , s′′(p)} dansNk. Cette fonction détermine dans quelles places l’arc de production reliantt
àp va produire less′′(p) jetons.

Nous définissons à présent la fonctionζ (respectivementζ ′, ζ ′′) comme la fonction envoyant
chaque placep ∈ P sur la fonctionζp (respectivement surζ ′p, ζ

′′
p ).

Supposons de plus que ces trois fonctions vérifient les conditions suivantes.

∀p ∈ P,

{
les images des applicationsζp et ζ ′p sont disjointes,

les images des applicationsζ ′p et ζ ′′p sont disjointes.

Ces conditions requièrent simplement que pour toute placep, la simulation det ne cherche pas à lire
et consommer un jeton dans une même dupliquée dep, ni à lire et produire un jeton dans une même
dupliquée dep.

Pour tout triplet de fonctions(ζ, ζ ′, ζ ′′) vérifiant les conditions précédentes, nous ajoutons àN ′ la
transitiont′ = tζ,ζ′,ζ′′ définie, pour tout placep ∈ P , par :

∀i ∈ {1, . . . , s(p)},

{
•t′(p1

ζp(i)) = Ii

t′•(p0
ζp(i)) = [0]

∀j ∈ {1, . . . , s′(p)}, ◦t′(p1
ζ′p(j)) = I ′j

∀l ∈ {1, . . . , s′′(p)},





•t′(p0
ζ′′p (l)) = R≥0

t′•(p1
ζ′′p (l)) = I ′′l

Enfin, l’étiquette de la transitiontζ,ζ′,ζ′′ est simplement celle det.
Étant donnée une placep ∈ P , les arcs reliant la transitiontζ,ζ′,ζ′′ aux dupliquées dep sont

représentés sur la figure 5.3.
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i ∈ {1, . . . , s(p)}

p1
ζp(i)

p0
ζp(i)

p1
ζ′′p (l)

p0
ζ′′p (l)

l ∈ {1, . . . , s′′(p)}

p1
ζ′p(j)

j ∈ {1, . . . , s′(p)}

tζ,ζ′,ζ′′ , λ(t)
Ii

[0]

I ′′l

R≥0

I ′j

FIG. 5.3 – Réseaux de Petri temporisé avec arcs de lecture : du casborné au cas sauf

Marquage initial.Étant donnée le marquage initialM0 ∈ MEns(P ) du réseauN , nous définissons
le marquage initialM ′0 du réseauN ′ par :

M ′0 =
∑

p∈P

M0(p)∑

i=1

p1
i .

Conditions d’acceptation.Enfin, la condition d’acceptation est modifiée de façon naturelle : toute
occurrence d’une placep dans la condition d’acceptation est remplacée par le terme

∑k
i=1(p

1
i ).

Il est relativement simple de vérifier que cette construction produit un réseau de Petri temporisé
avec arcs de lectureN ′ à la fois sauf et bisimilaire au réseauN . Le fait queN ′ soit sauf est évident
par construction (rappelons que les placesp0

i et p1
i sont complémentaires). L’existence d’une relation

de bisimulation repose sur le fait qu’une configuration deN ayantn jetons dans la placep est repré-
sentée dansN ′ par une configuration dans laquellen placesp1

i contiennent1 jeton (et dont les âges
correspondent aux jetons dep) tandis que les pourn− k autres indicesi, la placep0

i contient un jeton
(d’âge quelconque). Il est alors facile de vérifier qu’une transitiont est tirable dansN depuis une
configurationν si et seulement si une des dupliquées det dansN ′ est tirable depuis une des configu-
rations deN ′ correspondant àν. Puisque les marquages initiaux et les conditions d’acceptation sont
préservés par cette relation de bisimulation, la bisimilarité implique les{∗, ω, ωnZ}-équivalences.

Enfin, notons également que le réseau obtenu est à remises à zéro si le réseau original l’est.

Des réseaux de Petri temporisés saufs avec arcs de lecture aux automates temporisés.SoitN =
(P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) un réseau de Petri temporisé sauf avec arcs de lecture, et unecondi-
tion d’acceptationAcc. Nous allons définir un automate temporiséA = (Σε,X,L, TA, `0, S) bi-
similaire àN . Afin de simplifier les notations de cette construction, nousnoterons simplement•t
l’ensemble des placesp ∈ P telles quetaille(•t(p)) > 0 (et de même pourt• et ◦t). Remarquons que
commeN est sauf, nous pouvons supposer que pour toute transitiont ∈ T , nous avons•t∩ ◦t = ∅ et
◦t ∩ t• = ∅ (sinon la transitiont ne pourra jamais être activée car le réseau est sauf).

Nous définissons alorsA comme suit :
– X = {xp | p ∈ P} (xp représente l’horloge correspondant à la placep),
– L = 2P ,
– il existe une transitioǹ

g,a,µ
−−−→ `′ ∈ TA si et seulement s’il existe une transitiont ∈ T dansN

telle que :
– •t ∪ ◦t ⊆ `,
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– t• ∩ (` \ •t) = ∅,
– `′ = (` \ •t) ∪ t•,
– g est la conjonction de toutes les contraintesxp ∈ Ip telles que(p, Ip) ∈ •t ∪ ◦t,
– a = Λ(t),
– µ(xp) = Ip si (p, Ip) ∈ t• etµ(xp) = ⊥ sinon.

– `0 = dom(M0) (il y a exactement un jeton par place initialement marquée),
– si la condition d’acceptation deN s’écrit Acc = {acc1, . . . ,acck}, alors nous définissons un

ensembleS = {S1, . . . , Sk} d’ensembles d’états de contrôle deA parSi = {` ∈ L |
∑

p∈` p |=
acci}.

Remarquons que comme une place contient au plus un jeton, uneseule horloge est suffisante pour
coder le comportement de cette place. Il est facile de vérifier que cette construction est correcte. Enfin,
l’automate temporisé met en jeu des mises à jour non déterministes si et seulement si le réseau de Petri
temporisé n’est pas restreint aux remises à zéro.

Ceci conclut la preuve du théorème 5.6.

Exemple 5.7. Nous illustrons la transformation d’un automate temporiséen un réseau de Petri tem-
porisé sauf avec arcs de lecture sur la figure 5.4. y

•

• •

 

`1 `2

`1 `2

x y

a
x < 2 ∧ y ≥ 3, a

x := 1
< 2

[1]

≥ 3

FIG. 5.4 – Un exemple de la transformation d’un automate temporisé en un réseau de Petri temporisé
sauf avec arcs de lecture.

5.3 Problème de couverture

Nous démontrons à présent un résultat important pour cette nouvelle classe de modèles à savoir la
décidabilité du problème de couverture.

SoitN un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture de configuration initiale ν0. SoitN un
ensemble de configurations deN . Nous notonsN↑ la fermeture par le haut deN , i.e. l’ensemble de
configurations{ν | ∃ν ′ ∈ N, ν ′ ≤ ν}.

Le problème de couverturepour un réseauN et un ensemblefini de configurationsrationnellesN
demande s’il existe un chemin dansN issu deν0 atteignant une certaine configurationν ∈ N↑. Nous
obtenons alors le résultat suivant :

Théorème 5.8.Le problème de couverture est décidable pour les réseaux de Petri temporisés avec
arcs de lecture.

Ce résultat est à rapprocher du théorème 2.14 énonçant la décidabilité de ce problème pour les
réseaux de Petri temporisés (sans arcs de lecture).
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Afin de résoudre le problème de couverture pour les réseaux dePetri temporisés avec arcs de
lecture, nous allons étendre la notion de régions, introduite par Alur et Dill pour l’analyse des auto-
mate temporisés (présentée dans la section 1.1) au cadre desréseaux de Petri temporisés avec arcs
de lecture. Rappelons qu’une région est un objet mathématique permettant une manipulation sym-
bolique des configurations du système. Cette notion a déjà été utilisée dans le cadre des réseaux de
Petri temporisés (sans arcs de lecture) dans [Mah05], et a également été utilisée dans plusieurs autres
contextes [OW04, OW05, LW05]. Une preuve basée sur l’utilisation de zones (définies dans le cha-
pitre 6 pour les automates temporisés) pourrait également être envisagée, comme cela a été réalisé
dans [AN01] dans le cadre des réseaux de Petri temporisés (sans arcs de lecture).

Régions pour les réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture. SoitN = (P, T,Σε,
•(.), (.)•,

◦(.),M0,Λ) un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture, dans lequel les bornes des intervalles
appartiennent àN ∪ {+∞}. SoitN un ensemble fini de marquages dont les âges sont des entiers
naturels. Il n’y a pas de perte de généralité à supposer les éléments précédents entiers. En effet, dans
le cas contraire, nous pouvons raffiner la granularité des régions. Notonsmax l’entier naturel le plus
grand apparaissant dans les bornes des intervalles et dans les âges des jetons des configurations deN .

Définition 5.9. Une régionR deN vis-à-vis deN est une séquencea0a1 . . . ana∞ dans laquelle
n ∈ N et pour tout0 ≤ i ≤ n, ai ∈ MEns(P × {0, 1, . . . ,max}) avectaille(ai) 6= 0 si i 6= 0, et
a∞ ∈ MEns(P × {∞}).

Dans un premier temps, nous expliquons de manière informelle la sémantique d’une région. Étant
donné un multi-ensemble de jetons définissant une configuration, nous décrivons la région qui lui est
associée. Nous plaçons dansa∞ l’ensemble des jetons dont l’âge est strictement plus grandque la
constante maximalemax et ne mémorisons pas leur âge. Nous plaçons ensuite dansa0 les autres
jetons dont l’âge est entier (i.e. dont la partie fractionnaire est nulle) et indiquons leur âge. Enfin,
nous ordonnons les jetons restants par ordre croissant de leur partie fractionnaire, les plaçons dans les
multi-ensemblesa1, . . . , an (nous regroupons les jetons dont les parties fractionnaires sont égales) et
ne retenons que la partie entière de leurs âges. Ainsi,n représente le nombre de valeurs fractionnaires
différentes. Considérons par exemple la configuration(p, 1) + (p, 2.8) + (q, 0.8) + (q, 5.1) + (r, 1.5)
et supposons que la constante maximale vaut4. Alors la région contenant cette configuration est la
régiona0a1a2a∞ oùa0 = (p, 1) (car il y a un unique jeton d’âge entier),a∞ = (q,∞) (car l’âge du
jeton(q, 5.1) est5.1, et se situe donc au-delà de la constante maximale),a1 = (r, 1) (parmi les parties
fractionnaires,0.5 est la plus petite) eta2 = (p, 2) + (q, 0) (tous les jetons dont l’âge a une partie
fractionnaire égale à0.8).

Nous définissons à présent formellement la sémantique des régions. Soitφ l’application deT vers
{0, 1, . . . ,max,∞} définie par : six > max alorsφ(x) = ∞ sinonφ(x) = bxc. Nous étendonsφ à
P × T parφ((p, x)) = (p, φ(x)) et àMEns(P × T) par linéarité.

SoitR = a0a1 . . . ana∞ une région, alors[R] est l’ensemble des configurationsν pour lesquelles
il existe des configurationsν1, ν2, . . . , νn, ν∞ ∈ MEns(P × T) vérifiant :

– ν = a0 + ν1 + ν2 + . . . + νn + ν∞,
– ∀1 ≤ i ≤ n, φ(νi) = ai etφ(ν∞) = a∞,
– ∀1 ≤ i ≤ n, ∀(p, x) + (q, y) ≤ νi, 0 < x− bxc = y − byc,
– ∀1 ≤ i < j ≤ n, ∀(p, x) ≤ νi, (q, y) ≤ νj, x− bxc < y − byc.
Notons que chaque configurationν appartient à une unique région, nous notons celle-ciR(ν)

et que si une configurationν ∈ MEns(P × T) contient uniquement des jetons d’âge entier, alors
[R(ν)] = {ν}. C’est donc en particulier le cas pour les éléments deN , d’après l’hypothèse faite sur
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N . Le problème de couverture original de l’ensembleN est donc réduit au problème de couverture
pour un ensemble fini de régions et donc au problème de couverture pour une unique régionRf .

Décidabilité du problème de couverture. Avant de démontrer le théorème 5.8, nous énonçons le
lemme suivant, dont la preuve est donnée après.

Lemme 5.10.SoitR une région ett une transition discrète. Nous avons alors :

(i) Prédécesseurs temporels :l’ensemble des prédécesseurs temporels de[R]↑ est égal à une union
finie

⋃
0≤i≤k[Ri]

↑ oùk ∈ N et pour tout0 ≤ i ≤ k,Ri est une région. De plus,k et les régions
Ri sont calculables.

(ii) Prédécesseurs discrets :l’ensemble des prédécesseurs discrets de[R]↑ par la transition t est
égal à une union finie

⋃
0≤i≤k[Ri]

↑ où k ∈ N et pour tout0 ≤ i ≤ k, Ri est une région. De
plus,k et les régionsRi sont calculables.

Preuve du theorème 5.8.Remarquons d’abord que, étant données deux régionsR = a0a1 . . . ana∞
et R′ = a′0a

′
1 . . . a

′
ma
′
∞, il est possible de tester si[R]↑ ⊆ [R′]↑ : les conditions nécessaires et

suffisantes sonta0 ≥ a′0, a∞ ≥ a′∞ et l’existence d’une application strictement croissanteψ de
{1, . . . , n′} dans{1, . . . , n} telle que pour tout1 ≤ i ≤ n′, aψ(i) ≥ a

′
i.

Nous définissons un préordre≤ sur l’ensemble des régions parR ≤ R′ si et seulement si[R′]↑ ⊆
[R]↑. Alors, en utilisant le lemme d’Higman [Hig52], nous pouvons montrer qu’il forme un quasi-
ordre bien fondé,i.e.pour toute séquence infinie de régions{Ri}i∈N, il existe deux indicesi < j tels
queRi ≤ Rj . En effet, chaque régionR est une séquence finie de multi-ensembles sur un ensemble
fini et donc, d’après [AN01, Théorème 1], le pré-ordre décritplus haut est un quasi-ordre bien fondé.

L’algorithme pour résoudre le problème de couverture pour une régionRf consiste alors à calculer
de façon itérative les prédécesseurs (par écoulement du temps et par transitions discrètes) de[Rf ]

↑.
D’après le lemme 5.10, ces prédécesseurs sont toujours des unions finies de fermetures par le haut de
régions. Nous stoppons alors l’exploration des prédécesseurs de la fermeture par le haut d’une région
lorsque celle-ci est plus grande (pour le préordre≤) qu’une région déjà calculée. La correction de cette
méthode découle de la remarque suivante : la relationR1 ≤ R2 entraîne que toutes les configurations
accessibles depuis[R2]

↑ le sont également depuis[R1]
↑. Démontrons à présent la terminaison de

l’algorithme. Comme les prédécesseurs des ensembles[R]↑ ainsi calculés sont toujours des unions
finies de fermetures par le haut de régions (d’après le lemme 5.10), le calcul réalisé par cet algorithme
peut être vu comme un arbre à branchement fini. Supposons alors que cet algorithme ne termine pas,
d’après le lemme de König cet arbre possède une branche infinie. Cependant, comme≤ est bien fondé,
nous obtenons une région plus grande qu’une région déjà calculée et le calcul le long de cette branche
doit donc être stoppé.

Ceci conclut la preuve du théorème 5.8.

Preuve du lemme 5.10.Nous présentons ici comment calculer les prédécesseurs temporels et dis-
crets de la fermeture par le haut d’une régionR = a0a1 . . . ana∞.
Prédécesseurs temporels.Nous distinguons trois cas, selon la nature de la régionR :

Si a0 contient un jeton(p, 0), alors il n’y a aucun prédécesseur temporel strict de[R]↑.
Sinon, sitaille(a0) 6= 0, alors le prédécesseur temporel est[R′]↑ avecR′ = a′0a1 . . . ana

′
n+1a∞ où

a′0 est le multi-ensemble vide eta′n+1 est obtenu à partir dea0 en décrémentant de1 l’âge (intégral) de
chaque jeton. De manière informelle, cette opération représente un écoulement du temps élémentaire
inversé tel qu’aucun jeton dea1 n’atteint une valeur entière et aucun jeton dea∞ n’atteintmax.
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|=
∑

i π1,3(prodi )

|= t•

|=
∑

i π1,3(lu+i )

et ∈ψ−1(
∑

i π1,2(lu+i ))

|= ◦t

|=
∑

i π1,3(lu−i )

|= •t=
∑

i π1,3(consi )

∈[R′′]

∈[R′]

∈[R]

∈[R′′]↑ ∈[R′]↑ c∈[R]↑

c = d + e + f avece∈[R]

FIG. 5.5 – Décomposition de l’ensemble des jetons pour le calculdes prédécesseurs discrets.

Sinon, i.e. si taille(a0) = 0, nous choisissons si les jetons dea1 vont en premier atteindre une
valeur entière ou bien si ce sont en premier des jetons dea∞ qui vont atteindre la valeurmax. Il peut
arriver que ce soit les jetons placés dansa1, ou bien un certain sous-ensembleb∞ ≤ a∞ des jetons
placésa∞, ou encore les deux simultanément. Nous n’illustrons que cedernier cas (qui implique
n ≥ 1). Le prédécesseur temporel dans ce cas est alors l’ensemble[R′]↑ oùR′ = a′0a

′
1 . . . a

′
n−1a

′
∞

est obtenu comme suit :
– a′∞ = a∞ − b∞,
– a′0 = a1 + c∞ où c∞ est obtenu à partir deb∞ en affectant l’âge de chaque jeton àmax,
– ∀1 ≤ i ≤ n− 1, a′i = ai+1.

Prédécesseurs discrets.Nous choisissons une transitiont. Dans le reste de cette preuve, nous utilisons
la notation suivante, définie pour tout entier naturelk ∈ N :

N∞k = {0, . . . , k} ∪ {∞}

Remarquons qu’étant donné un intervalleI du réseau et un jeton(p, x) appartenant à un certainai
pour i ∈ N∞n , nous pouvons déterminer si, étant donnée une configurationappartenant à cette région,
le jeton correspondant appartient àI. Par propriété des régions, ceci est indépendant du choix dela
configuration. Nous notons dans ce cas(i, x) � I.

Nous considérons la fermeture par le haut de la régionR = a0a1 . . . ana∞ et voulons calculer
l’ensemble de ses prédécesseurs par la transitiont. La transitiont produit un multi-ensemble de jetons
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vérifiant la conditiont•. Ces jetons peuvent être présents dans la régionR, mais ils peuvent aussi
apparaître dans sa clôture par le haut. De façon similaire, certains jetons de◦t peuvent apparaître
dans certains desai, mais ceci n’est pas nécessaire. Afin de décrire un ensemble de prédécesseurs
possibles de[R]↑, nous choisissons des multi-ensembles de jetonsprodi, lu

+
i pour touti ∈ N∞n tels

que sii 6= ∞, ils sont éléments deMEns(P × {0, 1, . . . ,max} × I) et sinon ils sont éléments de
MEns(P × {∞} × I). Nous supposons de plus qu’ils vérifient les conditions suivantes :

– pour touti ∈ N∞n , pour tout(p, x, I) ≤ prodi + lu+
i , (i, x) � I,

– pour touti ∈ N∞n , π1,2(prodi) + π1,2(lu
+
i ) ≤ ai,

(rappelons queπ1,2 projette les multi-ensembles sur les deux premières composantes – défini
en section 2.1.)

–
∑

i∈N∞
n
π1,3(prodi) ≤ t

•,

–
∑

i∈N∞
n
π1,3(lu

+
i ) ≤ ◦t.

Étant donné un indicei ∈ N∞n , le multi-ensembleprodi représente les jetons produits part
qui « appartiennent » àai, tandis que le multi-ensemblelu+

i représente les jetons lus part et qui
appartiennent àai. Cependant, il peut exister des jetons supplémentaires (qui sont lus ou produits) qui
n’apparaissent pas dans lesai. Soulignons à nouveau que ceci est dû au fait que nous considérons la
fermeture par le haut de la région. Ceci explique que les parmi les conditions précédentes, les deux
dernières conditions sont des inégalités. La figure 5.5 illustre cette décomposition.

Appliquant cette première décomposition, nous construisons la région intermédiaireR′ = a′0a
′
1 . . .

a′n′a′∞ en soustrayantπ1,2(prodi) àai pour touti et en retirant l’élémentai − π1,2(prodi) obtenu de
la nouvelle séquence obtenue si sa taille est nulle. L’entier natureln′ est donc la taille de la nouvelle
région obtenue ainsi.

Afin de compléter la simulation de la transitiont, nous devons ajouter les jetons nécessaires aux
arcs de lecture, ainsi que ceux qui sont consommés part. Pour cela, étant donné un entier naturel
n′′ ∈ N, nous définissons des multi-ensembles de jetonsconsi, lu

−
i pour tout i ∈ N∞n′′ tels que

(comme plus haut) sii 6= ∞, ils sont éléments deMEns(P × {0, 1, . . . ,max} × I) et sinon ils sont
éléments deMEns(P × {∞} × I). Nous supposons de plus qu’ils vérifient les conditions suivantes :

– pour touti ∈ N∞n′′ , pour tout(p, x, I) ≤ consi + lu−i , (i, x) � I,
–

∑
i∈N∞

n′′
π1,3(consi) = •t,

–
∑

i∈N∞
n′′
π1,3(lu−i ) +

∑
i∈N∞

n
π1,3(lu+

i ) = ◦t.

Les multi-ensembleslu−i complètent les multi-ensembleslu+
i déjà introduits de sorte à vérifier la

contrainte de lecture◦t tandis que les multi-ensemblesconsi représentent les jetons requis par la
contrainte•t. Cette décomposition est illustrée sur la figure 5.5.

Étant donnée un application strictement croissanteψ de{1, . . . , n′} dans{1, . . . , n′′}, nous défi-
nissons alors la régionR′′ = a′′0a

′′
1 . . . a

′′
n′′a′′∞ par :

– a′′0 = a′0 + π1,2(cons0) + π1,2(lu
−
0 ),

– a′′∞ = a′∞ + π1,2(cons∞) + π1,2(lu−∞),
– pour touti ∈ {1, . . . , n′′}, s’il existe un indicej ∈ {1, . . . , n′} tel queψ(j) = i alorsa′′i =
a′j + π1,2(consi) + π1,2(lu−i ), sinona′′i = π1,2(consi) + π1,2(lu−i ).

Cette définition consiste simplement à ajouter àR′ les jetons correspondant aux arcs de lecture et aux
arcs de consommation. Elle tient en plus compte du fait que les deux régions peuvent ne pas avoir la
même taille (sin′ 6= n′′) et fait donc intervenir la fonctionψ.

Sous ces conditions, nous pouvons finalement conclure que larégionR′′ obtenue est un prédéces-
seur part de la régionR au sens suivant :

∀ν ′′ ∈ [R′′]↑,∃ν ∈ [R]↑ telle queν ′′
t
−→ ν
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Notons que la régionR′′ dépend des différents choix que nous avons réalisés (les multi-ensembles
lu+
i , lu−i , etc., les entiersn′, n′′ et l’applicationψ). Comme il existe un nombre fini de tels choix,

nous obtenons que l’ensemble des prédécesseurs de[R]↑ part peut être décrit comme une union finie
d’ensembles[R′′]↑, ce que nous souhaitions démontrer.

Ceci conclut la preuve du lemme 5.10.

5.4 Préliminaires à l’étude de l’expressivité

Dans cette section, nous établissons de premiers résultatscruciaux pour l’étude de l’expressivité
menée dans la suite de ce chapitre. Tout d’abord, dans la sous-section 5.4.1, nous présentons deux
langages temporisés qui permettent d’obtenir des inclusions strictes (en termes de pouvoir expressif)
entre différentes classes. Ensuite, dans la sous-section 5.4.2, nous introduisons une notion de forme
normale pour les réseaux de Petri avec arcs de lecture qui permet par la suite une étude simplifiée du
modèle. Cette forme normale est utilisée intensivement dans les études menées dans les deux sections
suivantes.

5.4.1 Deux langages temporisés discriminants

Nous introduisons ici deux langages temporisés qui permettent de distinguer plusieurs sous-
classes des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture. Il est important de remarquer que ces
deux langages ne contiennent que des mots infinis Zeno. Cetteremarque sera importante dans la suite
de cette section.

Le langage temporiséL1. Le réseauN1 représenté sur la figure 5.6(a) (avec une unique condition
d’acceptation de Büchip = 1) est un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture à remises à zéro,
intégral et borné qui reconnaît le langage temporisé

L1 = {(a, τ1) . . . (a, τn) . . . | 0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τn ≤ . . . ≤ 1}.

Remarquons que ce langage temporisé est également accepté par l’automate temporiséA1 représenté
sur la figure 5.6(b).

•p

a
[0, 1]

Acc = {p = 1}

(a) Le réseauN1

x ≤ 1, a

(b) L’automate temporiséA1

FIG. 5.6 – Un langage temporiséL1 reconnu par aucun réseau sans arcs de lecture.

Lemme 5.11.Le langage temporiséL1 n’est reconnu par aucun réseau de Petri temporisé sans arcs
de lecture.

Preuve. Supposons qu’il existe un réseau de Petri temporiséN (sans arcs de lecture) acceptant le
langageL1. Nous notonsd le plus petit multiple commun des dénominateurs des constantes apparais-
sant dans les intervalles deN . Choisissons un mot temporisé infiniw = (a, τ1)(a, τ2) . . . (a, τn) . . .
tel que pour touti ≥ 1, 1− 1

2d < τi < τi+1 < 1.
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Le motw est accepté parN1, et donc également parN : il existe une séquence de tir infinieσ
constituant une exécution acceptante pourw dansN . Une telle séquence peut être décrite comme
un élément de(T × T)∗ où T est l’ensemble des transitions du réseauN et telle que la seconde
composante est une séquence (croissante) de dates. Nous pouvons alors décomposerσ et écrireσ =
σ1(t1, τ1)σ2(t2, τ2) . . . σn(tn, τn) . . . où pour tout entier natureli ≥ 1, σi ∈ (T ×T)∗ et de plus toutes
les transitions deσi sont étiquetées parε tandis que les transitionsti sont étiquetées para.

NotonsJetonsl’ensemble des jetons faisant partie du marquage initial ouproduits le long de la
séquenceσ1. Cet ensemble est naturellement fini. En particulier, il existe un entier natureln tel que
les jetons deJetonsne sont pas utilisés lors du tir de la séquence (infinie)(tn−1, τn−1)σn(tn, τn) . . ..
Considérons la sous-séquence de transitions temporisée(tn−1, τn−1)σn(tn, τn). Puisqueτn−1 < τn,
il existe un suffixe(t′0, τ )(t

′
1, τn) . . . (t

′
k, τn)(tn, τn) de cette sous-séquence vérifiantτ < τn (k peut

éventuellement être nul). Notonsσ′ le préfixe fini deσ finissant par(t′0, τ) et écrivonsσ = σ′σ′′. Nous
allons démontrer à présent que la séquence infinieσ̃ = σ′(σ′′ + 1

2d ) peut être tirée dansN (σ′′ + 1
2d

est la séquence de transitions temporisée obtenue à partir de σ′′ en retardant les franchissements de
transitions de1

2d unités de temps). Afin démontrer ce résultat, allons nous analyser l’âge des jetons
utilisés lors du tir d’une transition deσ′′ = (t′1, τn) . . . (t

′
k, τn)(tn, τn)σn+1(tn+1, τn+1) . . . dans la sé-

quence de transitions temporisée originaleσ et nous allons montrer que (quand c’est nécessaire), nous
pouvons modifier l’âge initial de ces jetons de sorte à rendrefranchissable la séquence de transitions
σ̃.

Choisissons un jeton dans la placep qui, le long deσ, est produit par une transitiont et consommé
lors du tir d’une transitiont′ dans le suffixeσ′′. Ceci signifie en particulier que ce jeton n’est pas
élément deJetonset donc que le transitiont a lieu à une dateτ vérifiantτ1 ≤ τ .

Si t est une transition deσ′′, alors nous ne modifions pas l’âge initial de ce jeton dansσ̃ puisque
t et t′ seront séparées par la même quantité de temps dansσ et dans̃σ, et le jeton pourra donc y être
consommé de la même façon.

Si, au contraire,t intervient dans le préfixeσ′ deσ, nous avons alors1 − 1/(2d) < τ1 ≤ τ ≤
τ < τn ≤ τ

′ < 1 où τ ′ est la date de franchissement det′ dansσ. Nous définissonsδ = τ ′ − τ : nous
avons alors0 < δ < 1

2d . Dénotons parI− l’intervalle det•(p) associé à la production de ce jeton,
et I+ l’intervalle de•t′(p) associé à sa consommation. Notons tout d’abord queI− et I+ ne peuvent
pas être des singletons : supposons que ce soit le cas, alorsI− = [h

d
, h
d
] et I+ = [k

d
, k
d
] avech, k ∈ N,

mais alorsk
d

= h
d

+ δ, ce qui est impossible puisque0 < δ < 1
2d .

– Supposons donc dans un premier temps queI− = [h
d
, h
d
] et I+ = (k

d
, k

′

d
) aveck < k′ (les

parenthèses définissantI+ peuvent être « strictes » ou « non-strictes »). L’âge du jetonlorsqu’il
est consommé part′ dansσ est égal àh

d
+ δ et est élément deI+, nous avons donch < k′ et

h
d

+ δ + 1
2d ∈ I

+ (puisque0 < δ < 1
2d ). Dans ce cas, nous ne modifions pas l’âge initial du

jeton pour franchir la séquencẽσ et le tir det′ peut être retardé de12d unités de temps.

– Le second cas correspond à supposerI− = (h
d
, h

′

d
) et I+ = [k

d
, k
d
] avech < h′. L’âge du

jeton lorsqu’il est produit dansσ (i.e. lorsque la transitiont est tirée) est donck
d
− δ ∈ I−.

Ainsi, h < k et k
d
− δ − 1

2d ∈ I
− puisque0 < δ < 1

2d . Afin d’assurer le tir de la séquencẽσ,
nous modifions donc l’âge initial du jeton lors de sa production part dans cette séquence et lui
affectons la valeurk

d
− δ − 1

2d ce qui permet de retarder le franchissement det′ de 1
2d unités de

temps.
– Dans le dernier cas, nous supposons qu’à la foisI− et I+ sont des intervalles non réduits à

un singleton et donc sont de la formeI− = (h
d
, h

′

d
) et I+ = (k

d
, k

′

d
) avech < h′ et k < k′.

Nous notons alorsα l’âge initial du jeton lors du tir de la transitiont dansσ : α + δ (≤ k′

d
)

est l’âge de ce jeton lors de sa consommation part′ dansσ. Deux cas sont à envisager : si
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α + δ < k′

d
− 1

2d , alors nous ne modifions pas son âge initial dansσ̃ et le franchissement det′

peut être retardé de12d unités de temps. Si au contraireα ≥ k′

d
− 1

2d − δ : alors k
′−1
d

< α < k′

d

et donch ≤ k′− 1 < h′. Dansσ̃, choisissons comme nouvel âge initial du jetonα′ = k′−1
d

+β
avec0 < β < 1

2d . Nous pouvons alors vérifier queα′ ∈ I− et α′ + δ + 1
2d ∈ I+, ainsi le

franchissement det′ peut être retardé de12d unités de temps.
Avec ces nouveaux âges initiaux pour les jetons, la séquencede transitions temporiséẽσ est fran-

chissable et accepte le mot temporisé(a, τ1) . . . (a, τn−1) (a, τn + 1
2d )(a, τn+1 + 1

2d ) . . . De plus, les
marquages discrets obtenus respectivement le long des exécutions acceptant le mot temporisé initial
et le mot temporisé précédent sont identiques, ces deux motstemporisés sont donc acceptés parN .
Cependant le mot temporisé reconnu le long deσ̃ ne devrait pas être accepté car il n’appartient pas au
langageL1 (du fait deτn + 1

2d > 1). Ceci contredit donc l’hypothèse de l’existence d’un réseau de
Petri temporisé sans arcs de lecture acceptantL1 et conclut la preuve de ce lemme.

Le langage temporiséL2. Le réseauN2 représenté sur la figure 5.7(a) est un réseau de Petri tem-
porisé avec arcs de lecture et mises à jour non déterministes, intégral et borné qui reconnaît le langage
temporisé

L2 = {(a, 0)(b, τ1) . . . (b, τn) . . . | ∃τ < 1 tel que0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τn ≤ . . . < τ}.

Remarquons également, ce sera utile dans la sous-section 5.7.2, que ce langage temporisé est égale-
ment accepté par l’automate temporiséA2 représenté sur la figure 5.7(b) (qui utilise une mise à jour
non déterministe de l’horlogex dans l’intervalle]0, 1[).

•
p q

a b
[0] ]0, 1[ ]0, 1[

Acc = {q ≥ 1}

(a) Le réseauN2

x = 0, a

x :∈]0, 1[

x < 1, b

(b) L’automate temporiséA2

FIG. 5.7 – Le langage temporiséL2 reconnu par aucun réseau intégral à remises à zéro.

Lemme 5.12.Le langage temporiséL2 n’est reconnu par aucun réseau de Petri temporisé à arcs de
lecture qui soit intégral et à remises à zéro.

Preuve. Nous procédons par l’absurde. Supposons qu’il existe un réseau de Petri temporiséN avec
arcs de lecture intégral, et n’utilisant que des remises à zéro, acceptant le langageL2. Choisissons un
mot temporiséw = (a, 0) (b, τ1) · · · (b, τi) . . . appartenant àL2, vérifiant0 < τ1 ≤ τ2 ≤ . . . ≤ τi ≤
. . . < τ et limi→∞ τi = τ . Nous notonsσ ∈ (T × T)∗ une séquence de transitions temporisée deN
acceptantw.

Nous pouvons écrireσ = σ1σ2 avecσ1 une séquence de transitions temporisée instantanée et
σ2 = (t0, d)σ2 pour un certain délaid > 0 (ainsit0 est la première transition deσ franchie à une date
strictement positive). Nous affirmons queσ′ = σ1σ

′
2, oùσ′2 est obtenue à partir deσ2 en la retardant

de1− τ , est une séquence de transitions deN . Sélectionnons une occurrence d’une transitiont tirée
dansσ2 et un jeton lu ou consommé part, dont l’intervalle associé est notéI. Si ce jeton a été produit
par une transition appartenant àσ2, alors il a le même âge dansσ′2. Si au contraire ce jeton fait partie
du marquage initial, ou a été produit le long deσ1, alors son âgex lors du tir det dansσ2 vérifie
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0 < d ≤ x < τ < 1, et donc]0, 1[⊆ I (car nous avons supposé que le réseau est intégral et à
remises à zéro). L’âge de ce jeton lors du tir det dansσ′2 est doncx + 1 − τ et vérifie donc encore
0 < x+ 1− τ < 1. Ainsi, la même occurrence det est franchissable dansσ′2.

Comme les séquences non temporisées associées àσ etσ′ sont égales,σ′ est une séquence accep-
tante. Le mot temporisé associé àσ′ est donc accepté et s’écritw′ = (a, 0)(b, τ1 + 1− τ) . . . (b, τi +
1 − τ) . . . aveclimi→∞ τi + 1 − τ = 1. Ceci impliquew′ /∈ L2, ce qui contredit l’hypothèse de
l’existence deN .

Finalement, il n’existe pas de réseau de Petri temporisé intégral avec arcs de lecture et remises à
zéro qui accepte le langageL2.

5.4.2 Forme normale pour les réseaux de Petri temporisés

Nous présentons une transformation des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture préser-
vant à la fois les langages de mots finis et infinis (Zeno et non Zeno), ainsi que les caractères borné et
intégral des réseaux. Cette construction transforme le réseau en lui imposant de fortes contraintes syn-
taxiques sur les places, qui permettent de simplifier les études que nous allons mener par la suite. Cette
transformation est décomposée en trois étapes. La premièreétape consiste à diviser les intervalles de
sorte que deux intervalles soient toujours ou bien disjoints, ou bien égaux. La seconde étape est d’une
certaine façon proche de la construction des régions à une dimension de [LMS04] et mémorise l’âge
des jetons et comment le temps s’écoule. Enfin, la dernière étape duplique des places afin que tous les
arcs de production (respectivement de consommation) connectés à une place soient étiquetés par le
même intervalle.

Proposition 5.13.Pour tout réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN , nous pouvons construire
de façon effective un réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN ′ qui est{∗, ωnZ , ω}-équivalent
àN , et dans lequel toutes les placesp sont dans l’un des cinq motifs représentés sur la figure 5.8, qui
se lit ainsi : « il existe un élémenta ∈ Q>0 ∪ {+∞} tel que tout arc connecté à cette placep soit
étiqueté par un multi-ensemble dont la forme est spécifiée sur la figure, selon qu’il s’agit d’un arc de
consommation, de consommation ou de production ». De plus, la construction préserve les caractères
borné et intégral du réseau.

Remarque 5.14.Le résultat de la proposition 5.13 n’impose pas que les différents arcs du même type
aient exactement la même étiquette, mais seulement que leurs étiquettes aient la même forme. Plus
précisément, seule la valeur dea est partagée. Ainsi, une placep reliée uniquement à deux arcs de
production étiquetés respectivement par2 · [0] et4 · [0] est configurée selon le motifP1. y

Afin d’éviter les difficultés liées au marquage initial, nouseffectuons d’abord une transformation
évidente sur le réseau. Nous ajoutons une placepinit contenant un unique jeton, et une transitiontinit

étiquetée parε, dont l’unique arc de consommation étiqueté par[0] est connecté àpinit et dont les arcs
de production correspondent au marquage initial,i.e. pour toutp ∈ P , tinit

•(p) = M0(p) · [0]. Toutes
les autres places sont initialement vides. Enfin, nous ajoutonspinit = 0 à la condition d’acceptation.
Il est aisé de vérifier que cette transformation ne modifie pasle langage accepté. Dans la suite, nous
supposerons donc que nous avons déjà appliqué cette transformation au réseau, et nous appliquerons
toutes les prochaines transformations à toutes les places exceptée la placepinit .

Comme annoncé précédemment, afin de démontrer la proposition 5.13, nous procédons en trois
étapes, et construisons successivement un nouveau réseau qui satisfait les restrictions syntaxiques(1),
(2) et (3) suivantes :
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n · [0]

n′ · [0]

n′′ · [0]
p

t′

t t′′

(a) Motif P1

[0]

n′ · ]0, a[

n′′ · ]0, a[
p

t′

t t′′

(b) Motif P2 (a > 0 oua =∞)

[0]

n′ · ]0, a[

[a]
p

t′

t t′′

(c) Motif P3 (a > 0)

n · ]0, a[

n′ · ]0, a[

n′′ · ]0, a[
p

t′

t t′′

(d) Motif P4 (a > 0 or a =∞)

n · ]0, a[

n′ · ]0, a[

[a]
p

t′

t t′′

(e) Motif P5 (a > 0)

FIG. 5.8 – Normalisés d’un réseau de Petri temporisé avec arcs delecture.

(1) Pour chaque place, il existe un ensemble fini d’intervalles deux à deux disjoints{Ik}1≤k≤K tel
que tout arc connecté à cette place possède un multi-ensemble de la forme

∑
1≤k≤K nk · Ik. De

plus, chaqueIk est ou bien[a] ou bien]a, b[ aveca ∈ Q≥0 et b ∈ Q>0 ∪ {+∞}.

(2) Pour chaque place2,

(i) ou bien elle est connectée à (éventuellement) plusieurs arcs de production étiquetés par des
multi-ensemblesn · [0], (éventuellement) plusieurs arcs de lecture étiquetés pardes multi-
ensemblesn′ · [0] et (éventuellement) plusieurs arcs de consommation étiquetés par des
multi-ensembles′′n · [0].

(ii) ou bien il existe un nombre rationnela ∈ Q>0 tel que cette place est connectée à au plus un
arc de production étiqueté par[0], (éventuellement) plusieurs arcs de production étiquetés
par des multi-ensemblesn · ]0, a[, (éventuellement) plusieurs arcs de lecture étiquetés par
des multi-ensemblesn′ · ]0, a[, un arc de consommation étiqueté par[a] et (éventuellement)
plusieurs arcs de consommation étiquetés par des multi-ensembles′′n · ]0, a[.

(iii) ou bien elle est connectée à un arc de production étiqueté par[0], (éventuellement) plusieurs
arcs de production étiquetés par des multi-ensemblesn·]0,+∞[, (éventuellement) plusieurs
arcs de lecture étiquetés par des multi-ensemblesn′ · ]0,+∞[ et (éventuellement) plusieurs
arcs de consommation étiquetés par des multi-ensemblesn′′ · ]0,+∞[.

(3) Toute place est configurée comme l’un des cinq motifs représentés sur la figure 5.8.

Dans tous les lemmes suivants, l’équivalence mentionnée est la {∗, ω, ωnZ}-équivalence, ce qui
signifie que les constructions conservent les langages temporisés de mots finis et infinis.

Le processus global de construction procède ainsi : nous fixons un réseau de Petri temporisé avec
arcs de lectureN puis nous construisons successivement trois réseaux de Petri temporisés avec arcs
de lectureN1,N2 etN3 obtenus respectivement par les lemmes 5.15, 5.16 et 5.18.

Lemme 5.15. Nous pouvons construire un réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN1, équi-
valent àN , et vérifiant la restriction(1).

2Les paramètresn, n′ etn′′ ne sont pas nécessairement partagés par les arcs.
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Preuve. Soit p une place deN . Nous considérons les bornes finies des intervalles apparaissant dans
les multi-ensembles d’un arc connecté àp, disons{a1, . . . , am} avec i < j ⇒ ai < aj. Nous
définissons ensuite l’ensembleSIp = {[a1, a1], ]a1, a2[, . . . , ]am−1, am[, [am, am], ]am,+∞[}. Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer quea1 = 0. De plus, afin de faciliter la présentation, nous
définissonsam+1 = +∞, adoptons la conventionam+1 − am = +∞ et écrivons l’ensembleSIp
commeSIp = {Ik}1≤k≤K . Remarquons que pour tout intervalleIk ∈ SIp et pour tout intervalleI
apparaissant dans un multi-ensemble d’un arc connecté àp, nous avons ou bienI ∩ Ik = ∅ ou bien
I ∩ Ik = Ik.

Nous allons itérativement appliquer les transformations suivantes aux transitions connectées àp.
Choisissons donc une transitiont connectée àp par un arc dont le multi-ensemble associé s’écrit
x =

∑
1≤k′≤K ′ nk′ · Jk′ . Nous dupliquons la transitiont avec les mêmes arcs et les mêmes multi-

ensembles excepté l’arc concerné par la transformation. Nous notons une telle transition dupliquéetφ,
oùφ est une application de{1, . . . ,K} × {1, . . . ,K ′} dansN telle queIk ∩ Jk′ = ∅ ⇒ φ(k, k′) = 0
et

∑
1≤k≤K φ(k, k′) = nk′. Le multi-ensemble modifié est défini par :

xφ =
∑

1≤k′≤K ′

∑
1≤k≤K φ(k, k′) · (Ik ∩ Jk′)

=
∑

1≤k′≤K ′

∑
1≤k≤K φ(k, k′) · Ik

=
∑

1≤k≤K(
∑

1≤k′≤K ′ φ(k, k′)) · Ik.

Cette transformation est correcte. En effet, étant donné n’importe quel choix d’un élémentb ∈
MEns(T × I) avecπ2(b) = x, il existe une applicationφ et un élémentb′ ∈ MEns(T × I) tel
queπ1(b

′) = π1(b) et π2(b
′) = xφ. Plus précisément, nous associons à un jeton(d, Jk′) ≤ b un

jeton (d, Ik) tel qued ∈ Ik. Réciproquement, étant donné un élémentb′ ∈ MEns(T × I) avec
π2(b

′) = xφ, nous choisissonsφ(k, k′) jetons {(di, Ik)}1≤i≤φ(k,k′) et leur substituons les jetons
{(di, Jk′)}1≤i≤φ(k,k′). De cette façon, nous obtenons un multi-ensembleb ∈ MEns(T × I) vérifiant
π2(b) = x etπ1(b) = π1(b

′).
Le réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture résultant de cette transformation est notéN1.

Lemme 5.16. Nous pouvons construire un réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN2, équi-
valent àN1, et vérifiant les restrictions(1) et (2).

Preuve. Nous appliquons successivement la transformation suivante à chacune des places deN1.
Soit p une place deN1, et supposons que{[a1, a1], ]a1, a2[, . . . , ]am−1, am[, [am, am], ]am, am+1[}
est l’ensemble des intervalles deux à deux disjoints requispar la restriction(1).

Nous substituons àp un ensemble de places{pa1 , pa1,a2 , . . . , pam−1,am, pam , pam,am+1}. Nous
avons donc besoin après cela de modifier la condition d’acceptation Acc1 deN1 : la condition d’ac-
ceptationAcc2 deN2 est obtenue en remplaçant toutes les occurrences dep dansAcc1 par le terme∑m

i=1(pai
+pai,ai+1). De plus, dans le réseau transformé, un jeton d’âged dans la placepai

oupai,ai+1

correspondra à un jeton d’âged+ ai dans la placep.
Afin d’utiliser (i.e. produire, consommer, ou lire) un jeton d’âgeai dans la placep, il faut donc

utiliser un jeton d’âge nul dans la nouvelle placepai
. Afin d’utiliser un jeton d’âged ∈ ]ai, ai+1[ dans

la placep, il faut utiliser un jeton d’âged− ai ∈ ]0, ai+1 − ai[ dans la nouvelle placepai,ai+1.
Ensuite, nous transformons un arc connecté àp avec pour multi-ensemblex = n1 · [a1, a1] +

n1,2 · ]a1, a2[ + · · ·+nm · [am, am] +nm,m+1 · ]am, am+1[ en plusieurs arcs connectés aux nouvelles
places tels que le multi-ensemble correspondant à la placepai

estni · [0, 0], et le multi-ensemble
correspondant àpai,ai+1 estni,i+1 · ]0, ai+1 − ai[.

Enfin, nous ajoutons des transitions afin de “transférer” lesjetons d’une des nouvelles places à
une autre lorsque leur âge croît :ta1,a2, ta2 , . . . , tam , tam,am+1 . Une transitiontai

consomme un jeton
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d’âgeai − ai−1 dans la placepai−1,ai
et en produit un d’âge nul dans la placepai

. Une transition
tai,ai+1 consomme un jeton d’âge nul dans la placepai

et en produit un d’âge nul également dans
la placepai,ai+1. Toutes ces transitions sont étiquetées parε. La configuration initiale du réseau est
inchangée par rapport au réseau original excepté queν ′0(pa1) = ν0(p) et ν ′0(p

′) = 0 si p′ est une des
nouvelles places différentes depa1 .

NotonsN2 le réseau obtenu à l’issue de cette transformation, et soitν ′ une configuration deN2.
Nous associons àν ′ une configurationν = f(ν ′) deN1 définie ainsi :





f(p′, d) = (p′, d) si p′ 6= p place deN1

f(pai
, d) = (p, ai + d) pour toute placepai

f(pai,ai+1, d) = (p, ai + d) pour toute placepai,ai+1

qui est ensuite étendue aux multi-ensembles par linéarité.Remarquons quef(ν ′0) = ν0. Il est facile de
vérifier que l’écoulement du temps commute avec cette application. D’autre part, le tir d’une nouvelle
transition ne modifie pas l’image de la configuration parf et la transformation des arcs assure éga-
lement qu’un tir dans le réseau original est également possible, et que ce tir commute avecf . Enfin,
nous vérifions aisément que l’image par cette application d’une configuration vérifiant la contrainte
donnée parAcc2 est une configuration satisfaisantAcc1. Une séquence de tir acceptante deN2 permet
donc ainsi de construire une séquence de tir acceptante deN1.

Réciproquement, supposons queσ soit une séquence de tir acceptante deN1. Tout d’abord, divi-
sons les transitions de délai de telle façon que si à un certain instant un jeton de la séquence atteint
l’âge ai (pour une valeur quelconque dei), alors cet instant correspond à une configuration inter-
médiaire de la séquence. Afin de construire une séquenceσ′ dansN2 correspondant àσ, nous allons
ajouter des tirs de nouvelles transitions aux instants évoqués précédemment, certaines intercalées juste
après le dernier écoulement de temps, et d’autres juste avant le suivant. Le premier ensemble de tirs
correspond à des transitionstai+1 et permet de transférertous les jetons de la placepai,ai+1 d’âge
ai+1 − ai vers la placepai+1 . Le second ensemble de tirs correspond cette fois à des transitions de
naturetai,ai+1 et transfèretousles jetons de la placepai

d’âge nul vers la placepai,ai+1. Avec ces tirs
de transitions supplémentaires, les jetons sont toujours dans la place appropriée afin de simuler le tir
d’une transition deσ, et ceci nous permet de construire la séquenceσ′ dansN2.

Enfin, notons qu’il est facile de vérifier que les placespai
, pour1 ≤ i ≤ m, vérifient la condi-

tion (2).(i), que les placespai,ai+1 , pour 1 ≤ i < m, vérifient la condition(2).(ii) et enfin que
la placepam,am+1 vérifie la condition(2).(iii). Ceci démontre bien que le réseau obtenu satisfait la
condition(2).

Exemple 5.17.Nous illustrons la construction précédente à l’aide d’un exemple. Le réseau auquel est
appliquée la transformation est représenté sur la figure 5.9(a). Le nouveau réseau construit à partir de
celui-ci est représenté sur la figure 5.9(b).

Nous considérons l’exécution suivante du réseau initial :

Production
−→ 5 · (p, 0) + (p, 1) + (p, 1.2)
(0.5)
−→ 5 · (p, 0.5) + (p, 1.5) + (p, 1.7)

Production
−→ 5 · (p, 0) + 5 · (p, 0.5) + 2 · (p, 1) + (p, 1.5) + (p, 1.7)

Production
−→ 10 · (p, 0) + 5 · (p, 0.5) + 4 · (p, 1) + (p, 1.5) + (p, 1.7)

Lecture
−→ 10 · (p, 0) + 5 · (p, 0.5) + 4 · (p, 1) + (p, 1.5) + (p, 1.7)
(1)
−→ 10 · (p, 1) + 5 · (p, 1.5) + 4 · (p, 2) + (p, 2.5) + (p, 2.7)

Consommation
−→ 10 · (p, 1) + 5 · (p, 1.5) + (p, 2) + (p, 2.7)
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5 · [0] + 2 · ]0, 2[

2 · [0]+]0, 2[

3 · [2]+]2,∞[
p

Lecture

Production Consommation

(a) Exemple de réseau de Petri temporisé.

p0
p0,2 p2 p2,∞

Lecture

Consommationt0,2 t2 t2,∞Production
5 · [0] [0] [0] [2] [0] [0] [0] ]0,∞[

3 · [0]

2 · ]0, 2[

2 · [0] ]0, 2[

(b) Réseau obtenu à l’issue de la transformation.

FIG. 5.9 – Illustration de la construction du lemme 5.16.

Dans la séquence précédente, les jetons sont rassemblés parâge identique, par exemple le premier
marquage est constitué de sept jetons dans la placep, cinq d’âge nul, un d’âge1 et un dernier d’âge
1.2. Cette représentation correspond à la notation que nous avons adoptée pour les multi-ensembles.
La séquence de transitions correspondante dans le réseau obtenu est :

Production, (t0,2)5, (0.5),Production,Production,Lecture, (t0,2)10,
(0.3), t2, t2,∞, (0.2), t2, t2,∞, (0.5), (t2)

4,Consommation

y

Lemme 5.18. Nous pouvons construire un réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN3, équi-
valent àN2, et vérifiant les restrictions(1), (2) et (3).

Preuve. Afin de démontrer ce lemme, nous devons expliquer comment transformer les « sous-réseaux »
obtenus dans la preuve du lemme précédent en d’autres réseaux équivalents dans lesquels toutes les
places ont la forme d’un des motifs de la figure 5.8.

Nous appliquons successivement les transformations suivantes aux différentes places deN2 :
– dupliquer la place pour tout arc de production qui lui est connecté et dupliquer toutes les tran-

sitions reliées par un arc de lecture ou un arc de consommation comme cela est représenté sur
la figure 5.10(a). Sur cette figure, l’arc connectant la transition t est représenté en pointillés car
il peut s’agir d’un arc de consommation ou d’un arc de lecture. Une telle transition de consom-
mation ou de lecture est donc dupliquée, une copie pour chaque 0 ≤ m ≤ n si n · I est le
multi-ensemble étiquetant l’arc entrep et t.
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– dupliquer la place pour tout arc de consommation connecté et dupliquer toutes les transitions
connectées par un arc de lecture ou de production à cette place, comme cela est représenté sur
la figure 5.10(b). Ici, la transitiont peut être connectée par un arc de production ou un arc de
lecture. Une telle transition de production ou de lecture est dupliquée, une copie pour chaque
0 ≤ m ≤ n si n · I est le multi-ensemble étiquetant l’arc entrep et t.

k1 · I1

k2 · I2

n · I  

k1 · I1

k2 · I2

m · I

(n−m) · I

p

p1

p2

t t(m)

(a) Cas des arcs de production

k1 · I1

k2 · I2

n · I
t1

t2

 

k1 · I1

k2 · I2

m · I

(n−m) · I

p

p1

p2

t t(m)

t1

t2

(b) Cas des arcs de consommation

FIG. 5.10 – Duplication des places – constructions du lemme 5.18.

Nous dénotons parN3 le nouveau réseau obtenu à l’issue de cette transformation.Nous modifions
en conséquence les conditions d’acceptation en remplaçantles occurrences dep par la somme de ses
dupliquées (par exemplep1 + p2 si nous avons dupliqué la placep en deux placesp1 et p2). Il est
facile de démontrer que ces constructions conservent le langage accepté par le réseau. Seul un point
mérite d’être souligné : dans la dernière transformation, étant donnée une occurrence det dans une
séquenceσ deN2, nous obtenons une séquence correspondanteσ′ dansN3 en choisissant la transition
appropriéet(m) qui dépend deσ. Ainsi, si nous notonsm1 le nombre de jetons produits part qui vont
être consommés part1, etm2 le nombre de jetons produits part qui vont être consommés part2, un
choix correct pourm devra vérifier l’inégalitém1 ≤ m ≤ n − m2 (remarquons que nous avons
nécessairementm1 +m2 ≤ n).

Enfin, les places du réseauN3 sont connectées à des arcs de production (respectivement des arcs
de consommation) dont les multi-ensembles ont le même intervalle. De plus, grâce à la forme des
intervalles obtenus lors de la précédente construction, nous obtenons que toute place est dans l’une
des cinq configurations données par les motifs de la figure 5.8.

Pour conclure, remarquons que toutes les transformations que nous avons présentées dans cette
section préservent à la fois le critère borné des réseaux, ainsi que leur intégralité. Notons également
que l’ensemble de la transformation est triplement exponentiel (les entiers étiquetant les arcs sont co-
dés en binaire). Cette borne pourrait sans doute être améliorée, mais ce n’est pas le sujet de notre étude
qui ne concerne que l’expressivité des modèles. Ceci conclut donc la preuve de la proposition 5.13.
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5.5 Expressivité des arcs de lecture

Dans cette section, nous nous intéressons à la question suivante : était-il nécessaire d’ajouter les
arcs de lecture au modèle, ou, en d’autres termes, les arcs delecture ont-ils accru le pouvoir expressif
du modèle ?

Grâce au lemme 5.11 (langageL1), nous savons déjà que l’introduction des arcs de lecture entraîne
une augmentation de l’expressivité. En effet, nous avons établi dans ce lemme l’existence d’un langage
temporisé reconnu par un réseau avec arcs de lecture, mais qui ne peut pas être reconnu par un réseau
sans arcs de lecture. Cependant, le langage considéré reconnaissait uniquement des mots infinis Zeno.
Nous allons donc nous intéresser ici à d’autres équivalences de langages, à savoir le cas des mots
finis et des mots infinis non Zeno. Nous allons démontrer que pour ces deux équivalences, les arcs de
lecture n’accroissent par le pouvoir d’expression du modèle.

Nous présentons dans la suite de cette section deux constructions différentes : la première, pré-
sentée dans la sous-section 5.5.1, est correcte pour l’équivalence de mots finis, la seconde, présentée
dans la sous-section 5.5.2, est une adaptation de la première de sorte à traiter l’équivalence de mots
infinis non Zeno.

Dans les deux preuves de correction, nous aurons besoin de supposer que les places connectées à
des arcs de lecture n’apparaissent pas dans la condition d’acceptation. Cette hypothèse peut être faite
sans perte de généralité, comme cela est établi par le lemme suivant :

Lemme 5.19. Étant donné un réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN , nous pouvons
construire effectivement un réseau de Petri temporisé avecarcs de lectureN ′ qui est{∗, ω, ωnZ}-
équivalent àN et tel qu’aucune place connectée à un arc de lecture n’apparaisse dans la condition
d’acceptation.

Preuve. Nous appliquons successivement la transformation suivante à toute place deN connectée à
un arc de lecture et apparaissant dans une condition d’acceptation. Soitp une telle place. Le réseauN ′

est obtenu en ajoutant àN une nouvelle placep′ telle que pour toute transitiont ∈ T , t•(p′) = t•(p),
•t(p′) = •t(p), et ◦t(p′) = 0. Nous supposons de plus queν0(p

′) = ν0(p), et définissons la nouvelle
condition d’acceptation deN ′ par celle deN dans laquelle la placep′ est substituée à la placep.

Nous affirmons alors queN ′ est équivalent àN . Premièrement, notons qu’étant donnée une confi-
guration accessible deN ′, p et p′ contiennent le même nombre de jetons, mais pas nécessairement
des jetons du même âge, puisque les arcs de production peuvent produire des jetons d’âge différents
dans un même intervalle, et que les arcs de consommation peuvent choisir de consommer des jetons
différents. Cependant, ce dernier point n’est pas grave pour la correction de notre transformation.

Soitσ′ une séquence de transitions temporisée deN ′menant à une configuration acceptante. Alors
σ, obtenue à partir deσ′ par projection sur les places deN , est une séquence deN . En effet, comme
N est un sous-réseau deN ′ obtenu en effaçant des places, tous les comportements de ce dernier sont
des comportements du précédent. De plus, grâce à la précédente observation relative aux marquages
dep etp′, la configuration atteinte à l’issue deσ vérifie la condition d’acceptation deN .

Réciproquement, soitσ une séquence de transitions temporisée deN menant à une configuration
acceptante. Alors nous construisons une séquenceσ′ deN ′ à partir deσ en consommant et produisant
dans la placep′, des jetons identiques à ceux qui ont été produits et consommés dans la placep par
la séquenceσ. La configuration finale deσ′ contient les mêmes jetons dansp etp′ et satisfait donc la
condition d’acceptation deN ′.



128 Chapitre 5. Réseaux de Petri temporisés et automates temporisés

5.5.1 Cas des mots finis

Nous nous intéressons à présent au cas de l’équivalence de mots finis. Avant d’établir notre résul-
tat, nous donnons l’intuition des transformations sur un exemple.

Exemple 5.20. Nous considérons le réseauN1 représenté sur la figure 5.6(a). Nous transformons
ce réseau en un nouveau réseau sans arc de lecture, représenté sur la figure 5.11, qui reconnaît le
même langage. Les exécutions acceptantes de ce réseau sont les suivantes. À la date0, la transition
silencieuset1 produit un jeton d’âge nul dans la placep1 et un autre dans la placep2. Ensuite, desa
sont produits à l’aide de franchissements de la transitiont3 et pour finir, avant qu’une unité de temps
se soit écoulée, la transition silencieuset2 est franchie. Celle-ci vide les placesp1 etp2. Le tir de cette
dernière transition est imposé à l’aide de la condition d’acceptationp1 + p2 = 0. y

•

t1, ε t2, ε

p2

p1

t3, a

[0]

[0]

[0]
[0, 1]Acc = {p1 + p2 = 0}

FIG. 5.11 – Une illustration des idées mises en œuvre pour retirer les arcs de lecture.

Théorème 5.21.SoitN un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture. Nous pouvons construire
de façon effective un réseau de Petri temporiséN ′ (sans arcs de lecture), qui est∗-équivalent àN .
De plus, la transformation préserve les caractères borné etintégral du réseau.

Preuve. Afin de démontrer ce résultat, nous procédons dans un premiertemps à la normalisation du
réseau présentée dans la section 5.4.2. Nous pouvons ensuite distinguer les cinq cas ainsi obtenus
représentés sur la figure 5.8 pour une placep, et montrer que dans chacun de ces cas, nous pouvons
effectivement nous passer des arcs de lecture connectés à laplacep.

Motif P1. La construction est présentée sur la figure 5.12. Ceci constitue le cas le plus favorable.
En effet, la simulation utilisée est la même que celle utilisée dans le cadre non temporisé. Il est facile
de vérifier que les séquences de tirs sont exactement les mêmes, et que les deux réseaux sont donc
équivalents.

n · [0]

n′ · [0]n′ · [0]

n′′ · [0]
p

t′

t t′′

FIG. 5.12 – Retirer les arcs de lecture du motifP1
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[0]

n′n′ · [0]

n′′> 0 [0]
p

t′

t t′′

FIG. 5.13 – Retirer les arcs de lecture du motifP2, casa = +∞

Motif P2. Nous traitons séparément les casa = +∞ et a < +∞. La construction dans le premier
cas est représentée sur la figure 5.13. Pour le second cas, la construction est présentée sur la figure 5.14.

Le casa = +∞ est relativement simple. Il suffit en effet de remarquer qu’une fois que le jeton
n’est plus d’âge nul, il peut être utilisé indifféremment enlecture et en consommation, son âge ne
contraignant plus le franchissement. Notons d’ailleurs que nous n’avons pas modifié la condition
d’acceptation.

Le casa < +∞ est au contraire plus délicat car nous devons tenir compte del’âge des jetons. La
simulation des arcs de lecture est donc plus difficile. Nous modifions de plus la condition d’acceptation

t′

t

t′′

p3

p1

p2
t1, ε

t2, ε
[0]

[0]

> 0 [0]

n′n′ · [0]

n′′

]0, a[

n′′ · ]0, a[

FIG. 5.14 – Retirer les arcs de lecture du motifP2, casa < +∞

deN en ajoutant la contrainte suivante :
∑3

i=1 pi = 0. Avant de démontrer l’équivalence entre les deux
réseaux, nous faisons quelques remarques préliminaires sur certains invariants du réseauN ′. Toute
configurationν apparaissant le long d’une séquence de tirs acceptante deN ′ vérifie les propriétés
suivantes :

(i) taille(ν(p1)) = taille(ν(p2)) + taille(ν(p3))

(ii) taille(ν(p2)) ≥ taille(ν(p1)|=0)

oùν(p1)|=0 est le multi-ensemble de jetons de la placep1 dont l’âge est égal à0

(iii) taille(ν(p1)) = taille(ν(p1)|<a)

oùν(p1)|<a est le multi-ensemble de jetons de la placep1 dont l’âge est strictement inférieur à
a
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Les deux premières propriétés sont de simples invariants obtenus en comparant les arcs de production
et de consommation connectés aux placesp1, p2 etp3.

La dernière propriété repose sur la condition d’acceptation ajoutée plus haut. En effet, comme
la séquence est acceptante, elle doit satisfaire cette condition. Ceci implique que tout jeton produit
en placep1 doit être consommé plus tard par l’une des deux transitionst′′ et t2. Les contraintes
temporelles (]0, a[) des arcs connectés à la placep1 des transitionst′′ et t2 impliquent alors que l’âge
de ces jetons ne peut pas atteindre la valeura.

Considérons dans un premier temps une séquence de tir acceptanteσ deN , et construisons une
séquence correspondanteσ′ deN ′. Nous procédons à deux types de modifications. Premièrement,
nous transférons les jetons depuis la placep2 vers la placep3 à l’aide la transition silencieuset1 dès
que nous avons besoin de ces jetons pour le tir d’une transition t′ out′′ (si un jeton n’est jamais utilisé,
nous le déplaçons lorsque son âge est égal àa

2 – rappelons quea < +∞). Deuxièmement, nous vidons
les placesp1 etp3 en utilisant la transitiont2 dès que ces jetons ne sont plus jamais utilisés jusqu’à la
fin de la séquence. De cette façon, nous consommons tous les jetons morts de la placep deN . Il est
possible de déterminer si un jeton sera encore utilisé ou noncar nous ne considérons que des séquences
finies (avec notre sémantique, les mots finis ne peuvent être reconnus que par des séquences finies,
cf sous-section 1.2.1). Les transitions silencieuses que nous avons insérées permettent de franchir les
transitions discrètes deN ′ correspondant à celles deN franchies dansσ.

Réciproquement, considérons à présent une séquence de tirσ′ deN ′. nous construisons une sé-
quenceσ deN obtenue à partir deσ′ en effaçant les transitionst1 et t2. Nous vérifions à présent
que les transitionst′ et t′′ sont encore franchissables dansσ. Tout d’abord, notons que les arcs de
production impliquent l’inégalité suivante entre deux configurationsν et ν ′ obtenues respectivement
après le même préfixe deσ etσ′ :

ν(p) ≥ ν ′(p1)

Ceci implique que toute occurrence franchissable d’une transitiont′′ dansσ′ l’est encore dansσ. Afin
de démontrer la même propriété pourt′, nous allons utiliser les propriétés préliminaires démontrées
plus haut. Supposons quet′ soit franchissable depuis la configurationν ′. Alors la placep3 contient
au moinsn′ jetons. Les propriétés(i), (ii) et (iii) énoncées plus haut impliquent alors que la place
p1 contient au moinsn′ jetons dont l’âge appartient à l’intervalle]0, a[. L’inégalité précédente entre
ν(p) etν ′(p1) donne finalement que la transitiont′ est également franchissable depuisν dansN . Ceci
conclut la preuve de correction pour ce second motifP2.

Motif P3. La construction est représentée sur la figure 5.15. Nous modifions à nouveau la condition
d’acceptation deN en ajoutant la contrainte

∑6
i=1 pi = 0. À nouveau, avant de démontrer l’équiva-

lence entre les deux réseaux, nous démontrons quelques invariants du réseauN ′. Toute configuration
ν apparaissant le long d’une séquence de tir acceptante deN ′ satisfait les propriétés suivantes :

(i) taille(ν(p1)|=0) + taille(ν(p2)|=0) + taille(ν(p4)|=0) = taille(ν(p3)|=0)

(ii) taille(ν(p2)|=a) ≤ taille(ν(p6)|>0)

(iii) taille(ν(p2)|>0) + taille(ν(p4)|>0) = taille(ν(p3)|>0) + taille(ν(p5)) +taille(ν(p6))

(iv) taille(ν(p2)|]0,a[) + taille(ν(p4)|>0) ≥ taille(ν(p3)|>0)+taille(ν(p5))

La première propriété est un invariant obtenu en comparant les arcs de production et de consom-
mation connectés aux différentes placesp1, p2 etp3.

La deuxième propriété repose sur la nouvelle condition d’acceptation. En effet, comme tout jeton
d’âgea dans la placep2 doit être consommé en temps nul par la transitiont′′, cette transition doit être
franchissable, et nous obtenons donc l’inégalité(ii).
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t′

t

t′′

p1

p2

p3

p4

p5

p6

t1, ε

t2, ε

t3, ε

t4, ε

t5, ε

[0]

[0]

[0]

[0]

> 0

[0]

[0]

[0]

[0]

[a]

]0, a[

> 0

n′n′ · [0]

FIG. 5.15 – Retirer les arcs de lecture du motifP3

La troisième propriété est obtenue à partir de la première enlaissant le temps s’écouler, et en
utilisant le fait que la condition d’acceptation implique l’égalité taille(ν(p1)>0) = 0.

Enfin, la quatrième propriété peut être obtenue à partir des propriétés(ii) et (iii) par soustraction.

Nous considérons d’abord une séquence de tir acceptanteσ deN et construisons une séquence
correspondanteσ′ dansN ′.

À chaque fois qu’un jeton est produit par la transitiont, nous déplaçons le jeton correspondant
dans la placep1. Si ce jeton doit être consommé plus tard par la transitiont′′, alors nous utilisons la
transition silencieuset1 afin de le déplacer dans la placep2. Sinon, nous le transférons dans la place
p4 avec la transitiont2.

De plus, nous transférons également la copie du jeton situéedans la placep3 vers la placep5 à
l’aide de la transition silencieuset3 dès que nous en avons besoin pour le tir de la transitiont′ (si
un jeton n’est jamais testé part′, alors nous le transférons lorsque son âge atteinta

2 ). Cet instant doit
apparaître après un délai strictement positif puisque l’intervalle det′ est ]0, a[, ce qui assure que la
transitiont3 est franchissable

Enfin, dès qu’un jeton situé dans la placep5 n’est plus jamais utilisé jusqu’à la fin de la séquence
par la transitiont′, nous franchissons une des deux transitionst4 et t5 afin de le consommer. Deux cas
sont en fait possibles :

– ou bien le jeton correspondant dansσ est consommé part′′, et alors nous déplaçons le jeton
précédent à l’aide det4. Remarquons que comme le dernier arc de lecture a eu lieu strictement
avant que son âge n’atteigne la valeura, l’âge du jeton produit dans la placep6 sera strictement
positif lorsque l’âge du jeton correspondant dans la placep2 aura atteinta. Ceci implique que
la transitiont′′ sera franchissable.

– ou bien le jeton n’est jamais consommé part′′, et dans ce cas nous le consommons immédia-
tement à l’aide det5. Ceci est possible (intervalle]0, a[ sur l’arc relié àp4) puisque la dernière
occurrence det′ apparaît pour un âge de jeton strictement inférieur àa.

Notons que les modifications précédentes sont possibles si nous avons réalisé les mêmes choix
pour les copies des jetons placés dansp1 etp3. De cette façon, nous parvenons à consommer tous les
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jetons correspondant à des jetons morts dans la placep du réseauN . Ceci implique que la séquence
σ′ est acceptante.

Notons également qu’il est possible de déterminer quand un jeton sera ou non encore utilisé car
nous considérons des séquences finies.

Enfin, il est possible de démontrer que les transitions silencieuses insérées permettent d’obtenir
une séquence franchissable du réseauN ′.

Réciproquement, considérons une séquence de tir acceptante σ′ deN ′. Nous construisons une
nouvelle séquenceσ deN obtenue à partir deσ′ en effaçant les occurrences des transitionst1, t2, t3, t4
et t5. Nous vérifions à présent que les transitionst′ et t′′ sont encore franchissables dansσ. D’abord,
remarquons que les arcs de production impliquent l’inégalité suivante entre deux configurationsν et
ν ′ obtenues respectivement à l’issue du même préfixe deσ etσ′ :

ν(p) ≥ ν ′(p1) + ν ′(p2) + ν ′(p4)

En particulier, ceci implique l’inégalitéν(p) ≥ ν ′(p2) et donc que toute occurrence franchissable de
la transitiont′′ dansσ′ l’est encore dansσ. Afin de démontrer une propriété similaire pourt′, nous
allons utiliser les remarques préliminaires énoncées plushaut. Supposons quet′ soit franchissable
depuisν ′. Alors la placep5 contient au moinsn′ jetons. Appliquant l’inégalité(iv) et le fait que l’âge
de chaque jeton de la placep4 ne peut jamais dépasser la valeura (puisque nous considérons une
séquence acceptante), nous obtenons :

taille(ν(p2)|]0,a[) + taille(ν(p4)|]0,a[) ≥ n
′

Ceci implique, en utilisant l’inégalité précédente liantν etν ′, que la placep contient au moinsn′ jetons
dont l’âge appartient à l’intervalle]0, a[ dans la configurationν. Ceci prouve quet′ est franchissable
depuisν et conclut ainsi la preuve de correction pour le motifP3.

Motif P4. Nous distinguons à nouveau les deux casa = +∞ (figure 5.16) eta < +∞ (figure 5.17).

n · [0]

n′n′ · [0]

n′′
p

t′

t t′′

FIG. 5.16 – Retirer les arcs de lecture du motifP4, casa = +∞

Pour le casa = +∞, la construction est semblable à celle utilisée pour le motif P1. En effet, un
jeton produit est immédiatement utilisable, et l’est à toutjamais grâce à la bornea infinie. La simu-
lation est donc très simple. Notons à nouveau que nous n’avons pas à forcer certains franchissements
avec les conditions d’acceptation.

Comme dans le cas du motifP2, le casa < +∞ est au contraire plus délicat car nous devons tenir
compte de l’âge des jetons. Nous modifions encore la condition d’acceptation deN en ajoutant la
contrainte suivante :p1 + p2 ≤ 0. La construction utilisée pour ce motif est similaire à celle du motif



5.5. Expressivité des arcs de lecture 133

t′

t

t′′

p2

p1

t1, εn · [0]

n · ]0, a[

n′n′ · [0]

n′′

]0, a[

n′′ · ]0, a[

FIG. 5.17 – Retirer les arcs de lecture du motifP4, casa < +∞

P2. En effet, les arcs de consommation et de lecture sont identiques. La seule différence entre les deux
motifs réside donc dans la production des jetons dans la place p, qui ont ici un âge initial tiré dans
l’intervalle ]0, a[ (tandis qu’ils étaient d’âge nul dans le motifP2). Ceci nous permet de proposer une
construction plus simple pour ce motif puisque nous n’avonspas à laisser du temps s’écouler avant
d’autoriser la transitiont′ (correspondant aux arcs de lecture) à lire des jetons produits.

La preuve de correction pour ce motif peut aisément être déduite de celle présentée plus haut pour
le motifP2.

Motif P5. La construction est présentée sur la figure 5.18. Nous modifions à nouveau la condition

t′

t

t′′

p1

p2

p3

p4

p5

t1, ε

t2, ε t3, ε

t4, ε

n · [0]

n · [0]

[0]

[0]

]0, a[

]0, a[ [0]

[a]

]0, a[

> 0

n′n′ · [0]

FIG. 5.18 – Retirer les arcs de lecture du motifP5

d’acceptation deN en ajoutant le contrainte suivante :
∑5

i=1 pi ≤ 0. Le motifP5 est en fait similaire
au motifP3 puisque les arcs de consommation et de lecture sont les mêmes, et la seule différence
provient des arcs de production : alors que les jetons sont produits avec un âge nul dans le motifP3,
leur âge est choisi de façon non déterministe dans l’intervalle ]0, a[ dans le motifP5.
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Nous apportons deux différences notoires par rapport au casdu motifP2.
Remarquons d’abord qu’il n’est pas possible d’imposer que deux jetons produits simultanément

dans l’intervalle]0, a[ aient le même âge. Afin d’éviter cette difficulté, nous reportons le choix de
l’âge sur les transitionst1 et t2. Rappelons que le choix du tir det1 ou det2 correspond comme
précédemment à la distinction entre les jetons qui seront consommés plus tard par la transitiont′′

(tirer alorst1) ou qui ne le seront jamais (tirer alorst2).
D’autre part, comme l’âge initial des jetons produits appartient à l’intervalle ]0, a[, ces jetons

peuvent immédiatement être utilisés par la transitiont′, et donc, comme pour le motifP4, ceci nous
permet de simplifier la construction puisqu’il n’est plus nécessaire de laisser du temps s’écouler avant
de transférer les jetons dans la placep4.

À nouveau, la preuve de correction pour ce motif peut aisément être déduite de celle présentée
plus haut pour le motifP3.

Ceci conclut donc la preuve du théorème 5.21.

5.5.2 Cas des mots infinis non Zeno

pb a
]0, 3[[0, 0]

Acc = tt

FIG. 5.19 – Un réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN3

Dans le cas des mots temporisés infinis, une condition de Büchi similaire imposerait que les places
du réseau simulant le réseau initial soient vides infinimentsouvent. Cependant, il est possible que ce
ne soit pas le cas. Considérons par exemple le réseauN3 représenté sur la figure 5.19. Ce réseau
accepte le langage de mots temporisés infinis suivant :

L(N3) = {w = (ai, τi)i≥0 | ai = a⇒ ∃j < i, aj = b et τi − τj ∈]0, 3[}

En particulier, le mot temporisé suivant appartient au langageL(N3) :

w = (b, 0)(b, 2)(a, 2)(b, 4)(a, 4) . . . (b, 2i)(a, 2i) . . .

Toute configuration de l’unique exécution acceptantw contient en permanence un jeton dans la place
p qui doit être lu plus tard dans l’exécution et dont la présence est donc nécessaire. Une condition de
Büchi similaire à celle utilisée pour les mots temporisés finis éliminerait donc le motw. Cependant,
dans le cas des mots temporisés pour lesquels le temps diverge, nous pouvons appliquer une transfor-
mation au réseau qui ne change pas son langage mais qui permetd’obtenir un réseau pour lequel tout
mot temporisé infini non Zeno vérifie une condition de Büchi généralisée appropriée. Intuitivement,
ceci consiste pour cet exemple à dupliquer la placep en deux places et ensuite à produire les jetons
alternativement dans l’une ou l’autre des deux copies. Cecipermet de pouvoir « vider » régulière-
ment chacune des deux copies. Ainsi, chaque copie est vide infiniment souvent (condition de Büchi
généralisée), mais les deux copies ne sont pas infiniment souvent vides simultanément (condition de
Büchi).
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Théorème 5.22.Soit N un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture, alors nouspouvons
construire de façon effective un réseau de Petri temporiséN ′ (sans arc de lecture), qui estωnZ-
équivalent àN . De plus, la transformation préserve les caractères borné et intégral du réseau.

Preuve. Nous supposons que le réseauN est normalisé, et qu’aucune place reliée à un arc de lecture
n’apparaît dans la condition d’acceptation. Remarquons que les seuls motifs ayant des intervalles non
bornés sont les motifsP2 etP4. Pour ces deux motifs et dans le cas oùa vaut+∞, nous n’avons pas
modifié la condition d’acceptation dans la transformation présentée pour les mots finis. Nous obtenons
donc directement que la simulation démontrée pour les mots finis est également correcte pour ces deux
cas pour les mots infinis. Dans la suite, nous ne considérerons donc que le cas oùa est fini.

Nous transformons dans un premier tempsN en un autre réseau de Petri temporisé avec arcs de
lectureN ∗ ainsi. Nous dupliquons toute placep reliée à un arc de lecture étiqueté par]0, a[ (a fini),
en deux placespimpair et ppair. Nous appliquons ensuite la transformation de façon itérative à chaque
placep et pour chaque arc connecté àp. Soit t une transition connectée àp par un certain arc et
notonsn · I le multi-ensemble qui lui est associé. Nous remplaçonst par un ensemble de transitions
{t(k)}0≤k≤n tel que les arcs de ces transitions sont identiques à ceux det excepté l’arc considéré.
Nous ajoutons à la transitiont(k) deux arcs (de la même nature que celui étudié), un premier étiqueté
park · I et connecté àpimpair et un second étiqueté par(n − k) · I et connecté àppair. Remarquons
qu’une transition peut ainsi être dupliquée plusieurs fois. Enfin, l’étiquette des nouvelles transitions
est celle det.

Il est clair queN et N ∗ sont équivalents pour toutes les équivalences de langage etdonc en
particulier laωnZ-équivalence. Cependant,N ∗ satisfait une propriété supplémentaire que nous allons
détailler maintenant. Sélectionnons un entier naturel strictement supérieur à n’importe quelle borne
finie apparaissant sur un intervalle du réseauN ∗. Notons lemax. Étant donnée une séquence infinie
σ et un jeton initialement présent ou produit le long de cette séquence, nous disons qu’un jeton est
inutile dans une certaine configuration atteinte le long deσ si celui-ci n’est plus jamais utilisé par un
arc de lecture ou un arc de consommation (dont l’intervalle est borné) relié à la place qui le contient
jusquà la fin deσ.

Soit w un mot temporisé infini non Zeno accepté par une séquence de tir acceptanteσ deN .
Nous construisons alors une séquenceσ∗ deN ∗ dont l’étiquette est égalementw et telle que pour tout
l ∈ N :

– il existe une configuration atteinte le long deσ∗ à l’instant (2l) · max ne contenant que des
jetons inutiles dans les placesppair,

– il existe une configuration atteinte le long deσ∗ à l’instant(2l+ 1) ·max ne contenant que des
jetons inutiles dans les placespimpair.

La divergence temporelle, due à l’hypothèse que la séquenceconsidérée est non Zeno, intervient
maintenant. En effet, elle permet d’affirmer que tout jeton produit dans une certaine placep ou bien
deviendra inutile ou bien sera consommé dans une certaine configuration (caractère borné des inter-
valles). Si cette configuration appartient à un intervalle de la forme[(2l + 1) ·max, (2l + 2) ·max[,
avecl un entier naturel, nous dirons que ce jeton est un jetonimpair. Dans le cas contraire, nous dirons
que ce jeton est un jetonpair. Nous construisons la séquenceσ∗ en remplaçant de façon appropriée
chaque transition par une de ses dupliquées. Le choix de celle-ci dépend des jetons à consommer, lire
ou produire, selon qu’ils sont pairs ou impairs. Ainsi, les jetons pairs (respectivement impairs) sont
produits dans la placeppair (respectivement la placepimpair).

Considérons à présent la dernière configuration deσ∗ atteinte à l’instant(2k+ 1) ·max et suppo-
sons que la placepimpair contienne un jeton qui ne soit pas encore inutile. Mais alorscelui-ci va devenir
inutile au cours de l’intervalle](2k+1) ·max, (2k+2) ·max[, car nous avons supposéa fini. Ce jeton
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est donc un jeton pair, et il aurait dû être produit dans la placeppair, ce qui fournit une contradiction.
La preuve est similaire pour la dernière configuration atteinte parσ∗ à l’instant(2k) ·max.

Nous appliquons alors la transformation du Théorème 5.21 auréseauN ∗, obtenant ainsi le nou-
veau réseauN ′. Dans la transformation des motifs2, 3, 4 et 5 lorsquea est fini, nous enregistrons le
caractèrepair ou impair des nouvelles places. Par exemple, dans le cas du motifP4, une placepimpair

sera remplacée par deux placespimpair,1 et pimpair,2. Nous modifions alors la condition d’acceptation
du réseau en lui ajoutant une condition de Büchi généralisée. Celle-ci impose qu’infiniment souvent,
la somme des jetons présents dans les places paires (respectivement impaires) est nulle.

Soit w un mot temporisé infini non Zeno accepté parN (et donc aussi parN ∗). Considérons
également une séquenceσ∗ deN ∗ acceptantw vérifiant la propriété supplémentaire décrite plus haut.
Simulons cette séquence dansN ′ afin d’obtenir une nouvelle séquenceσ′ comme cela a été fait dans la
preuve du Théorème 5.21 excepté que les jetons non consommésparσ∗ sont consommés dansN ′ dès
qu’ils deviennent inutiles à l’aide des transitions silencieuses qui permettent de vider les places. Grâce
à la propriété énoncée plus haut pourσ∗, cette nouvelle séquenceσ′ vérifie les nouvelles conditions
exprimées par la condition de Büchi généralisée.

Réciproquement, considérons une séquence infinie non Zenoσ′ deN ′ et supposons qu’elle triche.
Alors certains jetons des places paires ou impaires ne seront jamais consommés dansσ′ etσ′ ne peut
donc pas être acceptante. Ainsi, pour une séquence acceptante σ′ deN ′, appliquer exactement les
mêmes transformations que celles présentées dans le Théorème 5.21 permet d’obtenir une séquence
acceptanteσ∗ deN ∗. Ceci conlut donc la preuve du Théorème 5.22.

Exemple 5.23(Application de la construction du théorème 5.22). Considérons le réseauN3 repré-
senté sur la Figure 5.19. Il est facile de vérifier que le réseau représenté sur la figure 5.20, disonsN ′3,
est le réseau obtenu par la construction présentée dans la preuve du théorème 5.22. En effet, l’unique
placep deN3 est configurée selon le motifP2. La construction consiste donc à dupliquer cette place
en deux copies appelées «pair » et «impair » puis à appliquer la construction décrite pour les mots
finis à chacune de ces copies. La condition d’acceptation estune condition de Büchi généralisée im-
posant que les deux ensembles de places obtenus pour chaque copie soient chacun vides infiniment
souvent. Nous utilisons l’indice0 pour représenter les éléments de la copie paire et l’indice1 pour la
copie impaire. Rappelons que le mot suivant est accepté parN3.

w = (b, 0) (b, 2) (a, 2) (b, 4) (a, 4) . . . (b, 2i) (a, 2i) . . .
impair pair pair

Nous donnons ici l’exécution correspondanteσ′ deN ′3, comme elle est définie dans la preuve du
théorème 5.22. Notons que nous aurions pu exhiber une exécution plus simple pour cet exemple
précis. Par définition, nous considérons la valeur4 pour la constantemax de la preuve. Un jeton est
alors dit pair si il devient inutile dans un intervalle de la forme [(2k + 1).4, (2k + 2).4[, et impair
sinon. Nous avons indiqué sous les occurrences deb dansw si le jeton produit est un jeton pair ou un
jeton impair. D’après ces indications, nous pouvons construire la séquenceσ′ suivante :

σ′ = (t11, 0)(t
2
1, 2)(t

1
0, 2)(t

3
1, 2)(t

4
1, 2)(t

1
0, 4)(t

2
0, 4)(t

3
0, 4)(t

4
0, 4)(t

1
1, 6)(t

2
0, 6)(t

3
0, 6)(t

4
0, 6) . . .

Notonsν1 (respectivementν2) la configuration atteinte après avoir franchi les5 premières transitions
(respectivement13) deσ′. Il est facile de vérifier que la configurationν1 satisfait la condition d’ac-
ceptation

∑3
i=1 p

i
1 = 0 et queν2 satisfait la condition d’acceptation

∑3
i=1 p

i
0 = 0. y
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Acc =

{
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3∑

i=1
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}
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> 0 [0]

[0]

]0, 3[

FIG. 5.20 – Application du théorème 5.22 au réseauN3

5.6 Expressivité des mises à jour non déterministes

Dans cette section, nous étudions le rôle des mises à jour nondéterministes dans les réseaux de
Petri temporisés avec arcs de lecture.

Grâce au Lemme 5.12 (langage temporiséL2), nous savons que la classe des réseaux de Petri
temporisés avec arcs de lecture intégraux est strictement plus expressive que la classe des réseaux de
Petri temporisés avec arcs de lecture intégraux à remises à zéro. Nous allons prouver ici deux résultats,
qui montrent que c’est en fait la combinaison de la présence des arcs de lecture avec le caractère
intégral qui est à l’origine du saut d’expressivité entre les réseaux à remises à zéro et les réseaux à
mises à jour générales. Nous présentons pour cela deux constructions permettant de s’affranchir des
mises à jour générales.

Dans un premier temps, nous proposons dans la sous-section 5.6.1 une construction simple et
correcte pour les réseaux sans arcs de lecture qui préserve le caractère intégral des réseaux. Nous pré-
sentons ensuite dans la sous-section 5.6.2 une seconde construction nettement plus complexe, valable
pour tout réseau, mais qui ne préserve pas le caractère intégral (elle nécessite de raffiner la granularité
du réseau).

5.6.1 En absence d’arc de lecture

Nous proposons donc dans un premier temps une construction simple permettant de traiter le cadre
des réseaux de Petri temporisés sans arc de lecture.

Théorème 5.24.Pour tout réseau de Petri temporisé sans arc de lectureN , nous pouvons construire
de façon effective un réseau de Petri sans arc de lecture à remises à zéroN ′ qui est{∗, ω, ωnz}-
équivalent àN . De plus, cette transformation préserve les caractères borné et intégral du réseau.
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n · ]0, a[ n′′ · ]0, a[

n · [0] n′′ · [0, a[

p

t t′′

p

t t′′

(a) Cas du motifP4

 

n · ]0, a[ [a]

n · [0] ]0, a[

p

t t′′

p

t t′′

(b) Cas du motifP5

FIG. 5.21 – Retirer les mises à jour non déterministes dans les réseaux de Petri temporisés sans arc de
lecture.

Ce résultat ne présente pas de difficulté majeure et consistesimplement en un décalage des inter-
valles.

Preuve. Soit N un réseau de Petri temporisé sans arc de lecture. En remarquant que les transfor-
mations utilisées dans la preuve de la proposition 5.13 préservent l’absence d’arcs de lecture, nous
pouvons supposer que toute placep deN est configurée selon l’un des cinq motifs représentés sur la
figure 5.8, dans lesquels les arcs de lecture sont omis.

Seuls les motifsP4 et P5 contiennent des mises à jour autres que des remises à zéro, nous ne
devons donc décrire une transformation que pour ces deux cas. Les constructions correspondantes
sont représentées sur la figure 5.21, et leur correction est assez facile à obtenir. Nous en esquissons
la preuve dans le cas du motifP4. Si, dans le réseau initial, un jeton est produit dans la place p avec
un âge initialx ∈ ]0, a[ et est consommé lorsque son âge vauty ∈ ]0, a[, alors dans le nouveau
réseau obtenuvia notre transformation, il est possible de produire un jeton dansp d’âge nul et de le
consommer lorsque son âge vauty − x ∈ [0, a[. Réciproquement, si un jeton est produit dansp (avec
un âge nul) dans le nouveau réseau et quitte la placep avec un âgex ∈ [0, a[, alors il est possible dans
le réseau original de produire dansp un jeton d’âgea−x2 ∈ ]0, a[ si a <∞ (et d’âge1 sinon), puis de
le consommer lorsque son âge vauta+x

2 ∈ ]0, a[ si a <∞ (ou1+x sinon). Ainsi, les jetons morts du
premier réseau correspondent aux jetons morts du second. Ceci conclut le cas du motifP4 et le motif
P5 peut être traité de façon similaire.

5.6.2 En présence d’arcs de lecture

La seconde construction que nous présentons dans cette sous-section est nettement plus délicate et
requiert de raffiner la granularité du réseau, mais permet detraiter l’ensemble de la classe des réseaux
de Petri temporisés avec arcs de lecture.

Théorème 5.25.Pour tout réseau de Petri temporisé avec arcs de lectureN , nous pouvons construire
de façon effective un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture à remises à zéroN ′ qui est
{∗, ωnz, ω}-équivalent àN . Cette transformation préserve le caractère borné du réseau, maispas
son éventuel caractère intégral.

Preuve. Tout d’abord, il est important de remarquer que dans le cas des mots finis et infinis non Zeno,
ce résultat est un corollaire de résultats précédents (théorèmes 5.21, 5.22 et 5.24). La construction que
nous présentons maintenant, bien que correcte également dans le cadre des équivalences de mots finis
et infinis non Zeno, n’est donc strictement nécessaire que pour traiter l’équivalence de mots infinis.
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SoitN un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture dont nous supposons qu’il vérifie les
conclusions de la proposition 5.13. Les seules places deN qui sont reliées à des arcs de production
ne correspondant pas à des remises à zéro sont donc celles quicorrespondent aux motifsP4 et P5

(figures 5.8(d) et 5.8(e)). Nous allons donc présenter deux transformations, une pour chacun de ces
deux motifs.

Cas du motif P4. La construction pour ce cas est représentée sur la figure 5.22. Nous notonsN ′

le réseau de Petri temporisé résultant de la transformation. Nous démontrons à présent l’équivalence
entre les deux réseauxN etN ′.

0 ≤ n′1 ≤ n
′

0 ≤ n′′1 ≤ n
′′

n · [0] [0, a2 [ [0] (n′′ − n′′1) · [0,
a
2 [

n′′1 · [0,
a
2 [

n′1 · [0,
a
2 [ (n′ − n′1) · [0,

a
2 [

p1 p2

t′(n′1)

t t′′(n′′1)

t1, ε

FIG. 5.22 – Équivalent à remises à zéro du motifP4

Soit σ une séquence de tir infinie acceptante deN . Nous construisons une nouvelle séquenceσ′

dansN ′ acceptant le même mot temporisé comme suit.
Choisissons un jeton de la placep d’âge initialδ. Deux cas peuvent alors se produire :
– Premier cas :ce jeton ne sera jamais consommé part′′. Si δ ≥ a

2 , alors nous le laissons définiti-
vement dansp1. Sinon (0 < δ < a

2 ), après avoir laissé s’écoulera2 − δ unités de temps, nous le
transférons dansp2 à l’aide de la transition silencieuset1. Remarquons que le jeton dansN ′ est
donc disponible au moins aussi longtemps dansp1 ou p2 que le jeton correspondant l’est dans
N .

– Second cas :ce jeton est consommé part′′ lorsque son âge vautδ′. Si 0 < δ′ − δ(< a), alors
nous le transférons dansp2 après avoir laissé s’écoulerδ

′−δ
2 unités de temps. Sinon, le jeton

est immédiatement consommé et le temps ne s’écoule pas : nousn’avons donc pas besoin de
transférer le jeton. Remarquons à nouveau que le jeton deN ′ est donc disponible au moins
aussi longtemps dansp1 oup2 que celui deN l’est.

À présent, la séquenceσ′ est obtenue à partir deσ en insérant des occurrences de transitions
de transfert et en substituant àt′ (respectivementt′′) la transition appropriéet′(n′1) (respectivement
t′′(n′′1)) selon les places dans lesquelles se trouvent les jetons correspondant (dansN ′) à ceux dep qui
sont utilisés par le tir det′ (respectivementt′′) dansN .

Réciproquement, soitσ′ une séquence de tir infinie acceptante dansN ′. Nous construisons une
nouvelle séquenceσ dansN acceptant le même mot temporisé comme suit.

Nous effaçons simplement les occurrences des transitions de transfert et nous substituons aux
transitionst′(n′1) (respectivementt′′(n′′1)) la transitiont′ (respectivementt′′). Il reste à définir l’âge
initial d’un jeton produit dansp. Si ce jeton correspond à un jeton deN ′ qui n’est pas transféré dans
p2, alors nous lui affectons l’âge initiala2 . Si le jeton deN ′ est transféré dansp2 lorsque son âge vaut
δ, alors nous affectons au jeton deN l’âge initial a2 − δ. Grâce à ce choix, le jeton deN est disponible
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au moins aussi longtemps que celui deN ′ l’est dansp1 ou p2 et ainsi toute transition franchissable
dansσ′ l’est également dansσ.

Ceci conclut la preuve dans le cas du motifP4.

Cas du motifP5. Cette construction est plus délicate car les actions de lecture et les consommations
ont lieu dans des intervalles différents (]0, a[ et [a] respectivement). Afin de mieux comprendre les
problèmes supplémentaires présents dans le motifP5, nous commençons par proposer une simulation
erronée (représentée sur la figure 5.23) directement adaptée de la simulation précédente.

0 ≤ n′1 ≤ n
′

n · [0] ]0, a2 [ [0] [0, a2 ]

n′1 · [0,
a
2 [ (n′ − n′1) · [0,

a
2 [

p1 p2

t′(n′1)

t t′′

t1, ε

FIG. 5.23 – Une simulation à remise à zéro erronée pour le motifP5

En utilisant une preuve similaire à celle développée pour lemotif P4, il est possible de démontrer
que tout séquence de tirσ deN peut être simulée dans ce réseau. Cependant, le contraire est faux :
ce réseau permet de produire des séquences qui n’existent pas dansN . Supposons par exemple que
n = n′ = 1, alors la séquence de tir(t, 0)(t1, a4 )(t′(1), a4 )(t′′, a4 ) ne correspond à aucune séquence
du réseau original. En effet, si une telle séquence existait, alors l’âge du jeton produit par la transition
t appartiendrait à l’intervalle]0, a[ à l’instant a4 afin de pouvoir franchirt′. Mais au même instant, la
transitiont′′ ne peut alors pas être franchissable puisque l’âge de ce jeton n’appartient pas à l’intervalle
[a]. Le problème de cette simulation est qu’à un même instant, unjeton peut être utilisé pour d’abord
simuler un franchissement det′ et ensuite pour simuler un franchissement det′′.

0 ≤ n′1 ≤ n
′

n · [0] ]0, a2 [ [0]

[0, a2 ]

x · [0, a2 [

n′1 · [0,
a
2 [ (n′ − n′1) · [0,

a
2 [

p1 p2

t′(n′1)

t t′′

t1, ε

FIG. 5.24 – Une simulation à remises à zéro du motifP5 ... avec un poids dynamique

Nous présentons maintenant une seconde simulation (représentée sur la figure 5.24) qui est cor-
recte mais utilise un poids « dynamique »x pour un de ses arcs. Expliquons la sémantique de celui-ci :
lorsquet′′ est franchie à un certain instantτ , x représente le maximum des valeursn′ − n′1 telles
qu’un franchissementt′(n′1) a eu lieu à la même dateτ . Ainsi, le problème rencontré par la précé-
dente simulation est résolu. Cependant, notre modèle ne contient pas de tels poids dynamiques et la
transformation correcte représentée sur la figure 5.25 consiste essentiellement à simuler un tel poids
dynamique. Nous notons à nouveauN ′ le réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture obtenu par
cette transformation.

Avant de démontrer la correction de cette construction, nous donnons quelques explications sur
N ′. Premièrement, la placeactif est reliée à toute transition deN par un arc de lecture dont l’étiquette
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0 ≤ k ≤ K ∧ 0 ≤ n′1 ≤ n
′ ∧ n′ − n′1 ≤ k

n · [0] ]0, a2 [ [0]
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FIG. 5.25 – Équivalent à remises à zéro pour le motifP5.

vaut [0]. Deuxièmement, en notantK la plus grande constanten′ apparaissant sur une étiquetten′ ·
]0, a[ d’un arc de lecture, nous définissons, pour tout indicek tel que0 ≤ k ≤ K, la placeq(k) et
deux transitionsEntrée(k) etSortie(k).

La partie inférieure du réseau joue trois rôles. D’abord, elle permet d’ordonnancer la partie haute
du réseau : elle rend en effet explicite l’alternance entre les écoulements de temps et les séquences
de tir instantanées de la partie haute du réseau utilisées pour simuler les séquences de tir instantanées
du réseau original. De plus, avant de simuler de telles séquences instantanées, elle permet de sélec-
tionner le nombre maximal de jetons qui vont être testés par des tirs det′ au cours de cette séquence
(ce nombre correspond à la valeurk du poids dynamique de la simulation précédente). Enfin, après
l’écoulement du temps, elle déplace les jetons dep1 à p2 afin d’assurer que ces transferts n’ont pas
lieu au cours de la simulation d’une séquence instantanée. Plus précisément, tout comportement du
réseauN ′ doit être une itération (éventuellement infinie) de la séquence décrite ci-après. Initialement,
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la placeselcontient un jeton d’âge nul.
– La première étape est la « sélection » (ce qui justifie le nom de la placesel) d’un indice k

parmi l’ensemble{0, . . . ,K} (voir ci-dessus). Cette sélection est réalisée par la consommation
par une unique transitionEntrée(k) appartenant à la famille(Entrée(k))0≤k≤K du jeton situé
danssel. Ce tir place ainsi instantanément (i.e. après un temps nul) un jeton dans la placeq(k)
correspondante ainsi que dans la placeactif.

– Une fois que la placeactif contient un jeton, une phase de tir instantanée des transitions deN
est « activée » (d’où le nom de la placeactif). En effet, le réseau peut tirer instantanément les
transitions correspondant à celles deN , i.e. les transitions correspondant àt, t′ et t′′. Ensuite,
encore en temps nul, la transitiontfin est franchie, signifiant la « fin » de cette phase de tir, et le
jeton de la placeactif est consommé et un nouveau jeton est produit dans la placeattente.

– Une transition de délai intervient alors nécessairement de sorte que le jeton de la placeattente
ait un âge strictement positif, rendant ainsi possible le tir de la transition silencieuseSortie(k).
Celle-ci consomme le jeton de la placeq(k) et en produit un dans la placetr.

– La partie supérieure du réseau peut alors transférer (grâce au jeton situé dans la placetr) en
temps nul certains jetons de la placep1 vers la placep2, à l’aide de la transitiont1.

– Enfin, la transition silencieusetsel est tirée en temps nul et reproduit ainsi un jeton dans la place
selde la partie inférieure.

Nous pouvons à présent démontrer que les deux réseaux sont équivalents.

Dans un premier temps, considérons une séquence de tir infinie acceptanteσ dansN . Nous
construisons à partir de celle-ci une nouvelle séquenceσ′ dansN ′ acceptant le même mot temporisé.
Pour cela, nous commençons par ajouter àσ des informations supplémentaires et nous supposons de
plus que le choix des marquages intermédiaires atteints le long deσ est fixé et que les jetons sont
individualisés.

Décrivons d’abord comment attacher une « date de transfert »(éventuellement infinie) à chaque
jeton dep. Remarquons que la technique est similaire à celle utiliséepour le motifP4. Choisissons
donc un jeton dep d’âge initialδ produit à la dateτ . Deux cas peuvent se produire :

– Premier cas :ce jeton ne sera jamais consommé part′′. Si δ ≥ a
2 , alors nous affectons+∞ à

sa date de transfert. Sinon (0 < δ < a
2 ), sa date de transfert vautτ +

(
a
2 − δ

)
.

– Second cas :ce jeton est consommé part′′ (nécessairement lorsque son âge vaut alorsa). Sa
date de transfert vaut alorsτ + a−δ

2 .
Considérons à présent une séquence de tir instantanée maximaleρ, i.e. une sous-séquence maxi-

male (éventuellement infinie) deσ dont la longueur temporelle est nulle. Dans cette sous-séquence,
nous associons à toute occurrence d’une transitiont′ connectée àp par un arc de lecture d’étiquette
n′·]0, a[ le nombre de jetons testés par cet arc qui n’ont pas encore atteint leur date de transfert. No-
tons ce nombren′1. Nous affectons alors à l’ensemble de la sous-séquenceρ la valeur maximale (finie)
parmi les valeursn′ − n′1 pour de telsn′1 (0 si cet ensemble est vide). Nous notons cet entier naturel
k : k = max{n′ − n′1 | n

′
1 est associé àt′, t′ ∈ ρ}. Nous avons en particulierk ≤ K.

Nous construisons à présent la séquenceσ′ comme suit. Soit0 = τ0 < τ1 < τ2 < · · · la séquence
strictement croissante (finie ou infinie) des dates correspondant à des dates de franchissement de
transitions dansσ ou à des dates de transfert (ou aux deux).

Dansσ′, la « partie basse » du réseau de la figure 5.25 décompose les transitions de délai selon
la partition précédente et selon le comportement général decette partie du réseau qui a été décrit
précédemment. Décrivons plus précisément comment nous simulonsσ dansσ′. Supposons d’abord
que τi corresponde à une date de franchissement dansσ et notonsρ la sous-séquence instantanée
maximale franchie à la dateρ. Alors dansσ′ nous sélectionnons la valeurk associée àρ décrite
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plus haut en franchissant la transitionEntrée(k). Ensuite, la partie haute du réseau peut simulerρ
en substituant à toute occurrence det′ (respectivement det′′) la transitiont′(n′1, k) (respectivement
t′′(k)) oùn′1 a été défini plus haut. Ensuite, après avoir franchi la transition tfin, nous laissonsτi+1−τi
unités de temps s’écouler, franchissonsSortie(k) et franchissons enfin la transitiont1 autant de fois
que nécessaire de sorte à transférer tous les jetons dont la date de transfert vautτi+1. Finalement, nous
ajoutons à la séquenceσ′ une occurrence de la transitiontsel.

Nous affirmons que nous obtenons de cette façon une séquence de tir dansN ′ acceptant le même
mot temporisé. La correction des franchissements des transitions t′(n′1, k) s’obtient d’une façon simi-
laire à la preuve du motifP4. Le seul point nécessitant d’être détaillé est la validité du tir de t′′(k)
dansN ′ puisqu’il y a un arc de lecture supplémentaire. Cependant, ce franchissement intervient dans
une sous-séquence instantanée maximale dans laquellek jetons ont été lus dansp2 avec un âge appar-
tenant à l’intervalle[0, a/2[. Grâce à nos choix de franchissements de la transition de transfertt1, ces
jetons correspondent dansN à des jetons de la placep dont l’âge est strictement inférieur àa au cours
de cette sous-séquence. Ainsi, ils ne peuvent pas être consommés au cours de cette sous-séquence et
sont donc présents lors du tir det′′(k).

Réciproquement, soitσ′ une séquence de tir acceptante infinie deN ′. Nous obtenons une séquence
σ deN acceptant le même mot temporisé comme suit. Remarquons d’abord qu’à chaque fois qu’une
transition t′′(k) est franchie dansσ′, nous pouvons choisir de consommer le jeton le plus ancien
présent dansp2 d’âge inférieur ou égal àa2 sans perdre le fait queσ peut être tirée (en effet les jetons
de la placep2 sont toujours testés par des intervalles de la forme[0, x)). Nous supposons donc un tel
comportement.

Nous effaçons simplement les occurrences de la transition de transfert et les occurrences des
transitions contrôlant le comportement cyclique (i.e. celles apparaissant dans la partir inférieure du
réseau). Nous substituons également àt′(n′1, k) (respectivementt′′(k)) la transitiont′ (respectivement
t′′). Il reste à définir l’âge initial d’un jeton produit dans la placep. Pour cela, nous distinguons trois
cas. Si ce jeton correspond dansN ′ à un jeton qui n’est jamais transféré dansp2, alors son âge
initial est a2 . Si le jeton correspondant est transféré dansp2 lorsque son âge vautδ, mais n’est jamais
consommé par une certaine transitiont′′(k), alors dansN son âge initial est défini para2 − δ. Enfin, si
ce jeton est transféré dans la placep2 avec un âgeδ et est consommé par une certaine transitiont′′(k)
lorsque son âge vautδ′, alors son âge initial dansN est égal àa− δ − δ′. Remarquons que ce dernier
choix implique que la transitiont′′ est encore franchissable dansN .

Nous devons alors vérifier que les définitions présentées précédemment pour l’âge initial des je-
tons produits sont compatibles avec le tir de la transitiont′. Considérons donc une occurrence dans
σ d’un arc de lecture dont l’étiquette vautn′ · ]0, a[. Afin d’être franchissable, cet arc de lecture re-
quiert la présence den′ jetons dansp d’âge inférieur àa. Ce test correspond dansN ′ au tir d’une
transitiont′(n′1, k) avecn′ − n′1 ≤ k au cours d’une certaine séquence de tir instantanéeρ. Lesn′1
jetons dep utilisés par ce tir ont, par construction, un âge inférieur àa (notons que ces jetons peuvent
éventuellement être transférés dansp2 après un certain délai). Considérons à présent lesn′ − n′1 plus
jeunes jetons dans la placep2 au début deρ. Nous allons démontrer qu’ils ont tous un âge stricte-
ment inférieur àa dansN . D’abord, remarquons qu’aucun d’entre eux ne peut être consommé par
une transitiont′′ au cours deρ puisqu’un tir det′′ requiert au moinsk ≥ n′ − n′1 jetons en plus du
jeton à consommer, et car nous avons supposé que les transitionst′′ consomment toujours les jetons
les plus âgés. Considérons à présent un de ces jetons. Deux cas peuvent se produire. Ou bien ce jeton
sera consommé plus tard (i.e. dans une autre séquence instantanée) par une transitiont′′(k), et alors
son âge est strictement inférieur àa. Ou bien ce jeton ne sera jamais consommé, et alors son âge dans
N ′ est égal à un certainδ′ < a

2 . D’après les définitions précédentes de l’âge initial d’un jeton produit
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dansp dansN , l’âge affecté à ce jeton esta2 + δ′, qui vérifie donc biena2 + δ′ < a.

Ceci conclut la preuve pour ce second motifP5.

5.7 Synthèse et applications

Dans cette section, nous dressons d’abord un bilan des résultats obtenus dans les précédentes
sections. Ensuite, nous rapprochons ces résultats de l’équivalence avec les automates temporisés éta-
blie dans la sous-section 5.2.2. Ceci nous permet d’obtenirdes résultats sur la comparaison des deux
modèles, ainsi que de nouveaux résultats concernant le modèle des automates temporisés.

5.7.1 Synthèse des résultats d’expressivité

Nous présentons ici une synthèse des différents résultats obtenus au cours des études précédentes.
De plus, pour améliorer la lisibilité des résultats, nous utilisons les abréviations suivantes pour les
différentes classes étudiées :

– RDPT pour la classe des réseaux de Petri temporisés (sans arcs de lecture),
– RDPTLEC pour la classe des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture,
– le préfixe0- pour représenter la restriction de la classe aux réseaux n’utilisant que des remises

à zéro,
– le préfixe « intégral- » pour représenter la restriction de la classe aux réseaux intégraux.

Cas des mots finis et infinis non Zeno. Appliquant les résultats démontrés dans les sous-sections
précédentes, nous obtenons l’égalité de toutes les sous-classes des réseaux de Petri temporisés avec
arcs de lecture mentionnées sur la figure 5.26, du point de vuede l’équivalence de langages de mots
finis et infinis non Zeno. Remarquons que ces égalités sont correctes pour les classes générales, mais
aussi pour leurs restrictions aux réseaux bornés et/ou à caractère intégral. D’autre part, nous avons
indiqué sous les égalités les références des théorèmes permettant de les obtenir.

RDPTLEC ≡∗,ωnz RDPT ≡∗,ωnz 0- RDPT
︸ ︷︷ ︸

Théo. 5.24
︸ ︷︷ ︸

Théo. 5.21,5.22

FIG. 5.26 – Expressivité relative des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture pour les mots
finis et infinis non Zeno

Cas des mots infinis. La situation du point de vue de l’équivalence des mots infinisest nettement
différente. En effet la hiérarchie s’écrasait dans le cas précédent, tandis que dans ce cas nous obtenons
le treillis représenté sur la figure 5.27. Les arcs pleins représentent des inclusions strictes, tandis que
les arcs pointillés signifient que les classes sont incomparables. De plus, nous avons indiqué sur les
arcs pleins l’argument permettant de démontrer l’inclusion stricte entre les deux classes (restriction
à des réseaux intégraux, ou un des deux langages discriminants de la sous-section 5.4.1). Comme
précédemment, nous indiquons les références des théorèmespermettant de prouver les égalités. Enfin,
cette figure, valable pour les classes générales, est encorecorrecte pour leurs restrictions aux réseaux
bornés.
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RDPTLEC ≡ω 0- RDPTLEC

intégral- RDPTLEC

0- intégral- RDPTLEC

RDPT ≡ω 0- RDPT

intégral RDPT ≡ω 0- intégral- RDPT
︸ ︷︷ ︸

Théo. 5.24

︷ ︸︸ ︷
Théo. 5.25

︸ ︷︷ ︸
Theo. 5.24

&ω

intégral
&
ω lang.L2

'
ω

lang.L1

'
ω

lang.L1

&ω

intégral

FIG. 5.27 – Expressivité relative des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture pour les mots
infinis

5.7.2 Applications aux automates temporisés

L’équivalence avec les automates temporisés démontrée dans la sous-section 5.2.2 (Théorème 5.6)
permet de déduire des résultats obtenus précédemment de nouveaux résultats sur les liens entre les au-
tomates temporisés et les réseaux de Petri temporisés. Nousobtenons ainsi les résultats recherchés sur
la comparaison des pouvoirs expressifs des automates temporisés et des réseaux de Petri temporisés.
De plus, nous obtenons également « gratuitement » de nouveaux résultats précisant le rôle des mises
à jour non déterministes dans les automates temporisés.

Corollaire 5.26. Pour les équivalences de mots finis et infinis non Zeno,

(1) les réseaux de Petri temporisés bornés et les automates temporisés à mises à jour non détermi-
nistes sont aussi expressifs,

(2) les automates temporisés avec mises à jour non déterministes et les automates temporisés res-
treints aux remises à zéro sont aussi expressifs. De plus, imposer aux automates le caractère
intégral préserve cette équivalence.

Corollaire 5.27. Pour l’équivalence de mots infinis,

(3) les réseaux de Petri temporisés et les automates temporiséssont incomparables3,

(4) les automates temporisés sont strictement plus expressifsque les réseaux de Petri temporisés
bornés,

(5) les automates temporisés à caractère intégral et à mises à jour non déterministes sont strictement
plus expressifs que les automates temporisés à caractère integral (et à remises à zéro),

3Rappelons que les réseaux de Petri peuvent reconnaître des langages non réguliers.
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(6) les automates temporisés à mises à jour non déterministes etles automates temporisés (à remises
à zéro) sont aussi expressifs.

Il était communément admis que les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisés bor-
nés étaient aussi expressifs. Nous avons montré que c’est effectivement le cas pour les équivalences
de mots finis et infinis non Zeno (point(1)), mais que cela est faux lorsque les comportements Zeno
sont pris en compte (point(4)). En réalité, ce résultat est même plus fort : bien que les réseaux de Petri
temporisés peuvent être vus comme des systèmes temporisés manipulant un nombre infini d’horloges,
nous avons démontré que les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisés sont en toute
généralité incomparables (point(3)).

Les trois autres résultats complètent les résultats existants sur le rôle des mises à jour non déter-
ministes dans les automates temporisés [BDFP04] rappelés dans le théorème 1.24 page 43. Le point
(2) a déjà été partiellement prouvé dans [BDFP04] et nous fournissons ici une nouvelle démonstration
de ce résultat. Les points(5) et (6) sont assez surprenants puisqu’ils montrent qu’il est nécessaire de
raffiner la granularité des gardes afin de s’affranchir des mises à jour non déterministes dans les auto-
mates temporisés (afin de préserver les langages de mots infinis). À notre connaissance, ceci constitue
un des premiers résultats de ce type dans le cadre des systèmes temporisés. Enfin, la transformation
que nous avons développée pour la preuve du théorème 5.25 peut être appliquée aux automates tem-
porisés et étend ainsi au cadre des mots infinis la construction présentée dans [BDFP04] permettant de
retirer les mises à jour non déterministes (la constructionde [BDFP04] est en fait correcte seulement
pour les mots finis et infinis non Zeno). Nous illustrons notretransformation sur la figure 5.28 en
exhibant un automate temporisé (à remises à zéro)ω-équivalent à l’automate temporisé représenté sur
la figure 5.7(b).

x = 0, a

x := 0

x < 1
2 , b

x < 1
2 , ε

x < 1
2 , b

FIG. 5.28 – Un exemple de la transformation permettant de s’affranchir des mises à jour non détermi-
nistes pour les automates temporisés.

5.8 Conclusion

Dans ces travaux, nous avons étudié les pouvoirs expressifsrelatifs des réseaux de Petri temporisés
et des automates temporisés. Nous avons démontré en particulier que, contrairement à l’intuition
communément admise, ces deux modèles sont en toute généralité incomparables. Ceci donne un rôle
très intéressant au modèle des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture que nous avons étudié
ici puisqu’il fournit un cadre unifiant les deux modèles précédents. De plus, nous avons prouvé qu’il
possède une propriété intéressante, la décidabilité du problème de couverture.

Nous nous sommes ensuite intéressés à des questions d’expressivité. Plus précisément, nous avons
d’abord cherché à répondre aux questions suivantes, poséesdans l’introduction :

– est-il nécessaire d’étendre le modèle des réseaux de Petritemporisés afin de pouvoir exprimer
les automates temporisés ?
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– les arcs de lecture augmentent-ils le pouvoir d’expression des réseaux de Petri temporisés ?
– que deviennent ces questions sous les contraintes de réseaux bornés, vis-à-vis des différentes

équivalences de langages (mots finis, infinis, infinis non Zeno) ?
Les réponses à ces questions s’avèrent être relativement complexes car elles dépendent de l’équiva-
lence prise en compte pour comparer les modèles. Ainsi, en toute généralité, les réponses aux deux
premières questions sont positives. Cependant, vis-à-visdes équivalences de mots temporisés finis et
de mots temporisés infinis non Zeno, les deux modèles des automates temporisés bornés et des réseaux
de Petri temporisés bornés (et même saufs) sont aussi expressifs et les réponses deviennent donc néga-
tives. Nuançons tout de même ce résultat car il repose sur destransformations complexes tandis que le
modèle des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture permet lui d’exprimer très simplement les
automates temporisés. La transformation préserve en effetla taille du modèle. Finalement, soulignons
que ce sont les comportements Zeno, souvent écartés lors de considérations de modélisation car ils ne
peuvent pas correspondre à des comportements réels d’un système, qui permettent de distinguer les
deux modèles.

Dans une seconde étape, nous nous sommes intéressés au rôle des mises à jour non déterministes.
En effet, alors que dans le modèle standard des automates temporisés, seules des remises à zéro sont
considérées, les réseaux de Petri temporisés font en général intervenir des mises à jour non déter-
ministes nettement plus générales. Nous avons démontré queces deux classes ont le même pouvoir
d’expression, mais que la granularité du modèle doit être raffinée afin de pouvoir s’affranchir des
mises à jour non déterministes dans les réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture et en présence
de comportements Zeno. À nouveau, ce sont donc ces mêmes comportements qui discriminent les
deux familles de modèles. À notre connaissance, ceci constitue un des premiers résultats dans le do-
maine des systèmes temporisés qui exprime la nécessité d’unraffinement de la granularité du modèle.
De plus, ces résultats permettent de compléter (et même corriger) le travail de [BDFP04] sur le rôle
des mises à jour non déterministes dans les automates temporisés.

Les prolongements de ces travaux sont divers. En termes d’expressivité d’abord, il est naturel de
s’intéresser à l’ajout d’urgence au modèle des réseaux de Petri temporisés, qui en est démuni dans ces
travaux. Il est déjà connu que le modèle (non borné) devient indécidable avec une sémantique d’ur-
gence forte, mais l’introduction d’une urgence plus faibleau travers d’invariants sur les places pourrait
conserver les propriétés de décidabilité. Ceci permettrait également d’étendre notre comparaison au
cadre des automates temporisés avec invariants. En termes de décidabilité, il serait intéressant de
chercher à étendre les résultats de décidabilité existant dans le cadre des réseaux de Petri tempori-
sés [AMM07] au cadre du modèle avec arcs de lecture. Enfin, uneapplication fondamentale de ces
travaux au cadre de la vérification est l’utilisation des idées mises en œuvre dans les transformations
proposées pour le développement de techniques de dépliagespour les réseaux d’automates temporisés.
Ceci fait l’objet du chapitre 7.
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Chapitre 6

Analyse en avant des automates
temporisés avec contraintes diagonales

Dans ce chapitre, nous étudions l’extension de l’algorithme d’analyse en avant à la volée au
modèle des automates temporisés avec contraintes diagonales. Il a été démontré dans [Bou04] que
l’algorithme classique n’est pas correct pour cette classe. Nous détaillons l’origine des problèmes,
proposons une solution utilisant le paradigme du raffinement basé sur l’analyse de contre-exemples
et évaluons cette solution à l’aide d’une implémentation dans l’outil UPPAAL . Les résultats présentés
ici ont été publiés dans [BLR05] et l’implémentation est décrite dans [Rey07].

6.1 Introduction

Nous avons déjà présenté dans le chapitre 1 le modèle des automates temporisés ainsi que son
extension avec des contraintes diagonales dans la sous-section 1.5.3. Nous avons rappelé que l’ex-
pressivité de ces deux modèles est la même, mais que le secondest exponentiellement plus concis que
le premier. De plus, les contraintes diagonales facilitentla modélisation de systèmes temporisés.

La décidabilité de l’accessibilité dans les automates temporisés a été obtenue via la construction
de l’automate des régions (section 1.4.3). Nous avons montré que la taille de cet automate est ex-
ponentielle en la taille de l’automate temporisé et sa construction explicite n’est donc pas efficace
en pratique. Des algorithmes à la volée ont été proposés afin de pallier cette difficulté et leur effica-
cité a été largement démontrée puisqu’ils ont permis d’analyser des systèmes réels de taille impor-
tante [HSLL97, TY98].

Il a récemment été démontré dans [Bou04] que l’algorithme d’analyse à la volée en avant, pourtant
implémenté depuis plusieurs années et utilisé en pratique,est incorrect pour le cadre des automates
temporisés avec gardes diagonales dans [Bou04]. Ceci a constitué une surprise importante dans la
communauté scientifique puisque la correction de cet algorithme était communément admise. Ce-
pendant, ces travaux démontrent également que pour la classe des automates temporisés sans gardes
diagonales, l’algorithme implémenté dans les outils UPPAAL et KRONOS est correct. Ceci explique
en partie pourquoi ce « bug » dans un algorithme aussi classique et répandu n’a pas été découvert
plus tôt : peu de modèles parmi ceux étudiés jusqu’alors utilisent des gardes diagonales et de plus les
modèles provoquant une erreur de l’algorithme sont encore plus rares.

Comme nous l’avons rappelé précédemment, les gardes diagonales apportent de la concision au
modèle et simplifient la modélisation. Elles ont par exempleété utilisées dans le cadre de la modélisa-
tion de problèmes d’ordonnancement de tâches [FPY02]. Il existe également une version du protocole
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de Fischer temporisé, introduite dans [Zbr05], qui utilisedes gardes diagonales. Il est donc intéressant
de proposer des solutions permettant de corriger ce « bug » sans augmenter sensiblement la com-
plexité de l’algorithme. De plus l’algorithme classique, grâce à son approche « en avant » peut traiter
des systèmes contenant des variables entières, comme cela est fati dans l’outil UPPAAL . Un calcul en
arrière ne permet pas de prendre en compte ce type de variables supplémentaires. En effet, les prédé-
cesseurs d’une affectation de la formei := j.k + l.m où les variablesi, j, k, l etm représentent des
variables entières ne peuvent pas être calculés de façon symbolique. Il est donc nécessaire d’énumérer
tous les uplets de valeurs ce qui n’est pas souhaitable en pratique. C’est pourquoi nous cherchons à
développer un algorithme préservant cet aspect en avant.

Dans un premier temps, nous présentons l’algorithme classique d’analyse en avant pour le modèle
des automates temporisés d’Alur et Dill (section 6.2). Nousétudions ensuite l’impact sur cet algo-
rithme de l’introduction des contraintes diagonales (section 6.3). Nous analysons dans la section 6.4
des solutions possibles afin de « corriger » l’algorithme classique motivant ainsi le choix d’une mé-
thode fondée sur le raffinement successif du modèle guidé parl’analyse des contre-exemples. Ceci
nous conduit à développer dans la section 6.5 le cœur de notresolution, l’analyse des contre-exemples
afin de détecter les gardes diagonales « responsables » des erreurs commises par l’algorithme. Nous
présentons enfin l’implémentation de cette méthode dans l’outil UPPAAL ainsi qu’une série de tests
afin de démontrer son efficacité (section 6.6) et donnons quelques conclusions et perspectives dans la
section 6.7.

Notons enfin que dans la suite de ce chapitre, nous nous plaçons dans la classe des automates
temporisés à constantes entières et sans invariants. Nous avons déjà discuté cette restriction dans la
sous-section 1.4.2 et montré qu’elle n’est pas restrictivedu point de vue du problème de l’accessibilité
d’un état de contrôle. De plus, les algorithmes que nous présentons dans ce chapitre s’adaptent au
cadre général des automates temporisés et la restriction précédente permet seulement de simplifier
largement cette présentation.

6.2 Analyse en avant des automates temporisés

Nous présentons dans cette section l’algorithme standard d’analyse en avant à la volée des auto-
mates temporisés. L’analyse en avant est une technique classique pour décider de l’accessibilité d’un
ensemble d’états cibles. Elle consiste à calculer itérativement les successeurs en un pas des configu-
rations initiales jusqu’à, ou bien atteindre un état cible,ou bien converger. L’algorithme 1 présente
cette méthode pour le cadre d’un système de transitions. En toute généralité, cet algorithme peut
ne pas terminer si le système est infini et c’est en particulier le cas pour les automates temporisés.
Nous utilisons donc une abstraction finie du système fondée sur une représentation symbolique des
ensembles de valuations d’horloges, que nous décrivons dans la sous-section 6.2.1. Nous présentons
ensuite la structure de données permettant d’implémenter cette représentation symbolique dans la
sous-section 6.2.2. Enfin, nous donnons les éléments principaux de la preuve de correction de cet
algorithme dans la sous-section 6.2.3.

6.2.1 Les zones, une représentation symbolique de valuations

Afin de manipuler plus efficacement les ensembles de valuations d’horloges calculés lors de l’ana-
lyse de l’automate temporisé, il est nécessaire de disposerd’une représentation symbolique de ces en-
sembles. Cette représentation doit être compatible avec lecalcul des successeurs. Elle doit également
être aisément implémentable et être manipulable de façon efficace,i.e.que les opérations précédentes
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Algorithme 1 Analyse en avant à la volée pour un système de transitions.
Entrée : S = (Q, q0,→) un système de transitions,qf ∈ Q un état cible
Sortie : Réponse au problème de l’accessibilité deqf dansS

1: Visités := ∅ ; /* Initialisation */
2: Attente := {q0} ;
3: Répéter
4: Piocherq dansAttente ;
5: Si q /∈ Visités Alors
6: CalculerSuccesseurs = {q′ ∈ Q | q → q′} ;
7: Si qf ∈ Successeurs Alors
8: Retourner « OUI » ;
9: Sinon /* Successeurs ne contient pasqf */

10: Visités := Visités ∪ {q} ;
11: Attente := Attente ∪ Successeurs ;
12: Fin Si
13: Fin Si
14: Jusqu’à Attente = ∅ ;
15: Retourner « NON » ;

doivent être de faible complexité. Enfin, cette représentation symbolique doit avoir un ensemble fini
de représentants afin de garantir la terminaison de l’algorithme.

Les régions, introduites dans la sous-section 1.4.3, constituent une représentation symbolique sa-
tisfaisant ces différents critères. Cependant, le nombre de régions est exponentiel dans la taille de
l’automate et il est possible de manipuler des ensembles plus grands de valuations d’horloges afin de
réduire le nombre d’objets construits par l’algorithme. Ceci est obtenu à l’aide de la représentation
symbolique deszones, qui est utilisée dans la majorité des algorithmes développés pour les systèmes
temporisés.

Définition 6.1 (Zone). Étant donné un ensemble d’horlogesX, unezoneZ sur cet ensembleX est
l’ensemble des valuations surX vérifiant une contrainte d’horlogesϕ ∈ C(X) définie uniquement par
des conjonctions,i.e.Z = JϕK. L’ensemble des contraintes d’horloges admissibles pour la définition
d’une zone, appeléescontraintes de zone, est décrit par la grammaire suivante :

ϕ ::= x ∼ c | x− y ∼ c | ϕ ∧ ϕ | tt

oùx, y ∈ X, c ∈ N,∼∈ {<,≤,=,≥, >}.
Enfin, étant donné un entier naturelk ∈ N>0, une zone est ditek-bornée si et seulement si elle

peut être obtenue par une contrainte d’horlogek-bornée.

Notons qu’une zone constitue toujours un ensemble de valuations convexe.

Exemple 6.2. La zone illustrée sur la figure ci-
contre est associée à la contrainte suivante :

ϕ = x > 1 ∧ y ≤ 3 ∧ x− y < 2

L’horloge x est placée en abscisse et l’horlogey
en ordonnée.

1

3

4

y

2

2

31 4 x y
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Considérons à présent un automate temporiséA, d’espace d’états de contrôleL et d’horlogesX.
Nous définissons unétat symboliquedeA comme une paire(`, Z) où ` ∈ L etZ est une zone surX.

Nous définissons l’opérateurPost sur les zones de la façon suivante. Il combine à la fois le calcul
des successeurs discrets par une transition donnée et le calcul des successeurs temporels. Rappelons
que nous avons supposé queA ne possède pas d’invariants. Soit(`, Z) un état symbolique ett =

`
g,a,R
−−−→ `′ une transition de l’automate temporisé. Alors la zone1 Post(Z, t) est définie par :

Post(Z, t) = {v[R← 0] + d | d ∈ T, v ∈ Z, v |= g}

(`′,Post(Z, t)) est l’état symbolique atteint depuis l’état symbolique(`, Z) à l’issue du franchis-
sement de la transition discrètet, et après écoulement du temps.

Nous présentons maintenant les opérations de base réalisables sur les zones. Afin de calculer les
successeurs possibles d’une configuration d’un automate temporisé, nous devons considérer les suc-
cesseurs discrets, obtenus par intersection avec la contrainte étiquetant la transition correspondante
puis par application de la remise à zéro et enfin calculer les successeurs temporels de la nouvelle
configuration. Les zones constituent une structure stable par chacune de ces trois opérations (intersec-
tion, remise à zéro et successeurs temporels) comme cela esténoncé dans la proposition suivante :

Proposition 6.3(Opérations sur les zones). Considérons deux zonesZ1 etZ2 sur un ensemble d’hor-
logesX et un sous-ensemble d’horlogesR ⊆ X. Alors les trois ensembles suivants sont encore des
zones surX :

Intersection : l’ensembleZ1 ∩ Z2,

Remise à zéro : l’ensemble{v[R← 0] | v ∈ Z1}, notéZ1[R← 0],

Futur : l’ensemble{v + d | v ∈ Z1, d ∈ T}, noté
−→
Z1.

Notons que l’ensemblePost(Z, t) peut être défini par l’égalité suivante :

Post(Z, t) =
−−−−−−−−−−−−→
(Z ∩ JgK)[R← 0]

D’après la proposition précédente,Post(Z, t) est donc bien une zone dès lors queg est une zone.
De plus, l’ensemble constitué de la valuation initiale0 est également une zone (

∧
x∈X x = 0),

notée par la suiteZ0.
Il est donc possible de résoudre dans ce formalisme le problème de l’accessibilité d’un état de

contrôle défini dans le chapitre 1 en adaptant l’algorithme 1. Cependant, le nombre de zones n’esta
priori pas borné et l’algorithme peut donc (encore) ne pas terminer. Afin de pallier cette difficulté,
nous nous restreignons à un sous-ensemble fini de l’ensembledes zones surX, l’ensemble des zones
K-bornées, oùK dénote la constante maximale apparaissant dans l’automateétudiéA. Afin de ga-
rantir que les zones manipulées sont toujoursK-bornées, nous utilisons un opérateur d’extrapolation
ApproxK défini ainsi :

ApproxK(Z) =
⋂

zonesK-bornéesZ ′

telles queZ ⊆ Z ′

Z ′

Il est facile de vérifier que cette définition est correcte et que la zoneApproxK(Z) ainsi définie est
K-bornée, contient la zoneZ et est la plus petite zone, au sens de l’inclusion, vérifiant ces deux

1Afin de garantir que cet objet est une zone, il est nécessaire de supposer queg en est une,i.e. qu’il faut avoir exclu les
disjonctions de la définition des gardes des transitions.
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Algorithme 2 Analyse en avant à la volée pour les automates temporisés.
Entrée : A un automate temporisé,`f un état de contrôle cible
Sortie : Réponse au problème de l’accessibilité de`f dansA

1: Calculer la constante maximaleK apparaissant dansA ;
2: Visités := ∅ ; /* Initialisation */
3: Attente := {(`0,

−→
Z0)} ;

4: Répéter
5: Piocher(`, Z) dansAttente ;
6: Si il n’existe pas(`, Z ′) ∈ Visités tel queZ ⊆ Z ′ Alors /* (`, Z) n’a pas encore été visité */

7: Successeurs := {(`′,ApproxK(Post(Z, t)) | t = `
g,a,R
−−−→ `′ transition deA} ;

8: Si il existe(`f , Zf ) ∈ Successeurs tel queJZf K 6= ∅ Alors
9: Retourner « OUI » ;

10: Sinon /* Successeurs ne contient pas d’état final */
11: Visités := Visités ∪ {(`, Z)} ;
12: Attente := Attente ∪ Successeurs ;
13: Fin Si
14: Fin Si
15: Jusqu’à Attente = ∅ ;
16: Retourner « NON » ;

propriétés. L’opérateurApproxK calcule donc une surapproximation de la zoneZ, i.e. pour toute
zoneZ, nous avons l’inclusion suivante :

Z ⊆ ApproxK(Z) (6.1)

Les éléments précédents sur les zones nous permettent de présenter maintenant l’algorithme 2 qui
constitue l’algorithme standard d’accessibilité en avantet à la volée pour les automates temporisés
(sans gardes diagonales). Cet algorithme est une simple adaptation de l’algorithme 1 présenté plus
haut.

L’inclusion (6.1) implique que l’algorithme 2 calcule une surapproximation de l’ensemble des
états accessibles. Plus précisément, rappelons que nous notons D-Acc(A) l’ensemble des états de
contrôle deA qui sont accessibles dansA. De façon similaire, définissonsD-Acc(A,ApproxK) l’en-
semble des états de contrôle calculés comme accessibles parl’algorithme 2 dépendant de l’opérateur
d’extrapolationApproxK . D’après la propriété 6.1, nous avons :

D-Acc(A) ⊆ D-Acc(A,ApproxK) (6.2)

Nous démontrerons dans la sous-section 6.2.3 la correctionde l’algorithme 2 pour la classe des
automates temporisés sans gardes diagonales. Celle-ci s’exprime ainsi :

∀` ∈ L, ` ∈ D-Acc(A) ⇐⇒ ` ∈ D-Acc(A,ApproxK) (6.3)

Avant cela, nous présentons la structure de données utilisée pour implémenter les zones.

Remarque 6.4.Notons que le nombre de zonesK-bornées est, comme les régions, exponentiel dans
la taille de l’automateA. Plus précisément, il est même plus grand que le nombre de régions. Ainsi, le
nombre d’éléments de la représentation symbolique n’a pas été réduit par rapport à la représentation
des régions. Cependant, les ensembles peuvent être plus grands, du point de vue de l’inclusion, et
l’algorithme résultant est beaucoup plus efficace en pratique. y
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6.2.2 Matrices à différences bornées

Nous présentons dans cette sous-section la structure de données habituellement utilisée afin de
représenter et manipuler les zones lors de l’implémentation de cet algorithme. Les opérations né-
cessaires pour l’implémentation de l’algorithme 2 sont lessuivantes : test d’inclusion, test du vide,
calcul de l’image parPost et parApproxk. Cette structure de données, intitulée matrices à différences
bornées, a été introduite et étudiée dans [BM83, Dil90].

Définition 6.5 (Matrice à différences bornées [BM83, Dil90]). Une matrice à différences bornées
pour un ensembleX den horloges est une matrice carrée de dimension(n+ 1)× (n+ 1) contenant
des paires(≺,m) éléments de l’ensembleV = {<,≤} × Z ∪ {(<,∞)}. Nous notons lesn horloges
considéréesx1, . . . , xn et considérons une horloge supplémentairex0. L’horloge x0 sert seulement
de référence, et sa valeur dans la sémantique sera toujours0.

À une matrice à différences bornéesM = (≺i,j ,mi,j)0≤i,j≤n est associé le sous-ensembleJMK
deTX défini parJMK = JϕK oùϕ est une contrainte de zone surX définie par :

ϕ =
∧

0≤i,j≤n

xi − xj ≺i,j mi,j

où le termex0 est remplacé par0. Ceci implique donc queJMK est une zone surX.
En particulier, il est facile de vérifier qu’étant donnée unezoneZ = JϕK surX, ϕ étant une

contrainte de zone surX, nous pouvons définir une matrice à différences bornéesM vérifiantJMK =
Z. Cependant, cette matrice n’est pas unique, comme cela est illustré sur l’exemple 6.6.

Exemple 6.6(Matrices à différences bornées et zones.). La zone définie par les équationsx1 >
3∧ x2 ≤ 5∧ x1 − x2 < 4 peut être représentée par les deux matrice à différences bornées suivantes :




(≤, 0) (<,−3) (<,∞)
(<,∞) (≤, 0) (<, 4)
(≤, 5) (<,∞) (≤, 0)


 et




(<,∞) (<,−3) (<,∞)
(≤,∞) (<,∞) (<, 4)
(≤, 5) (<,∞) (≤, 0)




y

Forme normale. Avec cette définition, plusieurs matrices à différences bornées peuvent définir la
même zone. Ceci pose problème car il n’est alors pas possible, étant données deux matrices à dif-
férences bornéesM1 etM2, de tester de manière syntaxique si elles représentent la même zone,i.e.
si JM1K = JM2K. Une forme normalea donc été introduite afin de représenter sans ambiguïté les
zones par des matrices à différences bornées. La forme normale d’une matrice à différences bornées
donnée est simplement l’unique matrice à différences bornées qui, parmi celles qui représentent la
même zone, a les coefficients les plus petits pour l’ordre défini ci-dessous. Cette matrice à différences
bornées « minimale » représente les contraintes les plus fortes sur les horlogesxi. Une fois définis
un ordre et une addition sur les éléments deV, nous pouvons utiliser un algorithme classique de plus
court chemin, par exemple l’algorithme de Floyd présenté autravers de l’algorithme 3, pour calcu-
ler la forme normale. Nous noterons dans la suiteφ(M) la matrice à différences bornées sous forme
normale associée à la matrice à différences bornéesM .

Ordre surV : Si (≺,m), (≺′,m′) ∈ V, alors nous avons(≺,m) ≤ (≺′,m′) si et seulement si :



m < m′

ou

m = m′ et (≺=≺′ ou ≺′=≤).
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Addition surV : Si (≺,m), (≺′,m′) ∈ V, alors nous définissons(≺′′,m′′) = (≺,m)+ (≺′,m′) par :



m′′ = m+m′

et

≺′′=≤ si ≺=≺′=≤ et < sinon.

Algorithme 3 Algorithme de Floyd permettant de calculer la forme normale
Entrée : M = (Mi,j)0≤i,j≤n une matrices à différences bornées.
Sortie : φ(M) la forme normale de M

1: Pour k = 0 àn Faire
2: Pour i = 0 àn Faire
3: Pour j = 0 àn Faire
4: Mi,j := min(Mi,j ,Mi,k +Mk,j) ;
5: Fin Pour
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Retourner M ;

Propriétés de la forme normale.La forme normaleφ(M) d’une matrice à différences bornéesM
satisfait les propriétés suivantes :
Correction : Jφ(M)K = JMK

Unicité : JMK = JM ′K⇒ φ(M) = φ(M ′)

La forme normale représente les contraintes les plus fortes:
φ(M) ≤M, i.e.∀ 0 ≤ i, j ≤ n, φ(M)i,j ≤Mi,j

Inclusion : JMK ⊆ JM ′K⇔ φ(M) ≤M ′ ⇔ φ(M) ≤ φ(M ′)
En particulier, remarquons que le test d’inclusion entre deux matrices à différences à bornées se fait
donc en temps quadratique (comparer les coefficients un à un)dès lors que les deux matrices sont en
forme normale.

Test du vide.La forme normale permet de plus de tester du vide. En effet, soit M = (≺i,j ,mi,j)0≤i,j≤n
une matrice à différences bornées (pas nécessairement sousforme normale), alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) JMK = ∅
(ii) Il existe un cycle strictement négatif dansM , i.e.une séquence d’indices distincts(i1, . . . , il−1)

telle que (en posantil = i1)

(≺i1,i2,mi1,i2) + . . .+ (≺il−1,il,mil−1,il) < (≤, 0)

(iii) φ(M) contient un terme strictement inférieur au terme(≤, 0) sur la diagonale2

Ainsi le test du vide peut être réalisé très facilement (temps linéaire) sur une matrice à différences
bornées sous forme normale puisqu’il suffit de tester les coefficients de la diagonale.

Autres opérations utilisées par l’algorithme 2.Il nous reste enfin à vérifier que les autres opérations
nécessaires pour l’algorithme sur les zones sont aisément implémentables grâce aux matrices à diffé-
rences bornées [CGP99]. Commençons par le calcul de l’imagepar l’opérateurPost et considérons
ensuite lak-approximation.

2Si JMK = ∅, φ(M) ne désigne plus la forme normale deM , mais le résultat de l’algorithme 3.
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Futur. SoitM = (≺i,j,mi,j)0≤i,j≤n une matrice à différences bornées sous forme normale. Définis-

sons la matrice à différences bornées
−→
M = (≺′i,j,m

′
i,j)0≤i,j≤n par :

(≺′i,j,m
′
i,j) =

{
(≺i,j,mi,j) si j 6= 0

(<,∞) sinon.

Alors nous avonsJ
−→
MK =

−−→
JMK et de plus la matrice à différences bornées

−→
M est sous forme normale.

Intersection. SoientM = (≺i,j,mi,j)0≤i,j≤n et M ′ = (≺′i,j,m
′
i,j)0≤i,j≤n deux matrices à diffé-

rences bornées (pas nécessairement sous forme normale). DéfinissonsM ′′ = (≺′′i,j ,m
′′
i,j)0≤i,j≤n par :

∀0 ≤ i, j ≤ n, (≺′′i,j,m
′′
i,j) = min((≺i,j,mi,j), (≺

′
i,j ,m

′
i,j)).

Alors nous avonsJM ′′K = JMK ∩ JM ′K. Remarquons que nous ne pouvons pas assurer queM ′′ soit
sous forme normale, même siM etM ′ le sont.

Remise à zéro.SoitM = (≺i,j,mi,j)0≤i,j≤n une matrice à différences bornées sous forme normale.
Définissons la matrice à différences bornéesMxk:=0 = (≺′i,j,m

′
i,j)0≤i,j≤n par :

(≺′i,j ,m
′
i,j) = (≺i,j ,mi,j) si i, j 6= k

(≺′k,k,m
′
k,k) = (≺′k,0,m

′
k,0) = (≺′0,k,m

′
0,k) = (≤, 0)

(≺′i,k,m
′
i,k) = (≺i,0,mi,0) si i 6= k

(≺′k,i,m
′
k,i) = (≺0,i,m0,i) si i 6= k

Alors nous avonsJMxk:=0K = JMK[xk ← 0] et de plus la matrice à différences bornéesMxk:=0 est
sous forme normale.

k-approximation. SoitM = (≺i,j,mi,j)0≤i,j≤n une matrice à différences bornées sous forme nor-
male. Définissons la matrice à différences bornéesM

k
= (≺′i,j,m

′
i,j)0≤i,j≤n par :

(≺′i,j ,m
′
i,j) =





(≺i,j ,mi,j) si |mi,j| ≤ k

(<,∞) simi,j > k

(<,−k) simi,j < −k

Alors nous avonsJM
k
K = Approxk(JMK) mais la matrice à différences bornéesM

k
n’est pas néces-

sairement sous forme normale.

Finalement, il est donc possible d’implémenter l’algorithme 2 à l’aide de la structure de données
des matrices à différences bornées.

6.2.3 Fondamentaux de la correction de l’algorithme

Plusieurs tentatives de preuves de la correction de cet algorithme peuvent être trouvées dans la
littérature [Tri98, WT94], mais il est démontré dans [Bou04] que ces tentatives sont erronées. Nous
présentons dans cette sous-section les éléments principaux de la preuve de correction de cet algorithme
pour les automates temporisés sans gardes diagonales, telle qu’elle a été réalisée dans [Bou04]. Nous
expliquerons par la suite pourquoi cette preuve n’est pas correcte en présence de gardes diagonales.
Celle-ci fonctionne en deux étapes.

Dans un premier temps, la correction d’un algorithme semblable à l’algorithme 2 est prouvée. La
seule différence réside dans l’opérateur d’extrapolationutilisé, fondé sur les régions. Cet opérateur,
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notéClôtureR, dépend d’un paramètreR qui désigne un ensemble de régions, au sens défini dans la
sous-section 1.4.3 sur l’automate des régions. Pour l’instant,R dénote l’ensemble de régions introduit
pour la construction de l’automate des régions d’un automate temporisé sans gardes diagonales. Nous
définissons, pour toute zoneZ surX, l’opérateurClôtureR par :

ClôtureR(X) =
⋃
{R ∈ R | Z ∩R 6= ∅}

NotonsD-Acc(A,ClôtureR) l’ensemble des états de contrôle calculés comme étant accessibles par
l’algorithme 2 dans lequel l’opérateurClôtureR est substitué àApproxK . Il est possible de démontrer
la correction de cet algorithme, en s’appuyant sur la correction de la construction de l’automate des
régions [Bou04, Proposition 1].

∀` ∈ L, ` ∈ D-Acc(A) ⇐⇒ ` ∈ D-Acc(A,ClôtureR) (6.4)

Il est important de remarquer que l’ensembleClôtureR(Z) n’est pas nécessairement une zone, même
si Z est une zone. En effet, cet ensemble peut ne pas être convexe.L’exemple 6.7 présente ce cas de
figure. Ainsi, les objets manipulés par l’algorithme ne sontpas nécessairement des zones mais parfois
des unions de zones et il s’agit alors de séparer ces unions afin de les placer dans l’ensembleAttente.
En particulier, ceci implique que l’algorithme correspondant est plus coûteux, ce qui justifie qu’il n’est
pas utilisé en pratique.

Dans un second temps, nous démontrons une propriété liant les opérateursClôtureR etApproxK .
Considérons un automate temporisé sans gardes diagonalesA. NotonsR l’ensemble de régions intro-
duit dans la sous-section 1.4.3 correspondant àA etK la constante maximale apparaissant dansA.
Nous avons alors l’inclusion suivante, pour toute zoneZ surX (ensemble des horloges deA) [Bou04,
Proposition 2]

Z ⊆ ApproxK(Z) ⊆ ClôtureR(Z) (6.5)

Nous obtenons dons les inclusions suivantes :

D-Acc(A) ⊆ D-Acc(A,ApproxK) ⊆ D-Acc(A,ClôtureR)

La propriété (6.4) permet d’obtenir la chaîne d’équivalences suivante.

∀` ∈ L, ` ∈ D-Acc(A) ⇐⇒ ` ∈ D-Acc(A,ClôtureR) ⇐⇒ ` ∈ D-Acc(A,ApproxK)

Ces équivalences démontrent la propriété (6.3) annoncée page 155 et permettent donc d’établir la
correction de l’algorithme 2.

Exemple 6.7(OpérateursClôtureR et ApproxK).
Nous considérons la zoneZ représentée par la surface.
Les régions standards, pour la constante2, sont représen-
tées par des traits pleins. Alors la partie correspond à
Approx2(Z) \ Z et la partie correspond àClôtureR \
Approx2(Z).

y

Théorème 6.8(Correction de l’algorithme 2 [Bou04]). L’algorithme 2 donne une réponse correcte au
problème de l’accessibilité d’un état de contrôle pour les classes d’automates temporisés suivantes :

– la classe des automates temporisés d’Alur et Dill (sans gardes diagonales),
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– la classe des automates temporisés avec gardes diagonalesayant au plus3 horloges (en modi-
fiant le choix de la constante d’extrapolation).

Le second point précise que pour la restriction aux automates ayant au plus trois horloges, il existe
un choix de la constante d’extrapolation qui permet d’obtenir un algorithme correct. Ceci résout en
particulier le cas du contre-exemple exposé dans [Ben02, BY03].

6.3 Analyse en avant et gardes diagonales

Nous présentons maintenant les problèmes liés à l’introduction de gardes diagonales dans l’algo-
rithme d’analyse en avant à la volée. Ces problèmes ont été étudiés en détails dans [Bou04]. Nous en
présentons ici une synthèse, utile pour la suite de notre présentation. Rappelons que puisque l’opéra-
teurApproxK calcule une sur-approximation de la zone (inclusion énoncée dans la propriété (6.1)),
l’algorithme calcule une sur-approximation de l’ensembledes états de contrôle accessibles (inclu-
sion énoncée dans la propriété (6.2)). Rappelons égalementque l’algorithme est correct s’il n’y a pas
de gardes diagonales,i.e. que cette dernière inclusion est en fait une égalité. Nous allons voir qu’en
présence de gardes diagonales, l’inclusion peut être stricte et que l’algorithme peut donc déclarer ac-
cessible des états de contrôle qui ne le sont pas. En d’autrestermes, l’algorithme n’est pas correct
pour le problème de l’accessibilité d’un état de contrôle.

6.3.1 Illustration avec un contre-exemple

Nous considérons l’automateA représenté sur la figure 6.1. Notons que cet automate contient
deux gardes diagonales,x2 ≤ x1 + 1 et x4 ≥ x3 + 2 sur la transition allant de l’état noir à l’état
Erreur. De plus, l’automate contient4 horloges, ce qui en fait un contre-exemple minimal vis-à-
vis du théorème 6.8. Sur cet exemple, nous allons montrer quel’algorithme 2 déclare l’étatErreur
accessible alors que cet état ne l’est pas.

x3 ≤ 3

{x3, x1} := 0

x2 = 3

x2 := 0

x1 = 2, x1 := 0

x2 = 2, x2 := 0

x1 = 2,
x1 := 0

x2 = 2

x2 := 0

x1 = 3

x1 := 0

x2 ≤ x1 + 1

x4 ≥ x3 + 2
Erreur

A0

FIG. 6.1 – Automate temporiséA

Considérons une exécution le long de laquelle la première transition est franchie à la dated ∈ [1, 3]
et dans laquelle la boucle est priseα ∈ N fois. Nous pouvons alors calculer la valuationv atteinte
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dans l’état noir. 



v(x1) = 0
v(x2) = d
v(x3) = 2α+ 5
v(x4) = 2α+ 5 + d

En particulier, cette valuation vérifie la contraintex2−x1 = x4−x3, indépendamment des valeurs de
d etα. Ceci implique donc que la « dernière » transition, entre l’état noir et l’étatErreur, n’est jamais
franchissable et l’étatErreur n’est pas accessible.

Par ailleurs, nous allons montrer que l’algorithme 2 déclare accessible l’état de contrôleErreur.
En effet, en notantK la constante choisie pour l’extrapolation (siK est définie comme la constante
maximale, nous avons iciK = 3), il est toujours possible de choisirα suffisamment grand pour avoir
2α+ 5 > K. Fixons donc un tel entier naturelα et notonsρ l’exécution correspondante. Définissons
enfinZeρ (respectivementZaρ )3 comme la zone calculée en itérant l’opérateurPost (respectivement
l’opérateurApproxK ◦ Post obtenu par composition deApproxK etPost) une fois atteint l’état noir.
Zeρ correspond alors à l’ensemble des valuations accessibles le long de cette séquence de transitions,
tandis queZaρ correspond à l’ensemble des valuations calculées comme étant accessibles par l’algo-
rithme 2 le long de ce même préfixe. Il est facile de démontrer par induction sur la longueur deρ que
Zeρ ⊆ Z

a
ρ (en utilisant la croissance dePost et le fait queApproxK constitue une sur-approximation).

CommeApproxK(Zeρ) est par définition la plus petite (au sens de l’inclusion) zoneK-bornée conte-
nant la zoneZeρ et puisqueZaρ est une autre zoneK-bornée contenantZeρ, nous obtenons l’inclusion
suivante :

Zeρ ⊆ ApproxK(Zeρ) ⊆ Z
a
ρ

Nous donnons ci-dessous un système de contraintes pour les zonesZeρ et ApproxK(Zeρ).

Zeρ





x1 = 0

1 ≤ x2 − x1 ≤ 3

1 ≤ x4 − x3 ≤ 3

x3 − x1 = 2α+ 5

x4 − x2 = 2α+ 5

ApproxK(Zeρ)





x1 = 0

1 ≤ x2 − x1 ≤ 3

1 ≤ x4 − x3 ≤ 3

x3 − x1 > K

x4 − x2 > K

Notonsg la gardex2 − x1 ≤ 1 ∧ x4 − x3 ≥ 2 étiquetant la dernière transition. Nous avons
facilement queZeρ ∩ JgK = ∅ tandis queApproxK(Zeρ) ∩ JgK 6= ∅. Ceci impliqueZaρ ∩ JgK 6= ∅ et
donc l’algorithme 2 déclare l’étatErreur accessible. Remarquons que les inégalités strictes dans la
contrainte définissantApproxK(Zeρ) sont dues à l’opérateur d’extrapolation et ne sont pas la cause de
l’erreur de l’algorithme.

6.3.2 Zones, gardes diagonales et extrapolation

Nous avons vu précédemment que la correction de l’algorithme 2 est obtenue à partir des deux
propriétés suivantes :

∀` ∈ L, ` ∈ D-Acc(A) ⇐⇒ ` ∈ D-Acc(A,ClôtureR) (6.4)

Z ⊆ ApproxK(Z) ⊆ ClôtureR(Z) (6.5)

3L’exposante désigne la zone « exacte » tandis que l’exposanta désigne la zone « approchée ».
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En présence de gardes diagonales, il est nécessaire de modifier l’ensemble de régions considéré
afin d’obtenir le premier point. Nous avons introduit dans lasous-section 1.5.3 l’ensemble de régions
Rd afin de prendre en compte la présence de gardes diagonales. Ilest alors facile de vérifier que
l’algorithme utilisant l’approximationClôtureRd

est correct vis-à-vis de l’accessibilité d’un état de
contrôle. Ceci démontre donc un équivalent de la propriété (6.4) dans le cadre des automates tempo-
risés avec gardes diagonales. Pour tout automate temporiséavec gardes diagonalesA, nous avons :

∀` ∈ L, ` ∈ D-Acc(A) ⇐⇒ ` ∈ D-Acc(A,ClôtureRd
) (6.6)

Pour le second point en revanche nous allons montrer que l’inclusion n’est plus vérifiée pour ce
nouvel ensemble de régions. En effet, l’approximationClôtureRd

est stable vis-à-vis de la satisfaction
des gardes diagonales apparaissant dans l’automate (cetteimplication s’obtient en écrivantJgK comme
une union de régions deRd) :

∀Z,Z ∩ JgK = ∅ ⇒ ClôtureRd
(Z) ∩ JgK = ∅

Une implication similaire n’est pas vérifiée parApproxK . Ainsi, nous avons montré précédemment
que la zoneZeρ vérifieZeρ∩JgK = ∅ etApproxK(Zeρ)∩JgK 6= ∅ en notantg = x2−x1 ≤ 1∧x4−x3 ≥ 2
la garde attachée à la dernière transition de l’automate temporiséA. Notonst cette transition, nous
obtenons la propriété suivante :

ApproxK(Zeρ.t) 6⊆ ClôtureRd
(Zeρ.t)

qui implique que la propriété (6.5) n’est pas vérifiée en présence de contraintes diagonales.

L’algorithme 2 fondé sur l’opérateur d’extrapolationApproxK oùK est la constante maximale
apparaissant dans l’automate n’est donc pas correct. Plus généralement, quel que soit le choix de
la constante d’extrapolationK, l’algorithme précédent est encore incorrect puisque dansl’exemple
précédent il suffit de choisir pourα une valeur suffisamment grande par rapport à la valeur donnée
àK pour obtenir la contradiction. Enfin, il est possible d’étendre ce résultat de « non correction » à
un ensemble plus général d’opérateurs d’extrapolation. Eneffet, supposons l’existence d’un opérateur
d’extrapolationAbs vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) pour toute zoneZ, Abs(Z) est une zone,

(ii) pour toute zoneZ, Abs(Z) contient la zoneZ,

(iii) Abs est à image finie.

Considérons alors l’algorithme 2 dans lequelAbs est substitué àApproxK . L’hypothèse(i) per-
met de s’assurer que cet algorithme ne manipule que des zones, l’hypothèse(ii) permet de garan-
tir sa complétude (i.e. une propriété similaire à (6.2)) et enfin l’hypothèse(iii) assure sa terminai-
son. CommeAbs est d’image finie, nous pouvons considérer la constante maximale apparaissant
dans les zones éléments de l’image deAbs. Notons-laM . Nous obtenons alors, pour toute zoneZ,
Z ⊆ ApproxM (Z) ⊆ Abs(Z). Puisque l’algorithme basé surAbs est correct, alors celui basé sur
l’opérateurApproxM l’est également, ce qui contredit nos résultats précédentset fournit donc une
contradiction.

Ceci implique donc qu’il est vain de chercher à définir un nouvel opérateur d’extrapolation véri-
fiant les hypothèses(i), (ii) et (iii). Afin de proposer un algorithme correct, plusieurs directions sont
alors envisageables que nous étudions dans la section suivante.
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6.4 Méthodes pour corriger l’algorithme

Nous avons mis en évidence dans la section précédente les problèmes de correction de l’algo-
rithme 2 lorsqu’il est appliqué à des automates temporisés avec gardes diagonales. Nous allons pré-
senter ici différentes pistes qui peuvent sembler envisageables afin de corriger cet algorithme.

6.4.1 S’affranchir des gardes diagonales

L’idée la plus naturelle est de chercher à s’appuyer sur la correction du même algorithme, lorsque
le modèle ne contient pas de gardes diagonales. Nous avons eneffet rappelé que dans ce cas, l’algo-
rithme est correct (théorème 6.8). De plus, nous avons présenté au début de ce document une construc-
tion permettant de transformer un automate temporisé avec gardes diagonales en un automate tempo-
risé équivalent sans gardes diagonales (théorème 1.27). Ces deux points regroupés, nous obtenons
donc un algorithme correct pour les automates temporisés avec gardes diagonales. Cependant, nous
avons remarqué que la construction associée au théorème 1.27 a un coût exponentiel dans le nombre
de gardes diagonales. Ainsi, la taille du modèle à analyser va augmenter de façon exponentielle et
cette approche ne sera pas efficace en pratique.

Une approche similaire a été proposée dans [BY03]. Intuitivement, le raffinement du modèle vis-
à-vis des gardes diagonales,i.e. sa transformation en un modèle équivalent sans gardes diagonales,
est réalisé au travers de l’opérateur d’extrapolation et non lors d’une phase de pré-calcul. Pour cela,
l’opérateur d’extrapolation, au lieu de retourner une zone, renvoie une union finie de zones et chaque
zone de l’union est ajoutée individuellement à l’ensembleSuccesseurs. Plus précisément, le nouvel
opérateur d’extrapolation proposé dans ces travaux procède en quatre étapes :

1. Diviser la zoneZ à extrapoler en une unionZ =
⊎
Zi de zones deux à deux disjointes telle que

pour tout élémentZi de l’union et toute garde diagonaleg du système, l’une des deux inclusions
Zi ⊆ JgK etZi ⊆ J¬gK est vérifiée ;

2. Pour chaque zoneZi, collecter la listeLi des contraintes diagonalesg du système (ou des
négations¬g) « satisfaites »,i.e. telles queZi ⊆ JgK (respectivement telles queZi ⊆ J¬gK) ;

3. Extrapoler chaque zoneZi à l’aide de l’opérateurApproxK , obtenant ainsi la zoneWi ;

4. Pour touti, raffiner la zoneWi par les contraintes stockées dans la listeLi et retourner la liste
des zones obtenues ;

L’algorithme présenté vérifie alors les deux propriétés suivantes :
{
Z ⊆

⋃
Wi,

∀i,∀g,Wi ⊆ JgK ∨Wi ⊆ J¬gK

Remarque 6.9. Il est facile de vérifier que les points2 et 4 de la procédure précédente sont en fait
superflus puisque la définition de l’opérateurApproxK assure, si la garde diagonaleg est prise en
compte dans le calcul de la constante d’extrapolationK, que si une zoneZ vérifieZ ⊆ JgK alors la
zone extrapolée vérifie encore cette inclusion :ApproxK(Z) ⊆ JgK. y

La présentation de l’étape de raffinement du modèle comme unemodification de l’opérateur d’ex-
trapolation permet d’éviter le coût du calcul explicite et complet de l’automate équivalent. Cependant,
le nombre de zones que l’algorithme va devoir manipuler reste le même et sa complexité est donc elle
aussi la même. Globalement, cette seconde méthode souffre donc du même défaut que la première, à
savoir une explosion exponentielle (dans le nombre de gardes diagonales présentes) de la complexité
de l’algorithme.
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6.4.2 Détecter les faux-positifs

Une seconde technique consiste à chercher à « vérifier » les réponses retournées par l’algorithme 2.
En effet, rappelons que celui-ci calcule une sur-approximation de l’ensemble des états accessibles
(propriété 6.2). Les seules erreurs qu’il peut générer sontdonc des faux-positifs,i.e. déclarer un état
accessible alors que celui-ci ne l’est pas. Or il est très facile de modifier légèrement la structure de
l’algorithme afin que celui-ci retourne l’exécution symbolique (i.e. la séquence finie de transitions
discrètes) qui lui a permis d’atteindre cet état. Nous pouvons alors tester la validité de ce contre-
exemple en calculant l’ensemble des configurations accessibles le long de cette exécution symbolique
afin de vérifier que l’état de contrôle cible est réellement accessible. Ceci peut être réalisé puisque
nous avons présenté précédemment comment calculer l’ensemble des successeurs par une transition
discrète et puisque l’exécution considérée est finie.

Ceci conduit à la procédure suivante qui intègre une étape dedétection des faux-positifs :

1. appliquer l’algorithme 2,

2. si l’état de contrôle cible est déclaré accessible à l’issue d’une exécution symboliqueρ, tester la
validité de cette exécution afin de décider si ce contre-exemple est ou non un faux-positif,

3. si ρ est un faux-positif, poursuivre l’exécution de l’algorithme 2, sinon arrêter la procédure et
déclarer l’état cible accessible.

Cependant, cette procédure peut « manquer » des exécutions réelles menant à l’état de contrôle
cible et n’est donc pas complète. En effet, les faux-positifs participent au recouvrement de l’espace
d’états accessibles construit par l’algorithme en contribuant à la construction de la listeVisités. Or
cette liste permet de limiter l’exploration de certaines transitions discrètes afin de garantir la termi-
naison de l’algorithme. Une transition menant réellement àl’état cible peut ne pas être explorée à
cause d’un faux-positif. Ceci est dû au test d’inclusion permettant de limiter l’exploration de certaines
transitions réalisé entre des zones extrapolées car l’inclusion entre deux zones extrapolées n’implique
pas l’inclusion entre les deux zones elles-mêmes. Un automate temporisé pour lequel cette situation
se produit est représenté sur la figure 6.2 et étudié dans l’exemple 6.10 ci-dessous.

Enfin, l’alternative consistant à retirer de la listeVisités les états déclarés accessibles qui ne le sont
en fait pas n’assure plus la terminaison de l’algorithme.

Exemple 6.10(Les faux-positifs peuvent dissimuler de vrais contre-exemple). Considérons l’auto-
mate temporisé représenté sur la figure 6.2. Dans cet automate, la partie nomméeA0 dont les contours
sont tracés en pointillés représente le sous-ensemble nomméA0 de l’automateA de la figure 6.1. La
constante d’extrapolation, si elle est définie comme la constante maximale apparaissant dans l’auto-
mate, vaut3.

Nous allons démontrer qu’il existe une exécution, passant par la partie « basse » de l’automate,
qui permet d’atteindre l’état de contrôleErreur mais qui n’est pas « découverte » par la procédure
décrite précédemment. La partie basse de l’automate correspond aux trois étatsr0, r1 et r2.

Seuls trois paramètres suffisent à décrire toute exécution passant par cette partie basse et atteignant
l’état q : le temps écoulé lors du séjour dans l’état initial, notéδ1, le nombre de fois que la boucle
autour de l’étatr0 est franchie, notéβ et enfin le délai écoulé dans l’état de contrôler2, notéδ2. La
valuationv atteinte dans l’étatq est alors définie ainsi :

v





v(x1) = 0,

v(x2) = δ2,

v(x3) = β + 2 + δ2,

v(x4) = δ1 + β + 2 + δ2

avec





1 ≤ δ1 ≤ 3,

β ≥ 3,

1 ≤ δ2 ≤ 3
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Erreur

A0

q
x2 ≤ x1 + 1

x4 ≥ x3 + 2

r0 r1 r2

1 ≤ x1 ≤ 3
{x1, x2, x3} := 0

x1 = 1
x1 := 0

x1 = 1 ∧ x3 ≥ 3

x1 := 0

x1 = 1

{x1, x2} := 0

1 ≤ x1 ≤ 3
x1 := 0

FIG. 6.2 – Un contre-exemple à l’arrêt fondé sur les faux-positifs.

Les deux gardes diagonales sont donc équivalentes pourv à la contrainteδ1 ≥ 2 ∧ δ2 ≤ 1 qui est
satisfaisable, ce qui démontre que l’étatErreur est accessible.

Montrons que la procédure précédente ne déclare pourtant pas cet état accessible. En effet sup-
posons que celui-ci procède par analyse en largeur de l’espace d’états (s’il procède par analyse en
profondeur, il peut choisir d’explorer les transitions deA0 avant celles de la partie basse, ce qui mène
aux mêmes conclusions). Il atteint alors en premier l’étatq par un chemin passant par l’automateA0

qui est de longueur5. L’état symbolique associé est(q, Za1 ) et est ajouté à la listeVisités, où la zone
Za1 est donnée par :

Za1





3 < x3

1 ≤ x2 ≤ 3

x1 = 0

1 ≤ x4 − x3 ≤ 3

3 < x4 − x2

2 ≤ x3 − x2

Za2





1 ≤ x2 ≤ 3

x1 = 0

1 ≤ x4 − x3 ≤ 3

3 < x3 − x2

Depuis cet état, l’étatErreur est accessible mais le test de validité du contre-exemple détermine qu’il
constitue un faux-positif et l’analyse en avant se poursuit. L’algorithme découvre plus tard le chemin
menant à l’étatq et passant par la partie basse (atteindre cet état par ce chemin nécessite7 transitions).
L’état symbolique associé est(q, Za2 ) où la zoneZa2 est donnée ci-dessus. Celle-ci est incluse dans
la zoneZa1 et l’algorithme détecte donc la présence de l’élément(q, Za1 ) dans la listeVisités tel que
Za2 ⊆ Za1 . Il ne calcule donc pas les successeurs de l’état symbolique(q, Za2 ) et manque ainsi les
exécutions (réelles) atteignant l’étatErreur. y

À la lumière des difficultés présentées plus haut, une nouvelle proposition est possible. Celle-ci
consiste à modifier la procédure décrite plus haut intégrantla détection des faux-positifs en ajoutant
une dernière étape fondée sur un calcul en arrière. La nouvelle procédure est la suivante :

(1) appliquer l’algorithme 2,

(2) si l’état de contrôle cible est déclaré accessible à l’issued’une exécution symboliqueρ, tester la
validité de cette exécution afin de décider si ce contre-exemple est ou non un faux-positif,
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(3) si ρ est un faux-positif, poursuivre l’exécution de l’algorithme 2, sinon arrêter la procédure et
déclarer l’état cible accessible.

(4) à l’issue de l’application de l’algorithme 2, si aucun contre-exemple n’a été détecté, alors déclarer
que l’état cible n’est pas accessible. Sinon, seuls des faux-positifs ont été détectés. Dans ce cas,
effectuer un calcul en arrière à partir de l’ensemble de l’état de contrôle cible en limitant l’espace
exploré à l’espace atteint lors de l’analyse en avant. Si l’état initial est atteint, alors déclarer l’état
cible accessible.

Cette nouvelle procédure est correcte. En effet, la première phase de la procédure (étapes(1), (2)
et (3)) calcule une sur-approximation de l’espace d’état accessible, et la seconde phase (calcul en
arrière) est correcte pour les automates temporisés, même en présence de gardes diagonales. Cepen-
dant, nous avons déjà mentionné l’inconvénient d’un algorithme en arrière pour la prise en compte de
variables supplémentaires comme des variables entières.

6.4.3 Raffinement «à la demande »

Nous proposons maintenant une nouvelle méthode qui constitue un compromis entre les deux
types de méthodes précédents. Nous avons présenté d’une part des méthodes qui cherchent à éliminer
systématiquement toutes les contraintes diagonales et d’autre part des méthodes fondées sur la détec-
tion des faux-positifs obtenue en vérifiant la validité des contre-exemples retournés par l’algorithme.
Le défaut des premières propositions est le coût exponentiel de l’élimination des gardes diagonales.
Les secondes propositions quant à elles ne permettaient pasd’obtenir un algorithme correct dans le
cas général. Notre méthode combine les points positifs des deux techniques, à savoir la correction de
la première et l’efficacité de la seconde. Nous utilisons la détection des faux-positifs pour limiter le re-
cours au raffinement du modèle, de sorte à n’effectuer l’opération coûteuse de raffinement que lorsque
cela est nécessaire. L’intérêt majeur de cette technique est que notre algorithme ne présenteaucun sur-
coût par rapport à l’algorithme 2 si l’automate temporisé ne produit pas de faux-positif. Comme les
automates temporisés avec gardes diagonales donnant lieu àdes faux-positifs sont vraisemblablement
très peu fréquents, ceci conduit à un algorithme satisfaisant.

Notre méthode que nous présentons est basée sur le paradigmeplus général du raffinement itéra-
tif fondé sur l’analyse des contre-exemples retournés par l’algorithme. Cette méthodologie, intitulée
« CEGAR » pour « Counter-Example Guided Abstraction Refinement », a été introduite par Clarke
et al dans [CGJ+00] et a été depuis appliquée à de nombreux types de systèmes infinis (programmes
à contraintes [HJMS02], systèmes hybrides [ADI03] ...). L’idée générale est d’observer le système à
travers une abstraction initialement peu précise et de raffiner ensuite l’abstraction jusqu’à obtenir la
solution au problème recherché. Le raffinement de l’abstraction est choisi à partir des faux-positifs
obtenus lors de l’analyse du système. Dans notre cadre, les abstractions considérées sont décrites
par un ensemble de gardes diagonales du système. Analyser lesystème avec l’abstraction définie par
un ensembleD de contraintes diagonales correspond à analyser l’automate en tenant compte de la
présence des gardes diagonales éléments deD. Deux méthodes peuvent être envisagées pour cette
opération : le calcul explicite de l’automate obtenu en appliquant la construction de [BDGP98] pour
chaque garde diagonale élément deD, ou la prise en compte deD dans l’opérateur d’extrapolation
selon la méthode définie dans [BY03]. Le choix de l’une ou l’autre de ces deux propositions n’a pas
d’importance pour la correction de notre méthode, nous parlerons simplement d’analyse deA en te-
nant compte de la présence deD, et nous noterons « Analyse de(A,D) ». Enfin, raffiner l’abstraction
revient à augmenter l’ensembleD.
Le test de la validité de l’exécution a été présenté dans la sous-section 6.4.2. La sélection d’une garde
diagonaleg responsable du faux-positif constitue la partie délicate de cette méthode. Ce problème est
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Analyse de
(A,D)

NON
exécution
témoin

exécution
valide ?

sélection d’une
diagonaleg

OUI

A
D := ∅

non oui

non ouiD := D ∪ {g}

FIG. 6.3 – Méthode fondée sur le raffinement itératif

l’objet de la prochaine section. D’autre part, la terminaison de cette procédure est assurée dès lors
que la méthode permettant de sélectionner une garde diagonale g responsable du faux-positif choisit
toujours une nouvelle garde diagonale. En effet, l’ensemble des gardes diagonales est fini et dans le
pire cas, au bout d’un nombre fini d’itérations, l’analyse deA est donc réalisée en considérant pour
D l’ensemble des gardes diagonales deA. Dans ce cas, l’analyse est correcte, d’après la correction
des méthodes présentées dans la sous-section 6.4.1 et il n’est donc plus possible d’obtenir un faux-
positif. Enfin, la procédure générale est correcte puisque la réponse « NON » est toujours correcte et
la réponse « OUI » n’est retournée qu’après avoir testé le contre-exemple correspondant.

6.5 Analyse des contre-exemples

La méthode que nous présentons est en fait couplée avec le test de validité de l’exécution : nous
fusionnons donc ces deux étapes et le coût de la procédure quenous obtenons n’est pas supérieur au
coût du test de validité de l’exécution.

6.5.1 Définitions préliminaires

Considérons un automate temporiséA = (Σ,X,L, T, `0, Lf , Lr), notonsn son nombre d’hor-
loges etK sa constante maximale. NotonsDiag(A) l’ensemble des gardes diagonales apparaissant
dansA.

Une traceρ dansA est une exécution symbolique,i.e. une séquence finie de transitions consécu-
tives deA. Étant donnée une traceρ dansA, nous associons àρ deux zones4 définies par induction
sur la longueur deρ :

{
Zeρ = Zaρ =

−−→
{0} si ρ = ε

Zeρ = Post(Zeρ′ , t) etZaρ = ApproxK(Post(Zaρ′ , t)) si ρ = ρ′.t

Intuitivement,Zeρ correspond à l’ensemble des valuations accessibles à l’issue de l’exécution sym-
boliqueρ tandis queZaρ correspond à l’ensemble des valuations calculées comme étant accessibles
par l’algorithme 2 à l’issue de l’exécution symboliqueρ.

4À nouveau, l’exposante désigne la zone « exacte » tandis que l’exposanta désigne la zone « approchée ».
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Étant donné un état de contrôle`c ∈ L, nous dirons queρ est untémoin de l’accessibilité dèc
si et seulement siρ est une trace menant de l’état de contrôle initial à l’état decontrôle`c telle que
Zaρ 6= ∅. Si de plusZeρ 6= ∅ alorsρ est unvrai témointandis que sinon (Zeρ = ∅), nous dirons queρ
est unfaux témoin.

Dans la suite, nous présentons un algorithme qui, étant donné un faux témoinρ de l’accessibilité
d’un état`c, calcule un ensemble de gardes diagonalesG ⊆ Diag(A) tel que les deux propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) G 6= ∅,

(ii) lors de l’analyse de(A, G), la traceρ n’est plus un témoin de l’accessibilité de`c.

La propriété(i) permet d’assurer la terminaison de la méthode fondée sur le raffinement itératif.
La propriété(ii) énonce une notion de progrès : une fois les éléments deG éliminés, l’algorithme 2 ne
déclare plus la traceρ comme témoin et elle ne sera donc pas considérée plusieurs fois. Remarquons
que nous avons autorisé iciG à être un ensemble de gardes diagonales et non un singleton. Plusieurs
« politiques » de choix sont alors possibles : raffiner directement selonG et s’assurer de l’élimination
deρ ou raffiner pas à pas en ajoutant les éléments deG à l’ensemble des gardes diagonales à éliminer
un à un.

Naturellement, l’ensembleDiag(A) satisfait les deux conditions(i) et(ii). Cependant, ceci consti-
tue le choix le plus désavantageux en termes de complexité eten pratique notre algorithme peut sélec-
tionner des ensembles nettement plus petits que l’ensembleDiag(A).

D’autre part, afin de simplifier notre étude, nous décomposons les franchissements des transitions
en pas élémentaires. Ainsi, dans le calcul de la zone exacteZeρ, seuls trois types d’opérations peuvent
intervenir : le calcul de l’intersection avec une garde atomique5, la remise à zéro d’une horloge et le
calcul des successeurs temporels. Nous obtenons donc la décomposition suivante :

`
∧p

j=1gj ,{x1,...,xm}
−−−−−−−−−−−−→ `′ est transformé en `

∩g1
7−→ · · ·

∩gp
7−→

x1←0
7−→ · · ·

xk←0
7−→

Fut.
7−→ `′

Dans la suite, nous écrivons les tracesρ comme des séquencesα1 . . . αq de tels pas élémentaires.
La seule opération qui peut mener à une zone vide est l’intersection avec une garde atomique. Étant
donné un témoinρ = α1 . . . αq, nous définissons pour tout indicej ∈ {1, . . . , q} le préfixeρj deρ par
ρj = α1 . . . αj. L’ indice d’erreurest alors obtenu pari = min{j ∈ {1, . . . , q}|Zeρj

= ∅}. Cet indice
existe si et seulement siρ est un faux témoin. Si c’est le cas, alors l’opérationαi est une intersection
avec une garde atomique et cette garde atomique est appelée la garde atomique d’erreur.

6.5.2 Quelques contre-exemples

Les intuitions naturelles suivantes se révèlent être erronées :

(a) si la traceρ ne contient pas de gardes diagonales, alors l’approximation Zaρ est correcte,i.e.
Zaρ = ApproxK(Zeρ).

(b) la garde atomique d’erreur est nécessairement une garde diagonale,

(c) si la garde atomique d’erreur est une garde diagonale, celle-ci est responsable,

Afin de contredire chacune de ces trois intuitions, nous donnons un contre-exemple à chacune
d’entre elles. Pour l’intuition(a), considérons l’automate temporisé représenté sur la figure6.4, ob-
tenu comme une simple transformation de l’automate de la figure 6.1. La zoneZaρ atteinte à l’issue de

5Une garde atomique est une garde de la formex ∼ c oux− y ∼ c avec∼ ∈ {<,≤, =,≥, >}.
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ErreurA0

x4 − x3 ≥ 2x2 ≤ 1

FIG. 6.4 – Des gardes diagonales provoquent des approximations.

la trace se finissant parx2 ≤ 1 possède un coefficient(4, 3) erronné. Celui-ci vaut en effet(≤, 3) au
lieu de(≤, 1) puisque la transition est franchissable dans le calcul approché mais pas dans le calcul
exact.

L’automate représenté sur la figure 6.5 contredit l’intuition (b). La dernière transition porte la
garde non diagonalex2 ≤ 1 qui sera la garde atomique d’erreur dans ce cas. En effet, il suffit de
constater que si la gardex2 ≤ 1 est vérifiée, alors la gardex2 − x1 ≤ 1 l’est aussi.

ErreurA0

x2 ≤ 1x4 − x3 ≥ 2

FIG. 6.5 – La garde atomique d’erreur peut ne pas être diagonale.

Pour l’intuition (c), l’automate représenté sur la figure 6.6 fournit un contre-exemple. La construc-
tion consiste à utiliser une horloge supplémentairex5 qui intervient dans la garde atomique associée
à l’indice d’erreur. Cette horloge n’est pas utilisée dans la première partie de l’automate (i.e. la partie
A0) excepté sur la dernière transition où elle est remise à zéro. Elle est ensuite utilisée à la place de
l’horlogex1 sur la dernière transition, provoquant l’erreur de l’algorithme puisquex5 etx1 ont été re-
mises à zéro simltanément. Pourtant il est facile de vérifierque le raffinement de l’automate vis-à-vis
de la garde diagonalex2 − x5 ≤ 1 ne suffit pas à éliminer le faux témoin.

ErreurA0

x1 = 3

{x1, x5} := 0

x4 ≥ x3 + 2 x2 − x5 ≤ 1

FIG. 6.6 – La garde atomique d’erreur, même diagonale, peut ne pas être responsable.

6.5.3 Propagation des contraintes diagonales

La garde diagonale responsable d’un faux témoin peut intervenir à différents endroits dans ce faux
témoin. En particulier, elle peut intervenir arbitrairement loin avant la garde atomique d’erreur, qui
elle-même peut ne pas être diagonale ! La raison sous-jacente est que dans l’approximationZaρ calcu-
lée par l’algorithme de la zone exacteZeρ , des erreurs peuvent exister depuis arbitrairement longtemps
avant d’atteindre la garde atomique d’erreur. Afin de pouvoir, une fois cette garde atteinte, obtenir
des informations sur les gardes diagonales responsables deces erreurs, nous allons mémoriser tout au
long du calcul de la zoneZeρ , et pour chacun de ses coefficients, quelles sont les gardes diagonales
qui ont été utilisées. Il est important de remarquer que cecine revient pas à considérer l’ensemble des
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gardes diagonales présentes sur la trace témoin avant la garde atomique d’erreur. Nous allons en effet
mémoriser uniquement les gardes diagonales réellement mises en jeu dans le calcul de chacun des
coefficients

Comme nous utilisons un algorithme de plus court chemin lorsde la normalisation de la repré-
sentation des zones, les valeurs d’une entrée peuvent dépendre des valeurs des autres entrées, ce qui
explique pourquoi nous devons calculer les dépendances de chacun des coefficients de la matrice à
différences bornées représentant la zone.

Par exemple, si la zone courante estx2 ≤ 5 et si la transition suivante dans la trace est
g,{x2}
−−−−−→

où g dénote la contraintex1 − x2 ≤ 3, alors la zone suivante vautx1 ≤ 8 ∧ x2 = 0 ∧ x1 − x2 ≤ 8.
Nous mémorisons alors que les contraintesx1 ≤ 8 etx1 − x2 ≤ 8 dépendent de la contrainteg parce
qu’elles sont obtenues à partir de l’intersection deg avec la contraintex2 ≤ 5. Ce n’est pas le cas
de la contraintex2 = 0 qui ne dépend que de la remise à zéro dex2. Afin de mémoriser de telles
dépendances, nous devons modifier la structure de données des matrices à différences bornées. Pour
cela, nous définissons les matrices à différences bornées étendues. Notons que dans cette définition,
les coefficients des matrices à différences bornées ne sont pas des paires(≺,m) appartenant à l’en-
semble{<,≤} × Z comme dans la définition 6.5 mais seulement des éléments deZ. Cette définition
est correcte uniquement pour les automates temporisés n’utilisant que des contraintes larges. Cette
simplification nous permet d’obtenir des notations plus simples pour la lecture du document. Cepen-
dant, notre méthode s’étend trivialement au modèle des matrices à différences bornées tel qu’il a été
introduit dans la définition 6.5.

Définition 6.11(Matrices à différences bornées étendues). Unematrice à différences bornées étendue
est une paire(M,S) de matrices carrées de dimensionn + 1 où M est une matrice à différences
bornées etS est une matrice dont les coefficients sont des ensembles non vides de sous-ensembles de
Diag(A).

Nous considérons une matrice à différences bornées étendue(M,S) avecM = (mi,j)0≤i,j≤n
et S = (Si,j)0≤i,j≤n. Cette matrice à différences bornées étendue représente lamême zone que la
matrice à différences bornéesM et l’ensembleSi,j contient intuitivement l’ensemble des gardes dia-
gonales desquelles le coefficientmi,j dépend. Plus précisément, lors du calcul de la contraintemi,j

par l’algorithme de normalisation (algorithme de Floyd), plusieurs chemins peuvent être à l’origine de
la valeur minimale. À chacun de ces chemins correspond un ensemble de gardes diagonales mises en
jeu, c’est pourquoi le coefficientSi,j de la matriceS contient l’ensemble de ces ensembles de gardes
diagonales. Le type du coefficientSi,j est donc un ensemble non vide de sous-ensembles deDiag(A).
Chaque ensembleG ∈ Si,j est un candidat possible pour l’étape de raffinement si le coefficient mi,j

est le coefficient responsable de la garde atomique d’erreur. Nous mémorisons tous les sous-ensembles
possibles afin de pouvoir choisir le sous-ensemble minimal àl’issue de l’analyse du faux témoin.

Opérations sur les matrices à différences bornées étendues. Étant donnée une contrainteg, nous
définissons l’ensembleEns(g) ainsi :

Ens(g) =

{
{{g}} si g est une garde diagonale,

{∅} sinon.

Nous définissons également les deux opérations suivantes qui permettent de manipuler les ensembles
non-vides d’ensembles :

(i) S1 ·∨S2 = {G | G ∈ S1 ∪ S2}
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(ii) S1 .∧S2 = {G1 ∪G2 | G1 ∈ S1 etG2 ∈ S2}

Nous pouvons à présent étendre les opérations classiques sur les matrices à différences bor-
nées au cadre des matrices à différences bornées étendues. Nous considérons donc deux matrices
à différences bornées étendues(M,S) et (M ′,S ′) avecM = (mi,j)i,j=0...n, S = (Si,j)i,j=0...n,
M ′ = (m′i,j)i,j=0...n et S ′ = (S ′i,j)i,j=0...n. Nous supposons de plus que la matrice à différences
bornéesM est sous forme normale.

Futur. (M ′,S ′) =
−−−−→
(M,S) dès lors que :

(m′i,j ,S
′
i,j) =

{
(∞, {∅}) si j = 0

(mi,j,Si,j) sinon.

Remise à zéro de l’horlogexk. (M ′,S ′) = [xk ← 0](M,S) dès lors que

(m′i,j,S
′
i,j) =





(0, {∅}) si i, j ∈ {0, k}

(mi,0,Si,0) si j = k,

(m0,j ,S0,j) si i = k,

(mi,j ,Si,j) sinon

Intersection avecg = (xk − xl ≤ c). (M ′,S ′) = Inter((M,S), g) dès lors que :

(m′i,j,S
′
i,j) =





(mi,j ,Si,j) simi,j < m

(mi,j ,Si,j ·∨S) simi,j = m

(m,S) simi,j > m

oùm = mi,k + c+ml,j etS = Si,k .∧Ens(g) .∧Sl,j

Remarquons que l’opération d’intersection inclut la phasede normalisation qui renforce chaque
coefficient par rapport à la contrainteg. Ainsi, la matrice à différences bornéesM ′ qui résulte de
chacune de ces trois opérations est sous forme normale.

À l’aide de la décomposition des traces en pas élémentaires,ces trois opérations permettent de
calculer la zoneZeρ pour toute traceρ. Étant donnée une traceρ, nous définissons naturellement par
induction surρ la notation(Mρ,Sρ) comme la matrice à différences bornées étendue obtenue à l’issue
de l’application de l’opération correspondante, pour chacune des opérations élémentaires constituant
la traceρ. Initialement, nous définissonsMε comme la matrice à différences bornées représentant la

zone
−−→
{0} et Sε comme une matrice dont tous les coefficients valent{∅}. En particulier, pour toute

traceρ, nous avons alorsZeρ = JMρK. De plus, afin de faciliter les notations, nous écrivonsMρ(i, j)
(respectivementSρ(i, j)) pour représenter le coefficient(i, j) de la matriceMρ (respectivementSρ).

6.5.4 Présentation et correction de la méthode

Présentation de l’algorithme. Notre algorithme pour l’analyse des témoins et pour la sélection
des gardes diagonales responsables des faux témoins est présenté comme l’algorithme 4. Nous le
nommonsChoisir_gardes. Sa structure est simple, au lieu de calculer l’ensemble dessuccesseurs le
long du témoinρ à l’aide de matrices à différences bornées, nous effectuonsce calcul à l’aide de
matrices à différences bornées étendues. À l’issue de lai-ème étape de cette itération, la matrice
à différences bornées étendue(M ′,S ′) est notée(Mρi

,Sρi
) en écrivantρi = α1 . . . αi. Deux cas

peuvent survenir :ρ est ou bien un vrai témoin ou bien un faux témoin. Dans le premier cas, nous
avons par définitionZeρ 6= ∅. D’après la propriété énoncée précédemment établissant queJMρ′K = Zeρ′
pour tout préfixeρ′ deρ, la zone atteinte à l’issue deρ n’est pas vide :JMρpK = Zeρ 6= ∅. Ainsi, le test



172 Chapitre 6. Analyse en avant des automates temporisés avec contraintes diagonales

Algorithme 4 Analyse des témoins et sélection des gardes diagonales –Choisir_gardes

Entrée : ρ = α1 . . . αp un témoin de l’accessibilité dèc dansA
Sortie : Réponse à “ρ est-il un vrai ou un faux témoin ?” Si c’est un faux témoin, sélection d’un

ensemble de gardes diagonales responsables.
1: (M,S) := (Mε,Sε), (M ′,S ′) := (Mε,Sε) ; /* Initialisation */
2: i := 0 ;
3: Répéter
4: i := i+ 1 ;
5: (M,S) := (M ′,S ′) ;
6: Si αi est l’opération d’intersection avec la gardegi Alors
7: (M ′,S ′) := Inter((M,S), gi) ;
8: Fin Si
9: Si αi est l’opération de remise à zéro de l’horlogex Alors

10: (M ′,S ′) := [x← 0](M,S) ;
11: Fin Si
12: Si αi est l’opération d’écoulement du tempsAlors
13: (M ′,S ′) :=

−−−−→
(M,S) ;

14: Fin Si
15: Jusqu’à JM ′K = ∅ ∨ i = p
16: Si JM ′K 6= ∅ Alors /* Cas d’un vrai témoin */
17: Retourner « ρ est un vrai témoin »
18: Sinon /* Cas d’un faux témoin */
19: Écriregi = xk − xl ≤ c /* k ou l peut être nul */
20: Sresp := S(l, k) .∧Ens(gi) ;
21: Retourner « ρ est un faux témoin, causé parSresp »
22: Fin Si

de la ligne 16 est vérifié et l’algorithme déclare le témoin comme un vrai témoin. Dans le cas contraire,
i.e.si ρ est un faux témoin,ρ admet un indice d’erreuri ∈ {1, . . . , p} défini page 168 comme l’indice
minimal à partir duquel la zone correspondanteZeρi

est vide. La boucle «Répéter» est interrompue
précisément au niveau de cet indice grâce à la première condition du test d’arrêt de la ligne 15. Les
matrices à différences bornées correspondantes vérifient alors les égalités suivantes (l’indice d’erreur
esti+ 1) : {

JMρi
K 6= ∅

JMρi.αi
K = JPost(Mρi

, αi)K = ∅

L’opérationαi est nécessairement l’intersection avec une certaine gardeg que nous écrivonsxk−
xl ≤ c (ligne 19), où un des deux indicesk et l peut éventuellement être nul (la gardeg n’est pas
nécessairement une garde diagonale). Les propriétés précédentes impliquent alorsMρi

(l, k) + c < 0
(sinon la zoneJMρi.αi

K ne serait pas vide). Au contraire, le coefficient correspondant dans la zone
Zaρi

calculée par l’algorithme 2 vérifie l’inégalité contraire puisque la zoneZaρi.αi
n’est pas vide.

Intuitivement, ceci implique donc que le coefficient(l, k) a été « mal évalué » par l’algorithme 2 du
fait des extrapolations. C’est pourquoi l’algorithme 4 retourne à la ligne 20 l’ensembleSρi

(l, k) et
ajoute la gardeg si celle-ci est une garde diagonale. Ajouter la gardeg peut en effet être nécessaire :
considérons l’automate représenté sur la figure 6.5 dans lequel les deux dernières transitions sont
inversées. L’erreur intervient lors de la dernière transition et aucune des transitions précédentes n’est
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étiquetée par une garde diagonale.

Correction de l’algorithme. Si ρ est une trace, etG un sous-ensemble deDiag(A), nous notons
ρ[G ← tt] la trace obtenue en remplaçant toutes les transitions étiquetées par une contrainteg ∈ G
par la transition étiquetée par la contraintett. Intuitivement, ce premier lemme établit que les gardes
diagonales qui n’ont pas été sélectionnées par notre algorithme ne sont pas impliquées dans le calcul
du coefficient correspondant.

Lemme 6.12. SoitA un automate temporisé etρ une trace dansA. Considérons une paire(i, j) et
un ensemble de gardes diagonalesG inclus dansDiag(A).

Si
(
∃G0 ∈ Sρ(i, j) t.q.G0 ∩G = ∅

)
alorsMρ[G←tt](i, j) = Mρ(i, j).

Avant de démontrer le lemme 6.12, nous établissons le lemme suivant :

Lemme 6.13.Soitρ une trace dans un automate temporiséA etG un ensemble de gardes diagonales.
Alors, pour toute paire(i, j), Mρ(i, j) ≤Mρ[G←tt](i, j).

Preuve. Par définition, la traceρ[G← tt] est moins contraignante que la traceρ, puisque nous avons
relâché certaines contraintes de franchissement. Nous avons donc l’inclusion suivante en termes de
zones :Zeρ ⊆ Ze

ρ[G←tt]. Ceci implique l’inégalité correspondante sur les coefficients des matrices à
différences bornées associées, puisque celles-ci sont en forme normale.

Preuve du lemme 6.12.La preuve du lemme 6.12 est réalisée par induction sur la longueur deρ :
considérons donc une traceρ1 et étendons là en une traceρ2 à l’aide d’une opération élémentaire
α : ρ2 = ρ1.α. Supposons de plus que la propriété énoncée dans le lemme estcorrecte pourρ1

et démontrons qu’elle est encore valable pourρ2 en distinguant les différents cas possibles pourα.
Fixons deux indicesi et j et un ensemble de gardes diagonalesG0 tel qu’il existeG ∈ Sρ2(i, j)
vérifiantG0 ∩G = ∅. Nous fixons un tel ensembleG.

– Cas oùα est l’intersection avec la contrainte(γ : xk − xl ≤ c).
Rappelons d’abord la définition du calcul de l’intersectionavec la contrainteγ :

Sρ2(i, j) =





Sρ1(i, j) if Mρ1(i, j) < m

Sρ1(i, j) ·∨S0 if Mρ1(i, j) = m

S0 if Mρ1(i, j) > m

oùm = Mρ1(i, k) + c + Mρ1(l, j) et S0 = Sρ1(i, k) .∧Ens(γ) .∧Sρ1(l, j). Ainsi, commeG ∈
Sρ2(i, j), nous avonsG ∈ Sρ1(i, j) ouG ∈ S0 (ou encore les deux) et nous pouvons donc dans
tous les cas appliquer l’hypothèse d’induction à au moins undes deux ensemblesSρ1(i, j) et
S0.
– (a) Nous appliquons l’hypothèse d’induction à l’ensembleSρ1(i, j).

Par définition de l’intersection, ceci ne peut se produire que siMρ1(i, j) ≤ Mρ1(i, k) + c+
Mρ1(l, j). Nous supposons donc cela à présent. Nous avons alorsMρ2(i, j) = Mρ1(i, j). Par
hypothèse d’induction, nous obtenonsMρ1(i, j) = Mρ1[G0←tt](i, j). Deux cas peuvent alors
se produire pourMρ2[G0←tt](i, j) :
– (i) ou bienMρ1[G0←tt](i, j) ≤Mρ1[G0←tt](i, k) + c+Mρ1[G0←tt](l, j)
– (ii) ou bienMρ1[G0←tt](i, j) > Mρ1[G0←tt](i, k) + c+Mρ1[G0←tt](l, j).
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Dans le premier cas, nous obtenons queMρ2[G0←tt](i, j) = Mρ1[G0←tt](i, j) = Mρ1(i, j) =
Mρ2(i, j) ce qui démontre le résultat.
Nous allons démontrer que le second cas ne peut pas se produire. Par définition de l’intersec-
tion, nous avons dans ce casMρ2[G0←tt](i, j) = Mρ1[G0←tt](i, k) + c+Mρ1[G0←tt](l, j).
Par hypothèse d’induction, nous avonsMρ1(i, j) = Mρ1[G0←tt](i, j). Par(ii), nous avons
égalementMρ1[G0←tt](i, j) > Mρ1[G0←tt](i, k) + c + Mρ1[G0←tt](l, j). Par le lemme 6.13,
nous avonsMρ1[G0←tt](i, k) ≥Mρ1(i, k) etMρ1[G0←tt](l, j) ≥Mρ1(l, j) , alorsMρ1(i, j) >
Mρ1(i, k) + c+Mρ1(l, j) ce qui contredit l’hypothèse de départ.

– (b) Nous appliquons l’hypothèse d’induction à l’ensembleS0 = Sρ1(i, k) .∧Ens(γ) .∧Sρ1(l, j).
Par définition de l’intersection, ceci ne peut survenir que si Mρ1(i, j) ≥ Mρ1(i, k) + c +
Mρ1(l, j). C’est ce que nous supposons désormais. Alors nous avonsMρ2(i, j) = Mρ1(i, k)+
c+Mρ1(l, j). PuisqueG ∈ S0, nous avonsG = G1 ∪{γ}∪G2 (ouG = G1 ∪G2 selon que
γ est ou non une garde diagonale), oùG1 ∈ Sρ1(i, k) etG2 ∈ Sρ1(l, j). Alors nous pouvons
appliquer l’hypothèse d’induction aux deux ensemblesSρ1(i, k) etSρ1(l, j) et nous obtenons
finalementMρ1(i, k) = Mρ1[G0←tt](i, k) etMρ1(j, l) = Mρ1[G0←tt](j, l). Deux cas peuvent
survenir pourMρ2[G0←tt](i, j) :
– (i) ou bienMρ1[G0←tt](i, j) ≥Mρ1[G0←tt](i, k) + c+Mρ1[G0←tt](l, j)
– (ii) ou bienMρ1[G0←tt](i, j) < Mρ1[G0←tt](i, k) + c+Mρ1[G0←tt](l, j).
Dans le cas(i), nous obtenonsMρ2[G0←tt](i, j) = Mρ1[G0←tt](i, k) + c+Mρ1[G0←tt](l, j) =
Mρ1(i, k) + c+Mρ1(l, j) = Mρ2(i, j) ce qui démontre le résultat.
Nous allons démontrer que le second cas ne peut pas survenir.Par définition de l’intersec-
tion, nous avons dans ce casMρ2[G0←tt](i, j) = Mρ1[G0←tt](i, j). D’après(ii), nous avons
Mρ1[G0←tt](i, j) < Mρ1[G0←tt](i, k)+c+Mρ1[G0←tt](l, j). L’hypothèse d’induction implique
aussiMρ1[G0←tt](i, k) = Mρ1(i, k) et Mρ1[G0←tt](l, j) = Mρ1(l, j) et nous avons donc :
Mρ1[G0←tt](i, j) < Mρ1(i, k) + c +Mρ1(l, j). Mais l’hypothèse initiale donneMρ1(i, k) +
c+Mρ1(l, j) = Mρ2(i, j). Le lemme 6.13 fournit doncMρ2(i, j) ≤Mρ2[G0←tt](i, j) ce qui
donne une contradiction.

– Cas oùα est l’opération de futur.
Si j 6= 0, alors par définition de

−−−−→
(M,S), nous avonsSρ2(i, j) = Sρ1(i, j). Nous pouvons ainsi

appliquer l’hypothèse d’induction àSρ1(i, j) ce qui nous donneMρ1(i, j) = Mρ1[G0←tt](i, j).
De plus, nous avons égalementMρ2[G0←tt](i, j) = Mρ1[G0←tt](i, j) etMρ2(i, j) = Mρ1(i, j)
carj 6= 0. Nous obtenons ainsi le résultat escompté.
Si j = 0, alors à la foisMρ2[G0←tt](i, j) etMρ2(i, j) sont égaux à+∞.

– Cas oùα est la remise à zéro de l’horlogexk.
Dans le cas où(i, j) ∈ {(k, k), (0, k), (k, 0)}, à la foisMρ2[G0←tt](i, j) etMρ2(i, j) sont égaux
à0.
Si j = k (respectivementi = k), nous pouvons appliquer l’hypothèse d’induction à l’ensemble
Sρ1(i, 0) (respectivementSρ1(0, j)). Comme plus haut, nous obtenons le résultat escompté.
Sinon, nous appliquons l’hypothèse d’induction à l’ensembleSρ1(i, j) et concluons de la même
façon.

Finalement, nous obtenons dans chacun des cas queMρ2(i, j) = Mρ2[G0←tt](i, j), ce qui conclut
la preuve.

L’algorithme 4 retourne donc un ensemble d’ensembles de gardes diagonales lorsque le témoin
s’avère être un faux témoin. Chacun de ces ensemblesG contient des candidats pour le raffinement
suivant du processus général. La proposition suivante établit que s’il existe un faux témoin dans un
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automate temporisé, alors chaque ensembleG appartenant à l’ensemble retourné par l’algorithme 4
est non vide. Ceci prouve la correction de notre étape de raffinement : à chaque fois que nous devons
raffiner le modèle, nous en sommes capables.

Proposition 6.14. SoitA un automate temporisé etρ un faux témoin dansA. AlorsChoisir_gardes(ρ)
ne contient pas l’ensemble vide.

Preuve. La preuve procède par l’absurde. Supposons que cet ensemblecontienne l’ensemble vide.
D’après le lemme 6.12, nous pouvons effacer l’ensemble des gardes diagonales apparaissant sur la
traceρ et obtenir la même zoneZeρ = Ze

ρ[Diag(A)←tt]. Ceci contredit alors la correction de l’algo-
rithme 2 pour les automates sans gardes diagonales. En effet, notonsρ′ la trace sans gardes diagonales
définies parρ′ = ρ[Diag(A) ← tt]. D’une part, nous avons∅ 6= Zaρ ⊆ Zaρ′ puisque la traceρ′ est
moins contraignante que la traceρ. D’autre part, le lemme 6.12 donne∅ = Zeρ = Zeρ′ , ce qui est
absurde.

La proposition suivante énonce la notion de progrès évoquéeau début de cette section : pour tout
faux-témoinρ et tout ensembleG de gardes diagonales sélectionné par l’algorithmeChoisir_gardes,
ρ ne sera plus un témoin pour la nouvelle analyse de l’automateA en tenant compte de la présence
des éléments deG. Nous avons présenté deux méthodes permettant d’analyser l’automate vis-à-vis
d’un certain ensemble de gardes diagonales. Pour l’une ou l’autre de ces deux méthodes, nous pou-
vons associer à une traceρ dans l’automate temporisé initial un ensemble de traces noté πA,G(ρ)
correspondant àρ dans la nouvelle analyse. En effet, si le raffiné deA par rapport àG est construit
explicitement, alors il est facile de constater que pour toute occurrence d’un élément deG dansρ,
deux tracesρtt et ρff doivent être considérées selon que la garde est ou non satisfaite. De la même
façon, la technique proposée dans [BY03] va produire deux successeurs, la zone intersectée avecJgK
et celle intersectée avecJ¬gK, correspondant exactement aux deux traces précédentes. Notre résultat
porte donc sur les traces éléments deπA,G(ρ) :

Proposition 6.15. SoitA un automate temporisé etρ un faux témoin dansA. Considérons un élément
G ∈ Choisir_gardes(ρ). Pour toute traceρ′ ∈ πA,G(ρ), le calcul des zones extrapolées prenant en
compteG le long deρ′ mène à une zone vide,i.e.Zaρ′ = ∅

Preuve. La traceρ est un faux témoin deA. Elle s’écrit doncρ = ρ1.α avecZeρ1 6= ∅, Z
e
ρ = ∅

et Zaρ 6= ∅. Supposons que le coefficient incorrect dansZaρ1 est le coefficient(l, k). L’algorithme
Choisir_gardes retourne alors l’ensembleSρ1(l, k) .∧Ens(g) oùg est la garde étiquetantα.

Considérons l’ensembleG = Diag(A)\G. Le lemme 6.12 assure que la traceρ1[G ← tt] mène à
une zone ayant le même coefficient(l, k) via un calcul exact en avant :Mρ1[G←tt](l, k) = Mρ1(l, k).
Le fait que la zoneZeρ soit vide implique alors que la zoneZe

ρ[G←tt]
l’est également.

SoitA1 l’automate temporisé obtenu à partir deA en remplaçant toute garde deG partt. La trace
ρ[G← tt] est une trace deA1 et elle mène également à une zone vide, puisque le calcul exact en avant
ne dépend que de la trace et non de l’automate dans lequel il est calculé.

Considérons à présent l’analyse de l’automateA1 en raffinant par rapport aux gardes diagonales
deG, selon l’une ou l’autre des deux méthodes présentées. Les seules gardes diagonales présentes
dansA1 sont celles deG, cette analyse revient donc à l’analyse d’un automate temporisé sans garde
diagonale et est donc correcte pour l’accessibilité. Considérons alors le cas de la traceρ[G← tt]. Les
traces correspondant à l’analyse précédente sont les éléments deπA1,G(ρ[G ← tt]). Notonsρ2 un
tel élément. Naturellement, puisque la zoneZe

ρ[G←tt]
est vide, la zoneZeρ2 l’est également. L’analyse

deA1 en raffinantG correspondant à l’analyse d’un automate temporisé sans garde diagonale, la
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correction de l’algorithme d’analyse en avant des automates temporisés sans garde diagonale implique
doncZaρ2 = ∅.

Considérons enfin l’analyse de l’automate initialA réalisée en raffinant par rapport àG, menant
donc à l’ensemble de tracesπA,G(ρ). Comme certaines gardes deA ont été remplacées partt dans
l’automateA1, nous avons que toute traceρ′ ∈ πA,G(ρ) est plus restrictive qu’une certaine trace
ρ2 ∈ πA1,G(ρ[G ← tt]). Nous obtenons donc, pour toute traceρ′ ∈ πA,G(ρ), Zaρ′ = ∅. Ceci établit
donc la propriété annoncée.

Les deux propositions précédentes démontrent la correction de l’algorithmeChoisir_gardes pour
la sélection des gardes diagonales lorsque le témoin est un faux témoin.

6.6 Implémentation dans UppAal

J’ai implémenté la méthode présentée dans les sections précédentes dans l’outil de vérification
UPPAAL lors d’un séjour de deux semaines à Aalborg au Danemark en octobre 2005. Nous présentons
ici la mise en œuvre de cette implémentation et les résultatsobtenus.

6.6.1 Description de la structure du programme

Structure de l’outil U PPAAL . L’outil U PPAAL est constitué de deux modules principaux distincts.
La première partie est une interface graphique utilisateurréalisée en Java. Celle-ci, très agréable pour
l’utilisateur, lui permet de décrire aisément les systèmesqu’il souhaite étudier puis d’appliquer à ces
objets différentes techniques de vérification. Ces appels utilisent la deuxième partie d’UPPAAL , à
savoir son moteur de vérification sous-jacent, codé en C++. C’est cette partie qui contient la majeure
difficulté, à savoir l’implémentation des algorithmes développés dans la communauté scientifique.
Les structures de données mises en jeu sont complexes et de très nombreuses optimisations ont été
apportées aux algorithmes existants qui font d’UPPAAL bien plus qu’une simple mise en œuvre des
algorithmes standards de vérification pour les automates temporisés.

Organisation de notre implémentation. Depuis fin 2004, UPPAAL contient l’implémentation de
la méthode proposée dans [BY03] décrite précédemment et quiréalise le raffinement du modèle par
rapport àtoutesles gardes diagonales du système. Cette implémentation nous sera utile à différents
niveaux lors de nos travaux. D’autre part, UPPAAL permettait déjà de retourner la trace du contre-
exemple obtenu lors de l’analyse de l’automate. Afin de développer notre technique, trois points
étaient nécessaires :

(i) un programme contrôlant la boucle générale de notre méthode,

(ii) une méthode permettant de réaliser un raffinement partiel del’automate vis-à-vis d’un sous-
ensemble de contraintes diagonales,

(iii) la méthode d’analyse des contre-exemples retournés par l’algorithme standard afin de sélection-
ner des gardes diagonales responsables des faux témoins.

Le premier point ne pose pas de difficultés. Pour le second point, nous avons choisi de nous appuyer
sur l’implémentation existante et avons donc cherché à réutiliser la méthode de [BY03]. Pour cela,
nous avons ajouté à la structure de l’algorithme un paramètre supplémentaire décrivant l’ensemble
des gardes diagonales à prendre en compte lors du calcul de l’abstraction. Ceci nous permet de définir
un opérateur d’extrapolation dépendant d’un ensemble de gardes diagonales et ainsi d’obtenir à peu
de frais le point(ii). La majeure partie du travail a donc résidé dans le développement du point
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(iii). Celui-ci a principalement nécessité le développement de la structure des matrices à différences
bornées étendues avec les opérations associées. Dans un premier temps, ceci a consisté à définir une
nouvelle classe représentant les seconds éléments des matrices à différences bornées étendues. Il a
ensuite fallu développer les fonctions appropriées à ces nouveaux éléments. Enfin, pour s’adapter à
la structure d’UPPAAL qui repose sur des notions d’héritage, nous avons défini une nouvelle classe
représentant les états symboliques du système et prenant encompte une matrice à différences bornées
étendue au lieu d’une matrice à différences bornées. En modifiant l’ensemble des opérateurs associés,
cela nous a permis d’obtenir facilement l’algorithme de calcul en avant des successeurs le long de la
trace comme une adaptation de l’algorithme existant à notrenouvelle classe.

6.6.2 Bancs de tests

Nous présentons maintenant une série de tests réalisés afin d’évaluer les performances de notre
algorithme. Pour obtenir une comparaison juste, nous avonsconsidéré d’une part notre algorithme
tel qu’il a été présenté précédemment et d’autre part l’algorithme existant réalisant la technique
de [BY03]. Essentiellement trois cas peuvent survenir :

1. Aucun faux témoin n’existe et aucun raffinement du modèle n’est donc nécessaire.

2. Des faux témoins existent, le modèle doit donc être raffinépar rapport à certaines de ses gardes
diagonales, mais pas par rapport à l’ensemble de celles-ci.

3. Des faux témoins existent et il apparaît nécessaire de raffiner le modèle par rapport à l’ensemble
de ses gardes diagonales afin d’obtenir un algorithme correct.

Naturellement le premier cas est le plus favorable pour notre algorithme tandis que le dernier est
le plus défavorable. Nous allons constater à l’aide des résultats suivants que les temps d’exécution de
notre algorithme peuvent être nettement inférieurs à ceux de l’algorithme existant et que le surcoût de
notre algorithme dans le cas défavorable reste négligeable.

Comme nous l’avons mentionné précédemment, les automates temporisés à l’origine de faux té-
moins sont très peu fréquents. En réalité, à notre connaissance, l’unique exemple existant est celui
proposé dans [Bou04] représenté sur la figure 6.1. Afin d’obtenir des exemples provoquant de faux
témoins, nous considérons donc un modèle dérivé de celui introduit dans [Bou04]. Nous considérons
ensuite un exemple plus « réel », à savoir une modélisation duprotocole de Fischer temporisé im-
pliquant des gardes diagonales. UPPAAL ne permettant pas de donner le nombre de zones calculées
lors de l’analyse en avant, nous donnons les mesures de temps(en secondes) et d’espace (en Mo)
associées à l’exécution de l’algorithme. Nous donnons également, dans la colonne#D, le nombre de
gardes diagonales prises en compte dans le raffinement du modèle. Ce nombre est toujours égal au
nombre de gardes diagonales présentes dans le modèle pour laméthode [BY03].

Un système provoquant des faux témoins. Afin d’obtenir des systèmes de taille plus importante
pour avoir des temps de calcul non nuls, nous construisons unréseau d’automates temporisés, chaque
automate du réseau étant une « copie » de l’automateA introduit dans [Bou04]. Nous introduisons
donc un paramètre supplémentaire, le paramètrepid, dans l’automate temporisé de la figure 6.1. Ce
paramètre permet d’identifier les automates du réseau. De plus, ces automates utilisent la variable
partagéeid. Celle-ci contrôle l’accès à la boucle, ce qui permet d’introduire des dépendances entre
les différents automates. L’automate que nous considérons, notéApid, est représenté sur la figure 6.7.
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x3 ≤ 3

{x3, x1} := 0

x2 = 3

x2 := 0

x1 = 2, id = 0,
x1 := 0, id := pid

x2 = 2, x2 := 0,
id := 0x1 = 2,

x1 := 0

x2 = 2

x2 := 0

x1 = 3

x1 := 0

g(p)

x4 ≥ x3 + 2
Erreur

FIG. 6.7 – Automate temporiséAppid dépendant du paramètre entierpid.

Celui-ci dépend également du paramètrep à travers la gardeg(p). Celle-ci est définie par :

g(p) =

{
x2 ≤ 1 si p = 1

x2 − x1 ≤ 1 si p = 2

Ainsi, l’automate temporiséAppid contientp gardes diagonales. Nous allons dans la suite considérer
les deux synchronisations suivantes :

A1
1,2,3 = A1

1 ‖ A
1
2 ‖ A

1
3

A2
1,2,3 = A2

1 ‖ A
2
2 ‖ A

2
3

La variable partagéeid est de type entier et appartient à l’intervalle[0, n] où n est le nombre de
processus mis en jeu dans la composition. Ceci correspond autype de modèles pris en entrée par
UPPAAL , mais il est facile de transformer ces modèles en des modèleséquivalents dans le formalisme
introduit dans le chapitre 1.

Nous nous intéressons alors à l’accessibilité de l’étatErreur. Plus précisément, nous considérons
les problèmes d’accessibilité suivants, oùLi dénote les états de contrôle de l’automateApi :

Acci = {(`1, `2, `3) ∈ L1 × L2 × L3 | `i = Erreur}
Acc1,2 = Acc1 ∪Acc2
Acc1,2,3 = Acc1 ∪Acc2 ∪Acc3

Les résultats obtenus sont donnés dans la table 6.1. Comme cela était attendu, lorsque le nombre
de raffinements réalisés par notre méthode est inférieur au nombre de gardes diagonales présentes
dans le système, le gain en temps de calcul est très important. Ceci confirme donc l’intuition selon
laquelle le raffinement vis-à-vis des diagonales peut être coûteux et qu’il vaut mieux l’éviter autant
que possible. Cela contredit également l’affirmation de [BY03] selon laquelle le surcoût induit par le
traitement des gardes diagonales est négligeable.

D’autre part, la dernière ligne de cette table illustre un cas intéressant, le cas(iii), le plus défavo-
rable pour notre méthode. Ici encore, le résultat est satisfaisant puisque le surcoût de notre méthode,
i.e. des différentes analyses partielles du système ainsi que del’analyse des contre-exemples, est né-
gligeable devant le coût total de l’algorithme (moins de7% pour cet exemple).
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A2
1,2,3 Notre algorithme Algorithme [BY03]

Requête #D Temps Espace #D Temps Espace
Acc1 1 239,8 49,8 6 2080,4 70,0
Acc1,2 2 465,2 53,8 6 2102,2 71,2
Acc1,2,3 3 837,7 60,0 6 2110,0 70,7

A1
1,2,3 Notre algorithme Algorithme [BY03]

Requête #D Temps Espace #D Temps Espace
Acc1 1 67,8 45,4 3 165,3 48,2
Acc1,2 2 115,5 46,6 3 164,8 47,8
Acc1,2,3 3 176,5 49,3 3 165,6 48,3

TAB . 6.1 – Résultats en présence de faux témoins.

Inactif Requête

AttenteSC

id = 0

{x, y} := 0

id := pid
x := 0

id = 0
y := 0

id = pid ∧ x ≥ B
∧y − x ≤ A

id := 0

FIG. 6.8 – Automate temporiséPid dépendant du paramètre entierid.

Protocole de Fischer. Nous considérons une variante de la modélisation habituelle du protocole de
Fischer temporisé proposée dans [Zbr05] et qui introduit des contraintes diagonales. Le modèle repré-
senté sur la figure 6.8, nomméPpid, dépend du paramètre entierpid, et de deux constantesA etB. Les
systèmes considérés sont alors des compositions parallèles de différentes copies du même processus.
À nouveau, les différents processus mis en jeu partagent la variable entière bornéeid. Ainsi, lors de
nos tests, nous considérons successivement la compositionde2, 3 puis4 tels processus. Pour chaque
processus, l’état de contrôleSC représente un accès à la section critique. Étant donnén processus mis
en jeu, la question à laquelle nous nous intéressons est doncde savoir s’il peut arriver que2 desn pro-
cessus atteignent simultanément l’étatSC. En notantLi l’ensemble des états de contrôle du processus
Ppid, cette propriété s’énonce formellement comme l’accessibilité de l’ensemble suivant :

Acc = {(`i)1≤i≤n ∈ Π1≤i≤nLi | ∃1 ≤ i 6= j ≤ n, `i = `j = SC}

Cette propriété exprime que deux (ou plus) processus ont atteint simultanément leur section critique.
Cet ensemble ne doit pas être accessible afin de garantir la propriété d’exclusion mutuelle. Il est alors
possible de démontrer que cette propriété est vérifiée si et seulement si les constantesA etB vérifient
A < B.

La table 6.2 donne les résultats des exécutions des deux algorithmes sur différentes instances du
problème. Les valeurs deA etB valent respectivement1 et2. La première colonne donne le nombre
de processus considérés dans la composition, les colonnes suivantes illustrent les résultats comme cela
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a été fait dans la table précédente. À nouveau, le gain obtenuen appliquant notre algorithme est très
important (un rapport50 pour4 processus).

Fischer Notre algorithme Algorithme [BY03]
Nb de processus #D Temps Espace #D Temps Espace
2 0 0,01 1,4 4 0,01 1,4
3 0 0,02 1,4 6 0,42 38,3
4 0 11,6 40,4 8 560,8 50,2

TAB . 6.2 – Résultats pour le protocole de Fischer.

6.7 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre à l’analyse en avant à la volée dans les automates
temporisés avec gardes diagonales. Après avoir décrit précisément dans la section 6.2 l’algorithme
standard d’analyse en avant dans les automates temporisés (sans gardes diagonales), nous avons ex-
pliqué pourquoi celui-ci ne s’étendait pas directement au cadre des automates temporisés avec gardes
diagonales dans la section 6.3. En particulier, nous avons montré qu’en présence de gardes diagonales,
l’algorithme calcule une sur-approximation de l’ensembledes états accessibles qui s’avère être trop
grossière pour décider le problème de l’accessibilité d’unétat de contrôle. Nous avons ensuite étudié
deux types de méthodes afin de proposer une correction de celui-ci, le retrait des gardes diagonales
et la détection des faux-positifs. Cependant, raffiner l’automate vis-à-vis de l’ensemble des gardes
diagonales présentes dans l’automate est trop coûteux du point de vue de la complexité et tester les
contre-exemples afin de détecter les faux-positifs ne suffitpas à obtenir un algorithme correct et com-
plet. Nous avons proposé une solution originale, fondée surle concept du raffinement successif du
modèle guidé par les contre-exemples retournés par l’analyse. Dans notre cadre, le raffinement du
modèle correspond en fait à la prise en compte lors de l’analyse d’un certain sous-ensemble de gardes
diagonales. Nous avons alors développé dans la section 6.5 un algorithme permettant, étant donné un
faux-positif, de sélectionner un ensemble de gardes diagonales définissant le raffinement suivant du
processus. Nous avons démontré la correction de notre méthode, ainsi qu’un critère de progrès véri-
fié par notre algorithme de sélection. Cette méthode a fait l’objet d’une implémentation dans l’outil
UPPAAL présentée dans la section 6.6. Des tests ont également été présentés qui démontrent l’impact
que peut avoir la présence de gardes diagonales sur la vérification des systèmes et les gains impor-
tants réalisés en utilisant notre algorithme. Ceci démontre l’intérêt de notre algorithme qui n’utilise
l’opération de raffinement que lorsque cela est nécessaire et uniquement sur des gardes diagonales
impliquées dans les erreurs commises par l’algorithme.

Plusieurs extensions de ces travaux sont envisageables. D’abord, il peut paraître intéressant de
chercher à améliorer l’efficacité de notre algorithme. Pourcela, il semble prometteur par exemple de
chercher à appliquer le concept de réduction d’horloges actives aux gardes diagonales. Ceci consiste
à déterminer qu’une garde diagonale ne peut pas être responsable d’erreurs dans certains états de
contrôle de l’automate. Il serait également intéressant d’étudier l’application à notre cadre d’une amé-
lioration de la méthode de raffinements d’abstraction fondés sur l’étude des contre-exemples. En effet,
dans [HJMS02], les auteurs proposent de réutiliser les calculs réalisés dans les analyses précédentes
lors du raffinement de l’abstraction. Ceci peut avoir des conséquences importantes sur le comporte-
ment de l’algorithme. Une seconde voie consiste à appliquerles méthodes développées ici pour les
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gardes diagonales à un cadre plus général. En effet, nous avons considéré un ensemble très restreint
de prédicats (correspondant aux gardes diagonales) suffisant pour traiter notre problème. Il semble
intéressant de chercher à appliquer d’un façon plus large les techniques d’abstraction fondée sur des
prédicats [CGJ+00], ainsi que la notion de « raffinement paresseux » [HJMS02], comme une alterna-
tive à l’algorithme standard d’analyse en avant pour les automates temporisés.
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Chapitre 7

Dépliage de réseaux d’automates
temporisés

Lors de la présentation des automates temporisés dans le chapitre 1 et plus particulièrement des
réseaux d’automates temporisés, nous avons souligné l’importance de développer des techniques pour
l’analyse de systèmes temporisés tirant profit de leur caractère distribué. Nous avons également sou-
ligné le rôle joué par les invariants dans ces systèmes. Nousexposons dans ce chapitre le développe-
ment d’une technique de dépliages pour les réseaux d’automates temporisés avec partage d’horloges
et invariants. La plupart des résultats présentés dans ce chapitre ont été publiés dans [BHR06d].

7.1 Introduction

Motivations. Les systèmes distribués constituent un cadre très favorable pour la modélisation car
les systèmes réels présentent naturellement une structuredistribuée. De plus, la modélisation d’un sys-
tème comme la composition de différents processus permet d’obtenir des descriptions plus concises.
Il est donc particulièrement intéressant de développer destechniques de vérification adaptées aux sys-
tèmes distribués. Au cours des dernières décennies, des avancées majeures ont été réalisées dans ce
domaine. Les techniques développées peuvent être regroupées essentiellement dans deux catégories :
lesméthodes d’ordres partielstirent principalement parti de l’indépendance entre les transitions (voir
par exemple [Val89]),i.e.de transitions intervenant dans des composantes différentes du système. En
particulier, les techniques de réductions d’ordres partiels utilisent cette indépendance afin de réduire
le nombre d’entrelacements à considérer lors de l’exploration du graphe d’accessibilité du système.
La seconde catégorie, à savoir lesméthodes de vraie concurrence, couvre les méthodes fondées sur
la construction d’un dépliage du système [NPW81, McM95]. Ces méthodes tirent à la fois profit de
l’indépendance entre les transitions ainsi que de leur localité. De plus, les dépliages des systèmes
constituent du point de vue théorique une sémantique concurrente alternative à la sémantique d’en-
trelacements habituelle. Soulignons que cette sémantiqueest plus discriminante que la sémantique
classique et qu’elle peut être appliquée à d’autres domaines que la vérification comme l’observation
ou le diagnostic [CJ05].

Dans le contexte des systèmes temporisés, la concurrence est une notion plus délicate et pose
des difficultés dès la définition du modèle. Nous avons déjà étudié dans les chapitres 1, 2, 4 et 5
différents modèles combinant les aspects temporisés et distribués, à savoir différents types de réseaux
d’automates temporisés et deux extensions des réseaux de Petri, les réseaux de Petri temporels et
les réseaux de Petri temporisés. Cependant, nous avons toujours étudié ces modèles par rapport à
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la sémantique des entrelacements perdant ainsi la notion deconcurrence. Notre choix se porte ici
sur le modèle des réseaux d’automates temporisés avec invariants et avec horloges partagées. Nous
avons montré dans le chapitre 1 l’intérêt des invariants dans ce cadre (il n’est pas possible de s’en
affranchir localement). De plus, les horloges partagées constituent une richesse supplémentaire lors
de la modélisation. Ce modèle, couramment utilisé, offre une grande expressivité du point de vue des
mécanismes temporels.

Du point de vue de l’analyse, le temps est également antagoniste à la notion de concurrence car il
constitue un facteur de synchronisation entre les différents processus. En effet, tous les automates du
réseau possèdent le même temps global et l’analyse doit doncs’assurer que cette propriété est satis-
faite lors des transitions de délais (écoulement du temps).Combiné avec les invariants, ceci contraint
fortement les automates du réseau entre eux. Ceci explique pourquoi ce domaine est difficile. En
particulier, l’outil principal d’analyse pour les automates temporisés,i.e. l’outil U PPAAL , qui prend
en entrée des réseaux d’automates temporisés proches de ceux que nous considérons, n’utilise au-
cune méthode d’ordres partiels lors de l’analyse du système. Au lieu de calculer l’automate produit
équivalent, il se contente de l’explorer en le calculant à lavolée. Il est donc intéressant de chercher
à développer de nouveaux algorithmes tirant parti de la concurrence pour les réseaux d’automates
temporisés.

Travaux existants. Méthode d’ordres partiels pour les automates temporisés fondée sur les en-
sembles amples.Lors de l’exploration des états du système, les méthodes d’ordres partiels fondées
sur les ensembles amples sélectionnent un sous-ensemble detransitions au lieu de développer l’en-
semble des transitions franchissables. Ce sous-ensemble,dénomméensemble ample, vérifie certaines
propriétés liées à la relation d’indépendance entre les transitions (voir [Pel93] pour plus de détails).
L’efficacité de ces méthodes est donc étroitement liée à la taille de la relation d’indépendance. Ainsi,
l’introduction du temps et des synchronisations implicites qui lui sont dues restreint nécessairement
la relation correspondante pour le modèle non temporisé associé. Dans [BJLY98, Min99], les auteurs
définissent une sémantique alternative pour les réseaux d’automates temporisés fondée sur un écoule-
ment local du temps. Intuitivement, chaque automate peut laisser s’écouler le temps localement, sans
tenir compte des autres automates. Ceci permet de réduire les dépendances introduites par le temps
mais nécessite de resynchroniser les différentes dates locales lors des franchissements de transitions
synchronisées. Bien que cette nouvelle sémantique autorise plus de comportements, la relation d’ac-
cessibilité associée à la sémantique classique peut être testée sur le système de transitions temporisé
obtenu avec cette nouvelle sémantique. Ceci permet l’application de méthodes fondées sur les en-
sembles amples. En conclusion, l’efficacité de cette approche dépend de deux facteurs opposés : la
sémantique de temps local engendre plus de comportements mais la relation d’indépendance, accrue
pour cette nouvelle sémantique, permet de restreindre l’exploration de ces comportements.

Méthode d’ordres partiels pour les automates temporisés fondée sur les traces de Mazurkiewicz.
Dans [LNZ04], deux transitions d’un automate temporisé sont indépendantes si elles commutent et
si de plus chacune d’entre elles ne met pas à jour une horloge testée (ou mise à jour) par l’autre
transition. L’indépendance est alors exploitée d’une façon différente : les occurrences de deux transi-
tions indépendantes n’ont pas besoin d’être ordonnées (et par conséquent pas non plus les remises à
zéro des horloges qui leur sont associées). Un état symbolique dans ce cadre est défini par un état de
contrôle et une zone portant sur des variables correspondant aux remises à zéro et aux occurrences des
transitions. Lorsque deux séquencesab et ba sont développées depuis un état symbolique aveca et b
indépendantes, ces deux séquences mènent au même état symbolique tandis que la construction clas-
sique mènerait en général à deux états distincts. Cependant, cette méthode n’exploite pas la relation
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d’indépendance afin de limiter l’exploration du système. Cette méthode a été étendue dans [NQ06a]
de sorte à prendre en compte les invariants à l’aide d’une transformation syntaxique de l’automate
produit associé au réseau d’automates temporisés. Les invariants ne sont donc pas traités au niveau
local. Cette approche a été implémentée dans l’outil POEM (voir [NQ06b]) et présente des résultats
encourageants.

Méthodes d’ordres partiels pour les réseaux de Petri temporels fondées sur les ensembles amples ou
« têtus ».Dans les réseaux de Petri, les ensembles amples sont appelés« ensembles têtus » [Val89].
Ces ensembles sont similaires aux ensembles amples mais leur définition tire profit de la localité de
la condition de franchissement d’une transition. Dans [YS97], les auteurs généralisent ce concept aux
réseaux de Petri temporels, nomment ces ensembles des « ensembles parés », et l’appliquent à la
construction du graphe des classes de [BD91] (voir page 61 pour une présentation de cette construc-
tion). Étant donné un état symbolique, un ensemble paré est constitué d’un ensemble têtu et d’une
contrainte supplémentaire portant sur les conditions temporelles des transitions actives. L’efficacité
de la méthode repose fortement sur la faiblesse du couplage temporel existant entre les transitions.

Méthode d’ordres partiels pour les réseaux de Petri temporels fondée sur les dépliages.Selon le ré-
seau de Petri analysé, les méthodes fondées sur les dépliages et sur les ensembles têtus se comportent
très différemment. Ainsi, la première est plus performanteque la seconde pour les réseaux présentant
de la confusion,i.e. lorsque le tir d’une transition peut influencer les places permettant le franchisse-
ment d’une autre transition du réseau. La généralisation dela construction d’un dépliage aux réseaux
de Petri temporels a suscité de nombreux travaux. D’abord, [Lil98] a proposé une méthode permet-
tant de contrôler la construction du graphe des classes en utilisant un dépliage du réseau de Petri non
temporisé sous-jacent. Cependant, ce dépliage peut être infini même si le réseau de Petri temporel
est borné1. Puis, dans [AL00] les auteurs ont montré que la sémantique urgente des réseaux de Petri
temporels nécessite une analyse globale du processus afin detester le franchissement d’une transition
dans ce processus. Plus précisément, l’urgence présente dans ce modèle globalise les dépendances
temporelles, ce qui constitue un résultat négatif pour la construction du dépliage, puisque celle-ci doit
être faite localement. Suivant ces remarques, [CJ06] a récemment développé une méthode permettant
de construire un dépliage du système en introduisant des arcs de lecture afin d’exprimer les dépen-
dances temporelles supplémentaires. Cette méthode permetde définir un tel objet, et d’en exhiber un
préfixe fini et complet mais le coût de la construction reste prohibitif, comme annoncé dans [AL00].
Enfin, dans une direction différente, [FS02] propose une sémantique à temps discret équivalente à la
sémantique à temps dense du point de vue de l’accessibilité.Le réseau inclut une transition spéciale
représentant l’écoulement du temps mais toute occurrence de cette transition requiert une synchroni-
sation globale ce qui réduit de façon très importante la localité du dépliage. De plus, cette approche
souffre de l’explosion combinatoire apparaissant nécessairement dans toute approche à temps discret.

Contributions. Nous nous intéressons dans ce chapitre au développement d’un algorithme efficace
de vérification pour les réseaux d’automates temporisés avec invariants et horloges partagées. Notre
algorithme construit un dépliage du réseau analysé sous la forme d’un réseau d’occurrences contex-
tuel, i.e. de façon approximative un réseau de Petri acyclique étendu avec des arcs de lecture. Les
conditions de ce réseau d’occurrences (les places du réseaude Petri) sont étiquetées par des états de
contrôle ou des horloges du réseau d’automates temporisés.Les événements du réseau d’occurrences
(les transitions du réseau de Petri) sont étiquetés par les transitions globales du réseau d’automates
temporisés. Les arcs de lecture permettent de modéliser lestests réalisés sur les horloges (voir le cha-
pitre 5) et d’exprimer les dépendances vis-à-vis des invariants. Bien que ces arcs n’augmentent pas le

1Rappelons que le réseau de Petri sous-jacent à un réseau de Petri temporel peut être non borné même si celui-ci l’est.
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pouvoir d’expression des réseaux de Petri (un arc de lecturepeut être simulé par une consommation et
une production) vis-à-vis de la sémantique d’entrelacements, ils accroissent le pouvoir d’expression
vis-à-vis d’une sémantique concurrente [MR95]. En particulier, ils permettent d’accroître la relation
d’indépendance entre les événements.

Plus précisément, nous définissons un dépliage temporisé d’un réseau d’automates temporisés
relativement proche du dépliage classique du cadre non temporisé [McM95, ERV02]. La différence
majeure consiste à associer à chaque événement du dépliage en plus du marquage lui correspondant
une zone. Intuitivement, la zone attachée à un événementt décrit l’ensemble des valeurs d’horloges
accessibles à l’issue du franchissement det et de tous les événements nécessaires au tir det. Notre
dépliage est donc symbolique au sens où chaque processus nonbranchant représente, via ces zones,
un nombre infini de séquences temporisées du réseau d’automates temporisés.

Le problème majeur rencontré par les travaux précédents réside dans l’urgence, due dans les auto-
mates temporisés aux invariants, qui induit des dépendances temporelles globales entre des transitions
a priori indépendantes, comme cela a été mis en évidence dans [AL00] dans le cadre des réseaux de
Petri temporels. Lorsqu’une horloge apparaît dans un invariant, nous utilisons des arcs de lecture pour
exprimer ces dépendances. Ceci nous permet d’accroître la relation de concurrence entre les événe-
ments tout en conservant un processus de décision local du franchissement d’un événement : il est
suffisant de prendre en compte les conditions « en entrée » de l’événement pour décider si celui-ci
peut ou non être franchi. Nous maintenons ainsi la caractéristique principale des dépliages en tirant
profit à la fois de la concurrence entre les événements et de leur localité.

Nous proposons également une optimisation de notre algorithme n’utilisant lors du calcul que
des zones de dimension constante égale à trois fois le nombred’horloges du réseau plus le nombre
d’automates dans le réseau. Cette optimisation peut se révéler primordiale car les opérations standards
sur les zones comme le test du vide sont cubiques dans le nombre de variables.

Enfin, nous développons deux approches sensiblement différentes permettant de construire un
préfixe fini et complet du dépliage temporisé défini précédemment. La première repose sur les travaux
de [Win02] qui permettent d’exhiber un préfixe fini et completpour les dépliages des réseaux de Petri
saufs avec arcs de lecture tandis que la seconde peut introduire des synchronisations supplémentaires
mais permet d’obtenir un algorithme plus simple. Dans les deux cas, ces préfixes finis permettent de
décider en temps linéaire (dans la taille du préfixe) l’accessibilité d’une configuration ainsi que la
possibilité de tirer une transition.

Organisation du chapitre. Dans la section 7.2, afin de familiariser le lecteur avec les notions mises
en jeu dans les dépliages, nous présentons la construction du dépliage d’un réseau d’automates finis.
Nous illustrons ensuite avec différents exemples qui seront réutilisés tout au long du chapitre les
principales difficultés rencontrées lors de la prise en compte des contraintes temporelles, motivant
ainsi le choix de représenter explicitement les horloges à l’aide de conditions et d’introduire des arcs
de lecture. Nous présentons ensuite dans la section 7.3 le dépliage non temporisé (i.e. sans les zones)
d’un réseau d’automates temporisés. La section 7.4 est dédiée à l’extension de ce dépliage à l’aide de
zones, conduisant à la définition du dépliage temporisé d’unréseau d’automates temporisés. Nous y
présentons également l’optimisation permettant un calculde ce dépliage n’utilisant que des zones de
dimension constante. Nous présentons dans la section 7.5 deux algorithmes pour la construction d’un
préfixe fini et complet du dépliage temporisé d’un réseau d’automates temporisés. Enfin, la section 7.6
présente une discussion sur notre méthode esquissant de possibles simplifications et/ou adaptations à
des sous-classe du modèle que nous avons considéré et la section 7.7 conclut ce chapitre.
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7.2 Préliminaires

Nous présentons dans cette section le cadre des dépliages deréseaux d’automates finis et l’appli-
quons à deux exemples afin d’illustrer les difficultés lors del’extension au cadre des réseaux d’auto-
mates temporisés.

7.2.1 Dépliages de réseaux d’automates finis

Nous présentons les notions élémentaires relatives à la définition et à la construction de dépliages
pour des réseaux d’automates finis puisque le cadre que nous étudions, les réseaux d’automates tempo-
risés, en constitue une extension. Nous ne donnons pas la définition formelle d’un réseau d’automates
finis qui peut aisément être déduite de la définition donnée pour les réseaux d’automates temporisés.

Le dépliage d’un réseau d’automates finis consiste en un réseau de Petri d’un type particulier,
appelé réseau d’occurrences [McM95, ERV02]. Avant d’introduire cette nouvelle classe, nous devons
définir certaines notions propres au réseau de Petri étudié.Nous considérons donc un réseau de Petri
N = (P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ).

Causalité Nous définissons larelation causale< sur l’ensemble des nœudsP ∪ T deN comme la
relation transitive minimale surP ∪ T telle que pour toutt ∈ T , p ∈ P :
– p ∈ •t⇒ p < t,
– p ∈ t• ⇒ t < p.
Nous notons≤ la fermeture réflexive de<.

Conflit Nous définissons larelation de conflit# sur l’ensemble des nœuds deN par x#x′ si et
seulement si il existe une placep ∈ P et deux transitionst, t′ ∈ T telles que :
– p ∈ •t ∩ •t′,
– t 6= t′,
– t ≤ x et t′ ≤ x′.

Concurrence Nous définissons larelation de concurrenceco sur l’ensemble des nœuds deN par
x co y si et seulement si nix < y, ni y < x, ni x#y n’est vérifié.

Places minimalesNous définissons enfinl’ensemble des places minimales deN , notéMin(N ), par
Min(N ) = {p ∈ P | •p = ∅}.

Nous définissons à présent la notion de réseau d’occurrencesobtenue comme une sous-classe
des réseaux de Petri. Dans un réseau d’occurrences, les places seront appelées « conditions » et les
transitions « événements ».

Définition 7.1 (Réseau d’occurrences). Un réseau d’occurrencesest un réseau de Petri2N = (P, T,Σε,
•(.), (.)•,M0,Λ) vérifiant les conditions suivantes :

(i) |•p| ≤ 1 pour toute conditionp ∈ P ,

(ii) N est acyclique,i.e. la relation causale< est un ordre partiel,

(iii) < est finiment précédée,i.e. pour tout nœudx ∈ P ∪ T , l’ensemble{y ∈ P ∪ T | y < x} est
fini,

(iv) aucun nœud n’est en conflit avec lui-même : pour toutx ∈ P ∪ T , nous n’avons pasx#x et

(v) le marquageM0 vérifieM0 = Min(N ).

2Nous autorisons de plus les ensembles de places et de transitions à être infinis.
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Nous introduisons également quelques notations nécessaires à la description d’un produit syn-
chronisé d’automates finis. Étant donné un réseau d’automates finisA = ((Ai)1≤i≤n, f), où chaque
Ai est un automate fini décrit parAi = (Σ, Li, Ti, `i,0), nous notonsL =

⋃
1≤i≤n Li l’ensemble des

états de contrôle des automates. L’ensemble des transitions synchronisées deA, sans tenir compte de
la fonction de synchronisationf est notéT et défini par

T = Π1≤i≤n(Ti ∪ {⊥}) \ {⊥
n}

Seuls les éléments deT qui correspondent à une synchronisation autorisée parf peuvent réellement
survenir. Étant donné un élémentt = (ti)1≤i≤n ∈ T , nous définissons le sous-ensembleI(t) de
{1, . . . , n} des indices des automates mis en jeu part par I(t) = {i | ti 6= ⊥} et nous écrivons
ti = (`i, ai, `

′
i) pour touti ∈ I(t). Nous posonsai = ⊥ si i 6∈ I(t). Nous définissons alors l’ensemble

des synchronisations possibles, notéSync, par :

Sync= {t ∈ T | ∃a ∈ Σ tel quef(a1, . . . , an) = a}

Étant donné un élémentt = (ti)1≤i≤n ∈ Sync, nous définissons alors :





Eti(t) = f((ai)1≤i≤n)
Cons(t) = ∪i∈I(t)`i
Prod(t) = ∪i∈I(t)`

′
i

Nous définissons à présent un processus branchant associé à un réseau d’automates finis.

Définition 7.2 (Processus branchant d’un réseau d’automates finis). SoitA = ((Ai)1≤i≤n, f) un
réseau d’automates finis. Un processus branchant deA est une paireβ = (N , µ) constituée d’un
réseau d’occurrencesN = (P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ) et d’une applicationµ deP ∪T dansL∪Sync
vérifiant les conditions suivantes :

– µ(P ) ⊆ L,
– µ(T ) ⊆ Sync,
– µ est une bijection entreM0 et{`i,0 | 1 ≤ i ≤ n},
– pour toutt ∈ T , µ est une bijection entre•t et Cons(µ(t)) et entret• et Prod(µ(t)),
– il n’y a pas de redondance,i.e. pour deux événementst, t′ ∈ T , si µ(t) = µ(t′) et •t = •t′,

alors t = t′,
– l’étiquetage deT est cohérent : pour toutt ∈ T , nous avonsΛ(t) = Eti(µ(t)).

Intuitivement, les processus branchants d’un même réseau d’automates finis diffèrent selon com-
bien ils déplient le réseau,i.e.selon la longueur des exécutions qu’ils représentent. En particulier, ceci
permet de définir un ordre partiel sur l’ensemble des processus branchants d’un réseau d’automates
finis. Il est alors possible de démontrer que tout réseau d’automates finisA possède un unique pro-
cessus branchant maximal pour cet ordre, à isomorphisme près. C’est cet élément qui est appelé le
dépliage deA.

Naturellement, le dépliage d’un réseau d’automates finis peut être infini et il est donc nécessaire
par la suite de s’intéresser à la définition d’un préfixe fini decelui-ci qui soit complet,i.e. qui repré-
sente toutes les configurations accessibles. L’existence d’un tel préfixe a été démontrée dans [McM95].
Cependant, ce préfixe n’est pas unique et il est préférable dechoisir le plus petit, au sens du nombre
de nœuds, afin d’obtenir la représentation la plus concise duréseau. Ces questions ont été étudiées
dans [ERV02] et nous les aborderons dans la partie 7.5.
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(b) Un réseau d’automates temporisésC

FIG. 7.1 – Deux réseaux d’automates temporisés.

7.2.2 Exemples explicatifs

Nous présentons dans cette sous-section deux exemples de réseaux d’automates temporisés. Nous
donnons ensuite les réseaux d’automates finis qui leur sont naturellement associés et les dépliages
correspondants. Ces exemples illustrent les définitions précédentes et mettent en lumière les limites
des dépliages précédents pour l’analyse temporelle des réseaux. Ces deux exemples sont représentés
sur la figure 7.1.

Exemple 7.3(Étude du réseauB représenté sur la sous-figure 7.1(a)). Dans ce réseau, les deux tran-
sitionsa etb ne sont pas synchronisées et les deux automates partagent l’horlogey. Ce réseau accepte
les transitionsb ayant lieu au plus une unité de temps après una (ou après le début de l’exécution).
En effet, initialement l’horlogey est nulle et elle est remise à zéro à chaque franchissement dea.

À titre d’illustration, le réseau d’automates finisB′ associé àB en retirant les gardes, invariants et
remises à zéro et un préfixe de son dépliage sont représentés sur la figure 7.2. Sur ce préfixe, une seule
occurrence deb est représentée et dans tout autre préfixe du dépliage deB′, aucune autre occurrence
deb n’existe. En particulier, les occurrences supplémentaires dea ne donnent pas lieu à de nouvelles
occurrences deb. Ceci ne reflète pas la dépendance temporelle entrea et b énoncée précédemment.
Afin de représenter dans le dépliage cette dépendance, il estdonc naturel d’enrichir ce dépliage afin
que les nouvelles occurrences dea soient à l’origine de nouvelles occurrences deb. y

Exemple 7.4(Étude du réseauC représenté sur la sous-figure 7.1(b)). Dans ce réseau, les transitions
a, c1 etc2 ne sont pas synchronisées tandis que les transitionsb? etb! le sont. De plus, la transitiona ne
peut survenir que si la transitionc2 a eu lieu. En effet, les états de contrôle`′0 et `′1 sont contraints par
l’invariant y ≤ 1 qui rend impossible le tir dea à cause de la gardey ≥ 3 associée au franchissement
dea. Au contraire l’état de contrôlè′2 ne porte pas d’invariant. Le tir dea n’est donc possible que si
le deuxième automate se trouve dans l’état`′2, ce qui ne peut être le cas qu’après le tir dec2.

Comme pour l’exemple précédent, le réseau d’automates finisC′ associé àC en retirant les gardes,
invariants et remises à zéro et son dépliage sont représentés sur la figure 7.2. Sur ce dépliage, rien n’in-
dique la propriété de causalité énoncée précédemment entrea etc2. Dans ce cas, les contraintes tempo-
relles du réseau induisent donc une nouvelle causalité supplémentaire absente du dépliage du réseau
non temporisé associé. Il est donc nécessaire d’enrichir cedépliage afin de détecter ces contraintes
temporelles. Nous allons augmenter l’ensemble des places en entrée de la transitiont1 afin de tenir
compte des dépendances dues aux invariants. y
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FIG. 7.2 – Dépliage du réseau d’automates finis associé àB.
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FIG. 7.3 – Dépliage du réseau d’automates finis associé àC.

À la lumière des deux exemples précédents, la structure du dépliage du réseau d’automates finis
sous-jacent au réseau d’automates temporisés étudié apparaît insuffisante pour représenter les dépen-
dances supplémentaires introduites par les horloges et lesinvariants. Nous choisissons donc d’étendre
le dépliage à l’aide des deux caractéristiques fondamentales suivantes :

– Nous ajoutons des places afin de représenter explicitementles horloges,
– Nous ajoutons des arcs de lecture au dépliage afin d’expliciter les dépendances temporelles.
La nature même de l’objet que nous allons construire sera donc différente, puisque le dépliage

intégrera des arcs de lecture. Nous décrivons comment définir un tel dépliage dans la section suivante.

7.3 Dépliage non temporisé

Nous définissons dans cette section la structure discrète denotre dépliage. Nous présenterons dans
la section suivante comment intégrer les contraintes temporisées à cette structure.
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7.3.1 Réseau d’occurrences contextuel

Nous construisons un dépliage intégrant des arcs de lecture, ce qui nécessite de nouvelles dé-
finitions pour les relations causales, de conflit et de concurrence. Ces questions ont été étudiées
dans [VSY98, Win02] et leurs travaux ont mis en évidence les difficultés liées à l’introduction d’arcs
de lecture dans les dépliages. Cependant, les arcs de lecture possèdent de nombreux avantages que
nous résumons ainsi :

– dans la définition de systèmes, ils permettent d’obtenir des sémantiques concurrentes plus raf-
finées [MR95],

– pour la construction d’un dépliage, ils augmentent l’ensemble des conditions dont dépend un
événement,

– pour la construction d’un dépliage, ils expriment l’accèsconcurrent de deux événements à une
même condition.

Définition 7.5 (Réseau de Petri avec arcs de lecture). Un réseau de Petri avec arcs de lectureN est
un uplet(P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) où :
– (P, T,Σε,

•(.), (.)•,M0,Λ) est un réseau de Petri, selon la définition 2.1, et
– ◦(.) ∈ MEns(P )T estl’application d’incidence de lecture(correspondant aux arcs de lecture).

Le comportement d’un réseau de Petri avec arcs de lecture estl’extension naturelle du comporte-
ment d’un réseau de Petri. Les arcs de lecture jouent un rôle similaire aux arcs de lecture introduits
dans les réseaux de Petri temporisés. Nous ne donnons donc pas la sémantique formelle des réseaux
de Petri avec arcs de lecture, d’autant qu’elle ne nous sera pas utile.

Nous devons en revanche adapter les définitions de causalité, conflit et concurrence définies pour
les réseaux de Petri. En effet, comme nous l’avons rappelé plus haut, les actions de lecture induisent
de la richesse du point de vue de la sémantique concurrente duréseau. Afin de prendre en compte
la présence des arcs de lecture, la relation causale est remplacée par deux relations, la relation de
causalité faible et la relation de causalité forte. La relation de conflit# et les places minimalesMin
sont identiques à celles définies pour les réseaux de Petri. La relation de concurrence sera présentée
ultérieurement.

Causalité faible Nous définissons larelation causale faible< sur l’ensemble des nœudsP ∪ T de
N comme la relation transitive minimale surP ∪ T telle que pour toutt, t′ ∈ T , p ∈ P :
– p ∈ •t⇒ p < t,
– p ∈ t• ⇒ t < p,
– p ∈ t• ∧ p ∈ ◦t′ ⇒ t < t′.
Nous notons≤ la fermeture réflexive de<.

Causalité forte Nous définissons larelation causale forte≺ sur l’ensemble des nœudsP ∪ T deN
comme la relation transitive minimale surP ∪ T telle que pour toutt, t′ ∈ T , p ∈ P et pour
tous nœudsx et y :
– x < y ⇒ x ≺ y,
– p ∈ ◦t ∧ p ∈ •t′ ⇒ t ≺ t′.
Nous notons� la fermeture réflexive de≺.

Conflit Nous définissons larelation de conflit# sur l’ensemble des nœuds deN par x#x′ si et
seulement s’il existe une placep ∈ P et deux transitionst, t′ ∈ T telles que :
– p ∈ •t ∩ •t′,
– t 6= t′,
– t ≤ x et t′ ≤ x′.
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FIG. 7.4 – Réseaux d’occurrences contextuels, exemple et contre-exemple.

Places minimalesNous définissons enfinl’ensemble des places minimales deN , notéMin(N ), par
Min(N ) = {p ∈ P | •p = ∅}.

Commentons les nouvelles notions de causalité faible et forte. Intuitivement, étant donné deux
événementst et t′, nous avonst < t′ si et seulement si le franchissement de l’événementt est néces-
saire à celui det′. En particulier, ceci implique quet apparaît dans toute histoire det′. Pour la relation
de causalité forte, nous avonst ≺ t′ si et seulement si pour tout franchissement det et t′, le franchis-
sement det doit précéder celui det′. En particulier, il existe des histoires det′ qui ne contiennent pas
l’événementt, mais pour tout séquence de transitions contenant à la foist et t′, alorst précèdet′. Ceci
implique que plusieurs « histoires » menant à l’événementt′ peuvent exister. Enfin, remarquons que
la causalité faible implique la causalité forte,i.e. que la relation de causalité faible est incluse dans la
relation de causalité forte.

Un nouveau type de conflits apparaît avec la présence d’arcs de lecture. Il s’agit desconflits contex-
tuels, dus aux cycles contextuels. Uncycle contextuelest un ensemble{t1, . . . , tk} d’événements
tels queti ≺ ti+1 pour touti et de plustk ≺ t1. Cette situation est expliquée dans l’exemple 7.7.
Ces cycles correspondent à des ensembles de transitions quine peuvent pas appartenir à une même
exécution du système. Nous devons donc les interdire dans ladéfinition des réseaux d’occurrences
contextuels.

Définition 7.6 (Réseau d’occurrences contextuel). Un réseau d’occurrences contextuelest un ré-
seau de Petri avec arcs de lecture3 N = (P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) vérifiant les conditions
suivantes :

(i) |•p| ≤ 1 pour toute conditionp ∈ P ,

(ii) N est acyclique,i.e. la relation causale< est un ordre partiel,

(iii) < est finiment précédée,i.e. pour tout nœudx ∈ P ∪ T , l’ensemble{y ∈ P ∪ T | y < x} est
fini,

(iv) pour tout nœudx, la restriction de≺ à l’ensemble des prédécesseurs dex pour< est un ordre
partiel,

(v) aucun nœud n’est en conflit avec lui-même : pour toutx ∈ P ∪ T , nous n’avons pasx#x et

(vi) le marquageM0 vérifieM0 = Min(N ).

3Nous autorisons de plus les ensembles de places et de transitions à être infinis.
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Les points(i), (ii), (iii), (v) et (vi) sont similaires aux conditions requises dans la définition
d’un réseau d’occurrences. La seule différence réside dansle point (iv). Celui-ci impose que pour
tout nœudx, aucun conflit contextuel n’existe dans le passé causal faible dex, assurant ainsi le fran-
chissement dex (si x est un événement).

Exemple 7.7(Réseaux d’occurrences contextuels). Considérons les deux réseaux représentés sur la fi-
gure 7.4. Le réseau représenté sur la sous-figure 7.4(a) constitue bien un réseau d’occurrences contex-
tuel. Notons que nous avonst1 < t3 et t3 ≺ t2 ce qui implique par transitivitét1 ≺ t2. Considérons
maintenant le réseau représenté sur la sous-figure 7.4(b). Ce réseau ne constitue pas un réseau d’oc-
currences contextuel. En effet, pour la relation<, les deux transitionst1 et t2 ne sont pas ordonnées
mais, pour la relation≺, nous avons à la foist1 ≺ t2 et t2 ≺ t1. Ceci rend impossible le franchisse-
ment det1 et t2 dans une même exécution du réseau. Le point(iv) de la définition précédente n’est
donc pas vérifié pour l’événementt3. En revanche, si nous considérons le sous-réseau constituédes
nœuds{p1, p2, p3, p4, t1, t2}, alors celui-ci est un réseau d’occurrences contextuel. y

7.3.2 Processus branchant d’un automate temporisé

Nous définissons à présent à la notion de processus branchantassocié à un automate temporisé.
Pour cela, nous réutilisons certaines définitions introduites plus haut pour les réseaux d’automates
finis.

Étant donné un réseau d’automates temporisésA = ((Ai)1≤i≤n, f) où chaqueAi est un automate
temporisé décrit par4 Ai = (Σ,Xi, Li, Ti, Invi, `i,0), nous introduisons les notations suivantes5 :





L = ∪1≤i≤nLi
X = ∪1≤i≤nXi

Xinv = {x ∈ X | ∃i, `i ∈ Li, x ∈ Horloges(Invi(`i))}

Nous utilisons à nouveau les notationsT , t, etc. introduites pour les réseaux d’automates.I(t)
représente l’ensemble des indices des automates mis en jeu par la synchronisationt et pour tout
i ∈ I(t), nous écrivonsti = (`i, gi, ai, Ri, `

′
i). Enfin, nous posonsai = ⊥ si i 6∈ I(t). L’ensemble des

transitions synchronisées deA, notéSync, est alors défini par

Sync= {t ∈ T | ∃a ∈ Σ tel quef(a1, . . . , an) = a}

Nous définissons alors les ensembles suivants6 :




Eti(t) = f((ai)1≤i≤n)
g(t) =

∧
i∈I(t) gi

R(t) =
⋃
i∈I(t)Ri

Modif-Inv(t) = {x ∈ X | J∧i∈I(t)Invi(`i)K|x 6= J∧i∈I(t)Invi(`′i)K|x}
Testé(t) = Xinv ∪ Horloges(g(t))
Modifié(t) = R(t) ∪Modif-Inv(t)

Intuitivement,Eti(t), g(t) et R(t) représentent respectivement l’étiquette, la garde et la remise
à zéro associées à la transition synchronisée.Modif-Inv(t) représente l’ensemble des horloges pour

4Nous ne considérons pas d’ensembles d’états de contrôle finals et répétés dans ce contexte.
5L’opérateurHorlogesqui permet d’obtenir l’ensemble des horloges impliquées dans la définition d’une contrainte est

défini page 30.
6L’opérationJϕK|x consistant à projeterJϕK sur l’horlogex a été définie page 30.
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lesquelles le franchissement det modifie la contrainte d’invariant globale.Testé(t) dénote l’ensemble
des horloges apparaissant dans un invariant ou testées par la garde de la synchronisationt. Modifié(t)
dénote l’ensemble des horloges dont la valeur ou la contrainte d’invariant est modifiée par le franchis-
sement det. Ceci peut être dû à une remise a zéro de l’horloge ou à la modification de la contrainte
d’invariant globale portant sur cette horloge. Les définitions des ensemblesCons(t), Prod(t) etLu(t)
tiennent compte de ces ensembles. Notons qu’une horloge dont l’invariant est modifié est consommée
puis reproduite. 




Cons(t) = (∪i∈I(t)`i) ∪Modifié(t)
Prod(t) = (∪i∈I(t)`

′
i) ∪Modifié(t)

Lu(t) = Testé(t) \Modifié(t)

Nous définissons un processus branchant d’un réseau d’automates temporisés comme un réseau
d’occurrences contextuel muni d’une fonction d’étiquetage obtenue à partir des précédentes défini-
tions.

Définition 7.8 (Processus branchant d’un réseau d’automates temporisés). SoitA = ((Ai)1≤i≤n, f)
un réseau d’automates temporisés. Unprocessus branchant deA est une paireβ = (N , µ) constituée
d’un réseau d’occurrences contextuelN = (P, T,Σε,

•(.), (.)•, ◦(.),M0,Λ) et d’une applicationµ
deP ∪ T dansL ∪X ∪ Sync vérifiant les conditions suivantes :

– µ(P ) ⊆ L ∪X,
– µ(T ) ⊆ Sync,
– µ est une bijection entreM0 et{`i,0 | 1 ≤ i ≤ n} ∪X,
– pour toutt ∈ T , µ est une bijection entre les ensembles suivants :





•t est envoyé sur Cons(µ(t))
t• est envoyé sur Prod(µ(t))
◦t est envoyé sur Lu(µ(t))

– il n’y a pas de redondance,i.e. pour deux événementst, t′ ∈ T , si µ(t) = µ(t′), •t = •t′ et
◦t = ◦t′, alors t = t′,

– l’étiquetage deT est cohérent : pour toutt ∈ T , nous avonsΛ(t) = Eti(µ(t)).

Les conditions représentent ou bien des états de contrôle (éléments deL) ou bien des horloges (élé-
ments deX) et les événements représentent les transitions synchronisées du réseau. D’autre part, les
événements sont connectés aux conditions selon les définitions des ensemblesCons(µ(t)), Prod(µ(t))
et Lu(µ(t)). Dans ces définitions, le rôle des états de contrôle est restéinchangé. Pour les horloges,
leur rôle correspond à la description faite plus haut de ces ensembles :

– une horloge remise à zéro doit être consommée et reproduite,
– une horloge apparaissant dans un invariant doit apparaître ou bien en lecture, ou bien en consom-

mation,
– une horloge intervenant uniquement dans la garde doit apparaître en lecture.
Dans [VSY98, Win02], une relation de préfixe est définie entreles processus branchants d’un

réseau de Petri avec arcs de lecture. Cette définition s’étend au cadre des processus branchants d’un
réseau d’automates temporisésA. On démontre alors que l’ensemble de ces processus forme par
rapport à cette relation de préfixe un treillis complet. En particulier, ceci implique l’existence d’un
préfixe maximal pour cette relation. C’est ce préfixe qui est appelé dans la suitele dépliage non
temporisé du réseau d’automates temporisésA.

Exemple 7.9(Exemples 7.3 et 7.4 poursuivis). Les dépliages non temporisés (ou seulement un pré-
fixe) des réseaux d’automates temporisésB etC sont représentés sur la figure 7.5.
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FIG. 7.5 – Deux dépliages non temporisés.

Considérons d’abord le réseauB. Notons l’ajout d’une place étiquetéey représentant l’horloge
y. D’après les définitions précédentes, cette place est en lecture de tout événement étiquetéb et est
consommée puis reproduite par tout événement étiquetéa. En particulier, ceci conduit, après ajout de
l’événementt2, à une nouvelle occurrence d’un événement étiquetéb, à savoir l’événementt3, qui
n’existait pas dans le dépliage du réseau d’automates finis sous-jacent. Nous avons ainsi obtenu ces
occurrences supplémentaires deb qui manquaient précédemment.

Considérons à présent le réseauC. À nouveau, une place supplémentaire est présente, étiquetéey,
afin de représenter l’horlogey. Selon les définitions précédentes la transitiont2 lit la placep2 tandis
que la transitiont3 la consomme et reproduit une nouvelle place étiquetéey, la placep6. En effet,
le tir de t2, étiquetéec1, ne modifie pas l’invariant sury contrairement au tir det3. En particulier,
le tir de t3 crée donc une nouvelle place étiquetée pary. Ceci donne lieu à une nouvelle occurrence
d’une transition étiquetéea, à savoirt4. Ceci est cohérent avec les remarques faites plus haut : nous
obtenons deux occurrences dea, t1 correspond au franchissement sous l’invarianty ≤ 1 tandis que
t4 correspond au franchissement sous l’invarianttt. Par la suite, nous identifierons de plus que les
contraintes temporelles impliquent que le tir det1 est impossible (invarianty ≤ 1 et gardey ≥ 3).

Nous avons donc vu pour chacun de ces deux exemples comment les places étiquetées par des
horloges et les nouvelles définitions des ensemblesCons(t), Prod(µ(t)) etLu(µ(t)) intégrant des arcs
de lecture permettent de produire de nouvelles occurrencesdes transitions. Notons également que les
arcs de lecture permettent un « partage » des places et augmentent ainsi la taille de la relation de
concurrence. Si nous avions simplement modélisé les horloges par des places dédiées mais utilisé des
arcs de consommation et de production, nous obtiendrions davantage d’entrelacements du système.
Sur notre premier exemple, sib reproduisaity, nous devrions franchir à nouveaua à l’issue du tir deb.
Sur le second exemple, les transitionst1 et t2 ont toutes deux dans leur ensemble de place en lecture
la placep2. Ceci permet de ne pas les ordonner par la relation< ni même par la relation≺. Elles sont
concurrentes vis-à-vis de< et≺. Cette notion sera formalisée par la suite. y

Processus non branchant d’un réseau d’automates temporisés. Afin de raisonner sur un proces-
sus branchant d’un réseau d’automates temporisés, nous introduisons un ensemble de notions liées au
réseau d’occurrences contextuel dont il est issu. Celles-ci permettent en particulier de définir la notion
de processus non branchant qui correspond à la représentation des véritables exécutions du réseau.
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Définition 7.10 (Processus non branchant, configuration, coupe, passé causal). Soitβ = (N , µ) un
processus branchant d’un réseau d’automates temporisésA. Nous notonsT (respectivementP ) l’en-
semble des événements (respectivement des conditions) deN .

Un sous-ensembleC ⊆ T est uneconfigurations’il satisfait les conditions suivantes :
– ∀t′ ∈ C, ∀t ∈ T, t ≤ t′ ⇒ t ∈ C (C est clos par le bas pour≤),
– la relation≺ restreinte àC est un ordre partiel,
– ∀t, t′ ∈ C, ¬(t # t′) (C est sans conflit).

Nous considérons le réseau d’occurrences contextuelN ′ associé à une restriction(P ′, T ′) ⊆
(P, T ) deN . Nous notonsµ′ la restriction deµ à N ′. Alors β′ = (N ′, µ′) est appeléun processus
non branchant deβ s’il satisfait les cinq conditions suivantes :

– ∀t ∈ T, ∀p ∈ •t ∪ ◦t ∪ t•, t ∈ T ′ ⇒ p ∈ P ′ (les événements sont cohérents avecβ),
– ∀p ∈ P, ∀t ∈ •p, p ∈ P ′ ⇒ t ∈ T ′ (les conditions sont cohérentes avecβ),
– la relation≺ restreinte àP ′ ∪ T ′ est un ordre partiel,
– ∀x, y ∈ P ′ ∪ T ′, ¬(x # y) (N ′ est sans conflit),
– Min(P ′) = Min(P ).

Remarquons que siβ′ est un processus non branchant deβ, alors l’ensemble des événements de
β′ constitue une configuration notée[β′]. Réciproquement, étant donnée une configurationC, il existe
un unique processus non branchant, notéβC , tel queC = [βC ].

Étant donnés deux nœudsx et y deβ′, nous disons quex ety sont :
– faiblement concurrents, notéx co < y, si et seulement si nix ≤ y ni y ≤ x n’est vérifié,
– fortement concurrents, notéx co ≺ y, si et seulement si nix � y ni y � x n’est vérifié.

Un ensembleY de nœuds deβ′ est unco <-ensemble(respectivement unco ≺-ensemble) si les
éléments deY sont deux à deux faiblement concurrents (respectivement deux à deux fortement concur-
rents). Unecoupeest unco ≺-ensemble maximal constitué uniquement de conditions.

Si C est une configuration, nous associons àC la coupe notée Cut(C) définie par Cut(C) =
(Min(P )∪C•) \ •C. Étant donné un processus non branchantβ′, nous noterons simplement Cut(β′)
la coupe Cut([β′]).

Étant donné un processus non branchantβ′ deβ et un événementt appartenant àβ′, nous définis-
sonsle passé causal fort det par rapport àβ′, noté[t]β′ , comme l’ensemble[t]β′ = {t′ ∈ T ′ | t′ � t}.
Le passé causal faible det, noté[t], est défini par[t] = {t′ ∈ T ′ | t′ < t}. Il est facile de vérifier
que[t] est une configuration qui ne dépend pas du choix deβ′ et qui constitue de plus son passé cau-
sal fort minimal,i.e. nous avons l’identité[t] =

⋂
β′ [t]β′ où β′ décrit l’ensemble des processus non

branchants deβ contenantt. Nous appellerons donc égalementpassé causal minimal det son passé
causal faible.

Enfin, étant donné deux configurationsC1 etC2 deβ, nous dirons quela configurationC2 étend
la configurationC1, notéC1 v C2, si et seulement siC1 ⊆ C2 et si étant donné deux événements
t1 et t2 appartenant respectivement àC1 et C2 \ β1, nous n’avons past2 ≺ t1 dansC2. Posant
Y = C2\C1, nous écrirons alorsC2 = C1⊕Y . Ces définitions s’étendent naturellement aux processus
non branchants en les appliquant à leurs configurations. Nous étendons également la notationv.

Remarque 7.11(À propos des définitions portant sur les processus non branchants).
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– La relation≺ dépend du processus non branchant dans lequel elle est calculée. En effet, ajouter
des événements peut créer des dépendances supplémentaireset donc des ordonnancements sup-
plémentaires. Pour le réseau d’occurrences contextuel de la figure 7.4(b) page 192, la relation
≺ considérée sur l’ensemble du réseau (qui correspond à un processus non branchant) donne
t1 < t3 et t3 ≺ t2 d’où t1 ≺ t2, tandis que dans le processus non branchant correspondant uni-
quement au sous-ensemble d’événements{t1, t2}, les événementst1 et t2 ne sont pas ordonnés
pour≺.

– Le passé causal minimal d’un événementt peut être calculé de façon itérative par[t] = {t} ∪
∪
t′∈•(•t ∪ ◦t)[t

′]. Grâce à la structure de treillis des processus branchants d’un réseau d’auto-

mates temporisés,[t] ne dépend pas deβ.

y

Nous illustrons ces définitions sur les exemples précédents.

Exemple 7.12(Exemple 7.4 poursuivi). Considérons le processus branchantβ associé au réseau d’au-
tomates temporisésC représenté sur la sous-figure 7.5(b). Alors le sous-graphe constitué des nœuds
{p1, p2, p3, p4, p6, p7} ∪ {t1, t3} est un processus non branchant, disonsβ′. Ce processus non bran-
chant comporte une occurrence dea et une occurrence dec2. D’autre part, la configuration associée à
β′ est{t1, t3}. Nous avons[t3]β′ = {t1, t3}. En effet, dansβ′, afin de franchir l’événementt3, nous
devons franchir avant l’événementt1, i.e. t1 ≺ t3. Si nous considérons le passé causal minimal[t3] de
t3, alors l’événementt1 n’est plus présent (t1 6< t3) et nous obtenons[t3] = {t3}.

D’autre part, notonsβ1 et β3 les processus non branchants associés respectivement aux évé-
nementst1 et t3, i.e. de configurations respectives{t1} et {t3}. Nous avons les deux inclusions
[βi] ⊆ [β′] pour i ∈ {1, 3}. Pourtant, le processusβ′ n’étend pas chacun de ces deux processus.
En effet, du fait de la relationt1 ≺ t3, nous obtenonsβ1 v β

′ maisβ3 6v β
′. y

Avant de présenter la construction du dépliage non temporisé, nous établissons deux lemmes tech-
niques dépendant uniquement de notre définition des processus branchants d’un automate temporisé.
Ces deux lemmes seront utiles par la suite. Le premier établit une propriété classique [ER99] des
coupes dans un dépliage d’automates qui montre que celles-ci contiennent toute l’information sur
l’état global du réseau.

Lemme 7.13(Propriétés des coupes). SoitA un réseau d’automates temporisés,β = (N , µ) un
processus branchant deA etC une coupe deβ. AlorsC vérifie les deux propriétés suivantes :

– l’ensembleC ∩ µ−1(X) est en bijection (parµ) avec l’ensembleX,
– l’image parµ de l’ensembleC ∩ µ−1(L) contient exactement un état de contrôle par automate

du réseau.
Étant donnée une horlogex ∈ X, nous notonspx(C) l’unique condition appartenant àC dont l’image
par µ estx. De même, nous notons̀(C) l’unique vecteur élément deΠ1≤i≤nLi image parµ de
C ∩ µ−1(L).

Preuve. La coupe initiale vérifie ces deux propriétés. Il suffit de constater qu’elles sont stables par
ajout d’un événement : d’après les définitions deCons(t) et Prod(t) pour une transition du réseau
d’automates temporisést, à chaque fois qu’une place correspondant à une horloge est consommée,
une place correspondant à la même horloge est également produite. De même, à chaque fois qu’une
place correspondant à un état de contrôle d’un automate du réseau, une nouvelle place dont l’étiquette
est un état de contrôle du même automate est produite par la transition.
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Ce second lemme exprime que l’ensemble des conditions consommées ou lues par un événement
du dépliage est suffisant pour déterminer l’invariant courant lors du franchissement de cet événement.
Il formalise la notion de localité des événements annoncée dans l’introduction au sens où l’état local
associé aux places en entrée d’une transition détermine l’invariant de l’état global, pour tout état global
étendant cet état local.

Lemme 7.14(Localité). SoitA un réseau d’automates temporisés etβ un processus branchant deA.
Considérons un événementt deβ. Alors étant données deux coupesC et C′ vérifiant •t ∪ ◦t ⊆ C et
•t ∪ ◦t ⊆ C′, nous avons l’identité suivante :

JInv(`(C))K = JInv(`(C′))K

Preuve. Toute horlogex ∈ X apparaissant dans un invariant deA (i.e. x ∈ Xinv) est représentée
dans•t ∪ ◦t d’après les définitions deCons(t) et deLu(t) de la page 193. De plus, en examinant ces
mêmes définitions, il est facile de vérifier que lors du franchissement d’une transition, si la contrainte
d’invariant portant sur une horloge ou la valeur de l’horloge ont été modifiées, alors la condition
correspondant à cette horloge est consommée et une nouvellecondition est produite. Ainsi, deux
coupes étendant l’ensemble•t ∪ ◦t contiennent nécessairement les mêmes contraintes d’invariants et
les mêmes valeurs d’horloges pour toutes les horloges d’invariant (Xinv), ce qui démontre le résultat.

Construction du dépliage. Nous adoptons les notations introduites dans [VSY98] afin deprésenter
un semi-algorithme pour la construction du dépliage non temporisé d’un réseau d’automates tempo-
risésA. Dans cet algorithme, une condition est codée comme une paire (p, t) où p est l’étiquette de
cette condition ett est l’unique événement ayant produit cette condition (t est égal à l’ensemble vide
si cette condition n’est produite par aucun événement – cas des conditions minimales). Un événement
est représenté par un triplet(t̄, Yc, Yl) où t ∈ Syncest l’étiquette det et oùYc et Yl sont deux listes
de pointeurs vers des conditions. Intuitivement,Yc représente l’ensemble des conditions consommées
part tandis queYl représente l’ensemble des conditions lues part.

Définition 7.15 (Extensions Possibles (EP)). Soitβ = (N , µ) un processus branchant d’un réseau
d’automates temporisésA. Lesextensions possibles deβ sont les tripletst = (t̄, Yc, Yl) où t̄ est un
élément de Sync tel qu’il existe un processus non branchantβ′ vérifiant les conditions suivantes :

– Yc ∪ Yl est unco ≺-ensemble de conditions deβ′,
– la restriction deµ à Yc (respectivement àYl) est une bijection vers Cons(t̄) (respectivement

vers Lu(t̄)),
– (t̄, Yc, Yl) n’appartient pas àβ.
Dans ce cas, nous définissons l’extension deβ par t, notée Extension(β, t), comme le processus

branchantβ′ obtenu à partir deβ en ajoutant un événemente étiqueté par̄t et un ensembleZ de
nouvelles conditions en bijection (parµ) avec Prod(ē). L’événemente est connecté par des arcs de
consommation aux places deYc, des arcs de lecture aux places deYl et des arcs de production aux
nouvelles places deZ.

Le théorème suivant établit la correction de l’algorithme 5.

Théorème 7.16.SoitA un réseau d’automates temporisés. L’algorithme 5 est un semi-algorithme
permettant de calculer le dépliage non temporisé Dépliage(A) deA.
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Algorithme 5 Construction du dépliage non temporisé (semi-algorithme)
Entrée : Un réseau d’automates temporisésA.
Sortie : Le dépliage non temporiséDépliage(A) deA.

1: Dépliage:= {(`1,0, ∅), . . . , (`n,0, ∅)} ∪ {(x, ∅) | x ∈ X}; /* Initialisation */
2: ep := EP (Dépliage); /* Extensions possibles */
3: Tant Que ep 6= ∅ Faire
4: Choisir un événementt = (t̄, Yc, Yl) dansep. /* t̄ est l’étiquette det */
5: Dépliage:= Extension(Dépliage, t); /* Extension du processus */
6: ep := EP (Dépliage); /* Mise à jour de l’ensembleep */
7: Fin Tant Que
8: Retourner Dépliage;

7.4 Dépliage temporisé

Nous avons décrit dans la section précédente une structure causale permettant d’introduire les
aspects temporels au niveau discret en dupliquant certainsévénements lorsque les conditions de fran-
chissement d’un événement diffèrent. Il s’agit à présent dedéfinir une représentation symbolique des
contraintes temporisées attachées à un processus non branchant de sorte à décrire de façon symbo-
lique l’ensemble des exécutions temporisées du réseau d’automates temporisés. Ceci va également
permettre de limiter la construction du dépliage en détectant des événements dont la partie tempo-
risée n’est pas valide, comme c’est le cas pour l’événementt1 du dépliage du réseau d’automates
temporisésC (voir exemple 7.4).

7.4.1 Processus non branchant temporisé

Exécutions temporisées d’un réseau d’automates temporisés. Rappelons d’abord le comporte-
ment d’un réseau d’automates temporisésA = ((Ai)1≤i≤n, f), où nous notonsAi = (Σ,Xi, Li, Ti,
Invi, `i,0) pour touti. Une configuration d’un tel réseau est une paire(`, v) dans laquellè ∈ Π1≤i≤nLi
etv ∈ TX , avecX = ∪1≤i≤nXi. Uneexécution temporisée finie deA s’écrit alors :

ρ = (`0, v0)
t̄1,d1
−−−→ (`1, v1)

t̄2,d2
−−−→ . . .

t̄p,dp
−−−→ (`p, vp)

où pour touti, t̄i ∈ Syncet di ∈ T vérifiant de plusdi ≤ di+1. Intuitivement,di indique la date à
laquelle la transition synchronisée du réseaut̄i a lieu. Notons que nous ne considérons que des exécu-
tions qui peuventréellementsurvenir dansA. Nous associons à cette exécution laséquence temporisée
σ = (t̄i, di)1≤i≤p, mot fini sur l’alphabetSync×T dont la projection sur la seconde composante forme
une séquence finie et croissante de dates. Réciproquement, àune séquence temporisée est associée une
unique exécution temporisée dansA. À nouveau, par séquence temporisée, nous sous-entendons une
séquence correspondant à uneexécution réelledu système.

Dans un premier temps, nous attachons des dates,i.e. des éléments deT, aux nœuds d’un pro-
cessus non branchantβ = (N , µ), définissant ainsiun processus non branchant temporisé. Avant de
donner la définition formelle de ce nouvel objet, nous donnons l’intuition de ces dates. Implicitement,
nous considérons une exécution temporisée du réseau donnant lieu à ce processus non branchant.
Nous formaliserons cette idée ensuite. D’abord, nous associons une datedf (t) à chaque événementt
du processus non branchant. Cette date représente la date absolue à laquelle l’événement a été franchi.
Ensuite, étant donnée une conditionp deβ, nous distinguons deux cas, selon que l’image dep par



200 Chapitre 7. Dépliage de réseaux d’automates temporisés

µ est un état de contrôle ou une horloge. Dans le premier cas, nous associons àp la datedp(p), re-
présentant la date absolue à laquelle la condition a été produite. Dans le second cas, nous associons
à p les trois datesdp(p), dc(p) et dr(p). La première correspond comme précédemment à la date
absolue à laquelle la condition a été produite. La seconde correspond à la date absolue à laquelle la
condition a été consommée. Si ce n’est pas le cas, alors cette date vaut+∞. Enfin, la dernière date
dr(p) représente la date absolue à laquelle l’horlogeµ(p) a été remise à zéro pour la dernière fois.

Définition 7.17 (Processus non branchant temporisé). Soit β un processus non branchant d’un ré-
seau d’automates temporisésA, d’ensemble d’événementsT et de conditionsP . Nous définissons
l’ensemble des horloges que nous allons considérer à l’aidede l’application Var suivante :

∀t ∈ T, Var(t) = {df (t)}
∀p ∈ P ∩ µ−1(L), Var(p) = {dp(p)}
∀p ∈ P ∩ µ−1(X), Var(p) = {dp(p),dc(p),dr(p)}

Nous définissons alors l’ensemble des variables d’horlogesdu processus non branchantβ, notéV (β),
par V (β) = Var(P ∪ T ). Unevaluation deβ est une valuation sur l’ensembleV (β), i.e. un élément
deTV (β). Un processus non branchant temporiséest alors défini comme une paire(β, v) constituée
d’un processus non branchantβ et d’une valuationv deβ.

Afin d’illustrer cette définition, commençons par décrire laconstruction permettant d’associer
un processus non branchant temporisé à une séquence temporisée. Cette définition est conforme a
l’intuition donnée précédemment pour les différentes dates attachées à un processus non branchant.

Définition 7.18 (Processus non branchant temporisé associé à une séquence temporisée). SoitA un
réseau d’automates temporisés etσ une séquence temporisée deA. Nous nous plaçons dans le cadre
du dépliage non temporisé deA. Leprocessus non branchant temporisé associé àσ, noté Pr-T(σ), est
défini par induction ainsi :

– Siσ est la séquence videε, alors Pr-T(ε) = (β, v) est défini comme la paire du processus non
branchantβ réduit à l’ensemble de conditions Min(P ) et de la valuationv définie par :
– ∀p ∈ Min(P ), v(dp(p)) = 0,
– ∀p ∈ Min(P ) ∩ µ−1(X), v(dr(p)) = 0 etv(dc(p)) est choisie de façon non déterministe

dans l’intervalle[0,+∞[.
– Si σ = σ′(t̄, d) (rappelons qued représente la date absolue de l’occurrence det̄ dansσ),

nous allons définir Pr-T(σ) = (β, v). Notons Pr-T(σ′) = (β′, v′) le processus non branchant
temporisé associé àσ′. Écrivons de plusC = Cut(β′) la configuration deβ′. Il existe alors une
unique extension Extension(β′, t) deβ′ par un triplet t = (t̄, Yc, Yl) tel queYc ∪ Yl ⊆ C. Nous
définissonsβ comme étant cette extension Extension(β′, t). La valuationv deβ est quant à elle
définie ainsi :
– v préserve les valeurs dev′ sur les conditions et les transitions deβ′, excepté les conditions
p ∈ •t ∩ µ−1(X) pour lesquelles nous définissonsv(dc(p)) = d,

– v(df (t)) = d,
– ∀p ∈ t•, v(dp(p)) = d,
– ∀p ∈ t•∩µ−1(X), v(dc(p)) est choisie de façon non déterministe dans l’intervalle[d,+∞[,
– ∀p ∈ t• ∩ µ−1(X), si µ(p) ∈ R(t̄), alors v(dr(p)) = d, sinonv(dr(p)) = v(dr(p

′)) où p′

est l’unique condition deC étiquetée parµ(p).

Notons que dans la définition précédente, certaines valeursd’horloges sont choisies de façon non
déterministe. Ceci concerne les horlogesdc(p) où p est une condition représentant une horloge de la
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FIG. 7.6 – Le processus non branchant temporisé associé à une exécution temporisée.

coupe du processus non branchant. En particulier, ces conditions n’ont « pas encore » été consommées,
il n’est donc pas possible de donner une valeur à ces horloges. Cependant, leur consommation ne peut
survenir que dans le futur et nous choisissons donc une valeur vérifiant cette contrainte.

Définition 7.19 (Configuration atteinte dans le réseau d’automates temporisés). SoitA un réseau
d’automates temporisés. Étant donné un processus non branchant temporisé(β, v), nous définissons
la configuration Config(β, v) du réseau d’automates temporisés comme la paire(`, ν) où :

{
` = `(Cut(β))

∀x ∈ X, ν(x) = v(dp(px))− v(dr(px))

oùpx = px(Cut(β)) est l’unique condition de Cut(β) étiquetée parx (voir le lemme 7.13).

Le lemme suivant, dont la preuve s’obtient par induction surla longueur de la séquence tempori-
sée, énonce que la définition précédente est cohérente pour les processus non branchants temporisés
obtenus à partir de séquences temporisées.

Lemme 7.20.SoitA un réseau d’automates temporisés etρ une exécution temporisée deA :

ρ = (`0, v0)
t̄1,d1
−−−→ (`1, v1)

t̄2,d2
−−−→ . . .

t̄p,dp
−−−→ (`p, vp)

Notonsσ la séquence temporisée associée àρ. Nous avons alors l’égalité suivante :

(`p, vp) = Config(Pr-T(σ))

Exemple 7.21(Exemple 7.3 poursuivi encore). Nous considérons à nouveau le réseau d’automates
temporisésB représenté sur la sous-figure 7.1(a). La séquence temporisée σ = (a, 2)(b, 2.5)(a, 5.1)
est acceptée parB. Le processus non branchant temporiséPr-T(σ) est représenté sur la figure 7.6.
La valuation est représentée sur le graphique : les dates associées aux nœuds sont indiquées à côté
de ceux-ci. Pour les conditions correspondant à des horloges, le triplet indiqué correspond aux trois
variables d’horloges suivantes dans cet ordre :(dp,dc,dr). y
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7.4.2 Cohérence temporelle d’un processus non branchant temporisé

Une fois ces définitions introduites, notre objectif est de caractériser l’ensemble des processus
branchants temporisés correspondant à des séquences temporisés. Pour cela, nous utilisons des zones7

qui permettent de représenter des ensembles infinis de valuations. Ces zones vont être définies locale-
ment, au niveau de chaque événement du processus non branchant.

Nous introduisons d’abord quelques notations. Soitt un événement du dépliageDépliage(A) d’un
réseau d’automates temporisésA, nous définissons la coupeC+ = Cut([t]). Cette coupe représente
intuitivement l’état global deA à l’issue du franchissement de l’ensemble des événements dela confi-
guration[t]. De plus, il est facile de vérifier que l’ensemble[t] \ {t} forme une configuration. Nous
notonsC− la coupe qui lui est associée. Intuitivement, celle-ci représente l’état du système avant le
franchissement det. D’après le lemme 7.13, chacune de ces deux coupes est formée, via la fonction
d’étiquetageµ, d’une condition correspondant à un état de contrôle pour chaque automate du réseau et
d’une condition par horloge du réseau. Le vecteur d’états decontrôle associé àC− est noté̀ −. D’autre
part, à nouveau d’après le lemme 7.13, étant donnée une horlogex ∈ X, il existe dans la coupeC−

(respectivement dans la coupeC+) une unique condition, notéep−x (respectivementp+
x ), dont l’image

parµ vautx. Nous définissons alors les deux termes suivants :

{
v−t (x) = df (t)− dr(p

−
x )

v+
t (x) = df (t)− dr(p

+
x )

Le termev−t (x) représente la valeur de l’horlogex dans le réseauA lors du franchissement det,
tandis que le termev+

t (x) représente sa valeur à l’issue du franchissement det. En effet, la valeur de
l’horloge s’obtient en calculant la différence entre la date courante et la date de dernière remise à zéro
de l’horloge.

Définition 7.22 (Cohérence temporelle d’un processus non branchant temporisé). SoitA un réseau
d’automates temporisés et Dépliage le dépliage non temporisé deA. Étant donné un événementt
de Dépliage, nous définissons l’ensemble de variables d’horloges dépendant det, notéV (t), par
V (t) = Var({t} ∪ C− ∪ C+).

Nous définissons la zoneZt exprimant les contraintes locales liées àt, et définie sur l’ensemble
d’horloges V (t), comme la zone associée à la contrainteϕt obtenue comme la conjonction des
contraintes suivantes :

Contraintes causales :





∀p ∈ t•, dp(p) = df (t)
∀p ∈ •t, dp(p) ≤ df (t)
∀p ∈ •t ∩ µ−1(X), dc(p) = df (t)
∀p ∈ ◦t ∩ µ−1(X), dp(p) ≤ df (t) ≤ dc(p)

Contraintes temporisées8 :





g(µ(t))[{x ← v−t (x)}x∈X ]∧
`∈`− Inv(`)[{x← v−t (x)}x∈X ]∧
x∈R(µ(t)) v

+
t (x) = 0∧

x∈Modif-Inv(µ(t)) v
+
t (x) = v−t (x)

7Les zones ont été introduites et étudiées dans la sous-section 6.2.1 page 152.
8La notationg[x← y] représente la substitution de l’horlogex par le termey dansg.
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Nous définissons par ailleurs la zoneZ0, sur l’ensemble de variables d’horlogesV0 = Var(Min(P )),
comme la zone associée à la conjonction des contraintes suivantes :

{
∀p ∈ Min(P ), dp(p) = 0
∀p ∈ Min(P ) ∩ µ−1(X), dr(p) = 0

Étant donné un processus non branchantβ de Dépliage, en remarquant queV (β) = V0 ∪
∪t∈TV (t), nous définissons la zoneWβ = Z0 ∩

(⋂
t∈T Zt

)
. Comme précédemment, la bijection

entre configurations et processus non branchants nous permet de définir la zoneWC associée à une
configuration comme étant la zoneWβ avec[β] = C.

Enfin, nous disons qu’un processus non branchant temporisé(β, v) estcohérentsi et seulement si
il vérifie v ∈Wβ.

Remarque 7.23.Considérons un événementt et la zoneZt correspondante. Les variables d’horloges
contraintes parZt sont uniquement des variables locales (V (t) = Var({t} ∪ C− ∪ C+)). Étant donnée
une valuationv définie seulement sur cet ensemble de variablesV (t), l’appartenance dev à Zt est
stable sous décalage du temps global :

v ∈ Zt ⇒ ∀δ ∈ T, v + δ ∈ Zt

y

La proposition suivante établit le lien entre les séquencestemporisées d’un réseau d’automates
temporisés et ses processus non branchants temporisés cohérents. Elle constitue le résultat fondamen-
tal pour la correction de notre méthode.

Proposition 7.24(La cohérence temporelle est équivalente à l’exécution). SoitA un réseau d’auto-
mates temporisés et(β, v) un processus non branchant temporisé deA. Nous avons alors l’équiva-
lence suivante :

(β, v) est cohérent⇐⇒ il existe une séquence temporiséeσ deA telle que Pr-T(σ) = (β, v).

En d’autres termes, nous avons l’égalité suivante :

Wβ = {v ∈ TV (β) | ∃σ séquence temporisée deA telle que Pr-T(σ) = (β, v)}

Preuve. Supposons dans un premier temps qu’il existe une séquence temporiséeσ deA vérifiant
Pr-T(σ) = (β, v). Nous démontrons par induction sur la taille deσ que le processus non bran-
chant temporiséPr-T(σ) est cohérent. Ceci impliquera le résultat. Siσ est vide, alors le résultat
est trivial. Sinon,σ s’écrit σ = σ′(t, d) et par hypothèse d’induction le processus non branchant
Pr-T(σ′) = (β′, v′) est cohérent. Par définition de la construction inductive dePr-T(σ) (défini-
tion 7.18), nous obtenons queβ étendβ′ et quev coïncide (partiellement) avecv′ sur les horloges
deβ′. Notonst l’événement deβ étendantβ′. Le seul point délicat pour démontrer la cohérence de
(β, v) provient alors des invariants. En effet, dans les contraintes d’horloges définissant les zonesZt,
nous considérons les invariants associés à la coupeC = Cut([t] \ {t}). Dans la définition dePr-T(σ),
les invariants sont satisfaits pour la coupeC′ = Cut(β′). Ces deux coupesC et C′ peuvent donc être
différentes. Nous allons démontrer que les invariants correspondant sont cependant les mêmes. Les
différences proviennent de franchissements d’événementst′ n’appartenant pas à[t], mais dont les
dates de franchissementv(df (t

′)) sont inférieures à la datev(df (t)). De tels événementst′ vérifient
donct′co <t. En particulier,t′ ne peut ni consommer une place de•t (sinon il serait en conflit avect),
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ni consommer une place de◦t (sinon il serait inférieur àt pour<). En raisonnant par induction sur la
taille de[β′] \ ([t] \ {t}), nous montrons donc queβ′ vérifie :

•t ∪ ◦t ⊆ C′

Nous avons naturellement•t ∪ ◦t ⊆ C d’après la définition deC et donc d’après le lemme 7.14 nous
obtenons finalement que les invariants correspondant sont les mêmes, ce qu’il fallait démontrer.

Réciproquement, supposons que le processus non branchant(β, v) soit cohérent. Nous construi-
sons une séquence temporisée deA ainsi :

1. associerv(df (t)) à l’occurrence det,

2. ordonner les transitions par rapport à l’ordre causal fort ≺ deβ,

3. ordonner les transitions concurrentes dansβ par rapport à leur datedf ,

4. ordonner arbitrairement les transitions concurrentest et t′ dansβ de même date,i.e. telles que
v(df (t)) = v(df (t

′)).

Notonsσ la séquence temporisée résultant de cette construction. Nous affirmons queσ est une sé-
quence temporisée deA. Il est facile de vérifier que cette séquence satisfait les contraintes imposées
par les gardes et les remises à zéro. En revanche, le cas des invariants est à nouveau plus délicat,
puisque les invariants exprimés dans la zoneWβ (correspondant aux processus de[t] pour t évé-
nement deβ) ne correspondent pas nécessairement à ceux rencontrés dans σ. Cependant, le même
raisonnement que celui développé pour le premier point permet, à l’aide du lemme 7.14, de démontrer
que ces invariants sont en fait les mêmes.

7.4.3 Définition et construction du dépliage temporisé

Nous pouvons à présent définir le dépliage temporisé d’un réseau d’automates temporisésA.
Celui-ci est obtenu à partir du dépliage non temporisé en attachant à chaque événementt du dépliage
la zoneW[t] et supprimant l’ensemble des événementst tels queW[t] = ∅. L’algorithme 6 calcule ce
dépliage temporisé. Sa structure est très simple. Notons simplement que pour éviter d’explorer plu-
sieurs fois une même extension qui se serait avérée incohérente du point de vue temporel, l’algorithme
mémorise ces extensions en marquant l’événement associé « inutile ». Ceci implique que la procédure
calculant les extensions possibles du dépliage n’explore pas les branches correspondantes.

Le lemme suivant découle d’une simple analyse des définitions.

Lemme 7.25(Calcul local des zonesW[t]). Étant donné un réseau d’automates temporisésA, et un
événementt du dépliage Dépliage deA, définissons l’ensemble Max<t = {t′ ∈ [t] \ {t} | ∀t′′ ∈
[t] \ {t}, t′ 6< t′′}. Nous avons alors

W[t] = Zt ∩
⋂

t′∈Max<t

W[t′]

Enfin, le théorème suivant énonce les propriétés vérifiées par le dépliage temporisé ainsi défini. Il
découle facilement de la proposition 7.24.

Théorème 7.26.SoitA un réseau d’automates temporisés. L’algorithme 6 calcule le dépliage tem-
porisé deA, noté Dépliage-T(A). Cet algorithme peut ne pas terminer. Le dépliage Dépliage-T(A)
vérifie les propriétés suivantes :
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– un événementt apparaît dans Dépliage-T(A) si et seulement si il existe une exécution tempo-
risée dansA, associée à une séquence temporiséeσ, dont le processus temporisé Pr-T(σ) =
(β, v) vérifie [β] = [t],

– la zoneW[t] associée à un événementt de Dépliage-T(A), une fois projetée sur les variables
df (t

′), pour t′ ≤ t, représente l’ensemble des dates possibles pour les séquences temporisées
σ dont le processus non branchant est[t].

Algorithme 6 Construction du dépliage temporisé (semi-algorithme)
Entrée : Un réseau d’automates temporisésA.
Sortie : Le dépliage temporiséDépliage-T(A).

1: Dépliage-T:= {(`1,0, ∅), . . . , (`n,0, ∅)} ∪ {(x, ∅) | x ∈ X}; /* Initialisation */
2: ep := EP (Dépliage-T); /* Extensions possibles */
3: Tant Que ep 6= ∅ Faire
4: Choisir un événementt = (t̄, Yc, Yl) dansep.
5: Calculer la zoneW[t]. /* À l’aide du lemme 7.25 */
6: SiW[t] 6= ∅ Alors /* L’événementt est cohérent temporellement */
7: Dépliage-T:= Extension(Dépliage-T, t); /* Extension du processus */
8: ep := EP (Dépliage-T); /* Mise à jour de l’ensembleep */
9: Sinon /* L’événementt n’est pas cohérent temporellement */

10: Marquert comme événement inutile.
11: Fin Si
12: Fin Tant Que
13: Retourner Dépliage-T;

Nous décrivons enfin l’application des définitions précédentes aux exemples introduits dans la
section 7.2.

Exemple 7.27(Exemple 7.3 poursuivi). Un préfixe du dépliage temporisé du réseau d’automates tem-
porisésB est représenté sur la figure 7.7. Seules les projections des zones sur les variables d’horloges
associées aux événements sont représentées sur la figure. Considérons par exemple la zone associée
à l’événementt3. Nous obtenons comme attendu la caractérisation suivante :t2 peut survenir à n’im-
porte quel instant positif ou nul.t3 intervient entre0 et 1 unité de temps aprèst2. Dans ce cas, le
dépliage est infini et l’algorithme 6 ne termine donc pas. En effet, il est toujours possible d’étendre
le dépliage avec un événement étiqueté para en trouvant unco ≺-ensemble formé d’une condition
étiquetée par̀′0 et d’une condition étiquetée pary. Notons de plus que la zone associée à ce derniera
est exprimée sur un nombre de variables égal au nombre d’occurrences dea précédentes. Ainsi, il est
possible d’obtenir un nombre arbitrairement grand de variables. y

Exemple 7.28(Exemple 7.4 poursuivi). Le dépliage temporisé du réseau d’automates temporisés
C est représenté sur la figure 7.8. Celui-ci est fini et l’algorithme termine donc dans ce cas. De plus,
comme nous l’avions souligné lors de la première analyse de ce réseau, la transitiona ne peut avoir lieu
qu’après la transitionc2. Nous l’obtenons ici grâce au système de contraintes associé à l’événementt1.
Celui-ci n’admet en effet aucune solution et la zone correspondante est donc vide. En particulier, cet
événement ne sera donc pas construit par l’algorithme 6 (c’est pourquoi il est représenté en pointillés
ici). y



206 Chapitre 7. Dépliage de réseaux d’automates temporisés

`0

`1

`′1

`′0y

`′0y

`′1y

b a

b a

p1 p2 p3

p4 p5 p6

p7 p8 p9

t10≤df (t1)≤1 t2,0≤df (t2)

t3
0≤df (t2)

0≤df (t3)−df (t2)≤1
t4,0≤df (t2)≤df (t4)

FIG. 7.7 – Un préfixe du dépliage temporisé du réseauB.
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7.4.4 Construction du dépliage fondée sur des zones locales

La construction précédente souffre d’un défaut : les zones intervenant dans le dépliage ont un
nombre de variables non borné. Or il est bien connu que les opérations élémentaires sur les zones
telles que la normalisation ou le test du vide ont une complexité cubique dans le nombre de variables
de la zone (voir la section 6.2 dans laquelle les opérations classiques sur les zones sont présentées).
Ainsi, il est intéressant de proposer un algorithme ne manipulant que des zones définies sur un en-
semble de variable de taille constante. Une idée naturelle consiste à restreindre les zonesWβ à la
coupe deβ. De telles zones représentent alors l’état du système à l’issue de l’exécution deβ, abs-
trayant l’ensemble des contraintes temporisées portant sur les événements du passé causal strict deβ.
Le principal intérêt de cette abstraction réside dans le nombre de variables d’horloges à considérer.
Les variables associées à une coupe sont en effet en nombre constant égal àn + 3|X|, où n est le
nombre d’automates du réseau et|X| est le cardinal de l’ensembleX des horloges du réseau. De plus,
nous allons démontrer (lemme 7.31) que ces variables sont suffisantes pour étendre le processus non
branchantβ. Cependant, cette abstraction peut se révéler trop brutalelors du calcul de certaines zones.
L’exemple 7.30 illustre les difficultés qui peuvent apparaître. Nous proposons dans le reste de cette
partie un ensemble d’algorithmes permettant de calculer ledépliage temporisé en ne manipulant que
des zones locales.

Définition 7.29 (Zones locales). Étant donné un réseau d’automates temporisésA et un processus
non branchantβ du dépliage deA, nous considérons l’ensemble des horloges associées à la coupe de
β, noté Loc-Var(β) = Var(Cut(β)). La zone locale associée àβ, notéeW loc

β , est alors définie comme
la projection de la zoneWβ sur les horloges Loc-Var(β). Le nombre d’horloges impliquées dans la
définition de la zoneW loc

β est égal àn + 3|X|, oùn est le nombre d’automates du réseau et|X| est
le nombre d’horloges deA.

Nous avons pu voir dans la définition des zonesWβ correspondant aux processus non branchants
β que ces zones s’obtiennent simplement comme les intersections des zones associées aux événements
du processus. Nous illustrons les difficultés survenant avec les zones locales à l’aide de l’exemple 7.30.

Exemple 7.30(Difficultés liées aux zones locales). Considérons le réseau d’automates temporisés
A représenté sur la sous-figure 7.9(a) ainsi que son dépliage représenté sur la sous-figure 7.9(b).
Notonsβ1 (respectivementβ2) le processus non branchant de configuration{t1, t2, t3, t4} (respecti-
vement{t1, t2, t3, t5}). Une simple analyse du comportement deA permet d’obtenir les conclusions
suivantes :

– l’action b peut avoir lieu à toute date positive ou nulle,
– l’action c1 peut avoir lieu si et seulement si l’actionb a lieu à la date1,
– l’action c2 peut avoir lieu si et seulement si l’actionb a lieu à la date0,
– les deux actionsc1 et c2 ne peuvent pas apparaître dans une même séquence temporisée.

Cette analyse montre qu’il n’existe aucun processus non branchant temporisé cohérent dont la confi-
guration contient les événementst4 et t5. Dans le dépliage deA, les zones localesW loc

β1
et W loc

β2

associées respectivement aux processus non branchantsβ1 et β2 contraignent des ensembles de va-
riables disjoints car les coupes des deux processus sont disjointes. En particulier, nous obtenons que
l’intersectionW loc

β1
∩W loc

β2
de ces deux zones n’est pas vide. Elle ne représente donc pas les proces-

sus non branchants temporisés cohérents de configuration{t1, . . . , t5}. Ainsi, considérer simplement
l’intersection des zones locales n’est pas suffisant. y

Le lemme suivant correspond au cas favorable pour l’extension d’un processus non branchant
à partir de sa zone locale. Il énonce que pour un ensemble d’événements vérifiant les conditions
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FIG. 7.9 – Difficultés liées aux zones locales.

(i) et (ii) ci-dessous, nous pouvons calculer en une seule étape la nouvelle zone locale obtenue à
l’issue du franchissement de chacun des événements de cet ensemble. Ceci constitue donc un cas
favorable pour le calcul des zones locales. Intuitivement,la condition(i) exprime le fait que tous les
événements possèdent toutes leurs places en entrée dans la coupe deβ et la condition(ii) exprime
que ces événements sont faiblement concurrents,i.e. deux à deux incomparables pour la relation<.
L’algorithme 7 présenté ensuite illustre ce lemme en explicitant le calcul de la zone locale obtenue à
l’issue de ce franchissement.

Lemme 7.31(Extension par un ensemble d’événements faiblement concurrents). SoitA un réseau
d’automates temporisés etβ un processus non branchant du dépliage Dépliage(A). Étant donné un
ensembleT = {t1, . . . , tk} d’événements de Dépliage(A) vérifiant les conditions suivantes :

(i) ∀1 ≤ i ≤ k, •ti ∪
◦ti ⊆ Cut(β)

(ii) ∀1 ≤ i 6= j ≤ k, tico <tj

Nous disons alors queT constitue unetranche étendantβ. De plus, en posantβ0 = β, nous avons
pour tout indicei ∈ {1, . . . , k}, ti étend le processus non branchantβi−1 et nous posonsβi =
Extension(βi−1, ti). Nous affirmons enfin que la zoneW loc

βk
est la projection sur les horloges Loc-Var(βk)

de la zoneW loc
β ∩ (

⋂
1≤i≤k Zti).

Nous notons par la suite Extension(β, T ) l’extensionβk du processusβ par l’ensemble des évé-
nements deT .

Preuve. Pour tout indicei, la proposition 3.2 de [Win02] entraîne queti étend le processus non
branchantβi−1. Le deuxième point est alors une simple conséquence des définitions 7.22 et 7.29.

Le lemme suivant permet de décomposer un ensemble d’événements à ajouter en tranches maxi-
males pour pouvoir appliquer le lemme 7.31.
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Algorithme 7 Extension par un ensemble d’événements faiblement concurrents –Tir

Entrée : Un quadruplet(β, C,W, T ) oùβ est un processus non branchant,C sa coupe,W = W loc
β sa

zone locale etT est une tranche étendantβ, selon les conditions du lemme 7.31.
Sortie : Le triplet (β′, C′,W ′) avecβ′ l’extension deβ par la trancheT , C′ sa coupe etW ′ = W loc

β′

sa zone.
1: β′ := Extension(β, T ) ; /* β′ est l’extension deβ parT */
2: C′ := (C \ •T ) ∪ T •; /* C′ est la coupe deβ′ */
3: Soitϕ une contrainte sur les horlogesLoc-Var(β) représentant la zoneW .
4: Pour t ∈ T Faire
5: Définir la contrainteϕt sur les horlogesV (t) définissant la zoneZt.
6: Fin Pour
7: ϕ′ := ϕ ∧ (

∧
t∈T ϕt) ;

8: W ′ := Jϕ′K ;
9: Projeter la zoneW ′ sur les variables d’horlogesLoc-Var(β′).

10: Retourner (β′, C′,W ′).

Lemme 7.32.SoitA un réseau d’automates temporisés etβ etβ′ deux processus non branchants du
dépliage Dépliage(A) tels queβ v β′. NotonsT = [β′] \ [β] l’ensemble des événements présents
dansβ′ mais absents dansβ. Alors il existe une partition deT enm ensembles deux à deux disjoints
{T1, . . . , Tm} telle que pour tout indicei ∈ {1, . . . , k}, Ti est une tranche maximale étendant le
processusβi−1 en le processusβi (en posantβ0 = β) et vérifiantβk = β′.

Preuve. Il suffit d’effectuer un tri topologique de l’ensembleE par rapport à la relation causale faible
<.

Rappelons que notre objectif global est de décrire une procédure permettant le calcul de la zone
localeW loc

[t] associée au processus non branchant minimal[t] det. L’algorithme 8 présenté ici permet

de réaliser ce calcul. Détaillons le fonctionnement de l’algorithme 8. Étant donné une extension pos-
siblet, notonsβ le processus non branchant correspondant à la configuration[t] \ {t}. Cet algorithme
doit donc d’abord calculer la zoneW loc

β puis l’étendre en ajoutant l’événementt.
Les deux lemmes précédents nous permettent, étant donné deux processusβ1 et β2 vérifiant

β1 v β2, de décomposer l’ensemble d’événements à ajouter afin d’appliquer pas à pas l’algorithme 7.
Cependant, nous ne mémorisons dans le dépliage que les zoneslocales associées aux processus non
branchants minimaux des événements,i.e. dont les configurations ont la forme[t′] où t′ est un évé-
nement. Nous devons donc trouver un événementt′ ∈ [t] \ {t} tel que le processusβ[t′] vérifie la
propriété suivante :

β[t′] v β (7.1)

Nous proposons ici une procédure permettant de calculer un tel événement. D’après la définition 7.10,
étant donné un événementt′ de β, nous avonsβ[t′] 6v β si et seulement s’il existe un événement
t′′ ∈ [β] \ [t′] tel quet′′ ≺ t′. Ceci équivaut à l’existence d’une conditionp ∈ β[t′] \ Cut(β[t′]) lue
par une transitiont′′ ∈ [β] \ [t′]. Notre procédure calcule à l’aide de cette caractérisation, pour chaque
événement maximalti deβ pour<, un événementt′i ≤ ti vérifiant la propriété (7.1). L’événementt′i
pour lequel l’ensemble[t′i] est de taille maximale est alors sélectionné. Cette procédure est illustrée
dans les lignes 1 à 10 de l’algorithme 8. Les lignes 11 à 19 appliquent ensuite les lemmes 7.32 et 7.31.
La ligne 20 calcule simplement les successeurs par l’événement t du processus non branchant de
configuration[t] \ {t}.
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Algorithme 8 Calculer la zone locale associée à une extension
Entrée : Une extension possiblet = (t̄, Yc, Yl).
Sortie : La zone localeW loc

[t] associée au processus non branchant[t].
1: Calculer les événementst1, . . . , tm maximaux pour< dans l’ensemble[t] \ {t}.
2: Pour i ∈ {1, . . . ,m} Faire
3: t′ := ti;
4: Soitβ′ le processus non branchant de[t′].
5: Tant Que ∃p ∈ β′ \Cut(β′), ∃ t′′ ∈ [t] \ [t′] tel quep ∈ ◦t′′ Faire
6: t′ := •p;
7: Fin Tant Que
8: t′i := t′;
9: Fin Pour

10: Choisirk ∈ {1, . . . ,m} pour lequel la taille de l’ensemble[t′k] est maximale.
11: Soitβ′ le processus non branchant de[t′k].
12: SoitC′ = Cut([t′k]) etW ′ = W loc

[t′
k
].

13: Calculer un tri topologique[T1, . . . , Tm′ ] par rapport à< de l’ensemble[t] \ ({t} ∪ [t′k]).
14: Pour j ∈ {1, . . . ,m′} Faire
15: (β′, C′,W ′) := Tir(β′, C′,W ′, Tj);
16: SiW ′ = ∅ Alors
17: Retourner ∅ ;
18: Fin Si
19: Fin Pour
20: (β, C,W ) := Tir(β′, C′,W ′, {t}); /* β vérifie [β] = [t] */
21: Retourner W ;

Exemple 7.33(Application de l’algorithme 8). Nous illustrons sur l’exemple représenté sur la fi-
gure 7.10 le fonctionnement des lignes12 à 20 de l’algorithme 8 permettant de calculer un point de
départ à l’application du calcul par tranche. Sur cet exemple, nous souhaitons ajouter l’événement
t. Les trois événements maximaux sont les événementst4, t5 et t6. Le passé causal minimal[t4] de
t4 ne contient pas l’événementt2. En effet, nous avonst2 ≺ t4 maist2 6< t4. Nous obtenons donc
[t4] = {t1, t4}. L’algorithme 8 obtientt′4 = t1. De même, nous obtenonst′6 = t6. Pour l’événementt5
enfin, nous avons[t5] = {t1, t2, t3, t5} et l’algorithme calculet′5 = t5. La ligne11 sélectionne donc
l’événementt′5. L’ensemble d’événements à ajouter estT ′ = {t4, t6} qui constitue déjà une tranche.
L’algorithme calcule donc les successeurs à l’issue de cette tranche, et obtient en un pas la zone locale
associée au processus non branchant dont la configuration vaut {t1, . . . , t6}, ce qui était recherché
afin de calculer la zone locale associée à l’événementt. y

Nous pouvons donc présenter notre nouvel algorithme de calcul du dépliage temporisé. Celui-
ci, présenté comme l’algorithme 9, est une simple adaptation de l’algorithme 6. L’objet construit est
différent : les zones attachées aux événements sont les zones locales et non les zones globales. Notons
que la zone localeW loc

[t] attachée à un événementt est vide si et seulement si la zone globaleW[t]

l’est. Ce nouvel algorithme constitue donc une alternativeà l’algorithme 6 présentant l’intérêt de
n’impliquer que des zones définies sur un ensemble de variables de taille égale àn+ 3|X| lors du test
de la vacuité des zones9.

9En réalité, lors de l’application de l’algorithme 7, les zones intermédiaires peuvent faire intervenir un nombre plus
grand de variables avant d’être projetées sur les variablesde la coupe, mais qui demeure borné par2n + 5|X|.
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FIG. 7.10 – Un processus branchant

Nous obtenons enfin le théorème suivant, dont la preuve s’obtient facilement à l’aide des différents
lemmes de correction précédents et à l’aide du théorème 7.26.

Théorème 7.34.SoitA un réseau d’automates temporisés. L’algorithme 9 calcule le dépliage tempo-
risé avec zones locales deA, noté Dépliage-TL(A). Cet algorithme peut ne pas terminer. Le dépliage
Dépliage-TL(A) vérifie les propriétés suivantes :

– un événementt apparaît dans Dépliage-TL(A) si et seulement s’il existe une exécution tempo-
risée dansA, associée à une séquence temporiséeσ, dont le processus temporisé Pr-T(σ) =
(β, v) vérifie [β] = [t],

– la zoneW loc
[t] associée à un événementt de Dépliage-TL(A) représente l’ensemble des valeurs

possibles pour les horloges associées à la coupe de[t] obtenues par les séquences temporisées
σ dont le processus non branchant temporisé vérifie Pr-T(σ) = ([t], v).

Algorithme 9 Construction du dépliage temporisé avec zones locales (semi-algorithme)
Entrée : Un réseau d’automates temporisésA.
Sortie : Le dépliage temporisé « local »Dépliage-TL(A).

1: Dépliage-TL:= {(`1,0, ∅), . . . , (`n,0, ∅)} ∪ {(x, ∅) | x ∈ X}; /* Initialisation */
2: ep := EP (Dépliage-TL); /* Extensions possibles */
3: Tant Que ep 6= ∅ Faire
4: Choisir un événementt = (t̄, Yc, Yl) dansep.
5: Calculer la zoneW loc

[t] à l’aide de l’algorithme 8.

6: SiW loc
[t] 6= ∅ Alors /* t temporellement cohérent */

7: Dépliage-TL:= Extension(Dépliage-TL, t);
8: ep := EP (Dépliage-TL); /* Mise à jour de l’ensembleep */
9: Sinon /* t temporellement incohérent */

10: Marquert comme événement inutile.
11: Fin Si
12: Fin Tant Que
13: RetournerDépliage-TL;
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7.5 Préfixe fini et complet

Afin de pouvoir utiliser le dépliage temporisé décrit précédemment, il est nécessaire de pouvoir se
limiter à un préfixe fini de sorte à obtenir des algorithmes quiterminent. Nous nous intéressons donc
maintenant à la construction d’un préfixe fini du dépliage temporisé qui soit complet,i.e. représentant
l’ensemble des configurations accessibles dansA.

7.5.1 Introduction

Définitions. Nous commençons par définir les notions de préfixe fini et complet. Dans la suite,A
représente un réseau d’automates temporisés.

Définition 7.35 (Préfixe fini). SoitN un sous-ensemble du dépliage Dépliage(A), alors nous disons
queN est unpréfixede Dépliage(A) si et seulement si il vérifie les conditions suivantes :

{
Min(Dépliage(A)) ⊆ N
•N ∪ ◦N ⊆ N

Si de plusN est fini, alors nous disons queN constitue un préfixe fini de Dépliage(A).

Définition 7.36(Préfixe complet). SoitN un préfixe du dépliage Dépliage(A), alors nous disons que
N est un préfixe complet de Dépliage(A) si et seulement si il vérifie la condition suivante10 :

∀(`, ν) ∈ Acc(A),∃(β, v) cohérent, tel que[β] ∈ N et Config(β, v) = (`, ν)

oùAcc(A) représente l’ensemble des configurations accessibles depuis la configuration initiale dans
le réseau d’automates temporisésA (défini page 50).

Avec ces définitions, les théorèmes 7.26 et 7.34 entraînent le résultat suivant.

Corollaire 7.37 (Complétude). Les dépliages Dépliage-T et Dépliage-TL obtenus respectivement par
les algorithmes 6 et 9 sont complets mais pas nécessairementfinis.

Événements redondants. Dans le cadre non temporisé, divers travaux ont étudié le problème de la
caractérisation d’un préfixe fini et complet. En effet, celui-ci est essentiel pour toutes les perspectives
de vérification du système étudié. McMillan proposa dans [McM95] une première notion d’événement
« cut-off »,redondant, définie pour un événementt par :

t est redondant si∃t′ tel que

{
µ(Cut([t])) = µ(Cut([t′]))

|[t′]| < |[t]|

Intuitivement, un événement est redondant au sens où il existe un autre événement du dépliage le
représentant déjà. Ceci permet de stopper la construction du dépliage au delà de certains événements
et ainsi d’obtenir un préfixe fini du dépliage qui contient uneoccurrence de chaque événement tirable.
Plusieurs travaux ont alors permis d’obtenir des préfixes plus petits, en proposant des définitions légè-
rement différentes pour ces événements redondants, fondées sur la notion d’ordre adéquat [ERV02].
Ces ordres permettent de comparer les événements et se substituent au deuxième point de la défini-
tion de la redondance. Un des corollaires important de ces nouveaux préfixes est la propriété suivante

10Dans cette définition, la cohérence est définie par rapport audépliage temporiséDépliage-T(A).
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portant sur la taille du préfixe : le nombre d’événements apparaissant dans le préfixe est inférieur au
nombre de marquages accessibles du réseau de Petri sauf déplié [ERV02, Proposition 5.3].

En présence d’arcs de lecture, les travaux de [VSY98] ont montré que les constructions précé-
dentes ne s’appliquent pas à l’ensemble de la classe des réseaux de Petri saufs avec arcs de lecture,
mais seulement à une sous-classe. Plus récemment, Winkowski a démontré dans [Win02] qu’il était
possible d’obtenir des préfixes finis et complets pour l’ensemble de la classe des réseaux de Petri
saufs avec arcs de lecture. Nous allons dans la suite utiliser cette méthodologie afin d’obtenir une
construction pour les dépliages de réseaux d’automates temporisés. Cependant, la construction pro-
posée dans [Win02] est plus complexe et sa complexité est plus élevée. En effet, les arcs de lecture
peuvent être ajoutés « dans le passé » et il est donc nécessaire de s’assurer que même après ces ajouts,
les événements redondants le sont encore.

Adaptation au cadre temporisé. Afin de prendre en compte les contraintes temporelles dans la
comparaison des événements, il semble naturel d’utiliser les zones associées aux processus non bran-
chants et d’utiliser un test d’inclusion comme cela est faitdans l’algorithme standard d’analyse en
avant des automates temporisés (voir algorithme 2 page 155). Cependant, les contraintes représentées
par les zonesWβ ouW loc

β obtenues précédemment ne sont pas comparables puisqu’elles portent sur
des dates absolues. Nous allons présenter dans la section suivante la notion de zone relativisée permet-
tant de résoudre ce problème. Comme le nombre de ces zones esta priori infini, nous allons également
devoir, comme pour l’algorithme 2 d’analyse en avant à la volée, utiliser l’opérateur d’extrapolation.
Nous verrons que l’application de cet opérateur pose des problèmes dans le cadre des dépliages. En-
fin, notons une autre difficulté due à l’aspect temporisé. Il est possible d’étendre un processus non
branchant à l’aide d’un événement dont l’occurrence peut sesituer dans le passé temporel du proces-
sus non branchant. Par exemple, si l’événement ajoutét′ est (faiblement ou fortement) concurrent à
l’événementt qui est étendu, la date de franchissement det′ peut être inférieure à celle det. Ceci
justifie que dans la suite, nous devons comparer non seulement les valeurs des horloges obtenues à
l’issue d’un processus non branchant mais aussi les dates deproduction des places de l’ensemble de
la coupe finale.

Dans un premier temps, nous montrons comment l’algorithme proposé dans [Win02] permet d’ob-
tenir une solution pour la classe des automates temporisés bornés. Dans un second temps, nous présen-
tons une solution originale fondée sur la notion d’événements synchronisés qui permet de s’affranchir
du passé de l’événement.

7.5.2 Automates bornés

La méthode de [Win02] ne permet pas dans le cas général d’obtenir un préfixe fini car le nombre de
zones mises en jeu n’est pas fini. Cependant, pour la sous-classe des réseaux d’automates temporisés
bornés, ce nombre est fini et nous allons montrer que cela permet d’obtenir un préfixe fini et complet.

Définition 7.38(Réseau d’automates temporisés bornés). Étant donné un réseau d’automates tempo-
risésA, celui-ci est ditbornés’il existe une constanteK telle que le long de toute exécution tempori-
sée, toutes ses horloges et tous les temps de séjour dans un état de contrôle sont bornés parK.

Notons qu’il est facile d’obtenir des conditions syntaxiques assurant qu’un réseau d’automates
temporisés est borné. Cette sous-classe constitue une restriction classique, qui est expressivement
équivalente du point de vue des langages à la classe générales des réseaux d’automates temporisés.
Il est toujours possible, étant donné un automate temporiséA, de construire un automate temporisé
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bornéA′ tel queL(A) = L(A′). Cependant, cette construction nécessite d’ajouter des transitions
silencieuses et des invariants au système et peut donc dégrader certaines propriétés du modèle initial.
Ceci est en particulier le cas pour les propriétés d’indépendance entre les différents automates d’un
réseau d’automates temporisés. Dans la suite de cette sous-section, les réseaux considérés seront des
réseaux d’automates temporisés bornés.

Afin de comparer deux événements ayant potentiellement lieuà des instants indépendants, il est
nécessaire de relativiser les zones qui leur sont associéespar rapport à la date de franchissement de
l’événement correspondant. Plus généralement, nous aurons besoin de comparer des processus non
branchants ne correspondant pas nécessairement à des processus non branchants minimaux. Nous
adaptons donc la notion de processus non branchant primitif[Win02] qui permet de sélectionner les
processus non branchants ayant un unique événement « final » au cadre temporisé.

Définition 7.39 (Éléments primitifs). SoitA un réseau d’automates temporisés, Dépliage(A) le dé-
pliage deA etC une configuration deP. Cette configuration est diteprimitive si elle admet un unique
événement maximalt vis-à-vis de la restriction àC de la relation causale forte� de Dépliage(A).

L’ensemble des configurations primitives d’événement maximal t est noté Prim(t).

Enfin, nous dirons qu’un processus non branchant estprimitif si sa configuration l’est.

Remarque 7.40. Pour une configuration primitiveC d’événement maximalt, tout processus non
branchant temporisé cohérent(β, v) tel que[β] = C vérifie la propriété suivante :

∀d ∈ Var(β),d 6= dc(p) avecp ∈ Cut(β) ⇒ v(df (t)) ≥ v(d)

y

Lemme 7.41. SoitC une configuration ett ∈ C un événement. Alors il existe une configuration
C ′ ∈ Prim(t) vérifiantC ′ v C.

Preuve. Il suffit de considérerC ′ = {t′ ∈ C | t′ � t}.

Nous définissons à présent la zone relativisée associée à uneconfiguration primitiveC d’évé-
nement maximalt. Intuitivement, celle-ci contient les contraintes temporelles associées à la coupe
deC relativisées par rapport à la date absolue à laquelle la transition t a lieu. De plus, les dates de
consommation des places sont éliminées. En effet, celles-ci ne sont pas contraintes lorsque seule la
configurationC est étudiée.

Définition 7.42 (Zone relativisée). SoitC une configuration primitive d’événement maximalt. Nous
définissons l’ensemble d’horlogesV (C) = {d ∈ Loc-Var(βC) | d 6= dc(p) pour p ∈ Cut(C)}. Nous
désignons parε(d) une copie de l’horloged. Nous définissons lazone relativisée associée àC, notée
Relativisée(C), comme la zone associée à la contrainte d’horloge suivante :

∃Var(βC) .ϕβC
∧




∧

d∈V (C)

ε(d) = df (t)− d




oùϕβC
est une contrainte d’horloge représentant la zoneWβC

. Enfin, Relativisée(C) est une zone sur
l’ensemble d’horlogesV (C).
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Remarque 7.43(Zone relativisée et zones locales). Il est possible de calculer la zone relativisée à
partir de la zone locale correspondante. En effet, étant donnée une configuration primitive d’événe-
ment maximalt, il existe une conditionp ∈ t•. Fixons une telle condition. La contrainte d’horloges
suivante définit alors la zoneRelativisée(C) :

∃Loc-Var(βC) . ϕlocβC
∧




∧

d∈V (C)

ε(d) = dp(p)− d




oùϕlocβC
est une contrainte d’horloge représentant la zoneW loc

βC
. Cette propriété, indépendante du choix

de la conditionp, est obtenue grâce à l’égalité de la date de production de la conditionp (dp(p)) et de
la date de franchissement det (df (t)). y

Le lemme suivant établit le résultat attendu pour les automates bornés : les zones relativisées sont
en nombre fini. La preuve de ce résultat s’obtient en constatant que les horloges présentes dans les
zones relativisées correspondent ou bien aux horloges du réseau ou bien aux temps de séjour dans les
états de contrôle et que ces deux quantités sont bornées par définition.

Lemme 7.44. SoitA un réseau d’automates temporisés bornés et Dépliage(A) son dépliage (non
temporisé). Alors l’ensemble des zones Relativisée(C), C décrivant l’ensemble des configurations
primitives de Dépliage(A), est fini.

Nous pouvons à présent adapter la notion de configuration redondante introduite dans [Win02] à
notre cadre.

Définition 7.45 (Configuration redondante). SoitA un réseau d’automates temporisés, Dépliage(A)
le dépliage deA etC une configuration primitive de Dépliage(A). Nous dirons que cette configuration
est redondantes’il existe une sous-configuration primitive (stricte)C ′ vérifiant les trois conditions
suivantes : 




C ′ v C

µ(Cut(C ′)) = µ(Cut(C))

Relativisée(C) ⊆ Relativisée(C ′)

(7.2)

Intuitivement, cela signifie que d’une partC est construite aprèsC ′ et que d’autre part l’ensemble
des configurations du réseauA représentées par le couple(Cut(C),Relativisée(C)) est inclus dans
l’ensemble des configurations du réseauA représentées par le couple(Cut(C ′),Relativisée(C ′)).
Ainsi, la seconde configurationC est « inutile » puisqu’elle présente de la redondance.

Le résultat fondamental est le suivant. Il énonce que l’information mémorisée dans les zones
relativisées est suffisante pour calculer les extensions d’un processus non branchant primitif.

Lemme 7.46(Extension). SoientC et C ′ deux configurations primitives vérifiant les conditions de
redondances (7.2). Alors pour tout processus non branchanttemporisé cohérent(β, v) tel queC v [β]
(noté[β] = C ⊕ Y ), il existe un processus non branchant temporisé cohérent(β′, v′) vérifiant :





[β′] = C ′ ⊕ Y ′

Y ′ etY isomorphes viaµ

Config(β′, v′) = Config(β, v)

(7.3)

Preuve. Notons(β1, v1) la restriction de(β, v) à la configurationC. Puisque(β, v) est cohérent,
(β1, v1) l’est également et nous obtenonsv1 ∈ Wβ1. Notonst (respectivementt′) représente l’événe-
ment maximal pour≺ deC (respectivement deC ′). Nous introduisons les notations suivantes :
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– V = V (C),
– V ′ = V (C ′),
– η dénote la bijection canonique entreV etV ′.

L’existence de l’applicationη est assurée par la propriétéµ(Cut(C)) = µ(Cut(C ′)). L’inclusion
Relativisée(C) ⊆ Relativisée(C ′) implique alors l’existence d’un processus non branchant temporisé
cohérent(β′1, v

′
1) vérifiant les propriétés suivantes, en posantδ = v1(df (t))− v

′
1(df (t

′)) :
{

[β′1] = C ′

v′1|V ′ ◦ η + δ = v1|V

où la notationv|V représente la restriction de la valuationv au sous-ensemble de variablesV . D’après
la remarque 7.23 énonçant que l’extension d’un processus non branchant temporisé cohérent est stable
par décalage du temps global, nous pouvons démontrer par induction sur la taille deY qu’il est
possible d’étendre le processus(β′1, v

′
1) en un processus non branchant temporisé cohérent(β′, v′)

vérifiant les propriétés annoncées, ce qui conclut la preuvede ce lemme.

Définition 7.47. Soitt un événement du dépliage Dépliage(A). Alors,t est dit
– redondantsi chacune des configurations primitives appartenant à Prim(t) est redondante,
– informatif s’il existe une configuration primitive appartenant à Prim(t) qui n’est pas redon-

dante.
Soulignons qu’un événement est informatif si et seulement s’il n’est pas redondant.

Définition 7.48 (Préfixe du dépliage). SoitA un réseau d’automates temporisés et Dépliage(A) son
dépliage. Notons Info l’ensemble des événements informatifs de Dépliage(A). Nous définissons le
préfixe suivant de Dépliage(A) :

Préfixe-B(A) = Min(Dépliage(A)) ∪ Info∪ •Info∪ ◦Info∪ Info•

Théorème 7.49(Finitude). Le préfixe Préfixe-B(A) est fini.

Preuve. Raisonnons par l’absurde et supposons que l’ensemble des événements informatifsInfo soit
infini. Alors l’ensemble des configurations primitives qui ne sont pas redondantes est également infini.
Puisque chaque configuration de cet ensemble possède un nombre fini de successeurs directs dans ce
même ensemble, il existe une chaîne infinie

C1 v C2 v . . .

telle que pour tout indicei, Ci n’est pas redondante et est différente deCi+1. D’après le lemme 7.44,
l’ensemble des zones relativisées est fini. De plus, l’ensemble des images parµ des coupes est égale-
ment fini puisqueµ est à valeurs dans un ensemble fini. Ainsi, il existe nécessairement deux indices
i < j pour lesquels les configurationsCi etCj vérifient les conditions suivantes, qui impliquent les
conditions de redondances (7.2) :





Ci v Cj

µ(Cut(Ci)) = µ(Cut(Cj))

Relativisée(Cj) = Relativisée(Ci)

Ceci implique queCj est une configuration redondante, ce qui fournit une contradiction. Ainsi, l’en-
semble des événements informatifsInfo est fini. Finalement, le préfixePréfixe-B(A) est également
fini.
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Théorème 7.50(Complet). Le préfixe Préfixe-B(A) est complet.

Preuve. Le dépliageDépliage(A) est complet d’après le corollaire 7.37. Considérons donc une confi-
guration(`, ν) du réseauA. Celle-ci est donc présente dansDépliage(A), i.e. il existe un processus
non branchant temporisé cohérent(β, v) tel que la configuration[β] appartienne àDépliage(A) et tel
queConfig(β, v) = (`, ν). NotonsC = [β]. Deux cas peuvent se produire. SiC est une configuration
ne contenant pas d’événement redondant, alorsC appartient àPréfixe-B(A) et nous obtenons le résul-
tat. Sinon,C contient un événement redondantt. D’après le lemme 7.41, il existe une configuration
C ′ ∈ Prim(t) vérifiantC ′ v C. Nous écrivonsC = C ′⊕Y . De plus commet est redondant,C ′ l’est,
et il existe donc une sous-configuration primitive (stricte) C ′′ deC ′ vérifiant les conditions (7.2) :





C ′′ v C ′

µ(Cut(C ′′)) = µ(Cut(C ′))

Relativisée(C ′) ⊆ Relativisée(C ′′)

Le lemme 7.46 s’applique alors à(β, v). Nous obtenons ainsi un processus non branchant temporisé
cohérent(β′, v′) vérifiant les conditions (7.3) :





[β′] = C ′′ ⊕ Y ′

Y ′ etY isomorphes viaµ

Config(β′, v′) = Config(β, v) = (`, ν)

Ainsi, la configuration[β′] contient strictement moins d’événements que la configuration C et per-
met également d’atteindre la configuration(`, ν). En répétant cette construction à partir de(β′, v′),
nous obtenons comme souhaité un processus non branchant temporisé cohérent dont la configuration
appartient àPréfixe-B(A) puisque la taille de la configuration[β] ne peut pas diminuer infiniment.

Présentation de l’algorithme. Nous pouvons maintenant décrire l’algorithme général obtenu pour
le calcul du préfixe fini et completPréfixe-B(A) du dépliage temporiséDépliage(A) deA. Celui-
ci est donné par l’algorithme 10. Il est présenté ici à partirde la construction fondée sur les zones
globales mais s’adapte naturellement au cas des zones localesW loc

β . Notons que nous devons mémo-
riser pour chaque événement s’il est informatif ou redondant. De plus, lors du calcul des extensions
possibles, seuls les événements informatifs sont pris en compte. Enfin, une opération supplémentaire
apparaît ligne 12 consistant à mettre à jour le statut des événements du préfixe. En effet, un événe-
ment redondantt peut devenir informatif après l’ajout d’un événement dans le préfixe si cet ajout
crée de nouvelles configurations primitives appartenant àPrim(t). Cependant, le contraire n’est pas
vrai, i.e. un événement informatif ne peut pas devenir redondant, car étant donnée une configuration,
l’ensemble des configurations plus petites (pourv) ne peut pas être modifié. Cet algorithme termine
donc puisque l’ensemble des événements informatifs est fini.

7.5.3 Événements synchronisés

Comme nous l’avons vu précédemment, la méthode fondée sur les automates bornés ne s’ap-
plique pas directement aux réseaux d’automates temporisésgénéraux. Nous décrivons donc à présent
une deuxième approche sensiblement différente de la précédente. Afin d’éviter la difficulté introduite
par le temps qui permet d’ajouter des événements dans le passé temporel d’un événement donné, nous
considérons cette fois un sous-ensemble d’événements, appelés événements synchronisés, pour les-
quels ce problème ne peut pas survenir. En effet, lorsqu’un événementt synchronise l’ensemble des
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Algorithme 10 Construction d’un préfixe fini et complet du dépliage temporisé pour les automates
bornés
Entrée : Un réseau d’automates temporisés bornésA.
Sortie : Le préfixe fini et completPréfixe-B(A) du dépliage temporisé deA.

1: Préfixe-B:= {(`1,0, ∅), . . . , (`n,0, ∅)} ∪ {(x, ∅) | x ∈ X}; /* Initialisation */
2: ep := EP (Préfixe-B); /* Extensions possibles */
3: Tant Que ep 6= ∅ Faire
4: Choisir un événementt = (t̄, Yc, Yl) dansep.
5: SiW[t] 6= ∅ Alors /* t est temporellement cohérent */
6: Préfixe-B:= Extension(Préfixe-B, t);
7: Si ∀C ∈ Prim(t), C est redondanteAlors /* t est redondant */
8: Marquert comme redondant.
9: Sinon /* t est informatif */

10: Marquert comme informatif
11: Fin Si
12: Mettre à jour les états « redondant », « informatif » des événements.
13: ep := EP (Préfixe-B); /* Mise à jour de l’ensembleep */
14: Sinon /* t est temporellement incohérent */
15: Marquert comme événement inutile.
16: Fin Si
17: Fin Tant Que
18: Retourner Préfixe-B;

processus du réseau, les dates de franchissement de tous lesévénementst′ étendantt sont plus grandes
que la date de franchissement det. Cette propriété est l’ingrédient clé qui nous permet par lasuite
d’obtenir un préfixe fini. Remarquons que cette observation est proche de celle réalisée dans [LNZ04]
concernant l’opérateur$.

Nous définissons un ensemble de transitions « inévitables ».

Définition 7.51. SoitA = ((Ai)1≤i≤n, f) un réseau d’automates temporisés etS′ un sous-ensemble
de l’ensemble des transitions synchronisées deA, i.e. S′ ⊆ Sync, alorsS′ est dit inévitablesi et
seulement si pour tout indicei, tout circuit du graphe sous-jacent àAi intersecteS′ : il existe une
transition ti appartenant à ce circuit telle que siti intervient dans̄t ∈ Sync alors̄t ∈ S′.

Naturellement, tout réseau d’automates temporisés possède au moins un sous-ensemble inévitable
de transitions, l’ensemble des transitions lui-même. Cependant, l’efficacité de la méthode va dépendre
de deux caractéristiques de cet ensemble : sa taille et son facteur de synchronisation11, i.e. |I(t̄)|.

Remarque 7.52.Nous pourrions exiger dans la définition précédente que ces transitions apparaissent
sur les cycles deA et non sur les cycles desAi. Cette modification permet d’obtenir des préfixes plus
petits. Cependant, ceci nécessite de calculer le graphe sous-jacent deA. y

Nous transformons à présent le réseauA de sorte que lorsqu’une transition synchronisée est fran-
chie, celle-ci synchronise l’ensemble des processus.

Définition 7.53 (Événements synchronisés). SoitA = (Ai)1≤i≤n un réseau d’automates temporisés
etS′ un sous-ensemble inévitable des transitions synchronisées deA, alors

11Rappelons queI(t̄), défini page 193, donne l’ensemble des indices mis en jeu danst̄.
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– si t̄ ∈ S′, l’ensemble de ses « copies synchronisées » est Sync(t̄) = {f̄ | ∀i ∈ I(t̄), fi =

ti et∀i /∈ I(t̄), ∃`i ∈ Li tel quefi = `i
true,ε,∅
−−−−→ `i}.

– A(S′) est le réseau d’automates temporisés dans lequel l’ensemble de transitionsS′ est rem-
placé par l’ensemble

⋃
t̄∈S′ Sync(t̄).

Notons queA(S′) n’est pas définievia une fonction de synchronisation mais directement par l’en-
semble de ses transitions. Cependant, les résultats précédents s’appliquent également sur des réseaux
d’automates temporisés définis ainsi. Notons également queA etA(S′) possèdent le même ensemble
de séquences temporisées finies ou infinies avec les mêmes configurations intermédiaires. En particu-
lier, toute propriété exprimée par rapport à ces séquences temporisées étendues est équivalente pour
A etA(S′). C’est le cas pour l’accessibilité et l’occurrence d’un événement qui sont les propriétés
auxquelles nous nous intéressons ici. Enfin, dans le cas favorable où chaque élément deS′ est déjà
une transition synchronisant l’ensemble des processus,i.e.dans le cas oùI(t̄) = {1, . . . , n} pour tout
t̄ ∈ S′, alors nous avonsA(S′) = A.

Les événements synchronisés vérifient les propriétés suivantes.

Lemme 7.54(Propriétés des événements synchronisés). Soit t un événement synchronisé etC ′ une
configuration vérifiantt ∈ C ′. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Prim(t) = {[t]},

(ii) [t] v C ′.

La propriété(i) entraîne qu’il existe une unique zone relative associée à unévénement synchronisét,
la zone Relativisée([t]). Dans la suite, nous noterons cette zone Relativisée(t). La propriété(ii) est à
rapprocher du lemme 7.41.

Preuve. Considérons une configurationC ′ contenant l’événementt. Puisquet est synchronisé, il
consomme toutes les conditions correspondant à des états decontrôle. De plus, par définition du
dépliage, tout événement du dépliage consomme au moins une condition correspondant à un état de
contrôle. Ceci impose que tout autre événementt′ ∈ C ′ est ordonné par rapport àt : nous avons ou
bient′ < t, ou bient′ > t. Ceci conclut la preuve de ce lemme.

Pour comparer les événements synchronisés, nous adaptons la notion d’ordre adéquat introduite
dans [ERV02] afin d’obtenir des préfixes plus concis.

Définition 7.55(Ordre adéquat, adapté de [ERV02, Définition 4.5]). Un ordre partielC sur les confi-
gurations finies du dépliage d’un réseau d’automates temporisés est unordre adéquats’il vérifie les
propriétés suivantes :

– C est bien fondé,
– C1 v C2 impliqueC1 C C2,
– C est préservé par les extensions finies : siC1 C C2 et µ(Cut(C1)) = µ(Cut(C2)), alors

pour toute extension finieC1 ⊕ E deC1, il existe une extension isomorpheC2 ⊕ E
′ deC2, et

réciproquement.

Exemple 7.56(Ordres adéquats). L’exemple le plus simple d’ordre adéquat est le suivant :

C1 C C2 ⇐⇒ C1 v C2

Un exemple plus élaboré est :
C1 C C2 ⇐⇒ |C1| < |C2|

D’autres exemples sont étudiés dans [ERV02]. y
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Nous définissons la notion de redondance considérée dans le cadre des événements synchronisés.
Celle-ci diffère de la notion considérée dans le cadre des automates bornés.

Définition 7.57 (Événement synchronisé redondant). SoitA un réseau d’automates temporisés etS′

un ensemble de transitions inévitables. NotonsK la constante maximale apparaissant dans le réseau
A. Considérons le dépliage Dépliage(A(S′)) du réseau d’automates temporisésA(S′) et un ordre
adéquatC. Un événement synchronisét est ditredondants’il existe un événement synchronisét′ dans
Dépliage vérifiant les conditions suivantes :





t′ C t

µ(Cut(t′)) = µ(Cut(t))

ApproxK(Relativisée(t)) ⊆ ApproxK(Relativisée(t′))

(7.4)

Nous dirons alors quet est redondant vis-à-vis det′.

Les différences avec la définition 7.45 introduite dans le cadre des automates bornés sont les
suivantes. D’abord, la définition se rapproche des définitions utilisées dans le cadre des réseaux de
Petri sans arcs de lecture. En effet, nous pouvons définir directement les événements redondants sans
considérer l’ensemble des configurations primitives associées à cet événement. Ceci provient de la
propriété(i) énoncée dans le lemme 7.54. Poursuivant dans cette voie, cette définition fait intervenir
la notion d’ordre adéquat rappelée plus haut. Par ailleurs,le réseau d’automates temporisés n’étant
plus borné, nous utilisons l’opérateur d’extrapolationApproxK , introduit dans le cadre de l’analyse
en avant des automates temporisés dans le chapitre 6 page 154. Cet opérateur permet d’abstraire
les valeurs trop grandes des horloges. Nous allons démontrer pourquoi cette abstraction est correcte
dans le cadre des événements synchronisés mais ne l’est pas dans le cas général. Avant cela, nous
introduisons une notion deK-approximation sur les valuations d’horloges.

Définition 7.58. Étant données deux valuationsv et v′ définies sur un ensemble d’horlogesX, nous
définissons la relation≈K par :

v ≈K v′ ⇐⇒ ∀x ∈ X,

{
v(x) = v′(x) si |v(x)| ≤ K,

|v′(x)| > K sinon.

Intuitivement, nous avons la relationv ≈K v′ si et seulement si pour toute horlogex ∈ X, les valeurs
v(x) etv′(x) sont simultanément inférieures ou strictement supérieures àK et si elles sont inférieures
àK, alors elles sont égales.

Étant données deux configurations(`, ν) et (`′, ν ′) d’un réseau d’automates temporisés, nous
étendons la notation précédente en écrivant(`, ν) ≈K (`′, ν ′) si et seulement sì= `′ et ν ≈K ν ′.

Ceci correspond à l’idée que seules les valeurs inférieuresà la constante d’extrapolationK sont
importantes. Les valeurs supérieures peuvent être abstraites. De plus, il est facile de vérifier que deux
configurations en relation≈K sont équivalentes du point de vue de la bisimulation forte [BBFL03].

Lemme 7.59(Extension). Soit (β, v) un processus non branchant temporisé cohérent(β, v) tel que
la configuration[β] contienne un événement synchronisét redondant vis-à-vis det′. Le point(ii) du
lemme 7.54 implique que[t] v [β]. Notons[β] = [t]⊕ Y cette extension.

Alors il existe un processus non branchant temporisé cohérent (β′, v′) vérifiant les propriétés
suivantes : 




[β′] = [t′]⊕ Y ′

Y ′ etY isomorphes viaµ

Config(β′, v′) ≈K Config(β, v)

(7.5)
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Preuve. La preuve suit les lignes de la preuve du lemme 7.46. Notons(β1, v1) la restriction de(β, v)
à la configuration[t]. Puisque(β, v) est cohérent,(β1, v1) l’est également et nous obtenonsv1 ∈Wβ1.
Nous introduisons les notations suivantes :

– V = V ([t]),
– V ′ = V ([t′]),
– η dénote la bijection canonique entreV etV ′.

L’existence de l’applicationη est assurée par la propriétéµ(Cut([t])) = µ(Cut([t′])). Notonsw1 la
valuation deV obtenue à partir dev1 en « relativisant » par rapport à la datev1(df (t)). L’inclusion
ApproxK(Relativisée(t)) ⊆ ApproxK(Relativisée(t′)) entraîne alors l’existence d’une valuationw′1
deV ′ appartenant àRelativisée(t′) et vérifiantw′1 ◦η ≈K w1. Il est possible « d’étendre » cette valua-
tion en une valuationv′1 du processus non branchant[t′]. Nous obtenons le processus non branchant
temporisé cohérent(β′1, v

′
1) vérifiant les propriétés suivantes :

{
[β′1] = [t′]

v′1(df (t
′))− v′1|V ′ ◦ η ≈K v1(df (t))− v1|V

où la notationv|V représente la restriction de la valuationv au sous-ensemble de variablesV . En effet,
nous avons simplementw1 = v1(df (t)) − v1|V etw′1 = v′1(df (t

′)) − v′1|V ′ . Remarquons alors que
commet ett′ sont synchronisés, l’approximation symbolisée par≈K est en fait une égalité pour toutes
les horlogesdp(p) oùp ∈ V ∩µ−1(L) puisque dans les zones relativisées ces horloges ont une valeur
nulle ! En effet, toutes ces conditions ont été produites lors du franchissement det par définition d’un
événement synchronisé. Ainsi les approximations (réalisées au-delà de la constanteK) ne concernent
que les horloges du réseauA, i.e. les horloges liées àX. De plus, la propriété précédente liantv1 et
v′1 entraîne également :

Config(β1, v1) ≈K Config(β′1, v
′
1)

Config(β1, v1) et Config(β′1, v
′
1) sont donc fortement bisimilaires et les configurations atteintes après

le franchissement d’une même transition sont encore dans larelation≈K . D’après la remarque 7.23
énonçant que l’extension d’un processus non branchant temporisé cohérent est stable par décalage
du temps global, nous pouvons alors démontrer par inductionsur la taille deY qu’il est possible
d’étendre le processus(β′1, v

′
1) en un processus non branchant temporisé cohérent(β′, v′) vérifiant les

propriétés annoncées, ce qui conclut la preuve de ce lemme.

Remarque 7.60(À propos des gardes diagonales et de l’extrapolation). L’utilisation de l’opérateur
d’extrapolation n’engendre pas de problèmes de correctiondans ce cadre. En effet, une fois la zone
relativisée obtenue, nous avons vu que dans le cas d’un événement synchronisé, les seules variables
sujettes à l’application de l’extrapolation sont les variables d’horloges correspondant aux horloges
du réseau d’automates temporisés, or le réseau d’automatestemporisés ne contient pas de gardes
diagonales. y

Exemple 7.61(De l’utilisation de l’opérateur d’extrapolation dans le cas général). Nous illustrons sur
un exemple les problèmes posés par l’utilisation de l’opérateur d’extrapolation dans le cas général,i.e.
pour des événements non synchronisés. Considérons le réseau d’automates temporisés représenté sur
la sous-figure 7.11(a) ainsi que le préfixe de son dépliage représenté sur la sous-figure 7.11(b). Les
événementst3 et t5 vérifient toutes les conditions des événements redondants,hormis le fait d’être
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(b) Un préfixe du dépliage deA

FIG. 7.11 – Contre-exemple à l’utilisation de l’extrapolation.

des événements synchronisés. En effet, leurs coupes contiennent des conditions similaires du point de
vue de l’étiquetage et leurs zones relativisées sont décrites par les contraintes d’horloges suivantes :

Relativisée(t3) : dp(p9) = dp(p10) = dr(p10) = 0
dp(p3) = dp(p4) = dr(p4) = 2

Relativisée(t5) : dp(p13) = dp(p14) = dr(p14) = 0
dp(p3) = dp(p4) = dr(p4) = 3

Nous obtenons donc facilement, en prenant1 comme constante d’extrapolation et en renommant les
horloges de façon adéquate, l’égalité suivante :

Approx1(Relativisée(t3)) = Approx1(Relativisée(t5))

Pourtant, ces deux événements ne possèdent pas les mêmes extensions. Pour le voir, considérons le
processus non branchant temporisé(β, v) = Pr-T(σ) associé à la séquence temporiséeσ suivante :

σ = (a, 1)(b, 1)(a, 2)(b, 2)(a, 3)(b, 3)(c, 3)

Nous avons alors[β] = {t1, . . . , t7} et [t5] v [β]. Il n’existe pourtant pas de processus non branchant
temporisé cohérent similaire obtenu comme une extension de[t3] par exactement3 occurrences deb
et une occurrence dec. En effet, le temps permet ici de compter le nombre d’occurrences dea et de
b. Ce nombre doit être égal afin de permettre le franchissementde c. Ainsi, il n’est pas possible de
franchirc après avoir réalisé2 actionsa et3 actionsb. y
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Algorithme 11 Construction d’un préfixe fini et complet du dépliage temporisé à l’aide d’événements
synchronisés
Entrée : Un réseau d’automates temporisésA.
Sortie : Un préfixe fini et completPréfixe-S(A) du dépliage temporisé deA.

1: Préfixe-S:= {(`1,0, ∅), . . . , (`n,0, ∅)} ∪ {(x, ∅) | x ∈ X}; /* Initialisation */
2: ep := EP (Préfixe-S); /* Extensions possibles */
3: Tant Que ep 6= ∅ Faire
4: Choisir un événementt = (t̄, Yc, Yl) dansep.
5: Calculer la zoneW loc

[t] à l’aide de l’algorithme 8.

6: SiW loc
[t] = ∅ Alors /* t est temporellement incohérent */

7: Marquert comme événement inutile.
8: Sinon /* t est temporellement cohérent */
9: Si t n’est pas un événement synchroniséAlors

10: Préfixe-S:= Extension(Préfixe-S, t);
11: ep := EP (Préfixe-S);
12: Sinon /* t synchronisé */
13: Si t est redondantAlors
14: Marquert comme inutile.
15: Sinon /* t non redondant */
16: Préfixe-S:= Extension(Préfixe-S, t);
17: ep := EP (Préfixe-S);
18: Fin Si
19: Fin Si
20: Fin Si
21: Fin Tant Que
22: Retourner Préfixe-S;

Présentation de l’algorithme. Nous décrivons l’algorithme global associé à la méthode dévelop-
pée dans cette sous-section. Nous notonsPréfixe-S(A) le préfixe12 deDépliage(A) construit par cet
algorithme, présenté comme l’algorithme 11. Comme précédemment, l’algorithme procède par exten-
sions successives. Si la zone associée à un événement est vide (ligne 6), celui-ci est déclaré inutile.
Dans le cas contraire, les événements synchronisés et les événements non synchronisés sont traités
différemment. Ainsi, pour les événements non synchronisés, l’algorithme se contente, comme l’algo-
rithme 6 calculant le dépliage complet, d’étendre le préfixeet de mettre à jour la liste des extensions
possibles (lignes 9 à 11). Pour les événements synchronisés, si l’événement est redondant, alors le dé-
pliage est stoppé et l’événement est déclaré inutile (lignes 13, 14). Dans le cas contraire, l’algorithme
procède comme plus haut en étendant le préfixe et en mettant à jour la liste des extensions possibles
(lignes 15 à 17). Naturellement, les événements déclarés inutiles ne sont pas pris en compte lors du
calcul des extensions possibles,i.e. ils ne peuvent pas être étendus. Ainsi, les événements redondants
correspondent bien à des arrêts du processus de dépliage.

Le théorème suivant établit la terminaison et la correctionde l’algorithme 11. Notons qu’ici le
préfixe fini construit est complet àK-approximation près ce qui est inévitable puisque le réseaun’est
pas borné.

12En réalité,Préfixe-S(A) est un préfixe deDépliage(A(S′)).
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Théorème 7.62.L’algorithme 11 termine et le préfixe fini calculé Préfixe-S(A) est complet àK-
extrapolation près,i.e.si une configuration(`, ν) est accessible dansA, alors il existe une configura-
tion (`, ν ′) représentée dans ce préfixe vérifiantν ≈K ν ′.

Preuve. Terminaison.Afin de démontrer ce point, nous définissons la notion de chaîne causale.
Étant donné un événementt du dépliageDépliage(A) du réseauA, unechaîne causale det est une
séquence d’événements appartenant au passé causal fort det dansDépliage(A) et menant àt. Ceci
correspond aux différents entrelacements possibles des événements concurrents du passé causal fort
de t. Rappelons que dans le passé causal fort, certains événements ne sont pas « nécessaires » pour
le franchissement det. Nous notonsd(t) la longueur maximale d’une chaîne causale det, appelée
profondeur det. Cette définition est correcte car le nombre de chaînes causales det est fini. Il est
facile de vérifier que pour tout entier naturelp, le nombre d’événementst de profondeur bornée par
p est fini. En particulier, si l’algorithme ne termine pas, alors il est possible de trouver des chaînes
causales de longueur arbitrairement grande. Nous allons démontrer que ceci n’est pas possible.

Utilisant les notations précédentes, nous notonsA = ((Ai)1≤i≤n, f) le réseau d’automates tem-
porisés que nous considérons. Notonslc la longueur maximale d’un circuit élémentaire apparaissant
dans un des automates temporisésAi, pour i ∈ {1, . . . , n}. Si nous considérons une chaîne causale
de longueur strictement supérieure àn × lc, alors cette chaîne contient nécessairement deux occur-
rences d’événements synchronisés, puisque tout circuit élémentaire contient au moins une occurrence
d’événement synchronisé. Notons alorsN le produit du nombre de valeurs possibles pourµ(C) oùC
décrit l’ensemble des coupes (i.e. simplement le nombre

∏
i |Li|) par le nombre de zones relativisées

extrapolées. Ce dernier nombre est fini grâce à l’application de l’opérateur d”extrapolation (rappe-
lons que les zonesK-bornées sont en nombre fini) et car le nombre de variables impliquées dans les
zones relativisées est constant et donc borné. Considéronsune séquence d’événements de longueur
strictement plus grande queN×n× lc. Alors cette séquence contient deux occurrencest1 ett2 d’évé-
nements synchronisés dont les coupes ont la même image parµ et dont les zones relativisées ont la
même image parApproxK . Puisque le second, disonst2, apparaît après le premier, disonst1, le long
de cette séquence, la configuration[t2] étend la configuration[t1] : nous avons[t1] v [t2]. En effet,t1
et t2 sont des événements synchronisés et le résultat découle donc du lemme 7.54. D’après la seconde
propriété des ordres adéquats (définition 7.55), ceci impliquet1 C t2. Ainsi, nous obtenons quet2 est
redondant vis-à-vis det1. Finalement, le calcul du préfixePréfixe-S(A) par l’algorithme 11 est donc
stoppé au-delà det2 et la longueur des chaînes causale est donc bornée parN × n × lc + 1, ce qui
conclut la démonstration de ce point.

Complétude.Soit (`, ν) une configuration accessible deA. Il existe donc une séquence temporisée
σ menant à cette configuration et le processus non branchant temporisé(β, v) = Pr-T(σ) vérifie
Config(β, v) = (`, ν). Deux cas peuvent alors se produire : ou bien la configuration[β] appartient
au préfixe que nous construisons, ou bien ce n’est pas le cas. Dans le premier cas, nous obtenons le
résultat annoncé. Dans le second cas, nous allons voir que[β] contient nécessairement un événement
redondant. En effet, puisqu’il existe un processus non branchant temporisé cohérent le long deβ (le
processus(β, v)), les zones calculées le long deβ ne peuvent pas être vides. L’unique origine possible
de l’interruption de l’extension deβ est donc queβ contienne un événement redondantt. Fixons
un tel événementt et notonst′ un événement vis-à-vis duquel il est redondant. Nous appliquons
alors le lemme 7.59 àβ, t et t′. Nous obtenons ainsi un nouveau processus non branchant temporisé
(β′, v′) cohérent vérifiant les conditions (7.5). En particulier, nous avons doncConfig(β′, v′) ≈K
Config(β, v) = (`, ν). De plus, par construction et car l’ordre adéquatC est stable par extension
finie, nous avons également[β′] C [β]. Nous pouvons alors appliquer à nouveau ce raisonnement à
partir de(β′, v′). Puisque l’ordre adéquatC est bien fondé, ce processus termine et nous obtenons
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finalement un processus non branchant temporisé(β′′, v′′) tel que la configuration[β′′] appartient au
préfixe construit et tel queConfig(β′′, v′′) ≈K (`, ν), ce qu’il fallait démontrer.

7.6 Discussion

L’ensemble des techniques développées dans ce chapitre constitue un premier travail dans une
direction relativement nouvelle pour les réseaux d’automates temporisés. Le modèle que nous avons
considéré est riche (horloges partagées, invariants) et les objets que nous avons construits sont relati-
vement complexes : arcs de lecture, zones, nombre de variables assez important. Il est donc naturel de
penser que nos constructions peuvent se simplifier en se restreignant à des sous-classes. Nous discu-
tons cet aspect dans cette section et mettons notre approcheen relation avec certains travaux récents.

Réseaux d’automates temporisés sans horloges partagées etsans invariants. L’ajout dans la
structure de places pour représenter explicitement les horloges et d’arcs de lecture peut paraître arbi-
traire. Afin de s’affranchir de ces objets, il est intéressant de considérer la classe des réseaux d’au-
tomates temporisés sans horloges partagées et sans invariants. Il n’est alors plus nécessaire de repré-
senter les horloges explicitement par des conditions, puisque celles-ci ne peuvent être modifiées que
par un seul automate. Étant donnée la condition représentant l’état de contrôle de l’automate « possé-
dant » l’horloge, il est possible de déterminer la dernière transition ayant remis l’horloge à zéro. De
même, le retrait des invariants permet de ne plus recourir aux arcs de lecture. En effet, ceux-ci sont
utilisés dans notre construction à deux fins. La première consiste à représenter les tests d’horloges qui
ne sont pas remises à zéro. Ceci n’est donc plus utile si les horloges ne sont plus représentées. La
seconde consiste à exprimer les dépendances vis-à-vis des invariants. Ainsi, pour la sous-classe consi-
dérée ici, il est possible de définir un dépliage temporisé duréseau d’automates temporisés comme
une extension du dépliage du réseau d’automates finis associé. Les zones attachées aux événements
sont sensiblement les mêmes que celles définies dans la section 7.4, excepté qu’il faut traiter les dates
de remises à zéro des horloges légèrement différemment.

La deuxième étape, une fois ce dépliage temporisé défini, consiste à étudier la possibilité d’un cal-
cul utilisant des zones locales, comme cela est présenté dans la sous-section 7.4.4. La même difficulté
survient alors,i.e. la conjonction des zones locales de deux événements concurrents ne correspond
pas à la zone locale associée à l’union de ces deux événements. Le contre-exemple 7.30 est en effet
fondé sur un réseau d’automates temporisés sans horloges partagées ni invariants. La solution présen-
tée dans cette partie peut être adaptée de sorte à s’appliquer dans ce cadre. Les difficultés sont en fait
moindres puisque le réseau ne contient pas d’arcs de lectureet l’algorithme 8 peut être simplifié.

La troisième étape enfin consiste à calculer un préfixe fini et complet de ce dépliage. Remarquons
à nouveau que les problèmes rencontrés dans notre cadre sontencore présents pour cette sous-classe.
Ainsi, les problèmes liés à l’application de l’extrapolation peuvent encore survenir. En effet, le contre-
exemple 7.61 ne contient ni horloges partagées ni invariants. Les restrictions faites sur le modèle ne
simplifient donc pas le calcul d’un préfixe fini et complet. Il est toutefois possible d’appliquer la
construction fondée sur les événements synchronisés développée dans la sous-section 7.5.3. L’appli-
cation de la méthode fondée sur le caractère borné des automates ne semble en revanchea priori pas
possible dans ce cadre puisque la construction ne prend pas en compte les invariants.

En conclusion, la restriction du modèle à la sous-classe desautomates temporisés sans horloges
partagées et sans invariants conduit donc à une structure plus simple, mais ne permet pas d’éviter les
problèmes rencontrés pour le développement d’un algorithme local ni ceux rencontrés pour le calcul
d’un préfixe fini et complet.
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FIG. 7.12 – Contre-exemple au théorème 7.63 si les horloges sontpartagées.

Réseaux d’automates temporisés sans horloges partagées : un résultat de convexité. Des tra-
vaux récents [BSBM06] ont démontré un résultat de convexitéconcernant les réseaux d’automates
temporisés sans horloges partagées. Nous détaillons ici cerésultat et comment il se compare à nos
travaux.

Théorème 7.63(Convexité [BSBM06]). SoitA un réseau d’automates temporisés avec invariants
et sans horloges partagées. Considérons un ensemble de transitionsT du réseauA, deux états de
contrôles globaux̀ et `′ deA et une zoneZ portant sur l’ensemble d’horlogesX deA. L’ensemble
suivant est alors une zone surX.

RZ,T =
⋃

σ∈exec(T )

{v′ | ∃v ∈ Z, (`, v)
σ
−→ (`′, v′)}

où exec(T ) représente l’ensemble des entrelacements possibles de transitions deT .

Intuitivement, ceci signifie que l’union de tous les comportements possibles du réseau exécutant
le même ensembleT de transitions constitue une zone. Ce résultat est utilisé afin de rassembler en
une unique zone les zones calculées le long de chacun de ces entrelacements lors de l’analyse en avant
deA, obtenant ainsi des résultats très encourageants. Nous allons dans un premier temps montrer que
ce résultat n’est pas valable pour le modèle des réseaux d’automates temporisés avec invariants et
horloges partagées.

Le théorème 7.63 repose en effet fortement sur le fait qu’aucune horloge ne soit partagée. Consi-
dérons le réseau d’automates temporisés représenté sur la sous-figure 7.12(a). Ce réseau possède deux
horloges,x ety. L’horlogey n’est utilisée que par le premier automate tandis quex est partagée entre
les deux automates. Il est facile de calculer la zone atteinte depuis la configuration initiale à l’issue du
franchissement des transitionsa et b dans cet ordre :

Za.b = x ≥ 3 ∧ y ≥ 3 ∧ 0 ≤ y − x ≤ 3

De même, nous pouvons calculer la zone atteinte depuis la configuration initiale à l’issue du franchis-
sement des transitionsb eta dans cet ordre :

Zb.a = x ≥ 0 ∧ y ≥ 3 ∧ y − x = 3

Ces deux zones sont représentées sur la sous-figure 7.12(b) et il est facile de constater que leur union
ne constitue pas une zone, ce qui démontre que le théorème 7.63 n’est pas valable pour le modèle
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que nous avons considéré dans notre approche. En particulier, ceci justifie la duplication de certains
événements : nous devons distinguer certains entrelacements lorsque, réunis, ils ne permettent pas
d’obtenir une zone. L’introduction de places dédiées aux horloges, motivée dans la section 7.2 à l’aide
de l’exemple 7.3, a permis de créer ces duplications, qui sont donc présentes dans le dépliage obtenu
par notre approche.

Si les horloges ne sont pas partagées, nos résultats permettent d’obtenir une nouvelle preuve du
théorème 7.63 si l’ensemble admet une décomposition en tranches. En effet, celui-ci peut être obtenu
comme un corollaire de la proposition 7.24 : étant donné le processus non branchantβ associé à un
ensembleT de transitions, la zoneWβ décrit toutes les contraintes temporisées associées àβ ce qui
implique que l’ensemble des valuations atteintes à l’issuedu franchissement deβ constitue une zone.
Pour un ensembleT quelconque, notre algorithme distingue les entrelacements vis-à-vis des modifi-
cations d’invariants. Ceci est nécessaire afin d’obtenir des états locaux cohérents temporellement,i.e.
correspondant à une date absolue que tous les automates peuvent atteindre sans franchir de transitions.
Nous discutons cette notion de blocages temporels plus bas.

Notons enfin que notre construction tire profit de la remarquefaite par [BSBM06] d’une façon
plus efficace. En effet, en plus de fusionner les zones en une seule zone, ce que fait naturellement
notre méthode lors du calcul de la zone associée au processusnon branchant représentant l’union des
différents entrelacements, nous calculons cette zone « globale » beaucoup plus efficacement. Alors
que [BSBM06] calcule la zone associée à chaque entrelacement individuellement puis calcule l’union
de ces zones, notre méthode permet d’étendre peu à peu le processus dans son ensemble et calcule
donc directement la zone globale.

Réseaux d’automates temporisés sans blocages temporels.Une autre alternative permettant de
réduire les difficultés dues aux invariants consiste à supposer qu’il n’existe pas de blocages tempo-
rels dans le réseau d’automates temporisés. Ceci signifie qu’une transition de délai locale à un sous-
ensembleS d’automates ne peut pas être empêchée par un automate du réseau n’appartenant pas àS.
En effet, avec notre modèle, nous avons vu dans l’exemple 7.4qu’un invariant porté par un automate
n’intervenant pas dans une transition synchronisée peut malgré tout empêcher son franchissement13.
L’absence de blocage temporel permet donc d’éliminer ce type de situations. Cette hypothèse a été
faite pour la première fois dans [BJLY98]. En permettant de ne pas avoir à considérer les invariants
portant sur les autres automates lors de l’analyse des successeurs par une transition donnée, elle sim-
plifie donc fortement l’analyse du réseau.

Cependant, c’est une hypothèse difficile à garantir. Du point de vue syntaxique d’abord, la res-
triction la plus simple permettant d’assurer la propriété d’absence de blocage temporel consiste à
supposer que depuis tout état de contrôle il existe une transition locale,i.e. synchronisée avec aucun
autre automate du réseau, qui permet à l’automate de quittercet état et de laisser s’écouler du temps.
Cette restriction paraît néfaste pour la modélisation d’unsystème réel. Du point de vue sémantique,
décider si un système présente ou non un blocage temporel estun problème aussi difficile que l’ac-
cessibilité. Il n’est donc pas envisageable de chercher, lors d’une première phase de calcul, à résoudre
ce problème.

D’autre part, lors de la construction d’un dépliage à l’aidede cette hypothèse, il semble naturel de
déplier localement les processus puisque cela est rendu possible. Pourtant, les processus alors obtenus
peuvent être incomplets. Plus précisément, il est possiblequ’une coupe du dépliage ne corresponde
pas à une configuration réelle du réseau. En effet, puisque les échelles de temps sont désynchronisées
afin de permettre l’écoulement de temps local, il est possible que certains automates « prennent du

13Cette situation peut survenir même sans horloges partagées.
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retard ». La propriété garantie par le dépliage assure donc seulement qu’il est possible de prolonger le
processus non branchant de sorte à obtenir une exécution du système.

Finalement, il nous semble donc que cette restriction est trop forte et qu’elle conduit à des dé-
pliages non conformes à l’intuition. Par ailleurs, nous soulignons que notre algorithme peut également
être utilisé pour la détection de ces blocages temporels.

Une approche issue des réseaux de Petri temporels.D’autres travaux ont été réalisés indépendam-
ment et simultanément dans [CCJ06] ayant sensiblement le même objectif : construire un dépliage
temporisé d’un réseau d’automates temporisés. Ces travauxprésentent certaines similitudes avec les
nôtres, mais aussi des points de divergence.

Au niveau du modèle considéré, les réseaux d’automates temporisés considérés dans [CCJ06]
possèdent comme dans nos travaux des invariants mais en revanche n’autorisent pas les horloges
partagées et requièrent l’hypothèse d’absence de blocagestemporels discutée précédemment.

Concernant l’approche algorithmique, ces travaux se placent dans la suite des travaux de [CJ06]
pour les réseaux de Petri temporels. Des arcs de lecture sontdonc également utilisés afin de dupliquer
certains événements n’ayant pas les mêmes conditions temporelles de franchissement, ce qui consti-
tue un point commun important avec notre approche. Cependant, ces arcs de lecture sont ajoutés au
dépliage au cas par cas, après un certain nombre de calculs sur les zones locales, contrairement à notre
approche qui utilise des critères syntaxiques pour décidera priori de la construction du dépliage. L’al-
gorithme global obtenu est donc beaucoup plus coûteux, ce qui le rend inapplicable en pratique mais
peut permettre de définir un dépliage plus concis. L’objectif de ces travaux était en fait de définir un
dépliage reflétant dans sa structure non temporisée les dépendances causales entre les événements,
sans se poser la question de l’efficacité de la construction.Notre approche au contraire cherche à
proposer des algorithmes efficaces, mais peut parfois introduire une certaine redondance entre des
événements.

7.7 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre l’application de la méthode des dépliages aux réseaux d’auto-
mates temporisés avec invariants et horloges partagées dans le but de développer un nouvel algorithme
efficace de vérification. Nous avons défini le dépliage non temporisé associé à un tel réseau, en expri-
mant explicitement les horloges à l’aide de conditions et enajoutant des arcs de lecture. Ceci permet
de conserver un maximum de concurrence et de localité pour les événements du dépliage. Nous avons
ensuite attaché des zones aux événements du dépliage, définissant ainsi un dépliage temporisé. Nous
avons proposé un algorithme permettant de construire ce dépliage à l’aide de zones locales de dimen-
sion constante. De plus, nous avons présenté deux algorithmes pour la construction d’un préfixe fini
de ce dépliage, l’un fondé sur l’algorithme de [Win02], l’autre, original, fondé sur la notion d’événe-
ment synchronisé. Nous avons finalement discuté l’adaptation de notre algorithme à des sous-classes
du modèle que nous avons considéré.

Les extensions de ces travaux sont diverses. D’abord, plusieurs directions apparaissent suite à la
discussion menée dans la section précédente. Ainsi, il serait intéressant de développer plus précisé-
ment la construction d’un dépliage pour un modèle sans horloges partagées en évitant la duplication
d’événements, ce qui pourrait permettre d’obtenir des objets plus concis. D’autre part, la comparaison
de nos travaux avec ceux réalisés dans [CCJ06] indique qu’ilest sans doute possible de trouver un
compromis entre leur approche et la nôtre. Nous avons déjà travaillé dans cette voie et obtenu diverses
caractérisations locales peu coûteuses permettant d’éliminer des duplications superflues. Ensuite, dif-
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férentes autres pistes peuvent être étudiées afin d’améliorer notre algorithme dans le cas général. Il
est par exemple possible de réduire les dépendance aux invariants en faisant une analyse non tempo-
risée du rôle des invariants. En effet, certaines compositions ne peuvent pas survenir et donc certains
invariants ne peuvent pas avoir d’impact sur des parties « isolées » du réseau. Cette analyse est à rap-
procher de l’approche des horloges actives développées dans [DT98]. Une autre optimisation consiste
à réduire le nombre d’horloges utilisées dans les définitions des zones que nous avons attachées aux
événements. Il est en effet assez facile de remarquer que leszones que nous avons définies peuvent
présenter de la redondance. Par ailleurs, le préfixe que nousavons défini est utilisé ici pour décider
des propriétés d’accessibilité et de possibilité de tir d’une transition. Il serait intéressant de dévelop-
per l’ensemble des propriétés vérifiables à l’aide de ce préfixe. Enfin, un travail majeur à mener à
l’issue de nos travaux est le développement d’un outil implémentant les algorithmes présentés dans ce
chapitre. Ceci permettra de comparer entre elles et de façoneffective les différentes alternatives que
nous avons proposées (par exemple la construction avec ou sans zones locales) et surtout de comparer
l’efficacité de notre approche avec les algorithmes standards utilisés dans les outils comme UPPAAL

ou KRONOS.
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l’implémentation du système
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Chapitre 8

Implémentabilité et robustesse

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème suivant: une fois démontré qu’un modèle
vérifie une propriété, comment s’assurer qu’il existe une implémentation de ce modèle qui vérifie éga-
lement cette propriété et comment synthétiser un tel système ? Les travaux présentés dans ce chapitre
ont été publiés dans [BMR06].

8.1 Introduction

Motivations. Les travaux présentés dans les trois premières parties se situent dans le cadre de la
vérification formelle. Ce domaine de recherche est devenu très actif dans l’informatique théorique au
cours des trente dernières années. Plus récemment la problématique du contrôle a acquis une place
importante dans ce milieu. L’importance de la prise en compte de contraintes temps-réel quantitatives
dans ces problèmes a rapidement été reconnue par la communauté scientifique et des modèles tempo-
risés sont apparus. Nous avons déjà présentés plusieurs de ces modèles dans la partie I et les avons
étudiés et comparés dans la partie II. De nombreux algorithmes adaptés à ces modèles ont été conçus
(nous y avons contribué dans la partie III) et ont permis le développement d’outils de vérification lar-
gement utilisés comme UPPAAL et KRONOS pour les automates temporisés et TINA et ROMEO
pour les réseaux de Petri temporels.

Malgré l’étendue des résultats théoriques sur la vérification des systèmes temporisés, l’implémen-
tation de ces systèmes constitue un problème délicat. En effet, les automates temporisés, comme les
extensions temporisées des réseaux de Petri, sont gouvernés par des sémantiques théoriques et idéa-
lisées tandis que leur implémentation sur des matériaux informatiques réels est contrôlée par des lois
physiques. Ces deux types de contraintes ne sont pas toujours compatibles et les implémentations des
modèles temporisés que nous avons considérés peuvent être sensiblement différentes. En particulier,
l’implémentation d’un modèle peut ne pas vérifier une propriété, même si le modèle la vérifie. Ceci
constitue un défaut important que nous allons chercher à résoudre dans ce chapitre.

Les incompatibilités entre les sémantiques théoriques desmodèles temporisés et les lois physiques
vérifiées par les systèmes réels sont multiples. D’abord, les modèles considérés supposent que les
horloges manipulées sont continues et infiniment précises,alors que les processeurs ont une fréquence
finie et sont digitaux. Ainsi, les comportements Zeno que nous avons déjà mis en évidence dans les
parties précédentes et qui peuvent être acceptés par les systèmes temporisés que nous avons considérés
ne peuvent pas être réalisés par un système réel. Cependant,ce ne sont pas les seuls et, par exemple,
[CHR02] présente un automate temporisé réalisant des actions discrètes aux datesn et n + 1

n
pour

tout entier natureln. À nouveau, aucune implémentation d’un tel automate ne pourra pas vérifier cette

233



234 Chapitre 8. Implémentabilité et robustesse

propriété car celui-ci est infiniment rapide. Une autre différence entre les deux domaines considérés
provient de l’aspect immédiat des communications. Ceci esten particulier le cas dans la synthèse de
contrôleurs, domaine dans lequel l’objectif est la construction d’un contrôleur (par exemple sous la
forme d’un automate temporisé) interagissant avec l’environnement pour piloter un système afin de
satisfaire une certaine propriété. Dans les réseaux d’automates temporisés, les synchronisations sont
supposées immédiates ce qui n’est pas réaliste en pratique.

Afin de prendre en compte ces difficultés, [DDR04] a introduitune nouvelle sémantique pour
les automates temporisés, intitulée sémantique «AASAP » (AASAP signifie « Almost As Soon As
Possible » en anglais,i.e. « presque dès que possible »), autorisant des comportementssupplémen-
taires. Celle-ci intègre à la fois la dimension digitale descomposants électroniques ainsi que l’aspect
non immédiat des communications. Les travaux [DDR04] montrent également que cette nouvelle sé-
mantique est proche de la sémantique réelle d’une implémentation, prouvant même que la vérification
d’une propriété pour la sémantiqueAASAP assure l’existence d’une implémentation vérifiant cette
propriété. Ceci ramène alors le problème de l’implémentation au problème de la vérification d’une
propriété par un automate pour cette nouvelle sémantique, problème que nous appelons « vérification
robuste », puisque la propriété doit être satisfaite pour des comportements supplémentaires obtenus
en introduisant des imprécisions dans le modèle. Ce problème a été résolu pour des propriétés d’ac-
cessibilité dans [DDMR04a, Pur98] et nous allons étendre dans ce chapitre le type de propriétés pour
lesquelles le problème de vérification robuste est décidable. Enfin, dans [DDR05b, DW07], cette dé-
marche est automatisée dans un outil permettant la génération automatique de code, et celui-ci est
appliqué sur l’exemple du protocole Philips pour le contrôle audio.

Travaux existants.
– L’approche que nous avons décrite ci-dessus contraste avec d’autres solutions fondées sur

une modélisation explicite de l’ensemble de la plate-formed’exécution de l’automate tem-
porisé, comme dans [AT05]. Ceci permet d’obtenir un cadre detravail très riche, permettant
par exemple de faire différents choix de fonctionnement pour le processeur, ou pour le traite-
ment des synchronisations. Cependant, cette approche souffre de deux défauts : d’abord, elle ne
vérifie pas l’hypothèse « plus c’est rapide, mieux c’est », vérifiée par la sémantiqueAASAP,
qui exprime que si un automate peut être implémenté sur une certaine architecture de façon
« correcte », alors c’est également le cas pour une architecture plus rapide. De plus, les pro-
blèmes de vérification sont plus difficiles et les travaux [AT05] ne présentent pas de résultats de
décidabilité.

– Une notion d’automates temporisés « robustes » a été proposée et étudiée dans [GHJ97, HR00,
OW03]. Cependant, celle-ci ne correspond pas à la sémantique AASAP. En effet, dans ces
travaux, pour qu’une exécution de l’automate temporisé soit acceptante, il faut que toutes les
exécutions proches, du point de vue topologique, le soient pour la sémantique classique. Par
conséquent, leur approche peut restreindre le langage accepté tandis que la sémantiqueAASAP
l’élargit toujours.

– Dans [HMP05], une notion de similarité entre des systèmes de transitions temporisés a été intro-
duite. Dans ces travaux, les auteurs montrent que deux systèmes proches vérifient des formules
deTCTL proches, ce qu’ils présentent comme une propriété de robustesse deTCTL. Celle-ci
est donc différente de la satisfaction robuste que nous considérons et leur notion ne permet pas
de garantir l’implémentabilité du système.

– Dans [Pur98, ALM05], une déviation des pentes des horlogesest autorisée. Une telle perturba-
tion est proche du modèle que nous considérons. En effet, [Pur98] démontre que l’élargissement
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des contraintes introduit par la sémantiqueAASAP est équivalent pour des propriétés d’acces-
sibilité à la déviation des pentes d’horloges.

– Enfin, nos travaux doivent être rapprochés du problème de lagénération de code à partir de
modèles temporisés. L’outil TIMES [AFM+03] génère automatiquement du code exécutable
correspondant à un automate temporisé. Cependant, ces travaux ne prennent pas en compte les
problèmes liés à l’imprécision des matériels utilisés. Henzinger et al. proposent un modèle pour
les logiciels embarqués, intitulé GIOTTO, qui peut être vu comme une étape intermédiaire entre
les modèles théoriques comme les automates temporisés et les plate-formes réelles [HHK03].

Contributions. Dans ce chapitre, nous nous plaçons dans le cadre de la sémantiqueAASAP pour les
automates temporisés. Nous proposons des algorithmes permettant de résoudre le problème de la véri-
fication robuste de spécifications plus générales que l’accessibilité comme des propriétés de Büchi ou
des propriétés exprimées dans la logiqueLTL. Les algorithmes que nous proposons sont fondés sur une
extension de la construction de l’automate des régions issue des remarques faites dans [DDMR04a].
Nos algorithmes demeurent dans la classe de complexitéPSPACE et nous démontrons qu’ils sont
optimaux. Par ailleurs, nous développons également un algorithme PSPACE pour la vérification de
propriétés temporisées simples, comme la propriété de temps de réponse borné. Cet algorithme estad-
hoc, mais il constitue une première étape vers la vérification d’un ensemble plus grand de propriétés
temporisées.

Organisation du chapitre. Dans la section 8.2, nous présentons le cadre de travail de lasémantique
AASAP ainsi que les résultats importants, et définissons la notionde vérification robuste pour des
propriétés de chemin et présentons l’algorithme permettant de résoudre le cadre des propriétés d’ac-
cessibilité. Dans la section 8.3, nous résolvons le problème de la vérification robuste de conditions
co-Büchi. Nous appliquons ensuite ces résultats à la vérification de propriétés exprimées enLTL dans
la section 8.4. Enfin, nous présentons nos premiers résultats pour les propriétés temporisées dans la
section 8.5 et concluons dans la section 8.6.

8.2 Vérification et implémentabilité

Nous décrivons dans cette section le cadre de travail dans lequel nous nous plaçons et présentons
les résultats existants pour des propriétés d’accessibilité. Avant cela, nous présentons un exemple
illustrant certains problèmes posés par la sémantique idéalisée des automates temporisés.

Exemple 8.1 (Protocole de Fischer). Nous considérons le protocole d’exclusion mutuelle de Fi-
scher [KLL+97] : deux systèmesS1 et S2 souhaitent accéder à une section critique représentée par
l’état SC ; ils sont supervisés par deux contrôleursC1 et C2 chargés d’assurer que les deux sys-
tèmes n’accéderont pas simultanément à la section critique. La figure 8.1 représente un système et
son contrôleur. Il est facile de montrer, grâce à un outil de vérification d’automates temporisés comme
UPPAAL , HYTECH ou KRONOS, que l’exclusion mutuelle est bien réalisée par ces contrôleurs.

La propriété d’exclusion mutuelle de notre exemple est cependant étroitement liée au caractère
infiniment précis (i.e. exact) du modèle des automates temporisés qui le composent.En particulier,
elle repose sur la garde strictexi > 2. Celle-ci assure en effet, combinée avec l’invariantxi ≤ 2
de l’étatRequête, que lorsqu’un processusPi peut atteindre sa section critique depuis l’étatAttente,
l’autre processusP3−i ne peut être dans l’étatRequête. Ainsi, relâcher la contraintexi > 2 en la
contraintexi ≥ 2 fait perdre la correction du système, ce qui prouve la fragilité du modèle. y
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SYSTÈME Si

débuti? fini?

CONTRÔLEURCi

xi ≤ 2

Inactif Requête

AttenteSC

id = 0
xi := 0

xi ≤ 2
xi := 0
id := i

id = 0
xi := 0

id = i ∧ xi > 2

débuti!

fini!
id := 0

FIG. 8.1 – Le protocole d’exclusion mutuelle de Fischer

8.2.1 Cadre de la sémantique «AASAP »

D’après les constatations faites dans l’exemple 8.1 et d’après les définitions de la sémantique
d’un automate temporisé et d’un réseau d’automates temporisés (données page 36 et page 47 respec-
tivement), plusieurs aspects ne correspondent pas à l’intuition associée à un système réel. Nous en
donnons quelques uns :

– Des transitions peuvent être franchies en temps nul, et en nombre arbitrairement grand.
– Les variables utilisées ont une précision « parfaite »,i.e. infinie.
– La synchronisation entre les différents automates est réalisée en temps nul.
Naturellement, un système réel, lorsqu’il doit simuler le comportement d’un automate tempo-

risé, ne peut pas décider du franchissement d’une transition en temps nul. De même, les variables
qu’il manipule ont une précision finie et les échanges de messages lors des synchronisations entre
les différents processus ne peuvent pas être instantanés. L’hypothèse habituelle permettant de s’af-
franchir de ces problèmes consiste à supposer que l’ordre degrandeur des temps de calcul ou des
envois/réceptions de messages est infiniment plus petit quel’échelle de temps manipulée par l’au-
tomate dans ses gardes et ses invariants. Cependant, cette approche ne repose sur aucun fondement
mathématique, et il est donc nécessaire de pouvoir la démontrer pour transférer les propriétés de cor-
rection du modèle construit au système réel.

Afin de prendre en compte les différentes imperfections d’unsystème réel, une nouvelle séman-
tique intituléeAASAP est introduite pour les automates temporisés. Celle-ci relâche les hypothèses
trop fortes imposées par la sémantique classique des automates temporisés. Nous ne la présentons
pas formellement ici mais nous donnons l’intuition de son fonctionnement, et ses principales proprié-
tés. Nous renvoyons le lecture à [DDR05a] pour une présentation complète. La notion de simulation
introduite page 34 pour les systèmes de transitions temporisés s’applique directement à ce cadre.
Celle-ci sera au centre de cette étude. En effet, les relations de simulation préservent les propriétés
de sûreté [AL91] mais plus généralement elles préservent l’ensemble des propriétés exprimant une
quantification universelle sur les chemins comme LTL [Pnu77] ou ACTL [BCG88].

La sémantiqueAASAP peut être présentée comme une relaxation de la sémantique classique
ASAP, pour « as soon as possible »,i.e.dès que possible. Un système muni d’une sémantiqueASAP
doit réagir instantanément, dès que possible à toutes ses entrées. Dans la sémantiqueAASAP, un
paramètre est passé, le rationnel∆, qui permet de quantifier le temps de réaction du système. Les
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caractéristiques principales de cette sémantique peuventdonc être résumées ainsi :
– Une transition franchissable ne doit pas nécessairement être franchie instantanément. Elle peut

l’être plus tard, mais au plus après∆ unités de temps.
– Le temps d’envoi et de réception des messages est pris en compte : une distinction est faite

entre l’envoi d’un message par un automate et sa réception par un autre. Cependant, le délai qui
sépare ces deux actions est bornée par∆.

– Enfin, la précision des horloges est relâchée. Plus précisément, les gardes sont élargies du para-
mètre∆.

La sémantiqueAASAP deA pour le paramètre∆ est notéeJAKAASAP
∆ , et vérifie la propriété

suivante.

Proposition 8.2 (« Plus c’est rapide, mieux c’est » [DDR05a, Théorème 3]). SoitA un automate
temporisé et∆1,∆2 ∈ Q>0 tels que∆2 ≤ ∆1, alors le système de transitionsJAKAASAP

∆2
est simulé

par JAKAASAP
∆1

, ce qui est notéJAKAASAP
∆2

v JAKAASAP
∆1

.

Intuitivement, ceci signifie qu’augmenter la précision du système réduit le nombre de comporte-
ments admissibles. Ainsi, pour la vérification de propriétés universelles sur les chemins préservées
par la simulation, si le modèleJAKAASAP

∆1
vérifie la propriété, alors le modèleJAKAASAP

∆2
la vérifie

également.
Afin de faire le lien avec un système réel implémentant l’automate temporisé, une autre séman-

tique est introduite, représentant le comportement d’une plate-forme d’exécution réelle simulant l’au-
tomate temporisé. Nous décrivons le modèle considéré pour la plate-forme d’exécution. La procédure
simulant le comportement de l’automate temporisé exécute de façon répétée le cycle d’instructions
suivant :

1. La date courante est lue dans le registre d’horloge du processeur et stockée dans une variable
notéeT .

2. La liste des signaux entrants est mise à jour : les senseurssont testés pour détecter si de nou-
veaux signaux entrants ont été envoyés par les autres composantes du système.

3. Les contraintes d’horloges des transitions sortantes del’état courant du système sont évaluées
avec la valeurT . Si une de ces contraintes est satisfaite, alors une des transitions franchissables
est tirée.

4. Le tour suivant est activé.

La sémantique de programme deA dépend de deux paramètres∆P et∆L et est notéeJAK
Prog
∆L,∆P

.
Ces deux paramètres représentent la performance de la plate-forme et celle-ci doit vérifier les deux
propriétés suivantes :

(i) Le registre d’horloges est incrémenté toutes les∆P unités de temps.

(ii) Le temps nécessaire pour réaliser un cycle d’instructions est borné par la valeur∆L.

Le résultat fondamental établissant le lien entre les deux sémantiques introduites précédemment
est le suivant :

Théorème 8.3(Simulation [DDR05a, Théorème 4]). SoitA un automate temporisé et∆,∆P ,∆L ∈
Q>0 trois paramètres rationnels. Alors si ces trois paramètresvérifient l’inégalité3∆L + 4∆P ≤ ∆,
les systèmes de transitions temporisés associés vérifient :

JAK
Prog
∆L,∆P

v JAKAASAP
∆
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Ce résultat établit que si la plate-forme d’exécution est assez rapide et assez précise, alors l’en-
semble de ses comportements est inclus dans la sémantiqueAASAP. La sémantiqueAASAP est donc
un raffinement du comportement d’un système réel implémentant l’automate temporisé.

Nous présentons enfin un dernier résultat, établissant que la sémantiqueAASAP peut être simulée
par une transformation syntaxique des automates.

Théorème 8.4([DDR05a, Théorème 8]). SoitA un automate temporisé et∆ ∈ Q>0 un paramètre
rationnel. Il est possible de construire de façon effectiveun automate temporiséF(A,∆) vérifiant :

JAKAASAP
∆ v JF(A,∆)K et JF(A,∆)K v JAKAASAP

∆

L’opération principale mise en œuvre dans la définition deF(A,∆) est l’élargissement des gardes
et des invariants de la valeur∆. Ceci consiste à remplacer toute contrainte d’horlogesg par la
contrainte d’horlogesg∆ définie par induction surg par :

g∆ =





tt si g = tt
x ≺ c+ ∆ si g = x ≺ c avec ≺∈ {<,≤}
c−∆ ≺ x si g = c ≺ x avec ≺∈ {<,≤}
(g1)∆ ∧ (g2)∆ si g = g1 ∧ g2
(g1)∆ ∨ (g2)∆ si g = g1 ∨ g2

Dans la suite, pour simplifier les preuves, nous considérerons que la transformationF(A,∆) consiste
uniquement en ces élargissements et nous noteronsA∆ l’automate obtenu. De plus, nous suppose-
rons que les gardes des automates temporisés considérés ne contiennent que des inégalités larges.
Ceci n’est pas restrictif puisque l’opération d’élargissement rend larges les inégalités strictes. Cette
opération d’élargissement est l’aspect le plus important de la sémantiqueAASAP, c’est pourquoi la
simplification que nous adoptons est justifiée.

8.2.2 Vérification « robuste »

Nous présentons à présent une notion de vérification robusteinspirée de la sémantiqueAASAP.

Définition 8.5 (Propriété de chemins). Unepropriété de cheminsest une applicationP de l’ensemble
des chemins dans{tt, ff}. Étant donné un cheminπ, nous écrironsπ |= P si et seulement siP(π) = tt.

Définition 8.6 (Satisfaction robuste). Étant donnés une propriété de cheminsP et un automate tem-
poriséA d’état initial (`0, v0), nous définissons larelation de satisfaction robuste|≡ ainsi :

A |≡ P
def
⇐⇒ ∃∆ > 0 tel que pour tout cheminπ deJA∆K issu de(`0, v0), π |= P.

Cette relation représente donc le fait qu’il est possible d’introduire un certain élargissement∆ > 0
de l’automateA qui assure que tous les comportements deA∆ vérifient la propriétéP. Le problème
de vérification associé est le suivant.

Définition 8.7 (Vérification robuste). Étant donnés une propriété de cheminsP et un automate tem-
poriséA, le problème de la vérification robuste deP parA consiste à décider siA |≡ P.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons toujours à ce problème, pour différentes
classes de propriétés de chemin. Le théorème suivant exprime le lien obtenu grâce aux résultats de la
sous-section précédente entre la vérification robuste et l’implémentabilité.
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Théorème 8.8(La robustesse implique l’implémentabilité). SoitA un automate temporisé etP une
propriété de chemins préservée par la relation de simulation existant entreJAKAASAP

∆ et JAKProg.
SiA |≡ P alors il existe une plate-forme d’exécution implémentant l’automateA et dont tous les
comportements vérifient la propriétéP.

Preuve. Le résultat découle facilement des théorèmes 8.4 et 8.3. En effet, supposons queA |≡ P.
Alors il existe un certain∆ ∈ Q>0 tel que tous les chemins deJA∆K issus de(`0, v0) vérifient la
propriétéP. D’après le théorème 8.4,JA∆K simule JAKAASAP

∆ . Choisissons alors∆L,∆P ∈ Q>0

vérifiant 3∆L + 4∆P ≤ ∆. D’après le théorème 8.3 de simulation, nous obtenons queJAKAASAP
∆

simuleJAKProg. Par transitivité de la notion de simulation, nous obtenonsqueJA∆K simule le sys-
tème de transitions temporiséJAKProg représentant les comportements de l’implémentation. Comme
la relation de simulation préserve la propriétéeP, ceci implique que l’ensemble des comportements
deJAKProg vérifient la propriétéP, ce qu’il fallait démontrer.

Dans la suite, nous allons présenter des algorithmes permettant de résoudre le problème de la
vérification robuste pour des propriétés d’accessibilité,des propriétés d’accessibilité répétée, des pro-
priétés exprimées dans la logiqueLTL et enfin pour certaines propriétés quantitatives expriméesdans
la logiqueMTL.

Propriétés d’accessibilité. Nous présentons ici les résultats de [Pur98, DDMR04a] dans lesquels le
problème de la vérification robuste de propriétés d’accessibilité est étudié. Certaines hypothèses sont
faites sur les automates temporisés, que nous reprenons ici.

Un cycle de progrèsdans l’automate des régions deA est un cycle le long duquel toutes les
horloges sont remises à zéro et qui n’est pas réduit à la région initiale (i.e. la région contenant la
valuation0).

Restrictions. Nous restreignons notre étude aux automates temporisésA vérifiant les conditions sui-
vantes :

– les horloges sont bornées par une constanteM ,
– tous les cycles dans l’automate des régionsR(A) sont des cycles de progrès.

La première hypothèse, déjà discutée dans la sous-section 7.5.2 page 213, n’est pas restrictive
puisque tout automate temporisé peut être transformé afin devérifier cette propriété. Remarquons
que ceci implique que tout chemin de temps divergent contient un nombre infini d’actions discrètes.
Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérerons que des chemins de temps divergent. Le se-
cond point est une restriction classique [Pur98] éliminantles mots Zeno. Comme cela est mentionné
dans [DDMR04a], celle-ci est moins restrictive que les hypothèses classiques imposant aux chemins
d’être fortement non Zeno (voir par exemple [AMPS98]).

Sous ces hypothèses, le problème de la vérification de propriétés de sûreté exprimées comme la
non accessibilité de certains états cibles est décidable. Afin de présenter ce résultat, nous introduisons
quelques notations. Rappelons que, pour un automate temporiséA, Acc(A) représente l’ensemble des
configurations accessibles dans l’automate temporiséA (voir définition page 37). Nous définissons
l’ensemble suivant :

Acc∗(A) =
⋂

∆>0

Acc(A∆)

Théorème 8.9([Pur98, DDMR04a]). SoitA un automate temporisé d’état initial(`0, v0) et KO un
ensemble d’états de contrôle deA. Nous avons alors :
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Algorithme 12 Calcul de l’ensembleAcc∗(A)

Entrée : A un automate temporisé.
Sortie : L’ensemble de configurationsAcc∗(A).

1: Calculer l’automate des régionsR(A) = (Γ, γ0,→).
2: Calculer l’ensembleS des composantes fortement connexes deR(A).
3: J∗ := {γ0} ;
4: J∗ := Acc(R(A), J∗) ;1

5: Tant Que ∃S ∈ S tel queS 6⊆ J∗ etJ∗ ∩ S 6= ∅ Faire
6: J∗ := J∗ ∪ S ;
7: J∗ := Acc(R(A), J∗) ;
8: Fin Tant Que
9: Retourner J∗ ;

1. ∃∆ > 0 tel queAcc(A∆) ∩ KO = ∅ est équivalent àAcc∗(A) ∩ KO = ∅,

2. tester siAcc∗(A) ∩ KO = ∅ est décidable etPSPACE-complet.

Le premier point de ce théorème est un résultat de nature topologique. Le second point repose sur
la construction du graphe des régions. L’algorithme 12 permet de résoudre ce point. Celui-ci consiste
à calculer les composantes fortement connexes du graphe desrégions, puis à les ajouter à l’ensemble
des états accessibles si elles sont en partie accessibles. En effet, si une composante fortement connexe
est en partie accessible, alors elle l’est entièrement. Plus précisément, dans une composante fortement
connexe, l’élargissement des gardes permet de joindre entre eux n’importe quels éléments de cette
composante en accumulant les déviations. Réciproquement,ceci constitue le seul moyen pour une
configuration d’appartenir àAcc∗(A) mais pas àAcc(A).

`1 `2`0 KO
x=1

y:=0

x≤2

x:=0

y:=0

y≥2

x=0 ∧ y≥2

Erreur

FIG. 8.2 – Un automate temporiséA.

Exemple 8.10([Pur98, DDMR04a]). Considérons l’automate temporisé représenté sur la figure 8.2.
Nous pouvons calculer pour cet automate temporisé l’ensemble Acc(A) des configurations acces-
sibles dans la sémantique classique et l’ensembleAcc∗(A) défini précédemment comme l’ensemble
des configurations accessibles dansA∆ pour tout paramètre∆ strictement positif. Nous obtenons,
pour les états de contrôlè1 et `2, les deux ensembles représentés sur la figure 8.3. La différence entre
ces deux ensembles provient du cycle existant entre`1 et `2. y

Remarque 8.11.Notons que la sémantique de la satisfaction robuste n’est pas classique. En effet,
il peut arriver qu’un modèleA ne vérifie pas robustement la propriétéP et qu’il ne vérifie pas non
plus robustement la propriété¬P. Ainsi, la propositionA 6|≡ P n’est pas équivalente à la proposition
A |≡ ¬P. Par exemple, considérons l’automateA de l’exemple 8.10 et la propriété de sûretéP =
G (¬KO). La négation est¬P = F (KO). Nous pouvons observer que dansJAK, la transitionErreur

1Acc(R(A), J∗) désigne l’ensemble des états accessibles depuisJ∗ dansR(A).
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Acc(A)

0
x

y

1

1

2

2

`2

`1

Acc∗(A)

0
x

y

1

1

2

2

`2

`1

FIG. 8.3 – Différences entreAcc(A) etAcc∗(A).

n’est jamais franchissable, nous avons doncA 6|= ¬P ce qui impliqueA 6|≡ ¬P. Au contraire, dans
JA∆K, pour tout∆ > 0, cette transition est franchissable (d’après la figure 8.3). Ce dernier point
entraîneA 6|≡ P. y

Récemment, une version symbolique de cet algorithme a été proposée dans [DK06]. Ce nouvel
algorithme est une adaptation de l’algorithme d’analyse enavant à la volée sur les zones (algorithme 2
page 155). Essentiellement, la seule différence consiste àajouter à l’ensemble des zones accessibles
des cycles de zones dès lors qu’une des zones de ce cycle est partiellement atteinte, comme cela est
fait avec les régions dans l’algorithme 12.

Dans les sections suivantes, nous proposons des algorithmes pour la vérification robuste de pro-
priétés plus générales que les propriétés de sûreté. Nous prouvons ainsi que les problèmes de la véri-
fication robuste de propriétés co-Büchi, deLTL et de réponses en temps borné sont décidables.

8.3 Vérification robuste de conditions co-Büchi

Dans cette section, nous nous intéressons à des conditions «co-Büchi » : étant donné un ensemble
B d’états de contrôle de l’automate, un cheminπ vérifie la conditionco-Büchi(B) si et seulement si sa
trace contient un nombre fini de transitions entrant dans un état deB. D’après les définitions 8.6 et 8.7,
ceci définit les notions de satisfaction robuste et de vérification robuste d’une condition co-Büchi dans
un automate temporisé. Nous étendons également la notion desatisfaction d’une condition co-Büchi
à l’automate des régions : celui-ci satisfait une conditionde co-BüchiB ne portant que sur les états de
contrôle si et seulement si tout chemin issu de l’état initial γ0 traverse les états deB un nombre fini
de fois.

Nous adaptons la construction présentée précédemment dansl’algorithme 12 en construisant une
extension du graphe des régions prenant en compte les possibles « déviations » introduites dans l’au-
tomate temporisé sous-jacent lorsque la satisfaction robuste est prise en compte.

Définition 8.12(Automate des régions étendu). SoitA un automate temporisé etR(A) son automate
des régions. Nous définissonsl’automate des régions étendu deA, notéR∗(A), comme suit :

– les états deR∗(A) sont les états deR(A), i.e. les paires(`, r) où ` est un état de contrôle de
A et r est une région de l’automateA,
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– les transitions deR∗(A) sont les transitions deR(A) (nous supposons que les étiquettes des
transitions sont les noms des transitions dansA), ainsi que les transitions(`, r)

γ
−→ (`, r′) où

r ∩ r′ 6= ∅ et (`, r′) appartient à une composante fortement connexe deR(A).

Nous introduisons une notion de distance entre les chemins pour comparer les trajectoires dans
les automates temporisés.

Définition 8.13 (Distance). SoitA un automate temporisé. Notons|| · ||∞ la norme infinie classique.
La distance entre deux configurations(`, v) et (`′v′) deA, notéed((`, v), (`′, v′)), est définie par
d((`, v), (`′, v′)) = ||v′ − v||∞ si ` = `′ et par+∞ sinon.

La distance entre deux cheminsπ = (πi) etπ′ = (π′i) de même longueur est définie naturellement
comme le maximum des distancesd(πi, π

′
i) entre les configurations intermédiaires.

Décidabilité de la vérification robuste de conditions co-Büchi.

Théorème 8.14.SoitA un automate temporisé etB un ensemble d’états de contrôle deA. Alors

A |≡ co-Büchi(B) ⇐⇒ R∗(A) |= co-Büchi(B)

La preuve de ce résultat repose sur les deux lemmes suivants :

Lemme 8.15([DDMR04b, Théorème 27]). SoitA un automate temporisé ayantn horloges, soit
α < 1

n
et soitk un entier naturel. Il existe un certain∆ > 0 tel que pour tout cheminπ dansJA∆K le

long d’une traceT de longueur inférieure ou égale àk, il existe un cheminπ′ dansJAK le long de la
même traceT tel que la distance entre les deux cheminsπ etπ′ est strictement inférieure àα.

Lemme 8.16([DDMR04b, Theorem 25]). SoitA un automate temporisé, soitτ la trace d’un chemin
cyclique deR(A) et soit(`, r) un état deτ . Alors pour toutes valuationsv etv′ appartenant àr, pour
tout∆ > 0, il existe un chemin dansJA∆K le long de la traceτk pour un certaink ∈ N, issu de(`, v)
et finissant dans(`, v′).

L’intuition du premier lemme est que si nous donnons une borne sur la longueur des chemins,
alors il est possible de choisir∆ > 0 suffisamment petit pour assurer que l’ensemble des chemins
deJA∆K puissent être approchés par des chemins deJAK. L’intuition du second lemme est que deux
états deA appartenant à un certain chemin cyclique de l’automate des régionsR(A) peuvent être
connectés (en utilisant un chemin deJA∆K) simplement en itérant le cycle deR(A). Naturellement,
le nombre de fois que ce cycle doit être pris dépend du choix de∆, plus∆ est petit, plus ce nombre
de tours doit être grand.

Preuve du théorème 8.14.Nous supposons d’abord queA |≡ co-Büchi(B) et nous choisissons un
certain∆ > 0 tel que tout chemin deJA∆K issu de(`0, v0) vérifie la condition de co-Büchi condition.

Raisonnons par l’absurde et supposons donc queR∗(A) 6|= co-Büchi(B). Choisissons alors un
cheminπ ne vérifiant pas la condition de co-Büchi. Celui-ci passe donc un nombre infini de fois par
un état de contrôle deB. PuisqueB est fini, il existe alors un état de contrôlef ∈ B dans lequel
le chemin entre un nombre infini de fois. Nous divisons alors le cheminπ en une séquence de sous-
chemins ne contenant aucune transition étiquetée parγ : π = π0

γ
−→ π1

γ
−→ · · · . Alors chaqueπi est un

chemin fini non vide (excepté le dernier qui peut être infini) dansR(A) le long d’une certaine trace
Ti. Pour tout indicei, notonsri la première région deπi et r′i la dernière. Par construction deR∗(A),
nous obtenons alorsr′i ∩ ri+1 6= ∅. Nous utilisons alors le lemme suivant pour construire un nouveau
chemin dansJA∆K issu de l’état initial(`0, u0) deA et ne vérifiant par la condition de co-Büchi.
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Lemme 8.17. Soit π un chemin deR(A) étiqueté parT , issu de(`, r) et finissant dans(`′, r′) tel
qu’il existe une transition(`′, r′)

γ
−→ (`′, r′′) dansR∗(A) (due à un cycle le long d’une traceτ ).

Alors, pour tout∆ > 0,

1. pour chaque valuationv′ ∈ r′, il existe une valuationv ∈ r et un chemin dansJA∆K entre
(`, v) et (`′, v′) le long de la traceT ;

2. pour chaque valuationv′ ∈ r′ ∩ r′′ et pour chaque valuationv′′ ∈ r′′, il existe un chemin dans
JA∆K le long de la traceτk (pour un certaink ≥ 0) entre(`′, v′) et (`′, v′′).

Preuve du lemme 8.17.Étant donné un automate temporiséA, un ensemble de configurationsQ′ de
A et une traceT deA, nous notonsAccT (A, Q′) l’ensemble des configurations accessibles dansA
depuisQ′ le long deT . Il est facile de vérifier que l’ensemble

⋂
∆>0 AccT (A∆, (`, r)) est fermé et

contient la régionr′ par hypothèse. Il contient donc la fermeturer′ de r′. Ainsi, pour tout∆ > 0,
(`′, r′) ⊆ AccT (A∆, (`, r)), ce qui conclut le premier point du lemme.

Le second point est une conséquence directe du lemme 8.16 : lecycle le long de la traceτ peut
être itéré et permet ainsi de relier entre eux n’importe quels états der′′.

Appliquons le premier point de ce lemme au cheminπi pour tout indicei pour lequel ce chemin
est fini. Pour toute valuationv′i ∈ r

′
i ∩ ri+1, il existe une valuationsvi ∈ ri et un chemin réel dans

JA∆K le long de la traceTi depuis la configuration(`i, vi) et atteignant(`′i, v
′
i). Afin de rassembler

les différents sous-chemins, nous appliquons le deuxième point du lemme. Pour chaque indicei, nous
obtenons ainsi un chemin réel deJA∆K le long de la traceτki

i pour un certainki ≥ 0. Ce chemin
est issu de la configuration(`′i, v

′
i) et atteint la configuration(`i+1, vi+1). Notons que pour le premier

sous-cheminπ0, puisque la région initialer0 est égale à{u0}, nous obtenonsv0 = u0 et donc le
chemin réel correspondant est issu de la configuration(`0, u0).

Pour conclure, nous distinguons deux cas : si le cheminπ contient un nombre infini de transitions
γ alors il suffit de réunir tous les sous-chemins. Nous obtenons en effet un chemin réel deJA∆K le
long de la traceT0τ

k1
1 T1 . . . τ

ki

i Ti . . . qui passe infiniment souvent par l’état de contrôlef .
Si au contraire le nombre d’occurrences de transitions étiquetées parγ est fini, alors le chemin

πp est un chemin infini deR(A). Nous pouvons donc, d’après la propriété de bisimulation detemps
abstrait de l’automate des régions, fixer une valuationvp ∈ rp et construire une chemin réel deJAK (et
donc aussi deJA∆K) issu de la configuration(`p, vp) et suivant le cheminπp. Concaténant ce chemin
aux premiers sous-chemins obtenus plus haut, nous obtenonsun chemin réel deJA∆K le long de la
traceT0τ

k1
1 T1 . . . Tp−1τ

kp
p Tp. Ce chemin passe infiniment souvent par l’état de contrôlef puisque

c’est le cas deTp.
Dans les deux cas, nous obtenons donc une contradiction avecl’hypothèse initiale.

Réciproquement, supposons queA 6|≡ co-Büchi(B). Ceci implique que pour tout∆ > 0, il existe
un cheminπ∆ dansJA∆K passant un nombre infini de fois par un état de contrôle deB. PuisqueB
est fini, il existe un état de contrôlef ∈ B tel que, pour tout∆ > 0, il existe0 < ∆′ < ∆ tel que le
cheminπ∆′ deJA∆′K passe infiniment souvent parf . Nous fixons un telf .

Afin d’appliquer le lemme 8.15, nous choisissons un certainα < 1/n et posonsk = 2W + 1 où
W est le nombre d’états de l’automateR(A). Le lemme 8.15 entraîne alors l’existence d’un certain
∆ > 0 pour lequel tout chemin deJA∆K de longueur inférieure ou égale àk peut être approché par
un chemin deJAK le long de la même trace et à une distance inférieure àα

2 . Nous fixons un tel∆ > 0
et choisissons un paramètre0 < ∆′ < ∆ tel que le chemin associéπ∆′ vérifie la condition de Büchi
f , i.e.passe infiniment souvent par{f}. Nous notons simplementπ ce chemin.
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Nous montrons à présent que, pour tout chemin (fini) deJA∆′K, nous pouvons construire un che-
min dansR∗(A) suivant les mêmes transitions, hormis le fait qu’il peut franchir des transitionsγ
supplémentaires. Ceci est suffisant pour obtenir la réciproque. En effet, nous souhaitons montrer que
R∗(A) 6|≡ co-Büchi(B). Or, en choisissant un préfixe fini deπ contenantk + 1 occurrences de l’état
f , nous obtenons un chemin dansR∗(A) contenantk+1 occurrences def . Ceci implique qu’il existe
un cycle dansR∗(A), accessible depuis l’état initial. En particulier, il existe un chemin deR∗(A)
vérifiant la condition de Büchi{f}.

Soit ρ un chemin deJA∆′K. Nous démontrons par induction sur la longueur de ce chemin que
nous pouvons construire un cheminν dansR∗(A) dont la trace, une fois les transitionsγ retirées, est
la même que celle deρ et qui de plus reste à distance inférieure àα

2 deρ. Dans la suite, pour simplifier
les notations, nous écrirons simplement, étant données deux valuationsu etv, d(u, v) pour‖v−u‖∞.
La distance entre une valuationu et une régionr, notéed(u, r), est définie comme la borne inférieure
de l’ensemble des distancesd(u, v) oùv décrit l’ensemble des valuations de la régionr.

– si la longueur deρ est inférieure àk, alors nous pouvons appliquer directement le lemme 8.15 :
il existe un chemin correspondant dansJAK qui suit les mêmes transitions queπ et donc un
chemin dansR(A) (et a fortiori dansR∗(A)) suivant les mêmes transitions ;

– supposons que la longueur deρ vautN et que nous avons résolu le problème pour les chemins
de longueur strictement inférieure àN . Nous posons les notations suivantes :

ρ = (`0, v
′
0)

σ1−−→ (`1, v
′
1) − · · ·

σN−1
−−−−→ (`N−1, v

′
N−1)

σN−−−→ (`N , v
′
N ).

D’après l’hypothèse d’induction, il existe un cheminνN−1 dansR∗(A) tel que

νN−1 = (`0, u0)
γ∗σ1γ

∗

−−−−−→ (`1, u1) − · · ·
γ∗σN−1γ

∗

−−−−−−−→ (`N−1, uN−1)

où lesui sont des régions telles que, pour tout0 ≤ i < N , d(v′i, ui) < α
2 . D’après le

lemme 8.15, nous pouvons construire un cheminρ′ dansA

ρ′ = (`N−k, vN−k)
σN−k+1
−−−−−−→ (`N−k+1, vN−k+1) − · · ·

σN−−−→ (`N , vN )

tel que pour tout indiceN − k ≤ i ≤ N , d(vi, v
′
i) <

α
2 . Nous considérons l’exécution corres-

pondante dansR(A) :

ν ′ = (`N−k, rN−k)
σN−k+1
−−−−−−→ (`N−k+1, rN−k+1) − · · ·

σN−−−→ (`N , rN )

où pour touti, nous posonsri = [vi].
Pour chaqueN − k ≤ i ≤ N , nous obtenons qu’il existezi ∈ ui tel qued(zi, vi) < α, ce qui
implique queri ∩ ui 6= ∅ (d’après [DDMR04b, Lemme 12]).
Comme la longueur deν ′ est égale àk, il existeN − k ≤ p < q ≤ N tel que(`p, rp) = (`q, rq)
et donc(`p, rp) appartient à une composante fortement connexe deR(A). Commerp∩up 6= ∅,

il existe une transition(`p, up)
γ
−→ (`p, rp) dansR∗(A). Ceci nous permet donc de concaténer

νN−1 etν ′. Le chemin obtenu est

ν = (`0, u0)
γ∗σ1γ

∗

−−−−−→ (`1, u1) − · · ·
γ∗σpγ

∗

−−−−−→ (`p, up) −−
γ
−→ (`p, rp)

σp+1
−−−−→ (`p+1, rp+1) − · · ·

σN−−−→ (`N , rN )

et est un chemin deR∗(A) vérifiant les conditions recherchées concernant sa trace etsa distance
àρ.
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Ceci conclut donc la preuve de l’existence du cheminν et ainsi la preuve du théorème 8.14.

Comme corollaire, nous obtenons :

Corollaire 8.18. La vérification robuste des conditions co-Büchi pour des automates temporisés est
un problèmePSPACE-complet.

Preuve. Nous procédons en deux temps, en montrant que le problème està la fois dans la classe
PSPACE, puisqu’il est complet pour cette classe.

– PSPACE-facile : L’automate des régions étenduR∗(A) ne nécessite pas d’être construit pour
être analysé. Ainsi, la condition co-Büchi peut être testéeà la volée en testant sa condition com-
plémentaire,i.e. en testant s’il existe un chemin infini dansR∗(A) passant infiniment souvent
parB. Ceci est équivalent à tester l’accessibilité d’un cycle deR∗(A) contenant un étatf ∈ B.
Ceci constitue un problème classique de test d’accessibilité dans l’automate des régions qui
appartient à la classeNLOGSPACE si l’automate des régions est donné. Il suffit en effet de de-
viner un chemin menant à une composante fortement connexe, puis deviner un chemin assurant
qu’il s’agit d’une composante fortement connexe contenantun état deB. Notons qu’un état
deR∗(A) peut être stocké en espace polynomial et que le calcul des successeurs d’un état par
les transitions deR(A) est également réalisable en espace polynomial. Le cas des transitions
γ diffère légèrement. Nous devons dans ce cas deviner le franchissement d’une telle transition
et de la région cible, puis vérifier que la région cible est élément d’une composante fortement
connexe ou, plus simplement, vérifier qu’il existe dansR(A) un cycle autour de cette région.
Finalement, cette procédure appartient donc à la classeNPSPACE et, d’après le théorème de
Savitch, à la classePSPACE, comme annoncé.

– PSPACE-difficile : Nous faisons la preuve de ce point par réduction au problème de la véri-
fication robuste de propriétés de sûreté (théorème 8.9). Considérons un automate temporiséA
avec un sous-ensembleB de ses états de contrôle. Définissons l’automate temporiséB obtenu
à partir deA en ajoutant une boucle sur les états de contrôle appartenantàB. Alors décider la
satisfaction robuste de la conditionco-Büchi(B) pour cet automateB est équivalent à décider
la satisfaction robuste de la propriété de sûretéB pourA, ce qui conclut la preuve.

Ceci conclut la preuve de ce corollaire.

Remarque 8.19.Nous avons démontré le théorème 8.14 pour des conditions co-Büchi car ceci nous
permet par la suite de décider les conditions exprimées enLTL. Cependant, les techniques mises
en œuvre pour la démonstration de ce théorème peuvent être adaptées de sorte à traiter le cas de
conditions de Büchi. Ceci nécessiterait de déplier une foisles composantes fortement connexes dans
la construction deR∗(A) afin d’obtenir une équivalence semblable à celle énoncée dans le théo-
rème 8.14. y

8.4 Vérification robuste de LTL

Dans cette section, nous montrons comment les résultats précédents sur la vérification de condi-
tions co-Büchi permettent de vérifier robustement des propriétésLTL sur les automates temporisés.
Nous utilisons pour cela la construction classique d’automates de Büchi reconnaissant précisément
les modèles des formulesLTL et appliquons ensuite nos résultats pour les conditions co-Büchi.
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Définition 8.20 (Logique LTL). La logiqueLTL sur l’ensemble fini d’actionsΣ est définie par la
grammaire suivante : (a décrit l’ensemble des actionsΣ)

LTL 3 ϕ ::= a | ϕ1 ∨ ϕ2 | ¬ϕ | X ϕ | ϕ1 U ϕ2

Sémantique deLTL. Comme cela a été expliqué dans la section 8.2, nous devons définir la séman-
tique deLTL sur les chemins d’automate temporisés. À un chemin, correspond une unique trace et
comme la satisfaction d’une formule deLTL pour un chemin ne dépend que de ses actions, celle-ci
ne dépend que de la trace associée au chemin. Nous définissonsdonc la relation de satisfaction|=
pourLTL sur les traces et disons qu’un cheminπ satisfait une formuleLTL si et seulement si sa trace
trace(π) satisfait cette formule.

Nous supposons donc donnée une traceT = (δi)i∈N ∈ Σω. Étant donné un entier naturelj ∈ N,
nous notonsT j la trace(δi)i≥j. La relation de satisfaction pourLTL sur les traces est définie par
induction par :

T |= a ⇐⇒ δ0 = a
T |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ T |= ϕ1 ouT |= ϕ2

T |= ¬ϕ ⇐⇒ T 6|= ϕ
T |= X ϕ ⇐⇒ T 1 |= ϕ
T |= ϕ1 U ϕ2 ⇐⇒ ∃ i ≥ 0 t.q.T i |= ϕ2 et∀ 0 ≤ j < i, T j |= ϕ1

Dans la suite, nous écrirons simplementπ |= ϕ pour signifiertrace(π) |= ϕ et utiliserons les abré-
viations classiques commeF ϕ (qui signifiett U ϕ) ou G ϕ (qui représente la formule¬(F (¬ϕ)).

Remarque 8.21.La sémantique que nous considérons ici est la sémantique « ponctuelle » dans la-
quelle les formules sont interprétées seulement lorsqu’une action a lieu, qui est sensiblement différente
de la sémantique « continue » dans laquelle les actions peuvent être interprétées à tout instant (voir
par exemple [Ras99, OW05] pour une discussion sur ces deux sémantiques). y

Sémantique robuste deLTL. La relation de satisfaction robustepourLTL est dérivée de la défini-
tion générale 8.6 :

A |≡ ϕ ⇐⇒ ∃∆ > 0 tel que∀π chemin deJA∆K issu de(`0, v0), π |= ϕ.

Cette définition étend la définition proposée dans [DDMR04a]pour les propriétés de sûreté qui cor-
respondent aux formulesLTL de la formeG (¬a).

Vérification robuste de LTL. Nous rappelons d’abord le résultat classique suivant liantla logique
LTL aux automates de Büchi :

Proposition 8.22([WVS83, Var96]). Étant donnée une formuleLTL ϕ, nous pouvons construire un
automate de BüchiBϕ (avec pour état initialqϕ et pour ensemble d’états répétésQϕ) qui accepte
l’ensemble{T ∈ Σω | T |= ϕ}.

Nous démontrons à présent que la vérification robuste deLTL est décidable.

Théorème 8.23.Étant donné un automate temporiséA et une formule deLTL ϕ, nous notonsC =
A × B¬ϕ l’automate temporisé (avec condition d’acceptation de Büchi Q¬ϕ) obtenu en réalisant le
produit synchronisé des deux automatesA etB¬ϕ sur leurs actions. Nous obtenons alors l’équivalence
suivante :

A |≡ ϕ ⇐⇒ C |≡ co-Büchi(L×Q¬ϕ).
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Preuve. Nous procédons par équivalence à partir de la négation de la première proposition :

A 6|≡ ϕ ⇐⇒ ∀∆ > 0, ∃ π chemin deJA∆K issu de(`0, v0), tel queπ 6|= ϕ
⇐⇒ ∀∆ > 0, ∃ π chemin deJA∆K issu de(`0, v0), tel queπ |= ¬ϕ
⇐⇒ ∀ ∆ > 0, ∃ π chemin deJA∆K issu de(`0, v0), tel que la traceT =

trace(π) associée àπ est acceptée parB¬ϕ
⇐⇒ ∀ ∆ > 0, ∃ π chemin deJA∆K issu de(`0, v0), tel que la traceT =

trace(π) associée àπ est telle queT |= Büchi(Q¬ϕ) dansB¬ϕ
(par définition deB¬ϕ – voir la proposition 8.22)

En notant× la synchronisation sur les actions deΣ, il est facile de vérifier que les deux systèmes
de transitions temporisésJA∆K × B¬ϕ et JA× B¬ϕ∆K sont isomorphes. En particulier, l’ensemble
des chemins qu’ils acceptent sont les mêmes. Nous obtenons donc :

A 6|≡ ϕ ⇐⇒ ∀∆ > 0, ∃ π chemin deJA× B¬ϕ∆K issu de((`0, v0), q¬ϕ), tel que
la traceT = trace(π) associée àπ est telle queT |= Büchi(L×Q¬ϕ)
(oùL est l’ensemble des états de contrôle deA)

⇐⇒ ∀∆ > 0, ∃ π chemin deJC∆K issu de((`0, v0), q¬ϕ), tel que
π |= Büchi(L×Q¬ϕ)

Prenant à nouveau la négation, nous obtenons :

A |≡ ϕ ⇐⇒ ∃∆ > 0, tel que∀ π chemin deJC∆K issu de((`0, v0), q¬ϕ),
π 6|= Büchi(L×Q¬ϕ)

⇐⇒ ∃∆ > 0, tel que∀ π chemin deJC∆K issu de((`0, v0), q¬ϕ),
π |= co-Büchi(L×Q¬ϕ)

⇐⇒ C |≡ co-Büchi(L×Q¬ϕ)

Ceci conclut donc la preuve de ce théorème.

Il reste à remarquer que l’automate temporiséA × B¬ϕ satisfait les restrictionsportant sur les
horloges bornées et les cycles de l’automate des régions dèslors queA les satisfait. Comme nous
avons de plus montré dans la section 8.3 comment vérifier des conditions co-Büchi, nous obtenons le
corollaire suivant :

Corollaire 8.24. Le problème de la vérification robuste deLTL sur les automates temporisés est
décidable etPSPACE-complet.

Habituellement, la vérification deLTL sur les structures finies est un problèmePSPACE-complet,
mais dont la complexité n’est queNLOGSPACE dans la taille du système à analyser. Dans le cas des
automates temporisés, les problèmes de vérification standard et robuste sont tous deuxPSPACE-
complets, et le sont à la fois dans la taille de la structure etdans la taille de la formule.

8.5 Vers la vérification robuste de MTL

La logiqueMTL [Koy90, AH93] étend la logiqueLTL avec des contraintes temporelles quantita-
tives sur les modalités « jusqu’à ». Nous présentons ici un premier résultat positif vers la vérification
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robuste de propriétés exprimées dans la logiqueMTL. Nous considérons la propriété suivante expri-
mant un « temps de réponse borné » :

ϕ = G (a→ F≤c b).

où a et b représentent des actions (éléments deΣ) et c appartient àT et→ représente l’opérateur
« implique » habituel. Cette formule exprime que lorsqu’un événementa intervient, alors il doit être
suivi d’un événementb au plusc unités de temps plus tard. Cette propriété contraint donc les délais de
réaction du système. La satisfaction robuste d’une telle propriété assure donc que le système, même
sous de petites perturbations, vérifie cette propriété quantitative donnée par le délaic. Soulignons que
seul le système est « perturbé », les contraintes exprimées par la formule demeurent les mêmes.

Sémantique. Afin de définir formellement la satisfaction deϕ sur un chemin, nous avons besoin
d’informations temporelles sur le chemin. Pour cela, nous définissons pour un cheminπ sa longueur
temporelle entre deux de ses actions. Considérons donc un chemin infiniπ :

(`0, v0)
d0−−→ (`0, v0 + d0)

δ0−−→ (`1, v1) · · · (`k, vk)
dk−−→ (`k, vk + dk)

δk−−→ · · ·

Étant donnés deux indicesi1 < i2, nous définissons lalongueur temporelle deπ entre les actionsδi1
et δi2 , notéedélai(δi1 , δi2), comme la valeur

∑i2
j=i1+1 dj . Nous disons alors qu’un cheminπ satisfait

la formuleϕ, ce qui est noté parπ |= ϕ, si et seulement si :

∀ i ≥ 0, si δi = a, alors∃ j > i tel queδj = b et délai(δi, δj) ≤ c.

Ceci implique que le cheminπ vérifie également la formule deLTL G (a→ F b).

Vérification robuste de propriétés de temps de réponse borné.

Théorème 8.25.La vérification robuste de propriétés de temps de réponse borné sur les automates
temporisés est décidable et dansPSPACE.

Preuve. Soit ϕ = G (a → F≤c b). Nous supposons queA est un automate temporisé vérifiant la
propriétéLTL G (a→ F b). Nous démontrons l’équivalence suivante :

A 6|≡ ϕ ⇐⇒ il existe un étatα dansAcc∗(A) tel qu’il existe un chemin fini dans
JAK issu deα, commençant par une actiona, contenant exactement
une actionb en dernière position et tel que le temps écoulé entre ces
deux actions est plus grand quec.

– Nous supposons queA 6|≡ ϕ. Pour tout∆ > 0, il existe un cheminπ∆ dansJA∆K qui ne vérifie
pasϕ. Nous considérons l’ensemble des cheminsπ∆ pour ∆ ≤ 1. Tous ces chemins sont
des chemins deA1. Soit (`∆, v∆) la configuration atteinte immédiatement avant que l’action
a témoin de la violation de la satisfaction deϕ ait lieu. SoitT∆ la trace entre(`∆, v∆) et la
première actionb apparaissant le long deπ∆ après(`∆, v∆). Cette première actionb existe
nécessairement car nous avons supposé que le système vérifierobustement la propriétéLTL
G (a → F b). De plus, la longueur temporelle du fragment deπ∆ mentionné précédemment
est strictement plus grande quec puisqueπ∆ 6|= ϕ. Notons également qu’il n’existe qu’un
nombre fini de telles tracesT∆ pour l’ensemble des valeurs de∆. En effet, si ces traces étaient
en nombre infini, il existerait un cycle dans le graphe des régions entre les actionsa et b.
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CommeA |≡ G (a → F b), un tel cycle ne peut pas exister et l’ensemble des tracesT∆ est
donc fini. De plus, l’ensemble des configurations accessibles Acc(A1) est compact car il est
fermé et borné (et l’espace vectoriel est de dimension finie). Nous avons en effet supposé que
les automates temporisés considérés sont bornés et ont des gardes larges. Ainsi, d’après cette
propriété de compacité, nous pouvons extraire une sous-séquence infinie(∆i)i≥0 ayant pour
support la même traceT , convergeant vers0 et telle que la séquence(`∆i

, v∆i
)i≥0 converge

vers une configuration(`, v). De plus, la partie deπ∆i
allant de la configuration(`∆i

, v∆i
) à la

première actionb a une longueur temporelle strictement supérieure àc. Ceci implique donc les
deux faits suivants :
– D’abord, nous avons(`, v) ∈ Acc∗(A). En effet, d’après le théorème 32 de [DDMR04b],

pour tout∀α > 0, il existe une entier natureli tel que pour tout entier naturelj ≥ i, nous
avonsd((`∆j

, v∆j
),Acc∗(A)) < α. Ceci impliqued((`, v),Acc∗(A)) = 0 et comme l’en-

sembleAcc∗(A) est fermé (du point de vue topologique), nous obtenons que lepoint limite
(`, v) appartient àAcc∗(A).

– De plus, nous affirmons qu’il existe un chemin réel le long dela traceT dansJAK issu de
(`, v), commençant par une actiona, finissant par une actionb, et de longueur temporelle
entre ces deux actions supérieure àc. En effet, notons que pour toute contrainte (fermée)g,

(`∆i
, v∆i

) −→
i→∞

(`, v) et (`∆i
, v∆i

) |=∆i
g implique(`, v) |= g.

Comme la traceT est de longueur finie, disonsk, il existe une extraction de la séquence
(∆i)i≥0, que nous notons encore(∆i)i≥0, et telle que le long du chemin correspondant àT ,
chaque délai des transitions de délai converge1 : soit tji , avec1 ≤ j ≤ k, le délai associé à la
je transition de délai du chemin correspondant à∆i, nous avons :

∀ 1 ≤ j ≤ k, tji −→
i→∞

tj (8.1)

Appliquant la remarque précédente, nous pouvons construire un chemin dansJAK comme
suit :

(`, v)
T1=a
−−−→

t1
−→

T2−→ · · ·
tk−1

−−−→
Tk−→

tk
−→

b
−→ .

Comme affirmé précédemment, ce chemin a une longueur temporelle plus grande (au sens

large) quec. En effet, nous avons pour tous les indicesi,
k∑

j=1

tji > c ce qui nous donne à la

limite d’après(8.1),
k∑

j=1

tj ≥ c.

Finalement, ceci conclut donc la preuve de la première implication de l’équivalence.
– Réciproquement, supposons qu’il existe un étatα dansAcc∗(A) à partir duquel il existe un

chemin fini commençant par une actiona, finissant par unb et tel que le temps écoulé entre ces
deux actions est plus grand quec. Nous notonsρ ce chemin témoin. Puisqueα ∈ Acc∗(A),
pour tout∆ > 0, il existe un cheminπ∆ de (`0, v0) à α. De plus, pour tout∆ > 0, nous
pouvons modifier le cheminρ de JAK en un cheminρ∆ de JA∆K en attendant∆ unités de
temps supplémentaires immédiatement avant le franchissement de l’actionb. Ceci est possible
puisque dans l’automateA∆, la garde correspondante a été élargie de∆. Nous obtenons donc
par concaténation un cheminπ∆.ρ∆ de JA∆K ne vérifiant pas la propriétéϕ. Puisque nous
avons un tel chemin pour tout∆ > 0, nous obtenonsA 6|≡ ϕ.

1Notons que tous ces délais sont bornés parM si l’automate temporisé est borné parM .
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Ceci conclut la preuve de la seconde implication.
Le membre droit de l’équivalence précédente est décidable.Une solution consiste à utiliser les « coins »

des régions, introduits dans [BFH+01], car les chemins de durée maximale passent toujours par de
tels points. Un tel algorithme a une complexitéPSPACE, ce qui conclut la preuve.

Remarque 8.26.La preuve précédente est quelque peuad-hoc, puisqu’elle est spécifique à la formule
que nous avons considérée. Cependant, elle peut être adaptée par exemple à des propriétés d’invariance
commeG (a→ G ≤c¬b). Naturellement, notre souhait est d’étendre les constructions introduites dans
ce chapitre de sorte à vérifier robustement un fragment plus grand de la logiqueMTL. y

Remarque 8.27(Vérification deMTL). La vérification robuste de l’ensemble de la logiqueMTL sur
les mots temporisés infinis est un problème indécidable. En effet, il est possible de réduire le problème
de la validité deMTL (pour les mots infinis) à la vérification robuste deMTL (pour les mots infinis).
Considérons une formuleϕ ∈ MTL et l’automate temporiséA acceptant l’ensemble des mots infinis.
Nous obtenons queϕ est valide si et seulement siA vérifie robustementϕ. Le résultat récent prouvé
dans [OW06a] montrant que la satisfaisabilité deMTL sur les mots infinis est un problème indécidable
permet de conclure (la validité deϕ est équivalente à la satisfaisabilité de¬ϕ). y

8.6 Conclusion

Dans ces travaux, nous avons étendu les résultats de [DDMR04a] afin de décider une condition
suffisante pour l’implémentabilité d’un automate temporisé vis-à-vis d’une propriété de chemin. Dans
ce but, nous avons défini une notion desatisfaction robusteet proposé des algorithmes de vérifica-
tion permettant de décider si un automate temporisé vérifie robustement une propriété de chemin.
Dans [DDMR04a], le cas des propriétés de sûreté simples a étémontré décidable et un algorithme
PSPACE proposé pour ce problème. Nous avons développé ici des algorithmesPSPACE pour la vé-
rification robuste de conditions co-Büchi et de propriétés exprimées dansLTL. Nous avons également
démontré que ces algorithmes sont optimaux. Enfin, nous avons réalisé un premier pas vers la vérifi-
cation robuste de propriétés temporisées exprimées dansMTL en présentant un algorithmePSPACE
pour des propriétés de temps de réponse borné.

Remarquons que nos résultats peuvent s’étendre à d’autres types de perturbations : dans [Pur98],
Puri considère l’introduction de déviations dans les pentes des horloges à la place de l’élargissement
des gardes. En réalité, il apparaît que ces deux extensions ont le même effet que les ensembles d’états
accessibles [Pur98, DDMR04a, Doy06], et il semble donc naturel que nos preuves peuvent s’étendre
au cas des déviations dans les pentes d’horloges.

Par ailleurs, le cas des propriétés de temps de réponse bornéest encourageant et laisse penser
qu’il est possible de vérifier robustement un ensemble plus grand de propriétés exprimées enMTL.
Rappelons toutefois que la vérification robuste de l’ensemble de la logiqueMTL est indécidable (re-
marque 8.27). Cependant, des travaux récents [OW06b, BMOW07] ont permis d’exhiber des sous-
classes décidables deMTL et dans le cadre des mots finis, les problèmes de satisfaisabilité et de
vérification deMTL sont décidables [OW05].

Dans une direction assez proche, il a été démontré dans [AFH96] que la logiqueMITL, obtenue
comme la restriction deMTL interdisant les intervalles ponctuels, est décidable et que sa complexité
est plus faible (EXPSPACE). Intuitivement, il est souhaitable que la sémantique robuste ne puisse
pas détecter de tels intervalles et nous pouvons donc espérer obtenir de la même façon des com-
plexités plus faibles pour les problèmes de vérification robuste que pour les problèmes de vérification
classiques.
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Du point de vue de la sémantique, nous avons considéré dans ces travaux la sémantique ponctuelle
deLTL. Il pourrait être intéressant de s’intéresser à la sémantique continue.

Enfin, toutes les propriétés que nous avons considérées sontdes propriétés de chemins,i.e. des
propriétés linéaires. Ceci est dû aux résultats de [DDR04] qui permettent de garantir l’implémentabi-
lité seulement pour ce type de propriétés. Étendre ce cadre de travail à des propriétés arborescentes
afin de permettre la vérification robuste de logiques commeCTL ou mêmeTCTL constitue donc un
défi important. Ceci pourrait permettre de comparer nos travaux à ceux de [HMP05].
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L’ensemble de ces travaux s’inscrit dans le cadre de la vérification de systèmes temporisés et
distribués. Nos contributions portent sur trois aspects : l’étude des formalismes de modélisation, l’al-
gorithmique de la vérification et l’implémentabilité. Nousdressons un bilan transversal de ces contri-
butions, afin d’offrir un point de vue différent. Nous avons vu dans l’introduction qu’il fallait disposer
de modèles riches (mais pas trop pour rester analysables) etsurtout appropriés aux besoins. L’étude
de modèles variés est donc fondamentale, et nous proposons d’apprécier nos travaux du point de vue
des modèles et de leurs sémantiques. Nous distinguons quelles sont les caractéristiques des modèles
que nous avons étudiées, pourquoi ces caractéristiques sont importantes et expliquons quels sont nos
apports, du point de vue de l’expressivité ou de l’algorithmique.

Transitions silencieuses. Le rôle des transitions silencieuses dans les automates temporisés est dif-
férent de celui qu’elles jouent dans les automates finis. En effet, alors qu’elles n’accroissent pas le
pouvoir d’expression de ces derniers, les langages temporisésε-réguliers contiennent strictement les
langages temporisés réguliers. Nous avons d’abord démontré que déterminer s’il est possible de s’af-
franchir des transitions silencieuses dans un automate temporisé est un problème indécidable. Nous
avons ensuite étudié la classe des langages temporisésε-réguliers afin de déterminer si elle possède
des propriétés que ne possède pas la classe des langages temporisés. Nous nous sommes par exemple
intéressés à la notion de complémentation qui fait cruellement défaut aux langages temporisés, ainsi
qu’à d’autres problèmes comme la réduction du nombre d’horloges. Nous avons prouvé que tous ces
problèmes sont indécidables, démontrant ainsi que la classe des langages temporisésε-réguliers n’est
pas plus favorable que la classe des langages temporisés réguliers.

Gardes diagonales et mises à jour intégrales.Les gardes diagonales et les mises à jour intégrales,
en revanche, n’augmentent pas le pouvoir d’expression des automates temporisés. Cependant, chacune
de ces deux extensions est exponentiellement plus concise que le modèle des automates temporisés
d’Alur et Dill. Ceci implique qu’analyser des automates temporisés étendus en les transformant expli-
citement en des automates temporisés d’Alur et Dill conduità des algorithmes inefficaces. Nous nous
sommes donc intéressés au développement d’algorithmes nouveaux adaptés à ces classes d’automates
temporisés étendus.

Dans un premier temps, nous avons proposé une traduction efficace de ces automates étendus dans
le modèle des réseaux de Petri temporels. Notre traduction est quadratique en général, et linéaire si
l’automate ne contient que des gardes diagonales ou que des mises à jour intégrales. Nous évitons ainsi
le coût exponentiel mentionné précédemment. Cette transformation permet ensuite d’appliquer les
algorithmes existants pour les réseaux de Petri temporels aux objets obtenus. Nous avons ainsi proposé
le premier algorithme permettant de traiter de façon simpleet uniforme l’ensemble des automates
temporisés étendus avec des gardes diagonales et des mises àjour intégrales. Enfin, l’implémentation
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de notre traduction dans un prototype a mis en évidence d’unepart que la transformation est très rapide
mais d’autre part que les modèles obtenus sont difficiles à analyser pour l’outil TINA. Il serait donc
nécessaire de dégager des sous-classes de modèles pour lesquelles notre transformation est utilisable
en pratique.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés aux automates étendus avec des gardes
diagonales. Nous avons rappelé le fonctionnement de l’algorithme classique d’analyse en avant à la
volée des automates temporisés et pourquoi il n’est pas correct en présence de gardes diagonales.
Cet algorithme est largement utilisé du fait de son efficacité et parce que son parcours en avant (et
non en arrière) lui permet de traiter des automates étendus avec des variables entières bornées, ce qui
peut être très utile lors de la modélisation. De plus, les automates temporisés avec gardes diagonales
pour lesquels la réponse de l’algorithme classique est erronée sont très rares. Notre objectif était
donc de développer un algorithme pour analyser les automates temporisés avec gardes diagonales
qui ne présente pas de surcoût pour les modèles pour lesquelsl’algorithme classique est correct. Cet
algorithme doit aussi être intégrable dans un outil de vérification comme UPPAAL . Nous avons pour
cela choisi d’utiliser le paradigme du raffinement fondé surl’analyse des contre-exemples, obtenant
ainsi un algorithme satisfaisant ces deux critères. Enfin, l’implémentation de cet algorithme dans
l’outil U PPAAL a permis de montrer son efficacité en pratique.

Arcs de lecture. Les arcs de lecture constituent une extension habituelle des réseaux de Petri. Alors
qu’ils n’augmentent pas l’expressivité du modèle du point de vue de la sémantique des entrelacements,
ils permettent de décrire les systèmes de manière plus précise du point de vue d’une sémantique
concurrente.

Nous nous sommes d’abord intéressés à l’extension du modèledes réseaux de Petri temporisés
à l’aide d’arcs de lecture. Nous avons montré que les automates temporisés et les réseaux de Petri
temporisés bornés avec arcs de lecture sont fortement bisimalires. De plus, la transformation des
automates temporisés en réseaux de Petri temporisés saufs avec arcs de lecture est très simple, préserve
la taille du modèle et ne modifie pas la structure du système : contrairement aux transformations liant
les automates temporisés et les réseaux de Petri temporels,celle-ci n’introduit donc pas de complexité
supplémentaire due au codage. Nous avons également démontré que le problème de couverture est
décidable pour les réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture. Enfin, nous nous sommes posés
la question naturelle du retrait de ces arcs. Alors que pour la sémantique des entrelacements, il est
possible de les retirer dans les réseaux de Petri, la situation dans le cadre temporisé est nettement
moins simple. Nous avons en effet démontré qu’il est possible de les retirer du point de vue des
équivalences de mots finis et de mots infinis non Zeno, mais au prix de transformations très complexes
et donc très coûteuses. De plus, du point de vue de l’équivalence générale des mots infinis,i.e. en
présence de comportements Zeno, il n’est pas possible de s’affranchir des arcs de lecture. Finalement,
l’équivalence entre les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisés bornés avec arcs de
lecture nous a permis, avec ces résultats, d’obtenir une comparaison précise des pouvoirs expressifs
des automates temporisés et des réseaux de Petri temporisés.

Par ailleurs, la transformation mentionnée plus haut nous aégalement suggéré une nouvelle ap-
proche pour l’analyse des automates temporisés. Nous avonscherché à développer, à partir de cette
transformation, un algorithme permettant de construire undépliage temporisé d’un réseau d’auto-
mates temporisés. Du fait du codage des automates temporisés par des réseaux de Petri temporisés
avec arcs de lecture, ce dépliage fait intervenir des arcs delecture. Ceux-ci nous permettent à la fois
d’exprimer les tests d’horloges qui ne sont pas remises à zéro ainsi que les dépendances temporelles
liées aux invariants. Nous proposons ainsi une solution auxdifficultés majeures liées à la présence de
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contraintes temporisées dans un système distribué. Nous avons ensuite décrit comment attacher des
zones aux événements de ce dépliage afin de représenter l’ensemble des configurations accessibles
dans le réseau, obtenant donc un dépliage temporisé. Nous avons également présenté un algorithme
permettant un calcul local du dépliage temporisé. Enfin, nous avons proposé deux approches permet-
tant d’exhiber un préfixe fini et complet de ce dépliage temporisé, rendant ainsi possible l’utilisation
de cette construction pour des objectifs de vérification.

Mises à jour non déterministes. Les mises à jour non déterministes augmentent le pouvoir d’ex-
pression des automates temporisés. Pourtant, le modèle desréseaux de Petri temporisés possède ce
type de mises à jour. Nous avons donc étudié leur pouvoir expressif dans ce dernier modèle. Les résul-
tats dépendent en fait de plusieurs critères. Ainsi, dans lemodèle standard ne contenant pas d’arcs de
lecture, il est possible de les retirer. En revanche, en présence d’arcs de lecture, nous avons à nouveau
mis en évidence que les différences d’expressivité sont dues à la présence de comportements Zeno.
Dans ce cas, il est en effet nécessaire de raffiner la granularité du modèle afin de pouvoir les simuler
par des remises à zéro. Enfin, l’équivalence que nous avons démontrée entre les réseaux de Petri bor-
nés avec arcs de lecture et les automates temporisés nous permet d’obtenir des résultats nouveaux sur
le rôle des mises à jour non déterministes dans les automatestemporisés.

Sémantique élargie. La sémantique traditionnelle des automates temporisés estrelativement éloi-
gnée des contraintes matérielles réelles. Une sémantique élargie, assouplie, permet de prendre en
compte ces contraintes supplémentaires et ainsi de garantir l’implémentabilité du système. Le pro-
blème de vérification robuste consiste alors à résoudre le problème de la satisfaction d’une formule
par un modèle vis-à-vis de cette sémantique. Nous avons proposé des algorithmes optimaux pour ré-
soudre ce problème pour des conditions co-Büchi et des propriétés exprimées enLTL. Enfin, nous
avons également présenté un algorithme permettant de vérifier des propriétés de temps de réponse
borné.

Prolongements

Nous avons déjà mentionné, à l’issue de chaque chapitre, lesdifférents prolongements possibles
à chacun de nos travaux. Nous donnons ici plusieurs grandes perspectives plus générales qui nous
intéressent particulièrement.

À la recherche du bon modèle. Deux objectifs principaux se dégagent, qui tous les deux sont liés
à la notion d’urgence. D’abord, il serait intéressant de parvenir à proposer une extension temporisée
des réseaux de Petri vérifiant les deux propriétés suivantes:

1. intégrer un mécanisme permettant d’exprimer une notion d’urgence,

2. avoir un problème de couverture décidable (pour les réseaux non bornés).

Rappelons que les réseaux de Petri temporels, dont la sémantique est forte, ont un problème de cou-
verture indécidable. Au contraire, le problème de couverture est décidable pour les réseaux de Petri
temporisés, mais leur sémantique est faible. Mentionnons également le modèle des réseaux de sys-
tèmes temporisés identiques, introduit dans [ADM04]. Ce modèle permet de vérifier des réseaux non
bornés simples, mais ne dispose pas d’urgence.

Dans une autre direction, il nous semble intéressant de chercher à étendre les liens existant entre
les automates temporisés et les réseaux de Petri temporisésavec arcs de lecture afin d’obtenir des
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relations de bisimulation. Pour cela, il est nécessaire d’introduire de l’urgence dans ce dernier modèle.
Une solution consiste à imiter le mécanisme des invariants des automates temporisés, mais il est facile
de constater que cela introduit de nombreux blocages temporels. Plus généralement, l’objectif est ici
de définir un modèle intermédiaire entre les réseaux de Petritemporisés avec arcs de lecture et les
réseaux d’automates temporisés avec invariants et horloges partagées possédant des caractérisations
simples dans chacun de ces deux modèles. Celles-ci permettraient de transférer les méthodes d’un
modèle à l’autre de façon efficace. Ainsi, l’algorithme que nous avons proposé pour les dépliages
s’adapterait facilement au cadre des réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture.

Poursuivre nos travaux sur les dépliages. Nos travaux peuvent être poursuivis suivant deux di-
rections qui dépendent de l’objectif dans lequel le dépliage est construit. Ainsi, pour l’observation
ou le diagnostic, il est important que ce dépliage soit précis. Or nous avons vu que notre dépliage,
par rapport à celui construit dans [CCJ06], peut parfois être moins concis mais que notre algorithme
est nettement plus efficace. Il serait donc intéressant de trouver un juste compromis entre ces deux
critères. Une solution consiste à chercher des optimisations à notre construction permettant de réduire
certaines dépendances. Nous avons par exemple déjà obtenu un critère portant sur la nature des inva-
riants locaux à la transition permettant d’éviter la construction de certaines copies d’événements. Ceci
permet, à moindre coût, de réduire la taille de notre dépliage en évitant certaines redondances.

Si au contraire l’objectif de la construction du dépliage est, par exemple, la vérification d’une
propriété d’accessibilité ou de sûreté, alors il peut être judicieux d’introduire des approximations dans
notre construction. Nous avons utilisé des abstractions pour les gardes diagonales dans le chapitre 6
afin d’éviter un calcul précis qui aurait été trop coûteux. Ceci permet alors l’utilisation de l’approche
« CEGAR » pour la construction du dépliage. Il est même envisageable d’utiliser l’optimisation in-
troduite dans [HJMS02] consistant à réutiliser autant que possible les objets déjà construits lors des
approximations précédentes. Au lieu de construire un dépliage représentant exactement l’ensemble
des configurations accessibles, il peut être suffisant d’être précis seulement pour certains automates
du réseau par exemple. Notons enfin que cette méthode pourrait également être appliquée pour la
construction de dépliages de systèmes non temporisés.

Implémentabilité. L’approche fondée sur la sémantiqueAASAP nécessite de développer de nou-
veaux algorithmes de vérification puisque la sémantique estmodifiée. D’après les résultats obtenus,
les nouveaux problèmes de vérification ont une complexité semblable à celle des problèmes associés
à la sémantique classique. Au contraire, l’approche fondéesur la modélisation [AT05] peut réutiliser
les travaux existants pour la sémantique classique mais la modélisation explicite de la plate-forme
rend les problèmes de vérification plus complexes. Il seraitintéressant de dégager des conditions
syntaxiques ou sémantiques, facilement décidables, qui assureraient le transfert de propriétés de la
sémantique classique à la sémantiqueAASAP. Ce critère permettrait de combiner les avantages des
deux approches, des problèmes de complexité raisonnable etle bénéfice des travaux existants.
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