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Fiche de TD no 1 : maths et algébre relationnelle
Soit f : A — B une fonction entre deux ensembles. For « C A et 5 C B,

fYB):={acA|f(a) € B}, (image inverse),
Jd¢(a) :={beB|Jac o, fla)=b}, (image directe).
Les images directe et inverse des fonctions satisfont ces propriétés : pour f: A — B et g: B — C deux
fonctions, on a :
1. dgoy = dg 0 g,
(gof)™t=flog™,
dy et f~! sont croissantes !,
J¢(a) C B ssia C f71(B), pour tout a« C A et B C B,
ffl(UZ-E] Bi) = User LB et ffl(ﬂiel Bi) = Nicr f7X(B:), pour toute collection {3; C B i€ I},
Fr(User i) = User 3r (i) et Fp(Mier i) € Nier 37 (u), pour toute collection {a; C A |ie T},
proposez A, B, f: A — B et une collection {a; C A|i €I} tels que [;c;3r(as) € Ip(Nier i)

N otk N

Exercice 1. (A faire chez vous.) Vérifiez les propriétés listées ci-dessus de I'image inverse et de I'image
directe.

Dans la suite, nous allons considérer deux ensembles A et D. On pense & A comme un ensemble de noms de
colonne et & D comme & un domaine (ensemble de valeurs). D sera un domaine unique, commun & toutes
les relations/tables et a leurs colonnes.

Nous utiliserons la notation DX pour I'ensemble des fonctions de X vers D. On pense & une tuple comme
une fonction ¢t : @« — D, ot « C A. On a donc ¢t € D*.

Définition. Une relation (ou table, non-nommeée) est un couple (a, R) ot w C A et R C D*.

Dans une relation (a, R), « est le schéma—ou « header »—de la relation, c’est-a-dire, 'ensemble des noms
de ses colonnes, et R est ’ensemble des ses tuples.

Question 2. Supposons D = A =N, a ={0,1,2}. Representez sous forme de table la relation («,{ f,g})
ou f(x) =542 mod 2 et g(x) =6+ mod 3.

Solution.
1
110 1
112

O

Pour 3 C av et t € D®, nous utiliserons ¢ [g pour denoter la restriction® de la fonction ¢ au sous-ensemble /3
du domaine « de t. Donc, pour t € D% et B C o, t[g€ DP.

Question 3. Pour 3 C «, quel est le codomaine de la correspondance ¢ +— t [g 7 Et son domaine 7 Quels sont
les domaines et codomaines des images directe et inverse de cette fonction ?

Solution. Pour 8 C a, soit ¢ cette correspondance. (on a donc, pour t € D®, wg‘(t) =t[g). Le domaine
(’ensemble des argument de cette fonction) de ¥j est Uensemble de tuples dont le colonnes sont «; nous avons

1. Une fonction est croissante—ou monotone, en anglais—si elle préserve les inclusions.

2. Attention : on utilise ici le jargon du matheux, non celui de 'informaticien. On parle ici de restriction d’une fonction &
un sous-ensemble de son domaine, non pas de restriction d’une table a4 un sous-ensemble de tuples satisfaisants une condition
logique (clause WHERE de sql).
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dénoté cet ensemble par D®. Le codomaine (I’ensemble des valeur retournés par la fonction) est I’ensemble
de tuples dont le colonnes sont 3, ¢’est-a-dire D?.
On a donc

O
Considérons une table («, R) et soit 8 C «. La projection peut se définir ainsi :
HQ(Q,R) = (5,{t fﬁ‘ te R})
Question 4. Quel est la relation entre la définition donnée ci-dessus et les opérateurs 3¢, f~17?
Solution. Si on regarde bien la definition, on a
Hg(a, R) = (,8, ng(R)) .
O
Posons, par la suite,
(al,Rl) < (O[Q,RQ) ssi ag C oy et {t [ag‘ t e R1} C Ry. (1)

Exercice 5. Argumentez que < ainsi défini est une relation d’ordre (réflexive, transitive, antisymétrique)
sur les relations. Est ce qu’il existe une plus petite relation 7 Et une plus grande relation ? Decrivez-les.

Exercice 6. Dessinez le diagramme de Hasse de cet ordre avec A ={a,b} et D = {*}.

{al}{< >2}{ H
{al}@ {CLQ}@
wz}{/

({a1,a2},0)

Solution. Voici :

S

On remarque que 'on retrouve un ensemble ordonné isomorphe a une algébre de Boole avec trois atomes
(ensemble des parties de {1,2,3}). O

Définition. La réunion interne de deux relations («y, R;), i = 1,2, se définit ainsi :

(aly Rl) V (()52, R2> = Hoqﬂaz(al; Rl) U Hoqﬁocg (@2, RQ) .
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Exercice 7. Montrez que (a1, R1)V (a2, R2) est la borne sup de 'ensemble { (a1, R1), («2, R2) }, par rapport
a lordre sur les relations défini en (1).

Solution. Observons que :

(Oq,Rl) V (OQ,RQ) = (041 N oo, 3 (Rl) @] Hwﬂq (RQ) ) .

1
walﬁa2 aNag

Nous allons montrer que ’expression sur la droite donne une borne sup de 'ensemble { (o, R;) | i = 1,2}
par rapport a 'ordre défini en (1).
Observons d’abord que

a1 Nag C o
et

{t ra1ﬂa2| t e RZ} = Hwai (Rl) C Hwal (Rl) U aw% (Rg) ,

a1Nag a]Nag a]Nag

car 'image directe préserve les inclusions.

Soit (7, S) un majorant de 'ensemble { (a;, R;) | i = 1,2 }, montrons que (a1, R1) V (ag, R2) < (v, S).

On a donc (pf)ur. i=1,2)yCaq,et Hw?’(Ri> C S. Par conséquent, v C a1 Nao et El,lpf::l (R1) U3¢$2 (Ry) C S.
Nous avons ainsi

Bgiren By, (B Uiz, () = 3 Gy (1) Ui (B ()
= 315?(1 (Rl) U wa;z (RQ) csS,
car, pour ¢ = 1,2,

(Fygaeea) o Fyar ) = ez jo(yit g, ) = Jugi -

ajNag ajNasg

O

Exercice 8. Donnez une définition formelle de la jointure naturelle en utilisant I'image inverse de la restric-
tion et 'intersection :

(Oél,Rl) X (OéQ,RQ) =...

Solution.

(a1, R1) ™ (ag, Re) = (a1 Uag, {t|tla, € Ry} N{t[t]a,€ R2})
= (a1 U, ($217°2) 7 (Ry) N (¥519*2) 7 (Ry)) .

]

Exercice 9. Montrez que (aq, R1) X (ag, R2) est la borne inf de 'ensemble { (a1, R1), (a2, R2) }, par rapport
a Dordre sur les relations défini en (1).

Un treillis est un ensemble ordonné P tel que, pour tout couple x,y € P la borne inf x A y et la borne sup
x V y existent dans P. On a donc vu que ensemble des relations sur A et D (avec l'ordre défini en (1)) est
un treillis.

Exercice 10. Montrez que le treillis des relations sur A et D ne satisfait pas la loi distributive

zA(y1Vyz) = (@ Ay) AT Ay2).

Idée : avec avec A = {a,b,c} et D ={0,1}, considérez
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x y1 |a|b Y2 c
111 01 110
Solution.
T AY; a alb|c
(x Ay1) V(zAy2) ‘
y1 V2 A (y1Vy2) c
1|1

O

Exercice 11. Considérez un ensemble partiellement ordonné (P, <) tel que, pour tout sous-ensemble X C P,

la borne inf A X existe. Montrez que

est la borne sup de X C P.

MNMyeP|vzeX, z<y}



