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Introduction |

@ Le A-calcul est une théorie logique des fonctions
(calculables).

@ Développée autour des année 1930 par Alonzo Church.

@ Théorie autant puissante que celle des machines de
Turing.

@ On peut considérer le A-calcul comme le noyau du noyau

de Haskell et de tout autre langage de programmation
fonctionnel.
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Introduction Il

Deux opérateurs principaux :

@ Application : opérateur binaire (le plus prioritaire, associatif
a gauche), noté par la juxtaposition (comme en Haskell) :

fa

on applique la fonction f a 'argument a (qui, dans le
A-calcul, est en effet lui méme une fonction).

@ Abstraction : opérateur binaire
Ax.c(x)

la fonction x — ¢(x), en maths, ou \x -> c(x) en Haskell.
On dit que

» x est le parametre formel de la fonction, et

» c(x) est le corps de la fonction.
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Les A-termes

Lensemble des A-termes (ou expressions) est défini par la
grammaire :

T:=x|TT|Ax.T
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Les A-termes

Lensemble des A-termes (ou expressions) est défini par la
grammaire :

T:=x|TT|Ax.T

Exemple. Les suivants sont des A-termes :

Ax.xx, (Ax.(xx))y, ...

ts application;;
Un A-terme de la forme est appelé
Ax.t abstraction .
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B -réduction

On appelle redex un A-terme de la forme

(Ax.t)s,

i.e. une application dont 'opérande gauche est une abstraction.

Loi fondamentale du A-calcul :

(Ax.t) s —p t[s/X]

La fonction A x.t appliquée a son argument s,
s’évalue a t, le corps de la fonction,
avec le parametre formel x remplacé par I'argument s.
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Evaluation

Pour evaluer un A-terme :
@ on choisit un sous-terme qui est un redex;
@ on lui applique la B-réduction;

@ on itére ce processus jusqu’a ce que on ne trouve plus de
redexes.

Exemple :

(Ax.(Ay.xy) z) w~~p
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Pour evaluer un A-terme :
@ on choisit un sous-terme qui est un redex;
@ on lui applique la B-réduction;
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Evaluation I

Définition formelle d’'une étape d’évaluation :

(Ax.t) s ~p t[s/x], (B-réduction)
ts~pt's, sit~pt,
ts~pts, sis~p 8,

AX.t~pg AX.E, sit~pt'.
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Evaluation I

Définition formelle d’'une étape d’évaluation :

(Ax.t) s ~p t[s/x], (B-réduction)
ts~pt's, sit~pt,
ts~pts, sis~p 8,
AX.t~pg AX.E, sit~pt'.
Definition

Un A-terme t est un valeur s’il n’existe pas un autre A-terme s
tel que t ~p s.

Exemple. Une variable x est un valeur.
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Notation
On pose :
t«ﬂﬁ S,
s’il existe une suite

t=l~pgty~p...th1~pglh=S.

11/29



Notation
On pose :
t~op S,
s’il existe une suite
t=tlo~pt~p ...t ~plh=S5.
On pose :
t~p S,

s'il existe n> 0 tel que t ~5 s.
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Exemple : encodage de Church des nombres naturels

N

SUCC = An.Af.Ax.f(nfx)
PLUS = Am.AnAf.Ax.mf(nfx)
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Exemples

SUCC 1 =
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Exemples

SUCC 1 =AnAfAx.f(nfx) AfAx.fx
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Exemples

SUCC 1 =AnAfAx.f(nfx) Af.Ax.fx
vop AFAXF((AFAXFX)FX)
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Exemples

SUCC 1=AnAfAx.f(nfx) Af.AX.fx
~g AFAXF((AF.AX.TX)FX)
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Exemples

SUCC 1 =2AnAfAx.f(nfx) AfAx.fx
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Exemples
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Exemples

SUCC 1 =2AnAfAx.f(nfx) AfAx.fx
g AFAXF((AFAX.FX)FX)
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~g AFAXF(fX)
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Exemples

SUCC 1 =2AnAfAx.f(nfx) AfAx.fx
g AFAXF((AFAX.FX)FX)
g AFAXF((Ax.FX)X)

~p AFAXF(fX) =2,
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Exemples

succe 1

PLUS 1 1

=AnAfAx.f(nfx) Af.Ax.fx
~g AFAXF((AF.AXx.fX)FX)
~g AFAXF((AX.TX)X)

~p AFAXF(fX) =2,
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Exemples
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Exemples

succ 1

PLUS 11

=AnAfAx.f(nfx) Af.Ax.fx
g AFAXF((AF.AX.TX)FX)
~og AFAXF((Ax.fX)X)

~p AFAXF(FX) =2,

=AmAnAfAx.mf(nfx) AfAx.fx Af.AXx.fx
g ANAFAX(AFAXEX)F(nfx) Af.AX.fx
~g ANAFAX (Ax.fx)(nfx)Af.Ax.fx
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Exemples

succ 1

PLUS 11

=AnAfAx.f(nfx) Af.Ax.fx
g AFAXF((AF.AX.TX)FX)
~og AFAXF((Ax.fX)X)
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3»,3 AfAx.(Ax.fx)(fx)
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Exemples

succ 1

PLUS 11

=AnAfAx.f(nfx) Af.Ax.fx
g AFAXF((AF.AX.TX)FX)
~og AFAXF((Ax.fX)X)

~p AFAXF(FX) =2,

=AmAnAfAx.mf(nfx) AfAx.fx Af.AXx.fx
g ANAFAX(AFAXEX)F(nfx) Af.AX.fx
g ANAFAX (Ax.Fx)(nfx)Af.Ax.fx

g AFAX(AX.FX)(AfAX.fxTX)

2 MEAX.(AX.FX)(FX)

g AfAXF(fXx)=2.
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Des théoremes

Théoréme
Une fonction
f:N——N

est calculable par une machine de Turing si et seulement si il
existe un A-terme t tel que

th~sg M,  pour tous entiers n et m tels que f(n) = m.
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Variables libres et variables liées

Variable libres (Free) :

FV(x) = {x},
FV(t s) = FV(t) UFV(s),
FV(Ax.t) = FV(£)\ {x}.

Variables liées (Bound) :

BV(x)=0,
BV(ts) =BV(t)UBV(s),
BV(Ax.t)=BV(H)u{x}.
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Substitution (1)

r, si x=y,;

xlr/yl= {* RS
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Substitution (1)

r, si x=y,;

xlr/yl= {X’ RS

(ts)[r/yl=tlr/yl slr/yl;
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Substitution (1)

_Jx, st x#y,
x[r/y]{r) si x=y;
(ts)lr/yl=tr/ylslr/yl:

AX.t, six=y,

Ax.D[r/y]= {Ax.(t[r/y]% Si X #Yy (xxx).
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Substitution (1)

x[r/y] = {X sbox#Y,

r,7 si x=y;
(ts)lr/yl=tlr/y]slr/yl;

Ax.t, six=y,
AX.(tr/yl), six#y (x%x).

(=) : Cette regle s’applique sous la contrainte

BV(Ax.t)NFV(r) =0,

(Ax.0)[r/y] —{

pour éviter le « variable capture », c’est-a-dire qu’une variable libre
dans r devient liée aprés substitution—comme par exemple dans :

(Ax.xy)[x/y] L Axxx.
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o-équivalence

La substitution est partiellement définie :
comment définir (Ax.(xy))[x/y]?
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On peut répondre en déclarant équivalentes les abstractions par
rapport a variables différentes (invariance d’'une fonction par rapport
aux parametres formels). Par exemple :
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o-équivalence
La substitution est partiellement définie :
comment définir (Ax.(xy))[x/y]?

On peut répondre en déclarant équivalentes les abstractions par
rapport a variables différentes (invariance d’'une fonction par rapport
aux parameétres formels). Par exemple :

AX.XYy ~Az.zy (mais Ax.xy £ Ay.yy).

Regle générale :

X ~a X,
t~gt et s~y s implique ts~gt' s,
t~ot et zg FV(Y)UBV(t) implique Ax.t~qAz.t[z/X].

Si t ~q s, alors on dit que t et s sont a-équivalentes,
ou bien que s est une «-variante de t.
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Substitution (1)

A/l = {X’ A

r, si x=y,;

(ts)r/yl=tlr/yl slr/yl;
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Substitution (1)
wonfr 317

(ts)lr/yl=tr/ylslr/yl:
AX.t, six=y,

Ax.(t[r/y]), six#yetBV(Ax.t)NFV(r)=0,
(Ax-0)[r/y] =
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Substitution (1)

[/ = {X’ A

r, si x=y,;

(ts)r/yl=tlr/yl slr/yl;

AX.t, six=y,
Ax.(t[r/y]), six#yetBV(Ax.t)NFV(r)=0,
Ax.D[r/yl=< v ) sinon,
Vg AXGE

4
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Substitution (1)

A/l = {X’ A

r, si x=y,;

(ts)r/yl=tlr/yl slr/yl;

AX.t, six=y,
Ax.(t[r/y]), six#yetBV(Ax.t)NFV(r)=0,
Ax.D[r/yl=< v ) sinon,
Vg AXGE
v

Exemple : Ax.xy ~q Az.zy, donc :

(Axxy)x/yl = (Az.zy)Ix/y] = Az.(2[x/yly[x/y]) = Az.2x.
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Non déterminisme

Lévaluation (B-réduction en contexte) n’est pas déterministe.

Par exemple
(Ay.wy)z
%
(Ax.(Ay.xy)z)w
W

(Ax.xz)w
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Confluence du A -calcul

Theorem
Soient ty, 1, t, trois A-termes tels que to ~p t et ty ~p b.
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Confluence du A -calcul

Theorem

Soient ty, 1, t, trois A-termes tels que to ~p t et ty ~p b.

Il existe alors un A-terme t; tel que t; ~p t3 et f3 ~g t3.

2]

Corollary

Soient ty, 1, t, trois A-termes tels que to ~p ty ety ~p b.
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Confluence du A -calcul

Theorem
Soient ty, 1, t, trois A-termes tels que to ~p t et ty ~p b.
Il existe alors un A-terme t; tel que t; ~p t3 et f3 ~g t3.

2]

Corollary
Soient ty, 1, t, trois A-termes tels que to ~p ty ety ~p b.
Sity ett, sont des valeurs, alors t; = t>.
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Un A -terme un peu bizarre

Soit
® = (Ax.xx)(Ax.XX)

Il nexiste aucun valeur t tel que @ ~g t.
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Comment rendre I'évaluation deterministe ?

Definition
Soit t un A-terme. Un redex de t est un sous-terme t' de t de la forme

t =(Ax.s)r.
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Comment rendre I'évaluation deterministe ?
Definition
Soit t un A-terme. Un redex de t est un sous-terme t' de t de la forme

t =(Ax.s)r.

Réduire un redex : substituer un tel t’ par s[r/x] dans t.
Par exemple, dans

t=(Ax.(Ayxy)z) w
nous avons deux redexes :

1. le A-terme t lui-méme :
(Ax.(Ay.xy)z) w
2. le sous-terme t' = (Ay.xy)z :

(Ay.xy) z.
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Dans un méme A-terme, deux redexes peuvent étre :
1. I'un plus extérieur (resp. plus intérieur) que I'autre.

(Ax.(Ay.xy)z) w estplus exterieur que (1y.xy) z;
2. I'un plus a gauche que l'autre. Dans
(Ag-Ax.gx)h((Ay.fy)z),

(Lg.Ax.gx)h estplusagaucheque (Ay.fy)z.
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Les strategies d’évaluation

Ordre applicatif (évaluation par I'intérieur) : le redex le plus a
lintérieur, le plus a gauche est réduit.

Ordre normal (évaluation par I'extérieur) : le redex le plus a
I'extérieur, le plus a gauche est réduit.
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Les strategies d’évaluation

Ordre applicatif (évaluation par I'intérieur) : le redex le plus a
lintérieur, le plus a gauche est réduit.

Ordre normal (évaluation par I'extérieur) : le redex le plus a
I'extérieur, le plus a gauche est réduit.

Exemple :
(Ax.(Ay.xy)z) w ~p ...
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Call by name : comme pour I'ordre normal, mais pas de
réduction sous une abstraction.

Call by need (évaluation paresseuse) : comme pour I'ordre
normal, mais en utilisant le partage.

Call by value : seulement les redexes extérieurs sont réduits,
une fois que I'argument a été réduit a un valeur.

C’est-a-dire : comme pour I'ordre applicatif, mais
pas de réduction sous une abstraction.
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