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Continuation en theése : possible

Contexte. Le p-calcul propositionnel étend la logique (multimodale) K avec
des opérateurs de plus petit et de plus grand point-fixe y and v. La grammaire
pour construire les formules du p-calcul est la suivante :

p=pl-pla[T[oAd[lal¢|L|oVe|{a)¢|pad|ved.

Etant donnée une formule ¢ du p-calcul contenant la variable x en position
positive, on définit, pour tout modele M = (S, R,v), la correspondance ¢
comme suit :

dMm(X) = [D]mix/a) -

On se demande & quelle vitesse une telle fonction (qui est en fait croissante, ou
monotone) peut converger a son plus petit point-fixe. C’est-a-dire, si on pose

O (0) = da (34 (0))

P 0) = U ¢ﬁ4(@) , quand 3 est un ordianl limite,
B<La

on dit que ¢ ¢ converge & son plus petit point-fixe en « etapes si . = ¢4 (0).
On dit qu'un ordinal « est I'ordinal de cléture de ¢(z) ssi

L. p.dpam = ¢%4(0), pour tout modele M. C’est-a-dire, ¢ converge a son
plus petit point fixe toujours en au plus « étapes.

2. Il existe un modele M tel que, pour tout 8 < «, l'inclusion
s (0) C 1 (D)

est stricte. Donc, dans ce modele, ¢ ¢ converge a son plus petit point-fixe
en exactement o étapes.
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Quels sont les ordinaux de cléture des formules du p-caleul ? Czarnecki [3]
a montré que tout ordinal strictement plus petit que w? est ordinal de cléture
d’une formule du p-calcul. Plus tard, Afshari et Leigh [I] ont montré, que si on
se restreint aux formules ne contenant pas de plus grand point-fixes, alors les
ordinaux plus petit que w? sont les seuls ordinaux de cloture possibles.

Nous avons récemment montré qu’aussi le plus petit ordinal non dénombrable
est un ordinal de cloture et que les ordinaux de cloture sont fermés par rapport a
Padditioin ordinale (voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_ordinal).
Cette découverte relance la question de caractériser les ordinaux de cléture des
formules du p-calcul.

Travail. L’étudiant se familiarisera d’abord avec la la théorie du p-calcul [2]
par exemple], ainsi qu’avec les travaux pertinents [3] [IJ.

A la suite, on essayera de comprendre si les outils de [I] peuvent étre d’aide
pour montrer que les ordinaux construit & partir de 0, 1, w (le premier ordi-
nal infini) et ©Q (le premier ordinal non dénombrable) en utilisant I'opération
d’addition sont les seuls ordinaux de cloture de formules du p-calcul.

Les outils de [I], treés fins, reposent sur la notion de tableau. Il s’agit d’une
notion tres proche a celle de preuve dans un systéeme logique, mais & la fois
portant sur une analogie avec la notion d’automate. En fait, ’argumentaire de
[1] semble étre rien d’autre qu'un lemme de pompage, importé a la logique de
la théorie des automates.
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