Master 2 Informatique Fondamentale Logique non classiques, p. 1

Collection d’exos relatifs au cours 3

Exercice 1. Rappelez vous que Bs.¢ denote 'algébre de Boole des ensembles finis et confinis et que ’ensemble
des ultrafiltres de Bscs est

{FnlneNYU{fo}
ou
fn={aCN|neca} et f,={aCN|aestcofini }.

Nous pouvons étendre Bgcs a une algébre modale, en posant

{Ya) = {a si « est fini,

aU{0} sia est cofini.

Le but de I'exercice est de caractériser la relation binaire R sur les ultrafiltres correspondant a cet opérateur
modal :

fRgssi[]7'fCg, avec []7'f={a€B:l[lacf}.

Question 1.1. Donnez une caractérisation explicite de 'opérateur de nécessité [ [(a) = ({ )(a®))c.
Question 1.2. Montrez que
fRg ssi (i) Ve fini, o\ {0} € f implique o € g
et
(74) Vo cofini, a € f implique o € g.

Question 1.3. Montrez que pour 7 # 0 f; Rg ssi g = f; et que foRg ssi g = fo ou g = f,.

Exercice 2. Prouvez les propositions suivantes :

1. sitg ¢ <> ¢ etbg <, alors g ¢ N < ¢/ N
sitg ¢ <> ¢ et b <, alors g ¢V Y+ ¢ V.
st kg @ < Y alors Fg —¢ < —).
sitr ¢ <> alors b ( Yo < ( ).

- W

Exercice 3. Montrez que, pour i = 1, 2, la régle suivante

¢ P2 .
" AElim

i
est admissible.

Exercice 4. Soit x la formule ( Yo A ] — ( )(d A ).
1. Montrez que M, s |= x, pour tout M et s € M (c’est-a-dire x est une tautologie).
2. Montrez que Fx x.
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Exercice 5. Soit M le modéle canonique de la logique K. C’est-a-dire, M = (U (Lyng), R, v), ou
— Lyng est 'algébre modale de Lyndenbaum et U (Lyny) est 'ensemble de ses ultrafiltres,
— fRgssi [ |7 Cog,

— v(@) ={feULyng) | [z] € F}.
Montrez que pour toute formule ¢ on a

M, f I ¢ ssi[g] €F.

(Utilisez I'induction sur la structure des formules).

Exercice 6. Soient A et B deux algébres modales. Un homomorphisme de A vers B est une fonction
f:A— B telle que :

Question 6.1. Montrez que si f : A — B est un homomorphisme, alors on a aussi

f(L)y=1, flzvy) = f(z)V fy)
f(O)z)=( ) f(z).

Un plongement de A dans B est un homomorphisme injectif de A vers B. On dit que A se plonge dans B
s’il existe un plongement de A vers B.
Une sous-algeébre de B est un sous-ensemble C' C B tel que T € C et C est fermé sous les opérations A, =, [ .

Question 6.2. Montrez si C est un sous-algebre de B, alors C' est aussi ferme sous les opérations V,( ),
de facon que C est lui meme une algébre modale et que la fonction qui envoie ¢ € C vers ¢ € B est un
plongement.

Un isomorphisme de A vers B est un homomorphisme bijectif de A vers B. On dit que A est isomorphe a
B ¢’il existe un isomorphisme de A vers B.

Question 6.3. Montrez que A se plonge dans B si et seulement si A est isomorphe a une sous-algébre de B.

Question 6.4. Argumentez que toute algébre modale est isomorphe & une sous-algébre d’une algébre de la
forme F¥, ou F est un frame. Rappel : si F = (S, R) alors F¥ est

(P(S),S,n,0,u,(—), f) avec f(a)={s€ S|3s' €atq. sRs}.



