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Calcul propositionnel — syntaxe et sémantique
SYNTAXE

Exercice 1.1. Considérez les formules du calcul propositionnel suivantes :

¢1:= rV(p=((Ag) = —r));
¢2:= pA(rA((—g) = —p));
¢3:= ((qV-p)= (=qV-p)) A ((-—gV-p)=(-pVq)).

Pour chaque formule ¢; € { @1, 02,03 }
1. dessinez son arbre syntaxique;
2. énumérez ses sous-formules;

3. énumérez les symboles propositionnels ayant une occurrence dans ¢;.
SEMANTIQUE

Exercice 1.2. 1. Quelles sont les valuations qui donnent méme valeura pAgetp=q?
2. Enumérez les modeles de la formule (p Ag) < (p = q).

3. Est ce que cette formule est (in)satisfaisable, valide ?

Exercice 1.3. On considere les formules ¢ = pA(—g= (¢=p)) ety =(pVq) < (-pV—q).
1. Soit v une valuation. Déterminer, si possible, v(¢) et v(y) dans chacun des quatre cas suivants :
(a) onsaitquev(p) =0etv(g) =1;
(b) on sait que v(p) =0;
(c) onsaitque v(g) =1;
(d) on ne sait rien sur v(p) et v(q).
2. Ces deux formules sont-elles satisfaisables ? Des tautologies ?

3. L’ensemble {¢, y} est-il consistant ? C’est-a-dire, existe t’il une valuation telle que v(¢@) =v(y) =17?

Exercice 1.4. Une formule ¢ est dite contingente lorsqu’elle est satisfaisable et non une tautologie. Dire si les
formules suivantes sont insatisfiables, contingentes, ou encore des tautologies :

l. (p=q)=p

2. p=(g=0p)

3. (phg) & (p=—9q)

4. (V@GN (=pV @) AN(=gV p) AN (=pA=gAT) A (=1 Vs)

Exercice 1.5. Soit ¢ une formule du calcul propositionnel.
1. Que peut-on dire de mod(¢) lorsque ¢ est contingente ?
2. Soient ¢ et ¥ deux formules propositionnelles. Que pensez-vous des affirmations suivantes :
(a) si @ est contingente, alors —¢ I’est également ;
(b) si @ et y sont contingentes, alors ¢ V ¥ et @ A y sont contingentes ;
(c) si @V y estinsatisfiable alors ¢ et y sont insatisfiables ;
(d) si @V y est une tautologie alors @ et ¥ sont des tautologies.

(e) si @V y estune tautologie alors @ est une tautologie, ou Y est une tautologie.



Exercice 1.6. Montrez qu’une formule @ est une tautologie si et seulement si —¢ n’est pas satisfaisable. On suppose
donné un algorithme qui vérifier si une formule est une tautologie ; construire un autre algorithme pour vérifier si une

formule est satisfaisable.

Exercice 1.7. Proposez une formule ¢ ayant la table de vérité suivante :

—_—_—_—_0 O O O

_——_= 0O O = = O O

—_ O = O = O = O

Exercice 1.8. Dans cet exercice, on identifie I’ensemble {0, 1} au corps Z/27Z.

1. Exprimer les opérations + et X a 1’aide des connecteurs A,V, —;

2. Exprimer les connecteurs A,V,— a 1’aide des opérations + et X ;

3. Montrer qu’a toute formule propositionnelle ¢ dont les variables sont gy, . .. g,, on peut associer un polynéme
a nindéterminées P tel que ¢ = P(ay,...,a,), et tel que, pour toute valuation v, on av(@) =P(v(q1),...,v(qn)).

4. En déduire une méthode pour déterminer si deux formules sont logiquement équivalentes, ou si une formule

est une tautologie.

Exercice 1.9. Prouvez les équivalences logiques suivantes :

PAY=YAQ
PAWIAY) = (@AYI) A Y2
TAP=0ANT =0
PAP=¢
PA(PVY) =0
ONL=1l Np=L
PAWIVYR) = (@A) V(QAY)
OA-Q=—-0NQ =1
Q=@
~(QAY)=-0V -y
P=>Y=20VYy=—(9pAY)
P=>yY=y= 9
0= (2= ¢3) = (P A @2) = @3

OVY=yVe
oV (yiVy) = (V) Vi,
1lveo=oV1l=9¢

(Commutativité)
(Associativité)

(Elements neutres)

OVO=0 (Idempotence)
oV(pAYy)=0 (Absorption)
OVT=TVe=T (Elément absorbant)

PV (YiAy) = (eVyi)A(QVyn) (Distributivité)
OV =—-0pVOo=T (Complément)
(Involution)

—(eVY)=-9A-y (Lois de De Morgan)

(Implication matérielle)
(Contraposition)

(Curryfication)



