Chapitre 3

Calcul des prédicats

3.1 Introduction

Le calcul des propositions est bien trop limité pour décrire des situations réelles. En effet il ne
permet que de décrire des phrases dont la vérité ne dépend pas des individus (par exemple « Il
pleut ») ; il ne peut pas représenter des phrases qui mettent en jeu des individus ou des objets (par
exemple « Si x est le pére de y et si z est le pére de x alors z est un grand-pére de y » ou « Tout
individu a un pére »).

Le calcul des prédicats (ou Logique du Premier Ordre) permet d’exprimer de telles relations
entre individus, il est donc bien plus riche que le calcul propositionnel. En premier lieux, il contient
des individus (ou entités) (donnés par des symboles de variables x, y, z, .. .). Il contient des fonctions
(f,g,---,8,...) permettant de transformer des entités en autres entités (par exemple la fonction qui
associe une personne a son pére), et des relations (..., P,Q, R, ...) permettant de lier les individus
entre eux.

Les relations appliquées aux entités (par exemple R(z, f(y))) peuvent étre évaluées a vrai ou
faux (selon les valeurs attribuées aux entités, aux fonctions et aux relations) et servent de briques de
base a un langage du premier ordre obtenu a 1’aide des connecteurs logiques du calcul propositionnel
et de deux autres connecteurs appelés quantificateurs.

Le calcul des prédicats est donc trés similaire & celui des propositions. On aura des formules
définies inductivement & partir des symboles de prédicats et de fonctions. On les interprétera dans
divers mondes possibles et alors elles deviendront vraies ou fausses. On aura également un systéme
formel correct et complet pour démontrer ou réfuter des formules.

Il y a néanmoins une différence algorithmique importante : le calcul des prédicat est indécidable :
il est absolument impossible de vérifier qu'une formule est vraie pour toute interprétation. Ceci
vient du fait que les interprétations comportent en général une infinité d’individus, il est alors
difficile de vérifier que Vzy puisque x peut prendre une infinité de valeurs différentes.

3.2 Préliminaires

On rappelle ici les notions de bases sur les fonctions et relations.

3.2.1 Les fonctions

Etant donné un ensemble E, et n un entier positif, une fonction n-aire (ou d’arité n) sur F est
une fonction de E™ dans E. Une fonction n’est pas une forcément une application : elle peut étre
non définie pour certains éléments de E™, dans ce cas on dira que c’est une fonction partielle.

Exemple 3.1.

1. E=1{1,2,3} et f est la fonction binaire (d’arité 2) définie pour tout couple (a,b) € E? par :
— f(a,b)=1sia=1et b=2,
— fla,b)=2sia=2et b=3,
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— fla,b)=3sia=3etb=1,
— f(a,b) est indéfinie sinon (i.e., pour les couples (1,1),(2,2),(3,3)(3,2),(2,1),(1,3)).
2. E=Net f est la fonction d’arité 1 définie pour tout n € N par f(n) =n+ 1.

Une fonction d’arité 0 sur E est une constante ¢ € E.

3.2.2 Les relations

Etant donné un ensemble E, et n un entier positif, une relation n-aire (ou d’arité n) sur F est
un sous-ensemble de E™.

Exemple 3.2.
1. E={1,2,3} et R est la relation binaire (d’arité 2) définie par R = {(1,1),(2,2),(3,3)}.
2. E=Net S est la relation d’arité 2 définie par S = {(n,n+ 1) | n € N}.
3. E=1{1,2,3} et R est la relation unaire (d’arité 1) définie par R = {1, 2}.

Une relation d’arité 0 sur £ est un ensemble vide puisque c’est un sous-ensemble de E°.
Si R est une relation d’arité n, on note R(ay,...,ay) ssi (a1,...,a,) € R.

3.3 Un exemple

Avant d’en venir aux définitions formelles, considérons les formules suivantes :

v VaeVyVz(P(z,y) A Py, z)) = G(x, 2)

pp VeI P(y,z)

pc : VeIyG(y, z)

op :VaVzP(z, f(z)) = G(z,z)

¢r : (pc Npp) = pc.

Il est ici impossible de donner une valeur de vérité & toutes ces formules, et ce pour différentes
raisons :

— on ne sait pas dans quel ensemble D sont prises les valeurs x,y, z

— on ne connait pas la valeur de la fonction f: D — D

— on ne connait pas la valeur des relations P C D x D, et G C D x D

Il est donc nécessaire de choisir une interprétation pour évaluer ces formules. Toutefois, nous
verrons que c’est inutile pour la formule ¢r qui est vraie pour toute interprétation (c’est une
tautologie, ou un théoréme).

Considérons donc diverses interprétations de ces formules.

Q

3.3.1 Interprétation 1

Les individus sont les étres humains. La relation P(x,y) signifie que x est le pére de y. La
relation G(z,y) signifie que = est un grand-pére de y. La fonction f associe a un individu sa mére.

¢ signifie alors : pour tous étres humains z,y, z, si (z est le pére de y et y est le pére de z)
alors (z est un grand-pére de z).

@ p signifie : « pour tout individu z il existe un individu y tel que y est le pére de = » soit, plus
simplement, « tout individu a un pére ».

e signifie que « pour tout individu « il existe un individu y tel que y est le grand-pére de x »
soit, plus simplement, « tout individu a un grand-pére ».

wp dit que si z est le pére de la mére de x alors z est un grand pére de x.

Ces quatre formules sont vraies dans cette interprétation!.

L’implication ¢r : ((pa A ¢p) = @) est donc vraie dans cette interprétation.

On remarquera que les deux formules pp et pg sont loin de modéliser toutes les propriétés des
relations G et P. On n’a pas dit que « le pére de chaque individu est unique », ni qu’« un individu
x peut-étre le grand-pére d’un autre z sans qu’il existe un individu dont x soit le pére et qui soit
le pére de z » (le grand-pére maternel).

1. Sauf peut-étre ¢ p : soit il y a un premier homme et celui-ci n’a pas de pére, soit on se retrouve peu a peu, en
remontant ’évolution, & inclure dans le genre humains des singes, des poissons, des bactéries, ...
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3.3.2 Interprétation 2

Les individus sont trois points a, b, c. On interpréte les prédicats par les relations suivantes :

La relation P est vraie pour les couples (a,b), (b, ¢) et (¢, a) et fausse pour les autres. En d’autres
termes, P(a,b), P(b,c), P(c,a) sont vraies, et P(a,a), P(a,c), P(a,b), P(b,b), P(c,b), P(c,c) sont
fausses.

La relation G est vraie pour les couples (b,a), (¢,b) et (a,c) et fausse pour les autres.

La fonction f est définie par f(a) =a, f(b) =bet f(c) = a.

AN

En représentant a, b et ¢ par les points suivants, P(xz,y) signifie « = précéde immédiatement
y» et G(x,y) signifie « x suit immédiatement y ».

La formule ¢p signifie que tout point a un prédécesseur immeédiat, et elle vraie.

La formule ¢¢ signifie que pour tous points z, y, z, si © précéde immédiatement y et si y précéde
immédiatement z, alors z suit immédiatement z. Elle est également vraie.

Finalement la formule ¢ signifie que tout point a un successeur immeédiat ; elle est également
vraie.

L’implication ((¢p A pg) = @c¢) est donc vraie dans cette interprétation.

La formule ¢p signifie que pour tout z et pour tout x, si z précéde immédiatement f(z), alors
z suit immédiatement xz. Elle est donc fausse : ¢ précéde f(a) = a sans que ¢ suive immédiatement
a.

3.3.3 Interprétation 3

a — b
Les individus sont les quatre sommets a, b, ¢, d du graphe suivant : 7 +
d + ¢

P(x,y) signifie que x précéde immédiatement y sur le graphe.

G(z,y) signifie que z suit immédiatement y sur le graphe.

La formule ¢p signifie que tout point a un prédécesseur immeédiat, et elle vraie.

La formule ¢¢ signifie que pour tous points z, y, z, si © précéde immédiatement y et si y précéde
immédiatement z, alors x suit immédiatement z. Elle est fausse. Finalement la formule ¢ signifie
que tout point a un successeur immédiat. Elle est également vraie.

L’implication ((¢p A pg) = @c¢) est donc vraie dans cette interprétation.

3.3.4 Interprétation 4

Les individus sont encore les quatre sommets a, b, ¢,d du graphe précédent.

P(x,y) signifie que x précéde immédiatement y. G(z,y) signifie que pour aller de x & y on
rencontre exactement un point z différent de x et de y.

La formule pp signifie que tout point a un prédécesseur immeédiat, et elle vraie.

La formule ¢ signifie que pour tous points x, y, z, si x précéde immédiatement y et si y précéde
immeédiatement z, alors x suit immédiatement z. Elle est vraie.

Finalement la formule ¢¢ signifie que tout point a un successeur immédiat. Elle est également
vraie.

L’implication ((¢p A pg) = @c¢) est donc vraie dans cette interprétation.

3.3.5 Interprétation 5

Les individus sont les nombres entiers positifs.

P(z,y) signifie que x = y + 1. Par exemple P(5,4) est vraie, mais P(4,5) est fausse.

G(z,y) signifie que z = y 4 2. Par exemple P(6,4) est vraie, mais P(4,6) est fausse.

La formule ¢ p signifie alors que pour tout entier y, il existe un entier x tel que z =y + 1. Elle
est vraie.
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La formule ¢¢ signifie que pour tous entiers x,y,z, six =y+1let z=y+ 1 alors z = ¢ + 2.
Elle est vraie.

Finalement la formule (¢ signifie que pour tout entier x, il existe un entier z tel que z = x 4 2.
Elle est vraie.

L’implication ((¢p A pg) = C) est donc vraie dans cette interprétation.

3.3.6 Interprétation 6

Les individus sont les nombres entiers positifs.

P(z,y) signifie que y = 2 + 1. Par exemple P(4,5) est vraie, mais P(5,4) est fausse.

G(z,y) signifie que y = = + 2. Par exemple P(4,6) est vraie, mais P(6,4) est fausse.

La formule ¢ p signifie alors que pour tout entier y, il existe un entier x tel que y = = + 1. Elle
est fausse : pour y = 0 un tel entier positif n’existe pas.

La formule ¢ signifie que pour tous entiers z,y,z,siy =x+1et 2z =y + 1 alors z = x + 2.
Elle est vraie.

Finalement la formule o signifie que pour tout entier x, il existe un entier z tel que x = z 4 2.
Elle est fausse : pour x = 0 il n’existe pas de tel entier positif.

L’implication ((¢p A ¢g) = @c¢) est donc vraie dans cette interprétation.

3.3.7 Comparaison des interprétations

On est donc tout & fait libre d’interpréter les formules dans un « monde » de son choix, de
sorte que certains énoncés deviennent vrais ou faux. On remarque néanmoins que pour chacune
des interprétations considérées, I'implication ((pp A wa) = @) est vraie. Ce n’est pas un hasard,
cette formule est une tautologie du calcul des prédicats. Elle est vraie dans toute interprétation.

3.4 Expressions et formules

3.4.1 Les termes

Définition 3.3 (Signature). Une signature est un ensemble S de symboles muni d’une application
p: S — N, appelée arité.

On écrira une signature comme un ensemble liste de couples. Par exemple, { (f,2), (g,1), (h,0) }
est la signature dont les symboles sont f, g, h, d’arité 2,1 et 0, respectivement. Formellement, on
aicd S ={f,g,h}, p(f) =2, p(g) =1, p(h) = 0. Un symbole f € S tel que p(f) = 0 est appellé
constante.

Définition 3.4 (Termes). Etant donné une signature S et un ensemble X (de variables indivi-
duelles), ensemble T5(X) des termes est le plus petit ensemble tel que :

— 2 € Ts(X) pour toute variable z € X

— si feSestdarité n >0etsity,..., t, € Ts(X), alors f(t1,...,tn) € Ts(X).
C’est-a-dire qu'un terme est une expression formée & partir de X en utilisant les symboles de S de
sorte qu’un symbole f soit appliqué & un nombre de termes égal a p(f). En particulier, si f € S est
une constante, alors elle s’applique a une liste vide de termes : f() est un terme; pour simplifier la
notation, on écrit également f. Un terme est dit clos si il ne contient aucune variable.

Exemple 3.5. La signature de Parithmétique contient la constante 0, le symbole s d’arité 1 (qui
représente la fonction « successeur »), et les symboles + et x d’arité 2. On emploie la notation
S ={(0,0), (s, 1), (+,2), (x,2)} pour représenter cette signature. Ainsi, pour z,y € X, 'expression
+(x(s(s(0)), ), s(y)) (que nous nous autoriserons a écrire (s(s(0)) x z) + s(y)) est un terme de
Ts(X) qu’on peut représenter par ’arbre suivant :
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En fait, tout terme est un arbre a branchements finis. Leur hauteur (et donc leur taille) n’est par
contre pas bornée car, par exemple,

est un terme, pour tout n > 1.

Exemple 3.6. Le signature de la théorie des groupes est { (e, 0), (inv, 1), (x,2) }, ou * est I'opéra-

teur de composition et inv est Popérateur « inverse » qui est habituellement noté z 1.

3.4.2 Le langage

Définition 3.7 (Langage). Un langage (ou vocabulaire) du premier ordre est la donnée d’un couple
de signatures S = (S, S;) disjointes (i.e. avec S NS, = ).

On dit que :
— Les elements de St sont les symboles de fonction du langage.
— Les elements de S, sont les symboles de relation (ou de prédicat) du langage.

Remarque 3.8.
1. Rappelons qu’une constante est un symbole (de fonction) d’arité 0.

2. On considérera (sauf mention contraire) que chaque langage contient le symbole de relation
binaire = et un symbole de relation d’arité 0, L qui représentera le faux. Un langage contenant
le symbole binaire = sera appelé langage égalitaire.

3. Le role des relations et des fonctions est trés différent. Les fonctions et constantes seront
utilisés pour construire les termes (i.e., les objets du langage) tandis que les relations serviront
a construire des formules (i.e., des propriétés sur ces objets)
Par exemple 1+ 2 est un terme, il désigne un objet, tandis que 1+ 2 = 3 désigne une formule
logique.

Exemple 3.9.

1. Le langage £; de la théorie des groupes contient les symboles
— de constante : e;
— de fonction : * (binaire) et inv (unaire) ;
— de relation : = (binaire).

2. Le langage L5 de la théorie des ensembles contient les symboles
— de constante : & ;
— de fonction : N et U binaires, C' unaire (le complément) ;
— de relation : =, € et C, tous binaires. 2

2. En fait, en théorie des ensembles, seulement les symboles = et € sont considérés élémentaires. Les autres se
définissent a partir de ces deux.
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3.4.3 Les formules du calcul des prédicats

Etant donné un langage S = (S¢, S;), on construit les formules de la logique du premier ordre
en utilisant les connecteurs de la logique propositionnelle et deux quantificateurs : V et 3.

Les formules sont construites & partir des formules atomiques, qui sont elles mémes construites
a partir des termes. Une formule atomique est obtenue en appliquant un symbole de relation & des
termes.

On se fixe pour toute la suite un ensemble X = {z,x0,%1,...,Y,Y0,Y1,---52,20,21,---} de
variables.

Définition 3.10 (Formules atomiques). Soit S = (St, Sy) un langage, une formule atomique sur
S est une expression de la forme suivante :
— r(t1,...,t,) our €S, est d’arité n > 0 et t1,ta,...,t, € Ts,(X) sont des termes.

Définition 3.11 (Formules). Etant donné un langage S, 'ensemble F,,(S) des formules du premier
ordre sur S est le plus petit ensemble tel que :

1. toute formule atomique sur S appartient & Fpo(S),

2. sl @, 1 € Fpo(S) sont deux formules alors :
— P AP E FpolS),
T ¢V¢€fpo(8);
— =1 € FpolS),
— pE ‘FPO(S)’
3. si p € Fpo et x € X alors
— Yz € Fpo(S),
— Jzp € Fpo(S).

Exemple 3.12. Reprenons les langages de 'exemple 3.9 :

1. Dans L1, xxy=e, yxx =e, x =¢,y = e et y*xx = e sont des formules atomiques. Par
conséquent, VeIy((zxy =e) A (—(yxxz =¢€))) et Ve((x =€) VIy((-(y =€) A (y + = ¢)))
sont des formules.

2. Dans Lo, VaVy(z Ny = = (x = I Ny = &)) est une formule.

Remarquez que, comme pour les termes, les formules peuvent étre vues comme des arbres dont
les feuilles sont des formules atomiques et les noeuds sont les connecteurs et quantificateurs. Par
exemple, la formule

[((FzP(z)) = (R(f(y, ), 9(x)) V BzQ(g(x)))] A [(FyS(x, 9(y))) Vv P(h(y))] (3.1)

sera représentée de fagon unique par ’arbre suivant :
A
= V
Y

P(h(y))

/ /

x \Y, =

/

P(x) Jz R(f(y,x),9(x)) Sz 9(y))

— L

Q(g(x))
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3.4.4 QOccurrences libres et liées d’une variable

Lorsqu’une variable x appartient & une sous-formule précédée d’un quantificateur, Va ou dz
elle est dite liée par ce quantificateur. Si une variable n’est liée par aucun quantificateur, elle est
libre.

La distinction entre variable libre et variable liée est importante. Une variable liée ne posséde
pas d’identité propre et peut étre remplacée par n’importe quel autre nom de variable qui n’apparait
pas dans la formule. Ainsi, Jz(x < y) est identique & Jz(z < y) mais pas a Jz(z < z) et encore
moins a Jy(y < y).

L’ensemble des variables libres FV () (depuis 'anglais, free variable), et I’ensemble des variables
lices BV(¢p) (depuis I'anglais, bound variable)® d’une formule ¢ sont définis par induction sur la
structure de ¢ :

— si ¢ est une formule atomique, alors tout occurrence d’une variable x dans ¢ est libre :

FV(e) = Var(p) et BV(p) = @.

— si ¢ est Jxep ou Vaup, alors FV(p) = FV(¢) —{z} ; BV(¢) = BV(p)U{z} (et toute occurrence

de z libre dans ¢ devient liée dans ¢ par le quantificateur introduit) ;

— sl = @109y (ouo € {A,V,=1}) alors FV(¢) = FV(p1) UFV(p2), BV(p) = BV(p1) U

BV(p2);
— si p = 7, alors FV(p) = FV(¥) et BV(p) = BV(9).

Définition 3.13 (Formule close). Une formule ¢ est dite close ssi FV(p) = @.
Exemple 3.14. Une variable liée est attachée & une et une seule occurence d’un quantificateur

dans la formule : celui qui dans ’arbre est son ancétre le plus proche. Par exemple, considérons la
formule JzP(x) A VxQ(z). Les variables sont liées de la facon suivante :

dx

Exemple 3.15. Considérons la formule (3.1) et son arbre :

/ \v
/ N
3z Y% P(h(y))
-/ |

P(x) Jr R(f(y,),9(x)) S(x,9(v))

Q(g(x))

3. Nous ne pouvons pas utiliser un acronyme frangais, car on obtiendrait le méme acronyme pour les variables
libres et celles liées.
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Les variables liées sont celles qui sont le descendant d’'un quantificateur. Depuis ’exemple
precedent, nous observons qu’il peut bien etre le cas que FV(yp) N BV(yp) # @. Nous verrons par
la suite que les variables liées peuvent étre renommeée sans modifier la sémantique d’une formule,
ceci par exemple pour éviter les ambiguités. Ainsi, nous pourrons toujours supposer que FV(¢) N
BV(yp) = @. Par exemple, la formule précédente peut-étre renommeée de la fagon suivante :

/ \v
/ \ / \P(h(y))

La nouvelle formule est donc

{ [Fz1P(z1)] = [(F22Q(g(2))) V R(f(y,x),9(x))] } A (Bz3S(z,9(x3))) V P(h(y))]

3.5 Sémantique

Jusqu’ici nous nous sommes contentés de définir la syntaxe des langages. Les formules n’ont
encore aucune signification, en partie car nous n’avons pas donné de signification aux symboles des
langages. Une signature ne donne qu’un ensemble de symboles, sans en donner d’interprétation.

3.5.1 Structures et valuations

Notation 3.16. Si D est un ensemble, alors D™ dénotera le produit cartésien de D avec lui-méme
n-fois. C’est ’ensemble des tuplets de longueur n dont les éléments sont tous tirés de D. Soit :

D"=DxDx...xD:={(d1,ds,...,d)|d; € D,pouri=1,...,n}.
Gy —
n-fois

Remarque 3.17. Remarquez que nous pouvons donner un sens & I’ensemble D™ avec n =0 :

D% ={0}

En particulier, le lecteur observera que les fonctions f : D° — D sont en bijection avec les éléments
d € D (via I'évaluation f() = d € D). Nous allons donc identifier fonctions f : D° — D (elles sont
les fonctions constantes, qui ne dépendent pas de paramétres) et éléments d € D.

Pour donner une sémantique aux formules, il faut donc commencer par donner une signification
aux éléments de la signature du langage. On fait cela en associant une structure au langage.

Définition 3.18. Soit S = (S;,St) un langage. Une S-structure (ou interprétation) M est la
donnée d’'un ensemble Dy, et

(a) d’une relation RM C Dﬁ;R), pour chaque symbole de relation R € S; ;

(b) d’une fonction totale (application) fM : D%lf ) oD M, pour chaque symbole de fonction
fe St
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Remarque 3.19. A cause de la remarque 3.17, la clause (b) dans la définition d’une S-structure
peut se rephraser comme suit :

(b.1) d’un élément ¢™ de Dy, pour chaque symbole de constante (symbole de fonction d’arité
0) c € Ss,

(b.2) d’une fonction totale (application) fM : D/p\;f ) 4D M, pour chaque symbole de fonction
f € Ss, tel que p(f) > 1.

Exemple 3.20. Supposons que le langage soit composé de la constante o et de la fonction unaire
s. On peut choisir, par exemple, les structures suivantes :

1. Dy est I'ensemble des entiers naturels, 0™ est le nombre 0 et s™ est la fonction donnant le
successeur, c’est-a-dire sM(n) =n +1;

M

2. Dy est un ensemble de personnes, 0™ c’est Paul et s™ est la fonction donnant le pére d’une

personne.

Exemple 3.21. Supposons que S¢ = {(0,0),(s,1)} et Sy = {(Even, 1) }. Comme auparavant,
on peut choisir D est I'ensemble des entiers naturels, o™ est le nombre 0 et s™ est la fonction
donnant le successeur. Pour compléter la définition de S-structure nous pouvons poser

Even™ := {neN|nmod2=1}.

Bien que la S-structure ainsi définie puisse apparaitre bien drole (ou inappropriée), la définition
de cette structure n’est pas incorrecte : rien nous oblige a donner a un symbole une interprétation
par défaut.

La situation est assez différente quand le symbole d’égalité est parmi les symboles de relation.
Dans ce cas, on interprétera, par défaut, la relation d’égalité sur 'image de la fonction diagonale :

=M .= {(d,d) |d € Dap}.
Exemple 3.22. Supposons que le langage est composé du symbole de relation B d’arité 2.

On peut choisir par exemple les interprétations suivantes :

1. Dy, le domaine, est ’ensemble des sommets du graphe

a——b

d d
et B est interprété comme la relation "fléche" : BM = {(a,b), (b, ¢), (c,d), (d,a)}

2. D, le domaine, est le méme qu’aupravant, mais maintenant B est interprété comme la
relation "ne pas étre voisin direct" : BM = {(b,d), (d,b), (a,c), (c,a)}. Ce modéle, méme s'il
partage avec le précédent le domaine, est différent du précédent.

3. Le domaine est I'ensemble des triangles et B est la relation "avoir la méme aire"

Exemple 3.23. Supposons que p(R) < 2 pour tout R € S, et que p(f) < 1 pour tout f € S¢. On
peut représenter une S-structure M comme un (sorte de) graphe orienté étiqueté :
— les noeuds du graphe sont les éléments du domaine D4 ;
— un noeud d € Dy est étiqueté par P € S, si d € PM;
— un noeud d € D est étiqueté par un symbole de constante ¢ € S si d = M ;
— on met une aréte de d vers d’ si (d,d’) € RM, pour un quelque symbole de relation R € S, ;
une aréte d — d’ est étiqueté par les symboles R € S; tels quel (d,d’) € R;
— on met une aréte pointillée de d vers d’' si f(d) = d'; une aréte pointillée d — d’ est
étiqueté par les symboles f € S; tels quel f(d) =d’;
Par exemple, si S; = { (P,2) } et Sz = { (f,1) }, alors la structure M = (D, PM, fM) avec
— Dy ={a,b,c},
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— PM= {(aa b)? (b, C>7 (e, a>}’>
— fMiaa,bbc—a;
peut se représenter comme le graphe étiqueté de la figure 3.1.

Chapitre 3.

Exemple 3.24. Voici quelques exemples de structures importantes :

Domaine | Fonctions Relations Nom
N 0,s,+ =< Arithmétique de Presburger
N 0,s,+, X =< Arithmétique de Peano
R 0,s,+, X =< Théorie des rééls
{0} 1%} {po,.--yPn,.-.} | Structure propositionnelle
Ts, (D) Se Se Modéle de Herbrand

Calcul des prédicats

Dans le cas des modéle de Herbrand, le domaine est ’ensemble des termes définis sur un
ensemble de variables vide. Une fonction f € S¢ d’arité n associe aux termes tq,...,t, le nouveau
terme f(t1,...,t,), et les relations sont quelconques.

Comme pour le calcul des propositions, on va définir I'interprétation d’une formule en fonction
de linterprétation des formules élémentaires (ici les formules atomiques). Pour qu’'une formule soit
évaluable a vrai ou faux (1 ou 0), il faut non seulement dire comment s’interprétent les prédicats
et les symboles de fonctions, (ce qui est I’analogue d’interpréter les propositions pour le calcul
propositionnel) mais aussi ce que valent les variables : en effet les formules peuvent contenir des
variables libres, et on a besoin de connaitre leur valeur pour que la formule soit évaluable. Bien siir
la valeur des variables liées n’intervient en rien dans le calcul de la valeur d’une formule.

Par exemple pour connaitre la valeur de P(x,y) il faut non seulement connaitre la signification
de P (donnée par la structure), mais aussi la valeur de z et de y qui sera donnée par une valuation.
Dans la formule 3z P(z,y) il faut connaitre la valeur P et celle de y (mais celle de z n’a aucune
importance). Cependant, comme la valeur de 3z P(z,y) va étre définie en fonction de la valeur de
P(z,y), on fera aussi intervenir la valeur de z, ou plus précisément les valeurs de P(x,y) pour
toutes les valeurs de z.

Nous allons donc définir la valeur d’une formule ¢ d’un langage (S, X) en fonction d’une S-
structure M et d’une valuation des variables.

Définition 3.25. Une valuation de 'ensemble X des variables individuelles dans une structure
M est une fonction V de ’ensemble X vers le domaine de M, soit V : X — D .

Notation 3.26. Nous allons noter V[z := a] la valuation V' telle que V'(z) = a et V(y)' = V(y)
pour tout y € X \ {z }. Autrement, pour tout y € X :

a, siy=uwx,

Vi = al(y) = {V(y)

sinon.

On dira alors que V[z := a] est une variante en x de V.

3.5.2 Evaluation

On définit maintenant la valeur [¢]aq,y d’une formule ¢ en fonction d’une structure M et d’une
valuation V. On commence naturellement par donner la valeur des termes.

Définition 3.27. Soit M une S-structure et V une valuation de X dans D4 ; la valeur d’un terme
t € Ts,(X), notée [t] s,y est un élément de Dy défini (par induction) par :

— pour toute variable z € X, [z]m,v = V()

— pour tout f € S; d’arité n > 0, pour tous termes ¢q,...

[f(t1,...

Remarque 3.28. La définition de ’évaluation pour un terme construit via un symbole de fonction
peut se séparer en deux cas, selon ’arité du symbole :
— pour toute constante ¢ € S; (c’est-a-dire symbole de fonction d’arité 0), [¢()]my =

[elmy = M

tn,

) Iy = Mt My [t lmw) -



3.5 Sémantique 59

—Al/fl)our tout f € St darité n > 1, pour tous termes t1,...tn, [f(t1,.. . tn) My =
At My [t lmy).

Si M et V sont fixées, toute formule atomique prend la valeur 0 ou 1, selon la définition formelle
suivante, qui suit 'intuition :

Définition 3.29. La valeur [¢ ],y d’une formule atomique ¢ est définie par :
— pour tout R € S; d’arité n, pour tous termes tq,...,%,,

[R(t1,.. ytn) lmy = Ussi ([t mys -« oy [tn]ay) € RM
Enfin, la valeur d’une formule est définie par induction sur la structure de la formule :

Définition 3.30 (Valeur d’une formule). Etant donné un langage S et une formule ¢ de Fp,0(S),
la valeur de ¢ pour la S-structure M et la valuation V est notée [ |,y et est définie de la fagon
suivante :

— [eAYlmy =1ssi[plpmy=Tet [P]my=1;

— [eV¥lmy =1ssi[p|pmy=1ou[P]my=1;

— [lmy =1ssi[@lmy=0;

— lep=YImy=0ssi[plmy=Tet [Y]my=0 ;

— [Vap]|m,v = 1 si et seulement si pour tout @ € Dag, [@]m,vjwi=a] = 1 3

— [Fzp|m,v = 1 si et seulement s'il existe a € Daq tel que [@]af,v[zima) = 1.

Remarque 3.31. Le quantificateur universel peut se considérer comme une sorte de grande
conjonction. En fait, on a

[Vo.o]my = min{ [@]avjei=a) | @ € Da } -

De facon similaire, le quantificateur existentiel est une sorte disjonction :

[Fz.0]my = max{ [@ ]| mvjei=a) | @ € Dm }-

Par ailleurs, il devient possible remplacer un quantificateur universel par un conjonction (de fagon
a simuler la logique du premier ordre par la logique propositionnelle) seulement si le domaine D g
est fini, et en plus il est fixé. Que dire si D est N ou si on se pose la question si Vz(z = x) est
vraie dans n’importe quelle structure ?

On notera souvent M,V = ¢ a la place de [¢]my = 1.

On remarque que la valeur de [Vzg]|a,y ou [Jzp|am,p ne dépend pas de V(z). Par suite, la
valeur de [¢]a,v, O @ est une formule quelconque ne dépend pas de V(x) lorsque x est une variable
lite. En particulier, si ¢ est une formule close (sans variables libres), alors [ ],y ne dépend pas
de V et par conséquent on écrira [¢ ] & la place de [@]m,y et M = ¢ 4 la place de M,V |= .

L’ordre d’apparition des quantificateurs dans une formule est important. Il détermine le sens
de la formule. Si nous donnons au prédicat p(z,y) la signification "z aime y", alors, nous obtenons
des significations différentes pour la formule Q12Q2yp(z,y) (ot Q1 et Q2 sont des quantificateurs).

— VaVyp(x,y) tout le monde aime tout le monde
— JaVyp(x,y) il existe des personnes qui aiment tout le monde
— JyVap( il existe des personnes aimées de tous

(
(

T,y
x,%y) toute personne aime quelqu’un
x,1y) toute personne est aimée par quelqu’un

— JzJyp(x,y) il y a une personne qui aime quelqu’un.

On peut remarquer que les seuls cas oil on peut échanger l'ordre des quantificateurs sans
modifier le sens de la formule sont ceux ou les quantificateurs sont identiques : Jx3yp = Jydxp et

VaVyp = VyVze. Cest pourquoi en mathématique on écrit souvent Jxyyp ou Vryep.

)

— — — —

Exemple 3.32. Considérons la formule

¢ = VaIy( P(z, f(y)) vV Py, f(x)) ),

a évaluer dans M = (D, PM, fM) ou
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FIGURE 3.1 — Structure en forme de graphe étiqueté

— Dm = {aabv C},

— M= {(a, b), (b, c), (e, a)}>

— fMiaa,b bc a.
Cette structure, étant sur un langage relationnel d’arité au plus 2 et sur un langage fonctionnel
d’arité au plus 1, est représentée en forme de graphe étiqueté en figure 3.1.

Pour trouver [p]a¢ il faut considérer toutes les valuations possibles de x et de y, soient 9
valuations. Pour chaque valuation, nous pouvons évaluer la formule (P(z, f(y)) V P(y, f(x))), en
évaluant d’abord les termes z, f(x),y, f(y), pour ensuite évaluer la disjonction selon les régles
usuelles de la logique propositionnelle. Nous avons donc :

Vi =ay=a: [(P@ f)V Py, f(@)lav., = [Pla,a)V Pla,a)la =0

— Vap:x=a,y=0:[(P(z, f(y) V Py, f ()| my., = [P(a,;b) V P(ba)|pm =1
— Vac iz =a,y=c: (P, f(y)V Py, f(2)]my. = [Pla,a) V P(c,a) |m =1
— Vea iz =by=a:[(P(x,f(y)V Py f(@))]mw, =[P a)V Pa,b)|m =1
— VY ix=by=0b: [P, f(y)V Py f(2)]mv, = [P(b,b)VP(bb)|pm =0
— Vee:x=by=c:[(P %f(y))\/P(y F@))mvy. = [P(b,a) V P(c,b) |pm =0

(
— Vea : r=c¢y=a: [(P(.’E,f(y))\/P(y f(x)))]M7ch, - [P(c,a)\/P(a,a)]M =1
— Vo :z=cy=>b:[(P( f(y)V Py, f(z)]myv., =[P
— Vee:x=cy=c: [(P(z, f(y)V Py, f(@)my.. = [Ple,a) V P(c,a) ]m =1

Commengons par étudier les valeurs possibles de la sous-formule Jy(P(z, f(y)) V P(y, f(x))) :
)

— [Pz, f)V Py, ()M fwi=ay = 1 car [(P(z, f(y))V Py, [(2))| M {z:i=a,y=b} =1
Donc pour toute valuation V telle que V(z) = a, [Fy(P(z, f(y)) V Py, f(x)))]my = L.

— By(P(z, f(y))V Py, f (@) fwi=py = 1 car [(P(z, f(y)) V Py, [(2)))]m,{z:=byi=ay = 1
Donc pour toute valuation V telle que V(z) = b, [3y(P(z, f(y)) V Py, f(x))]m,y =

o [Ely(P(xvf(y))vp(yvf(x)))]/\/l,{'r:('} =1 car [( ( 7f( )) (yuf(x)))]/\/l,{r::(',y::a} =1
Donc pour toute valuation V telle que V(z) = ¢, [y(P(z, f(y)) V Py, f(x))]my =1

Donc pour toute valuation V), nous avons M,V = Jy(P(z, f(y)) V P(y, f(x))), i.e., M =
Va3y(P(z, f(y)) V Py, f(x))).

Remarque 3.33. Observons que la notation P(a,a) et les notations similaires sont impropres,
mais trés utiles en pratique, et aussi trés utilisés par les logiciens!!! En fait, P(a,a) n’est pas
une formule (atomique) du premier ordre, car ici a n’est pas un terme, mais plutdt un élément
du domaine D 4. Pour pouvoir justifier cette notation il faut ajouter au langage un symbole de
constante c,, pour tout élément du domaine a € D4 ; en plus, nous devons étendre I'interprétation,

de facon que cM = a.

3.5.3 Vocabulaire

Définition 3.34 (Modele). Soit ¢ € Fpo(S) une formule close (i.e., qui ne contient pas de variable
libre) et M une S-structure. La structure M est un modéle de ¢ si M [ ¢.
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Soit I' C Fpo(S) un ensemble de formules closes (i.e., qui ne contient pas de variable libre) et
M une S-structure. La structure M est un modéle de T" si M = ¢ pour tout ¢ € T

Définition 3.35 (Tautologie). Une formule close ¢ € F,o(S) est une tautologie si M = ¢ pour
toute S-structure M.

Définition 3.36 (Formule insatisfaisable). Une formule close ¢ € F,0(S) est insatisfaisable si
elle n’a pas de modéle.

Définition 3.37 (Conséquence logique). Une formule close ¢ est conséquence logique d’un
ensemble de formules closes I' si tout modeéle de I' est un modéle de ¢. On écrit alors I' = .

Définition 3.38 (Equivalence). Deux formules ¢ et 1 de Fpo(S) sont dites équivalentes (noté
© = 1) si pour toute S-structure M et toute valuation V : X — D g, on M,V = p ssi M,V = 4.

Définition 3.39 (Théorie). Une théorie est I’ensemble des conséquences logiques d’un ensemble
de formules closes. Par exemple, la théorie des groupes est I’ensemble des formules logiques qui
sont vraies dans tous les groupes.
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3.6 Manipulation de formules

3.6.1 Substitution de variables

Dans la suite, nos allons préciser ce que veut dire qu’une formule ¢ € F,,(S) est obtenue d’une
formule ¢ € F,0(S) en substituant toute occurrence d’une variable libre = par un terme (ce qui

sera Noté par Y = pr,_y}).

Remarque 3.40. Bien que la notion soit intuitive, il ne faut pas que des variables libres deviennent
liées par cette substitution. Considérons ce qu’il se passe si I'on substitue de fagon naive x par le
terme y dans JyR(z,y). La formule JyR(y,y) n’est pas le résultat souhaité. On souhaite plutot
avoir comme résultat la formule suivante : 32R(y, z), d’ott on devine la nécessite de renommer les
variables de fagcon qu’une substitution ne crée pas des nouvelle variables liées.

Si o est la substitution {z1 — t1,...,2, — t,}, on note ¢, la formule ¢ dans laquelle toutes
les occurrences libres de 1, ..., x, ont été remplacées respectivement par t1,...,t,. Pour définir
formellement la notion de substitution dans une formule, on commence par la définir pour les
termes. Soit ¢ un terme de 7s(X) et o une substitution :

— sit=ux et x € Dom(o) alors t, = o(x),

— sit =calors t, = c,

— sit= f(t1,...,tn) alors ty = f(t15y.- s tno)-

On définit maintenant la substitution par récurrence sur la structure de la formule :

R(t17 e ,t’n)o = R(tlo'7 LRI 7t’no') )
(pov)s = (ps) o (¥y), pour tout connecteur binaire o,

7 QY-(P{osy})o, stz € Im(o), ouy ¢ Var(p)U Dom(o)UIm(o),
ou @ € {3,V}, et o[z — z] est la substitution telle que o’(z) = z, et o'(y) = o(y) pour y # x.
Proposition 3.41. Siy ¢ Var(p), alors 3zp = 3y(p{a—y})-

Gréce a cette proposition, on pourra supposer désormais, sans perte de généralité, que les
différentes occurrences liées d’une variables sont toutes liées au méme quantificateur et qu’aucune
variable n’admet & la fois des occurrences libres et des occurrences liées.

3.6.2 Equivalences classiques

Les équivalences données dans le cadre du calcul propositionnel restent vraies. Nous en donnons
d’autres ici, les preuves sont laissées en exercice.
— Lois de conversion des quantificateurs :

—Vrp = Jx-p, —Jrp =Vr-p.
— Lois de distribution des quantificateurs :
Va(o Ap) = Voo AVzy) , Fz(p V) = Fxe V Iz) .
— Lois de permutation des quantificateurs de méme sorte :
VaVyp = VyVzp, JxIyp = ydxp.

— Lois de réalphabétisation (renommage) des variables.
On peut toujours renommer une variable liée et la variable du quantificateur au sein d’une
formule. Cependant, le nouveau nom ne doit pas étre un nom déja utilisé pour une variable
libre ou liée de la formule.
Par exemple, dans 3z (Vo F(z,y) = (G(x) V q)), on peut opérer deux renommages : on peut
renommer d’abord loccurrence de x dans F(x,y) a t, en obtenant ainsi Jx(VtF(t,y) =
(G(x) V q)), et ensuite renommer le x restant & z; on obtient z(ViF(t,y) = (G(z) V q)).
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— Lois de passage : si © ne figure pas G titre d’occurence libre dans 1, on a les lois suivantes :

V(o Ap) = (Vop) A1 Jz(p AY) = (3zp) NP
Vz(p V) = (Vop) VY Jx(p Vp) = (zp) VY
Vr(p = ¢) = (Jzp) = ¢ Jx(p = ) = (Vo) = o
Vo(y = @) =9 = (Vop) (¢ = ) =9 = (zp)

Remarquez le changement de quantificateur dans les équivalences V(o = ¢) = (Jrp) = ¢
et z(p = V) = (Vzp) = 9.

Exemple 3.42. Nous pouvons démontrer 1’équivalence entre les formules —Vap(z) et I-p(x) de
la fagon suivante. Soient M une S-structure et V une valuation fixés.

(a) Supposons que [Jz—-¢ |1,y = 1 et montrons que [ Ve |a,y = 1. De maxaep o [ 7@ | M, Viwi=a]
1, nous déduisons que [ ¢ ] aq,y[z:=q) = 1 pour un quelque a € D g, donc [@ |, vjp:i=a) = 0 et
[Vazp ],y = mingep o [ @ m,viei—a) = 0, donc [Vap]ay = 1.

(b) Supposons, par contre, que [ V@ ]a,p = 1 et montrons que [—Vxp ],y = 1. On a bien que
[Vzp]m,v = 0; depuis

0= W$<P]M,v = min [@}M,V[w::a] =0
a€Dpm

nous déduisons que ce minimum est réalisé : donc [ ] M, V[z:=a) = 0 pour un quelque a € Dy,
d’on [ﬁw]M,V[z::a] =1, et [HxﬁSD}M,v =1
Les argumentaires ci-dessus sont acceptés dans un cadre classique. L’argumentaire (b) se révéle
par contre insatisfaisante, si depuis une preuve d’existence d’un objet avec une certaine propriété,
nous souhaitons construire aussi un tel objet. Supposons, par exemple, que nous avons réussi a
montrer que « non pour tout n, si n est premier, alors n = 2¥—1 pour un nombre k ». L’argumentaire
(b) prétend qu’il est possible déduire 1’existance d’un nombre n qui n’est pas de la forme 2% — 1,
mais ne spécifie d’aucune facon comment le construire. Pour cette raison, en logique intuitionniste
(du premier ordre), qui se construit autour de I’idée qu'une preuve logique d’existence doit donner
aussi un moyen de construire un objet témoignant l’existence, seule la formule Jz—p = =Vzy est
considérée une tautologie, la formule —=Vxp = Jzr—p n’est pas considérée une tautologie. Voir par
exemple [Miq05].

Exercice 3.43. Montrez que les formules V(o V ¢) et Vzp V Vi) ne sont pas, en général, équi-
valentes. Argumentez de fagon similaire pour Jz(p A ¢) et Jxp A Jxi.

3.6.3 Formes Normales

Etablir la consistance d’une formule du calcul des prédicats est un probléme difficile. On peut
alors essayer de travailler sur une version de forme plus simple mais de consistance équivalente a la
formule initiale. Nous introduisons dans cette section la forme clausale pour la logique des prédicats.
Toute formule de la logique des prédicats du premier ordre admet une représentation sous forme
de clause qui préserve sa satisfiabilité. A la différence des formes normales, une clause n’est pas
logiquement équivalente & la formule dont elle dérive. Nous décrivons, & présent, les différentes
étapes qui ménent & une représentation sous forme clausale.

3.6.3.1 Forme prénexe

Définition 3.44 (Forme prénexe). Une formule ¢ est sous forme préneze lorsqu’elle a la forme :

Qiz1Q222 ... Qurpt)

ou chaque Q; est un quantificateur (existentiel ou universel), la partie Q121Q2x2 ... Qnx, étant
appelée préfize et 1 étant qualifiée de matrice ne contient aucun quantificateur.

Mettre une formule sous forme prénexe consiste donc a renvoyer tous les quantificateurs au
début de la formule.



64 Chapitre 3. Calcul des prédicats

Théoréme 3.45 (Forme prénexe équivalente). Pour toute formule ¢ € Fy, il existe une formule
équivalente 1) € Fp, en forme préneze.
L’algorithme de mise sous forme prénexe suit les étapes suivantes :

Etape 1 : Renommer les variables de fagon a ce qu’aucune variable n’ait d’occurrence libre et liée
et d’occurrences liées a des quantificateurs différents ;

Etape 2 : Appliquer tant que possible les substitutions suivantes : substitution du membre droit
par le membre gauche pour toutes les lois de passage et de conversion des quantifica-
teurs.

Exemple 3.46. Considérez la formule suivante :
—JzVyR(z,y) AVz(yR(z,y) = R(z, v))
La premiére étape, renommage des variables, donne la formule suivante :
_\HZOV,ZlR(Zo, Zl) A VZQ(EZBR(Z2, 23) = R(ZQ, 23)) .
Nous appliquons ensuite la deuxiéme étape :
—320Vz1 R (20, 21) A V22(323R(22, 23) = R(22,22))

~ VZQ"VZlR(Z(), Zl) A VZQ(HZ;;R(ZQ, 2’3) = R(ZQ, ZQ))
~ V2o 3217 R(20, 21) AV22(F23 R (22, 23) = R(22,22))

® P
~ Vzo(3z1 7 R(20, 21) AV22(F23R(22, 23) = R(22, 22)))
® ¥
~» V2321 (—R(20, 21) AV22(323R(22, 23) = R(22, 22)))
b ®
~» Vzp321V22(—R(20, 21) A (323 R(22, 23) = R(22, 22)))
———— ————
¥ P
~ Vzo321V22(—~R(20, 21) AV23(R(22, 23) = R(22,22)))
—_——
P ®
~ V20321V22V23(—\R(zo, 2’1) A\ (R(Zg, 23) = R(Zg, 22))) .

La nécessite de renommer les variables peut se comprendre si on essaie d’appliquer les régles de
passage sans un renommage préalable. Ainsi :

~ Vody—R(z,y) AVz(IyR(z, y) = R(z,z))
~ Vady(-R(z, y) AVz(JyR(z, y) = R(z, v)))
————
P ®
Ici on ne peut pas appliquer la loi de passage, donc on renomme :
~ Vady(~R(z, y) \VL(IyR(t,y) = R(t,1)))
——
¥ ®
~ Vadyvi(-R(z,y) A (yR(ty) = R(L, 1)) ..
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3.6.3.2 Forme de Skolem

Une formule est sous forme de Skolem lorsqu’elle est sous forme prenexe et qu’elle ne contient
que des quantifications universelles. Pour effectuer une skolémisation, on part donc d’une formule
sous forme prenexe et on « supprime » les quantificateurs existentiels, en appliquant de facon itérée
la régle suivante.

Reégle de Skolémisation. Elle est de la forme

ou
— 21, ..., Zm sont les variables libres de la formule Jy.1), et
— f un nouveau symbole de fonction (dit de Skolem) d’arité m.

Exemple 3.47. Considérons une formule close ¢ = Jz1p écrite sur un langage S. La régle de
skolémisation donne la formule (..}, olt ¢ est un nouveau symbole de constante.

Une S-structure M est un modéle de ¢ ssi il existe a € Dy tel que [ ]aq,p out V est telle que
V(z) = a. Considérons maintenant le langage &’ := SU { (¢,0) } (ou ¢ est le nouveau symbole de
constante) et la §’-structure M’ obtenue depuis M en interprétant la constante ¢ par M
Clairement, M’ est un modele de la formule 9,y .

Nous avons donc argumenté que si ¢ a un modele, alors ¥, ,.; a un modéle; I'implication
inverse est d’ailleurs aussi vraie. Donc ¢ est satisfaisable ssi 1, _,.) est satisfaisable.

= a.

Exemple 3.48. Considérons maintenant la formule ¢ = Vy3dzi) écrite sur un langage S. Une S-
structure M est un modeéle de ¢ ssi pour chaque b € Dy il existe a € Dy tel que [] aq,[y:=b,z:=q]
ssi il existe une fonction f: Dy — D tel que pour tout b € Dag, [Y]ad,[ymb,z:i=f ()]

Donc ¢ admet un modele ssi Vytby,_, ¢(,)} a un modeéle. Remarquez que la formule Yy, ¢(,);
est construite a partir du langage SU{ (f,1) }.
C’est ce principe qui va étre généralisé pour mettre une formule sous forme de Skolem.

Définition 3.49. Une formule universelle (c’est-a-dire une formule close contenant seulement des
quantificateurs existentiels), obtenue par

— mise en forme prenexe, et ensuite

— application itérée de la régle de skolémisation
est appelée forme de skolem ou skolémisée de .

Exemple 3.50.

1. Soit ¢ = VadyP(x,y) = VaIyP(y, x).
La mise sous forme prénexe donne la formule équivalente ¢’ = JzVyVa'Iy' ((P(z,y) =
Py, '),

La skolémisation donne :
FaVyva'3y' (P(z,y) = Py, 2"))

Vyva'3y'((P(e,y) = Py, 2"))
Vavz'((P(c,y) = P(f(y,2"),2"))

2. Considérons la formule 3x1VaoVezdr VesIrg Py, 22, T3, T4, 5, Te). On obtient sa formule
de Skolem de la fagon suivante :

JoqVaeoVaes ey VesJug Pz, x2, T3, T4, T5, )

V£2V$3E|$4V$5E|$6P(f1, To,x3,T4,Ts5, -776)

VaoVrsVaos3we P(f1, v, 3, fa(w2,23), T5, T6)

VaoVusVas P(f1, x2, 13, fa(x2, 23), 5, fo(T2, 23, 75))

Dans la formule précédente, 3z1 n’est précédé par aucun quantificateur universel. C’est pour-
quoi on introduit une nouvelle constante f;.
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La version skolémisée d’une formule ne lui est pas en général équivalente (le langage étant

étendu), néanmoins :

— tout modéle de la formule skolémisée est modéle de la formule initiale.

— tout modéle de la formule initiale peut s’étendre en un modéle de la formule skolémisée, ob-
tenu en conservant les interprétations des symboles de la signature initiale, et en interprétant
correctement les nouveaux symboles de fonction introduits pas la skolemisation.

— une formule close et sa forme de Skolem sont dites équisatisfaisables : si I'une posséde un
modéle, 'autre également et réciproquement.

Proposition 3.51. Si ¢, est obtenue par skolémisation a partir de ¢ alors s est satisfaisable si
et seulement si ¢ est satisfaisable.

3.6.3.3 Forme clausale

Définition 3.52 (Forme clausale). Une formule close est sous forme clausale si elle est
1. en forme prenexe,
2. elle est universelle (tous ses quantificateurs sont universels), et

3. sa matrice est sous forme normale conjonctive.

Définition 3.53. — Un littéral est une formule atomique ou la disjonction d’une formule
atomique.
— Soit ¥ une formule avec FV(¢)) = { z1,..., 2z, }. Sa fermeture universelle est la formule

— Une clause (de premier ordre) est la fermeture universelle d'une disjonction de littéraux.

Lorsqu’une formule est sous forme clausale, on peut ensuite la décomposer en appliquant la
régle Vo (p A ) = (Vzp) A (Vzy)). On obtient ainsi un ensemble de clauses (de premier ordre)
equisatisfiable a la formule donnée.

Théoréme 3.54 (Satisfiabilité d’un ensemble de clauses). Soit S un ensemble de clauses résultant
de la mise sous forme clausale d’une formule @. Alors ¢ est insatisfiable si et seulement si S est
insatisfiable.

Ce théoréme forme la base de nombreux démonstrateurs automatiques utilisant une représen-
tation des formules sous forme de clauses. Il établit que la recherche de l'insatisfiabilité d’une
formule ¢ est équivalente a la recherche d’insatisfiabilité de sa représentation sous forme clausale
S. Cependant ¢ et S ne sont pas logiquement équivalentes : seule la satisfiabilité est préservée.

Exemple 3.55. Soit

po = VeIy((P(x,y) = YoeIy Py, z)) A Q(x)) -
La mise sous forme prénexe donne la formule

1 = JaVyVz3w((P(z,y) = P(w, z)) A Q(z)) .
Par skolémisation, nous obtenons

pa 1= VyVz((P(c,y) = P(f(y,2),2)) A Q(c)) -
Nous pouvons ensuite mettre la matrice sous forme normale conjonctive :

s 1= VyVz((=P(c,y) V P(f(y,2),2)) A Q(c)),
et obtenir ainsi I’ensemble de clauses :

S = { Vyvz(=P(c,y) V P(f(y,2), 2)) , Vy¥2Q(c) } .

Cet ensemble est equisatisfiable avec la formule .
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3.7 Unification

3.7.1 Substitions et MGUs

Dans la suite, soient S¢ une signature composée de symboles de fonctions et X un ensemble de
variables. Nous nous intéresserons pas, dans cette section, aux symboles de relation.

Définition 3.56. Une substitution est une fonction o : X — Tg,(X), telle que l'ensemble {z €
X | o(z) # x } est fini.

Exemple 3.57. Supposons Sy = {(f,2),(g9,1) } et X ={zo,...,Zn,...}. La fonction o telle que
o(zg) = f(g(xo0),21), o(x1) = x2, et o(x;) = x; pour ¢ > 2, est une substitution.

On dénote (et souvent on implémente sur ordinateur) les substitutions par des listes de couples
(listes associatives), notées

{x1 = o(z1),...,2q > o(xn)}, ou [o(z1)/x1,. .., 0(xn)/Tn].

Si une variable n’apparait pas dans une liste, alors la convention est qu’elle est fixée par o (c’est-
a-dire o(x) = x). Ainsi, la substitution de I’exemple 3.57, sera notée par

[f(g9(x0),71) /w0, 2/ 71].
Définition 3.58. Pour tout terme ¢, on définit I’action de o sur ¢ comme suit :

zo =o(x),
flt1, ... tp)o = f(tio,...,tho).

Exemple 3.59. On a

fl9(@),y)[z/z,9(y) [yl = f(9(2),9(y)), g(f(x, fly,2)))[g(w)/x] = g(f(g(w), f(y,g(w)))).

Définition 3.60. La substitution identité (ou vide) est celle qui fixe toutes les variables. Elle est
donc notée par [|. La composition de deux substitutions ¢ et 7, notée 7 o o, est la substitution
définie par :

(roo)(z) = (o(2))r -

Exercice 3.61. Prouvez que la composition de substitutions est associative, et que la substitution
identité est son un élément neutre. Prouvez les relations suivantes :

t]=t, t(roo) = (to)r.

Définition 3.62. Soient o et 7 deux substitutions. On dit que o est plus générale que 7 (et on
écrit o < 7), §'il existe une substitution p telle que 7 = poo.

Exemple 3.63. Soit

0= [f(w,x)/x,z/y] s
= [f(9(y),x)/x,c/y].

On a alors o < 7, & cause de

p=9(y)/w,c/z].

Définition 3.64. Un probléeme d’unification est une liste (s1,t1),..., (Sn,tn) avec s;,t; € Ts, (X).
Une solution de ce probléeme—appelé unificateur de (s1,t1),...,(Sn,tn)—est une substitution o
telle que s;0 = t;0, pour i = 1,...,n. On notera Unif[ (s1,%1),...,(Sn,tn)] ensemble des unifica-
teurs (s1,1),-..,(Sn,tn)-
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Exemple 3.65.

1. La substitution

o =[9(2)/z,9(2)/y].
est un unificateur de (f(z, g(2)), f(g(2), 1)), car
f(@,9(2)[9(2) /2, 9(2)/y] = [(9(2),9(2)) = [(9(2),y)9(2)/x, 9(2)/y] .
2. Nous avons Unif[ (f(z,y), g(2))] = @. De méme pour Unif[ (z, g(z))].

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :

Proposition 3.66. Si Unif[ (s1,%1),.. (sn, n)] # 9, alors il existe o € Unif[(s1,t1), ..., (Sn,tn)]

tel que o < T pour tout T € Unif[(sl,tl) o (Snytn) ]
On appelle un tel o un wnificateur le plus général des couples (s1,t1),...,(Sn,tn). On dira
aussi que o0 un MGU des couples (s1,t1), ..., (Sn,tn), ot MGU est un acronyme de Panglais « Most

General Unifier ».

Exemple 3.67. 7 = [g(f(w))/z,g(f(w))/y] € Unif[(f(z,9(2)), f(9(2),y))], mais 7 n’est pas un
MGU de ce probléme. En fait, o = [g(2)/z, g(2)/y] est un MGU, et on a 0 < 7, car 7 = po o, avec

= [f(w)/2].
3.7.2 Algorithme d’unification

L’algorithme d’unification est illustré dans la figure 3.7.2. Nous donnons dans la suite des
exemples de calcul de cet algorithme sur des problémes d’unification.

Exemple 3.68. Considérez le probléme suivant :

(f(z,9(2)), f9(2),2)), (x,9(2)) .

L’algorithme marche de la facon suivante :

%igne appe;l récursit Entrée Pile des résultats partiels
ou return
(f(z,9(2)), f(9(2), %)), (x,9(2))

6| (z,9(2), (9(2), ) (z,9(2))

12 (9(),9(2)), (9(2), 9()) l9(2)/=]

6 z,2), (9(2),9(2)) l9(2)/=]

9 (9(2),9(2)) l9(2) /]

6 (2,2) l9(2)/]

9 l9(2)/=]

1 [ olg(z)/a]

Exercice 3.69. Exercez vous maintenant avec les problémes suivants :

L (f(g(k(2)),y), [y, 9())),
2. (f(g(x),2), f(y,9(2))), (9(2), ),
3. (f(y: k(y), 9(2)), [ (k(x), k(y), y))-

Terminaison. Définissons la complexité d’un terme comme suit :

f(a) =1
Bt tn) =14 >t

i=1,...,n
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UNIFIER

Entrée : un probléme d’unification (s1,t1),. .., (Sn,tn)

Sortie :
un MGU de (s1,t1), ..., (Sn,tn) st Unif[(s1,t1),..., (Sn,tn)] # 0
ECHEC, sinon

1
2

w

© 00 N O Ot =

10
11
12
13
14
15
16

Si n = 0, retourner la substitution identité
Sinon, on analyse le couple (s1,%1) :
sisy = f(r,...,r%) et ty = g(ry,...,r}) alors
si f # g, retourner ECHEC
sinon /* [ =g implique k = k' */
retourner UNIFIER( (71,71), ..., (r&,7%.), (52,t2), .-, (Snstn))
si s1 est la variable x, alors :
si t1 est aussi la variable x,
retourner UNIFIER( (s2,%2),. .., (Sn,tn))
si x € VAR(t1), retourner ECHEC
sinon,
soit 7 le résultat de UNIFIER( (s2[t1/x], ta[t1/x]), ..., (snlt1/x], tn[t1/x]))
si 7 = ECHEC, retourner ECHEC
sinon retourner 7 o [ty /]
si t1 est la variable z, alors

traitement comme auparavant, avec s; a la place de

FIGURE 3.2 — Algorithme d’unification
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La complexité d’un probléme est un couple de nombres entiers (non-négatifs) qui se définit comme
suit :

ﬁ((slvtl)a"'v(snvtn)) = (card( U VG/I“(SZ') Uva‘r(ti))7 Z H(sl) +ﬁ(tl))
i=1,

=1,....,n i=1,...,n

Le lecteur notera qu’a chaque appel récursif, le probléme en paramétre a complexité strictement
plus petite par rapport & l'ordre lexicographique sur N x N. Donc L’algorithme ne peut pas faire
une suite infinie d’appels récursifs, et il termine.

3.7.3 Correction et completude
Nous souhaitons prouver les propositions suivantes.

Proposition 3.70 (Correction). Soit m un probléme d’unification. Si UNIFIER(7) retourne ECHEC,
alors Unif[ ] = @ ; si UNIFIER(7) retourne une substitution o, alors o € Unif[x] et o est un MGU
de 7.

Proposition 3.71 (Complétude). Soit m un probleme d’unification. Si Unif[ 7] = &, alors UNIFIER(7r)
retourne ECHEC ; si Unif[ 7] # &, alors UNIFIER(7) retourne un MGU de 7.

La preuve repose sur les lemmes suivants :

Lemme 3.72. Les faits suivants sont vrais :

1. Si f # g, alors Unif[(f(r1,...,1%),9(r},..., 1)) ] = @.
2. Sixz e Var(t) ett # x, alors Unif[(z,t) ] = @.
3. Si Unif[(s,t))] = @, alors Unif[(s,t), (s2,t2), ..., (Sn,tn)] = @.

Lemme 3.73. On a

Unif[(f(r1, .-y mi), F(rl o5 73)), (S2,t2)5 oo oy (Sny tn) |

= Unif[ (r1, 7)), oy (Tks %) (82, 2), - -+, (Snytn) ] -
Lemme 3.74. Supposons x & Var(t). Un MGU de
(x,t), (s2,t2), .-y (Sn,tn)
est po[t/x] ot p est un MGU de
(s2,ta)[t/x], ..., (Sn,tn)[t/x].

Si ce dernier probléme ne posséde pas de solutions, alors il en est de méme pour (z,t), (S2,t2), ..., (Sn,tn).

Ce Lemme est un conséquence de la Proposition 3.76 suivante, en raison du fait que [t/z] est
évidemment un MGU du probléme (z, ).

Exercice 3.75. A l'aide des Lemmes 3.72-3.74 complétez une preuve formelle de correction et
complétude de I'algorithme d’unification.

Avant la proposition 3.76, introduisons quelques notations qui sera utile :
— A={(tt)|teTs,(X) et A" =AX...xA,
—

n—fois
— sim=(s1,t1),---,(Sn,tn), alors £(m) =n et T, = (510,610), ..., (Sp0,tp0).
Avec cette notation remarquez que

o € Unif[r] ssi 1, € AY™)

Proposition 3.76. Soient 7 et 1) deux problemes d’unification. Supposons que o est un MGU .
Alors

Unif[m, 4] = {poo | p € Unif[s, ] }.

Par conséquent, si p est un MGU de ¢, alors T = poo un MGU de 7.
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Démonstration. Observons que si 7 € Unif[ 7,4 ] alors 7 € Unif[ 7] et, par consequent, 7 = p o 0.
Car 7 € Unif[ 9], on remarquera que

(Vo) p = Vpoo =ty € AW
donc p est un unificateur de ¢,, et 7 € { poo | p € Unif[1, | }. D’autre part, si p € Unif[ ¢, ], alors
prO = (¢U)p S Ae(w) )
Tpoo = (T)p € (AZ(W))p c AL )

donc p oo € Unif[m,¢].
Soient p un MGU de ¢, et 7 = p’ o o € Unif[m, 1] avec p’ € Unif[¢),]; on a alors p’ = 6o p et
par conséquent nous avons 7 = # o p o g. Cela montre que p o o est un MGU de 7, . O



