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1 Rappels

Fixons T = (¥, Q, A) une machine de Turing et w € ¥* un mot d’entrée.

Le langage

On construit un langage £ = (X, F, P) comme il suit :

— F={0,s,p}, ot 0 est une constante et s, p sont des symboles de fonctions
unaires,

- P ={=,<}UQUXg. Tout symbole de prédicat dans P est binaire. Dans
tout modele M, la relation =M sera I'identité :

=M.={(m,m) | meM}.
Dans la suite nous poserons, pour n € Z,

s(s(...s(x)...)) n>0
—_——

n symboles s

s"(z)=<= n—=0
pp(...p(x)...)) n<0
—_—

—n symboles p

Les axiomes

Considérons maintenant les axiomes suivants :

Vo.—x < x (1)
Ve, y,z. c<yANy<z = <z (2)
Vr,y. t<yVez=yVy<uzw (3)
Vz,y. s(z) =y < x=p(y) (4)
Ve, z < s(x) (5)
Ve,y. ~(x <yAy <s(z)). (6)

L’ensemble Z de tous les entiers, avec 'interprétation usuelle des symboles de
fonction — sZ est la fonction successeur et pZ est la fonction prédécesseur — et



des symboles des prédicat est certainement un modele pour ce 6 axiomes. Tout
autre modele est (& isomorphisme prés) une produit lexicographique d’un ordre
linéaire avec Z. Soit ¢z la conjonction de ces six axiomes.

Soit w = gg0oy...0,_1 le mot d’entrée et posons

bw=00.0A A 0:(0,5(0))

AN Vy.y<0 = 0(0,y)
A Vz.s"7H0) < 2 = 0(0,2)

Pour (¢,0) € Q@ x g et A(q,0) = (¢',0',d), posons

Pg0 =Va,y. a(z,y) Ao(z,y) = q'(s(2),5%(y)) Ao’ (s(x),y).

ér=\ Vry.z q@y) Ae(my) Ny # 2z = 5(s(x)y)
Fexn

¢A = ¢T' A /\ ¢q,o .

(¢,0)€Q X2

Pour finir, soit

¢T,w = ¢Z A QSUJ A ¢A A _‘Elxay' Qf(m7y) .

Observons que =3z, y. q¢(z,y) est équivalente a Va,y. —q¢(z,y), et donc, ¢r v
est une conjonction de formules universelles (clétures universelles de formules
sans quantificateurs).

2 Preuve du Lemme de Simulation

Nous avons mentionné, en cours, la Proposition suivante :
Proposition 2.1. Si M = ¢r., alors T(w)7T.
Pour prouver cette Proposition, nous aurons besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.2 (Lemme de Simulation). Soit M tel que M |= ¢r ., et sup-
posons que

CO i> (’ruqvi) .

On a, alors,

M = q(5'(0),5°(0)) -
En plus, pour tout j € Z, si r(j) =&, alors

M 5(s(0), 57(0).



Avant prouver le Lemme, voyons comment il est d’aide a la preuve de la
Proposition.

Preuve de la Proposition 2.1. La preuve de cette Proposition est par absurde :
nous supposons que T'(w) | et arrivons & une contradiction.
Si T(w)l, c’est & dire, si

Co 5 (r,qy,1)
pour quelque t et quelque 4, alors
M E 45(s'(0),5'(0))
en utilisant le Lemme 2.2. Par conséquent
M = 3y.qp(z,y).

Nous supposons d’ailleurs que M |= ¢p,, et donc M = —=3z.3y.q5(z,y). On a
ainsi
M= 3r.3y.qp (2, y) A —F2.3y.q5(2,Y),

évidemment, une absurdité. O

Preuve du Lemme 2.2. La preuve est par induction sur ¢.
Sit =0, alors g = qg est ’état initial et la la téte de lecture est positionnée
sur 0, i.e. ¢ = 0. Le lemme découle alors du fait que M |= ¢, par exemple,

M ’: QO(()?O)'

Supposons que Cy LAZN (r',q',i"), c’est a dire
Co 5 (r,q,i) — (', ¢, 7).
Sir(i) =0 et A(g,0) = (¢',0',d), on a alors
i'=i+d

r'(i) = o’ andr’'(j) = r(j) pour j # i.
Aussi, par hypothese d’induction,

M E q(5'(0), 5°(0)) A 5(s'(0), 57 (0))
si & = r(j). Rappelons que

oa b alz,y) No(e,y) = d'(s(x),s"(y)) A o' (s(2),9),

car A(q,0) = (¢',0',d), d’out :

M = ¢/(s"1(0), 5779(0)) A 0" (s71(0), 5°(0)).



Rappelons aussi que
oAb g, y) No(x,z) Ny # 2z — 6(s(x),2), pour tout & € ¥.
Etant donné que, pour i # j, on a

M q(s'(0)), 5'(0)) A 5(5(0)), 57(0)) A 5°(0) # 57 (0)

ou & = r(j), on déduit

M =5 (s"11(0)),57(0)) -

En rappelant que r(j) = 7/(j) si j # 4, on termine ansi la preuve du Lemme. [



