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1 Rappels

Définition 1.1.
— Les formules de la logique multimodale :

p:=z|T[oN¢|¢|[a]o,

ol a € act.
— Les programmes de PDL (sans test)

p:=al|lb|[pUp|l|p-p|p",

ou a € act, et ses formules :

p:=z|Tl[on¢|-0][plo,
ol p est un programme PDL (sans test).
— Les programmes et les formules de PDL avec test, définies par induction
mutuelle :
pi=ald|pUp|Ll]p-plp"[?0,
p:=z|T[dNd|~¢|[p]o,

ou a € act.

2 Séparation entre PDL et la logique modale

Soit act le programme PDL
act := U a
acact
et considérons la formule PDL suivante :
¢o = (act*)( N [a]L)
a€act

qui est satisfaite dans un état s ssi il existe un chemin de s qui ameéne a un
blocage (deadlock). Nous montrerons que



Théoréme 2.1. Il n’existe aucune formule de la logique multimodale qui est
équivalente a ¢q.

A ce fin nous introduisons les notions de profondeur modale k et de k-
bisimilarité.
Définition 2.2. La profondeur modale d’une formule dp est definie comme
suit :

dp(z) = dp(T) =0
dp(¢A¢)=ma( p(¢),dp(¥))
dp(—¢) = dp(¢)
dp([a]p) = 1+dp(9).

Si (S, { LN Yacact) est un modele et v : X — P(S) est une valuation, posons
AMs)={zeX|secv(x)}.

Si (T,{ % Yacact) est un autre modele (avec une autre valuation v), définissons
la notion de k-bisimilarité entre s € S et t € T', notée s ~j, t, par induction sur
k>0:

s~ot ossi A(s) = A(t),
s~gpr tossi A(s) = A(¢), et
sSs = W tq tStets ~pt
t 5t = 35 t.q. s = s'ets ~p t'.

Proposition 2.3. Soient s,t tels que s ~p t et soit ¢ une formule multimodale
telle que dp(¢) < k. Alors

Démonstration. La preuve et par induction sur la structure des formules.
Si ¢ = x, alors dp(¢) = 0, et (1) suit de A(s) = A(t).
Si¢ =T, alors (1) est évidente.
Si¢p =1 Ay, alors dp(v) < k et dp(x) < k.

sEYAXx ssi sEYetsEx
ssi tlEvett = x par hypothese d’induction sur ¥ et x

ssi tEYAX.

Si ¢ = -, alors on raisonne de fagon semblable en sachant que dp(v)) =
dp(¢) < k et en utilisant 'hypothese d’induction pour .

Enfin, soit ¢ = [a]y, de fagon que dp(yp) < k — 1. Supposons que s = [a ]y
et montrons que ¢ = [a]y. Sit % t' alors il existe s’ tel que s = s et 8" ~p_; t/
(on utilise ici le fait que s ~ t). De s = [a]t) il découle s’ = ). Car 8" ~j_1 t/,
dp(v) < k—1et s’ 1, on déduit que ¢ |= 1 par hypotheése d’induction sur .

On montre que t = [a]y implique s = [a ]y de fagon semblable. O



Preuve du Théoréme 2.1. Supposons que ¢ soit une formule modale telle que
s | ¢ ssi il existe un chemin de s qui améne & un blocage.

Soit k = dp(¢), et considérons le modele (N, —), ot n — n + 1, pour tout
neN:

0—=-1—2—...2k—k+1—...

Considérons aussi le modele suivant :

0—=1—=2—...2k
ot A(72) = A(n). Evidemment

0o, 0=o.
Aussi, 0 ~, 0 et donc, par la Proposition,

09,

ce qui contredit 0 [~ ¢. O

3 Séparation entre PDL, avec et sans test

Rappelons qu’un sous-ensemble (ou langage) L C X* est régulier s'il existe
un automate fini qui reconnait cet ensemble. Observez que si ¥ = {a } alors ¥*,
I’ensemble des mots sur cet alphabet, est — a isomorphisme pres — I’ensemble N
des entiers positifs. Par exemple, le mot aaaaa codera 'entier 5 ; plus en général,
on peut coder un entier n comme le seul mot de longueur n sur ’alphabet
Y = {a}. Avec ce codage, quels sont les sous-ensembles d’entiers qui sont
réguliers 7 La réponse a cette question est donnée par le Lemme suivant.

Lemme 3.1. Un ensemble I C N d’entiers est réqulier si et seulement si il est
ultimement périodique :

dng, k>0 t.q. x>mng impliqgue x €1 ssix+kel.

Démonstration. Considérez la forme d’un automate déterministe, reconnaissant
I’ensemble I, sur 'alphabet ¥ = {a } avec une seule lettre. O

Poir m > 2, considérons le systeme de transition 2, = ({0,...,2m—1}, %),
avec i — j ssi j =4 + Ilmod 2m. Soit aussi vy, la valuation telle que

—22m—22m—1} y=
vm(y)Z{ém e }z;



Par exemple le couple 214, v4 est comme suit :

(T) | ) I
[ 6, 5 4

Considérez la formule de PDL (avec test)

6= ((2~a)-a)" 2w -a)a. (2)
Clairement, si l’'on considere 24 et vy, ona0FE ¢, 1 |E ¢, 2 ¢, 4~ ¢, 5~ ¢,
6 = ¢.
Plus en général on aura :
Q[m,yvm,yk':¢7 Q[M7Umvk+mb£¢7 (3)

sike€{0,...,m—2}, pour tout m > 4.

Proposition 3.2. Pour toute formule ¢ de PDL, sans test, il existe mgy, kg,
avec 0 < kg < my, tels que, si m est un multiple de mg et 0 < k < m — kg,
alors

Uy Vs k=@ ssi Uy, v, k+mE .

Par cette Proposition et la relation (3), la formule ¢ de (2) ne peut pas étre
équivalente & une formule du PDL sans test. Nous reformulons cette observation
en un théoreme :

Théoréme 3.3. PDL avec test est strictement plus expressif que PDL sans
test.

Démonstration de la Proposition 3.2. Si ¢ est une variable propositionnelle dis-
tinguée de x, ou si ¢ est T, alors le résultat est évidemment vrai : mg = 2 et
ky = 2.

Le résultat est aussi vrai si ¢ est la variable x, car encore on peut poser
me = 2 et kqg = 2.

Si ¢ = =, alors on peut poser mg = my et kg = ky.

Considérons le cas ¢ = 9o A 91 : soit ky = max(ky,, ky,) et choisissons my
un multiple de my,, my, tel que my >> ky.

Donc si m est un multiple de m, alors il est aussi un multiple de M., , My, -
De facon semblable, si k < m — kg, alors £ < m — ky,,m — ky,. On a donc que

mmvvmvk':'wo/\'(/]l
ssi Aoy Uy k = o et Ay, U, k | 1
ssi oy Uy b+ m |E Yy et Wy U, b+ m | 1y
ssi W, Uy k+m = o Ay .



Considérons maintenant une formule ¢ de la forme (7 ). Soit J,. ’ensemble
d’entiers dénoté par ’expression réguliere r. Rappelons que :

A, k= (r) ssi Fj € Jrt.q.(k+7) mod 2m 9.

Soit n,p tels que n’ > n implique n’ € J, ssin’ +p € J,.
Etudions d’abord 'image de J,. modulo 2m, ot m est un multiple de p. Cette

image est de la forme AUB ou A C {0,...,n} et BC{0,...,2m — 1} est tel
que j € Bssij+p mod 2m € B. On a donc

U, v,k E(r) ssi 35 € AUB t.q. (k+a) mod 2m = v
ssi Ja € At.q. (k+a) mod 2m = ¢
ou 3be€ Bt.q.(k+b) mod2m 1.

Observons que, si m est un multiple de p, alors, pour tout k,

dbe B.k+bmod 2m =1 ssi I € B, k+m+b mod 2m =,

car m est un multiple of p. Pour vérifier cela, choisissons b’ = b — m mod 2m

et b=m+bY mod 2m.
En plus, si k tel que k < m — ky —n et m est un multiple de my, alors

Jae A (k+a) mod2m =y ssi Ja€ A k+akEy
ssi Jae Ak+m+alE,

ssi Ja€ A. (k+m+a) mod 2m =,

car k+a <k+n<m—ky.
Il suffit alors de poser mg multiple de m et p, et kg = ky +n. O



