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Exos no. 2

Le lemme de simulation

Cette partie a pour but de faire une relecture critique de la preuve du Lemme de Simulation (le polycopié).
Question 1. Quel est la différence entre le langage présenté en cours et celui du polycopié ?

Exercice 2. Soit ¢z la conjonction des formules (1-7) présenté en cours, et soit ¢~>Z la conjonction des
formules (1-6) du polycopié.

Montrez que, étant donné M tel que M = ¢z, on peut construire M tel que M = qu, et vice-versa.
Argumentez que ces deux construction sont 1'une inverse de 'autre.

Exercice 3. Listez :
1. Ceux que vous croyez étre des erreurs dans le polycopié.

2. Les inférences de cette preuve que vous ne comprenez pas.

Formules universelles et formules existentielles

Une formule universelle ¢ est une formule de la forme
VIy...x,.9

ol 9 ne contient pas des quantificateurs. Une formule existentielle ¢ est une formule de la forme
dz1, ..., xp.0

ou v ne contient pas des quantificateurs.

Soient M et N/ deux modeles du méme langage £ = (X, F, R, ar). Nous disons que M est un sous-modéle

de NV (et écrivons M C N) si
L M| C N,
2. fM= fﬁ/l ‘ (c’est-a-dire l'interprétation in M du symbole de fonction f € F est la restriction a |M|
de l'interprétation de f in A), pour tout f € F,

3. (x1,...,2n) € PM si et seulement si (z1,...,2,) € PV, pour tout P € R tel que ar(P) = n et tout
tuplet (x1,...,xy,) € IM|™.

Exercice 4. Soit M un sous-modele de N';, M C N. Montrez les faits suivants :
1. Si ¢ est une formule universelle et v : X — | M|, alors N, v = ¢ implique M, v = ¢.
2. Si ¢ est une formule existentielle, alors M, v = ¢ implique NV, v = ¢.

Le théoreme d’indécidabilité de FOL

Nous avons prouvé, en cours, la proposition suivante :

Théoreme 0.1. Pour toute machine de Turing T et tout mot d’entrée w de cette machine, il existe une
formule ¢7., telle que

T(w)?T ssi il existe M tel que M |= ¢y
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Exercice 5. Définissons maintenant

wT,w = QSZ N Py N ¢A A ¢s’arréte s

Psarrete = Elley(x >0A Qf(l') y)) .
Est ce que la proposition suivante est correcte :
T(w)] ssi il existe M tel que M |= 1, .

(Remarquez que ¢ne sarrste €St une formule universelle, mais @gaprete €st une formule existentielle.)

Un peu de théorie des modeles

Exercice 6. Soit £ un ordre linéaire (modele des axiomes (1-3) du polycopié). Définissons un relation
d’ordre sur |£]| X Z :

(z,n) < (y,m) ssi x<Fyou (z=yetn<m).

Montrez que |L£| x Z, avec cette relation, est aussi un ordre linéaire et un modele de ¢.
On parlera ainsi de produit lexicographique £ x Z.

Exercice 7. Soit M tel que M |= ¢z. Montrez que M est un produit lexicographique de la forme £ x Z,
ou L est un ordre linéaire.

Idée :
1. Définissez, pour tout x € |M]|, la composante connexe de x par rapport & SM, notée [z].
2. Définissez, sur ’ensemble { [z] | x € M|} un ordre linéaire.

3. Si 0M ¢ [x], fixez un élément zq € [x]. Définissez

d(zg,x sixzg <z
flay = 0D
—d(zo,x) sl z<xg
ou d(x,y) est la distance usuellle dans un graphe non-orienté. Montrez que z < y si et seulement si
[z] < [y], oubien [x] = [y] et f(x) < f(y), de fagon que la fonction 1) qui envoie x vers ¢ (z) = ([z], f(z))
est une bijection telle que x < y ssi ¥(x) < ¥(y).



