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Attention : donnez autant de détails que vous jugez nécessaire ; des simples copies-collers-miroirs de vos notes de cours
ne seront pas jugés satisfaisants. En bref, montrez que vous avez compris.
Attention : la méthode d’évaluation indiqué (c-a-d. les pts.) est provisoire et susceptible d’étre modifiée.

Le théoreme de complétude

En discutant le théoreme de complétude pour la logique du premier ordre, nous avons procédé comme suit. Etant
donné un séquent I' = A qui n’est pas prouvable dans le systeme des séquents LK, nous avons construit une suite de
séquents ', - A,, avec certaines propriétés.

De cette suite, nous avons construit un modele M et une valuation v : X — M. Nous avons prouvé le Lemme suivant :

Lemme 0.1. Pour toute formule ¢, si ¢ € UnZO T, alors M v = ¢, et si ¢ € UnZO Ay, alors M, v [~ ¢.

Nous avons exposé les détails de la preuve par induction pour les cas ou ¢ est une formule de la forme AV B ou bien
de la forme Vz.A[z].

Exercice 1. (2 points). Exposez les détails de la preuve par induction du Lemme pour le cas d’une formule ¢ de la
forme A A B.

Solution. Soit donc ¢ = A A B, et supposonns (hypothese d’induction) que le Lemme est vrai pour A, B.

Si ANB € U,>q'n — disons AANB €T, —alors pour n’ > n, AA B est en téte de la liste w,/ et par construction
A, B € T4 Par hypothese d’'induction, M,v = A, M,v |= B, et donc M,v = AA B.

SiAAB € UnZO A,, —disons AN B € A,, — alors pour n’ > n, AA B est en téte de la liste w,, et par construction ou

bien A € A,/41, ou bien B € A,/;1. Supposons maintenant que A € A,/ 41, il decoule de I'hypothese d’induction que
M, v = A et, par conséquent, M, v = A A B. De fagon semblable, si B € A, 41, on démontre que M,v = AN B. O

Décidabilité

Exercice 2. (3 points). Soit £ = (X, F, P,ar) un langage tel que F' est un ensemble fini de symboles de fonctions,
tel que ar(f) = 0 pour tout f € F. Soit Fry 'ensemble des formules universelles de ce langage, c-a-d. ¢ € Fry si ¢
est de la forme

ol ¢ ne contient pas des quantificateurs. Montrez que le probléme (I, P), ou I = Fry et P(¢) = Ousi si et seulement
si ¢ possede un modele, est décidadable.
Suggestion :

(i). Montrez que, pour ¢ € Fry, si M |E ¢ et M’ est un sous-modele de M, alors M’ = ¢.

(ii). Montrez que si ¢ € Fry a un modele, alors ¢ a un modele fini.

(iii). Tirez la conclusion.

Solution. (i) Rappelons d’abord que signifie que N est un sous modele de M (par rapport a ce langage £).

Soit donc M = (M, I) (M un esemble et I une interpretation du langage £). On dit que N’ = (N, I’) est un sous
modele de M si N C M, I(¢) = I'(¢c) € N pour toute constante ¢ € F, et (my,...,my) € I'(R) si et seulement si
(m1,...,my) € I(R) pour tout tuplet (mq,...,m,) € N™.

Remarquons aussi qu’étant donné N C M tel que I(c) € N pour toute consrante ¢ € F, on a qu’il existe une seule
interpretantion I’ tel que N'= (N, I’) est un sous modele de M.

Montrons maintenant que si ¢ = Vxy,...,Tp.% € Fry, M E ¢ et A est un sous-modele de N, alors ¢ = N.
Or pour montrer que N = ¢, il faut montrer que N, v |= 4, ot nu: X — N C M est une valuation arbitraire.
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Car 1 est une formule propositionnelle, un simple induction & partir des formules atomiques montrera que N, v = ¢
si et seulement M, v |= 4. Or la derniere condition est vraie car M | ¢ implique que M, v = 9 pour toute valuation
v des variables individuelles. Récapitulons : M = ¢ implique M, v = 1), ce que implique N, v = 9.

(i) Soit M = ¢, avec M = (M, I). Or soit N C M définit par

N={I(¢)|ceF}.
Car F est fini, on a que N est fini, et observons aussi que card N < card F. Si NV est le seul sous-modele de M tel que
N = (N, I') alors, & cause de (i) on a que N = ¢ : N est donc un modele fini de ¢.

(iii) La discussion précedente montre que ¢ € Fy possede un modele si et seulement si il possede un modele de taille
au plus card F'.

Un algorithme (ott machine de Turing) pour décider le probléme (Fry, P) construira 'un aprés 'autre tous le modeles
M du langage L de taille au plus card F' en vérifiant si M = ¢ — si c’est le cas il répondra Ouwi, sinon il passera
au modele suivant. Si aprés avoir construit tous ces modeles il n’a pas trouvé un modele M tel que M = ¢, alors
I’algorithme répondra Non. (I

Logique dynamique propositionnelle

Exercice 3. (2 points). Rappelons la regle du conditionnel de la logique de Hoare :

{rndre{a} {1 n—-¢}8{1a}
{11 }if ¢ then « else ({9}

(i). Rappelez comment on peut coder une assertion de la forme { ¢ }a{ ) } par une formule [{ o ra{y }1f de PDL.
(ii). Rappelez comment on peut coder un programme de la forme if ¢ then a else [ par un programme de PDL
[if ¢ then « else 617}.
(iii). Montrez que la régle ci-dessus est correcte : si [{ 1 A ¢ ta{ e }]f et [{ 1 A =g }B{ P }-‘f
de PDL, alors [{ 1 }if ¢ then a else ({1 }1}- est aussi une tautologie de PDL.

sont des tautologies

Solution. (i) Posons
[{o}afu}” =6 [y,

(ii) Posons

[if ¢ then a else B = (26-a)U (76 - a).

(iii) Rappelons d’abord que ¢ — [y est une tautologie de PDL ssi poir n’importe quel modele M, on a
o™ C [a)y™

ol
pM={seM|sEo}.

Soit donc M arbitraire — on écrira pas ensuite les super-scripts M dans ¢™. On a que 11 N ¢ C [a]bs, ce qui est
équivalent a

1 C ¢ — [a]i
= [?¢][a]ib
=[?¢-alihs .
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De fagon semblable, 91 N —¢ C [B]1s est équivalent &

Y1 C [0 Bl
dot
U1 € [?¢- a2 N [726 - Blibs
=[2¢0-aU?¢- Bl .
O
Le p-calcul

Exercice 4. (3 points). Soient ¢ la formule v,.(a)(z V py.((b)z A [a]y)) du p-calcul et M le systeme de transition
suivant :

(i). Construisez le jeu G(M, ¢) : dessinez le graphe des positions et des mouvements, étiquétez les positions par un
joueur.

(ii). Explicitez dans ce jeu la condition de gagne pour les parties infinies.
(iii). Est ce que M,0 = ¢? Est ce que M, 1 |= ¢ ? Justifiez vos réponses.

Solution. (i) Dessinons d’abord I’arbre avec retours de la formule ¢ en numerotant les sommets :

Le jeu G(M, ¢) est alors comme suit :
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i k(e

Remarque : dans le dessins ci-dessus la position (1,1) a été dessiné deux fois.

(ii) Rappelons que Eva gagne une partie infinie d’un jeu de la forme G(M, ¢) ssi la variable sur ce chemin visitée
infiniment souvent dont le retour est plus proche de la racine, est une variable de type v. En particulier, dans le jeu
ci-dessus, la seule partie infinie possible est de la forme

(0,0)((0, 1)(1,2)(1,4)(1,5)(1,5)(0, 7))

et la variable visitée infiniment souvent dont le retour est plus proche de la racine est 7, i.e. la variable x, qui étant
liée par v, est une variable de type v. Il s’agit donc d’une partie infinie gagnée par Eva.

(iii) On remarque que Eva a une stratégie qui oblige Adam & parcourir la seule partie infinie, ou bien d’atteindre la
position (1,8) qui est perdante pour Adam. Il s’agit donc d’une stratégie gagnante pour Eva a partir de la position
(0,0). Par conséquent

M,0E 6.

Par contre, de la position (1,0) Adam peut forcer Eva dans la position (1,1), perdante pour Eva. Il s’agit donc d’une
stratégie gagnante pour Adam & partir de la position (1,0) et par conséquent

M1 .

Exercice 5. (3 points). Considérez la formule du p-calcul
Uz,y) = p=-(y V (# A (a)z)) .

Considérons le systeéme de transition N' = (N, ﬂ»), ot N est ensemble des entiers positifs et n = m si et seulement si
m =n+ 1. Montrez que (étant donné une valuation arbitraire v : X — P(N)) on a

nEUx,y) ssi 3k>0 t.q n+kEyet, pourtout i =0,....k—1, n+ifFz.

Solution. Regardons la structure du jeu G(N,U(z,y)) de la position (n+i,y vV (...)) :

n+i,V)g ——>(n+i,A)a (n+i,{a))p —>(n+i+1,2)p —>=(n+i+1,V)g >

l l i

(n+i,y) (n+i,x) (n+i+1,y)
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S’il existe k > 0t.q. n+k Eyet n+1i | x pour tout i =0,...,k — 1, alors Eva peut utiliser la strategie suivante de
(n,V) — et donc de (n,U(x,y)) — dans le jeu. Eva choisira des mouvements en horizontal pour se rendre de (n,V) a
(n+k,V) et puis & (n+ k,y). Cette derniére est une position gagnante pour Eva car n+ k | y (et donc n+ k € v(y),
(n + k,y) est une position d’Adam ou il ne peut pas jouer). Si, pendant ce chemin en horizontal, Adam choisit le
mouvement (n + 4, A) — (n+4,z), alors Adam il perdra de cette position, car n + i |= .

Supposons par contre que n = U(x,y), c-a-d. que Eva posséde une stratégie gagnante de (n,U(x,y)) et donc de (n, V).
Cette stratégie lui suggérera de choisir un chemin en horizontal, pour aboutir & la position (n+k, V) et puis & (n+k, y)
— un chemin en horizontal infini n’est pas possible car il serait perdant pour Eva. Car (n + k,y) est gagnant pour
Eva, alors n + k |= y. Dans ce chemin en horizontal, pour ¢ = 0,...,k — 1, Adam pourrait bien choisir le mouvement
(n+1i,A) — (n+1i,x), mais car cette position est gagnante pour Eva, on a n +i = x. O

Automates sur les mots infinis

Exercice 6. (2 points). Soit Ay = (Q, g0, { = }aes,, F) un automate de Buchi et soit f : ¥£; — 3y une fonction de
ré-étiquetage de I'alphabet ¥; dans ’alphabet 3.

(i). Proposez un automate A; tel que L(A;) ={oc € X{ | foo € L(As)} — décrivez formellement cet automate.

(ii). Démontrez ’égalité

AC(.Al):{O'EZLf‘fOUGL‘(.Aﬁ}.

Solution. (i) Définissons A; = (Q, qo, { 2, toex,, F) avec

!

b 4 . f(b)
q— q sslq — q .

(i) Soit B € L(A1) et p = qo LY q1 Lot g2 - .. un run dans 'automate A; qui accepte le mot 3 = bybs . ... Alors, cette

. b b
méme suite est un run p = qq f&y) Qn 7 &) g2 - .. de f oo dans 'automate As. On a donc que

L(A) C{B|foBeL(A)}.
. . . f(b1) f(b2) s .
Soit maintenant 5 tel que f o 8 € L(As). Soit donc p = qo "= ¢1 "= ¢2... un run de Pautomate Ay qui accepte
fop. Evidemment, cette méme suite est un run p = qq by Q L q ... de 'automate Ay qui accepte 3. On a donc

{BlfoBeL(A)}CL(A).

Exercice 7. (3 points). Considérez I’automate de Buchi suivant :

b/\ /\b
\ “

~O_R)-

N—

/ a,b

En utilisant la procédure de détermination de Safra, construisez un automate de Rabin déterministe équivalent a cet
automate. Documentez, étape par étape, cette procedure.

Solution. Nous développons cet exercice comme d’habitude.
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L’automate (avec la condition d’acceptance explicitée) est donc :

Cou,peus ol Rdjom,:
RilL Yy L TETS
RL f{d}ﬁ,g} G‘Z :{(TS
R} T{dﬁfsfd,{ 0"31/4

/2/7 = ‘)JO{/]?’/K/:(; 62{ *‘—‘4{_‘

Logique monadique du second ordre

Exercice 8. (3 points).

¢ EmmiN T
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(i). Rappelez la syntaxe de la logique monadique du second ordre (MSOL) ainsi que celle de la logique monadique

du second ordre pure (MSOP).

(ii). Montrez que pour toute formule ¢ € Fpsor il existe une formule ¢’ € Fuysop telle que, si Free(¢) =

{z1,...,2n,X1,...,Xm }, alors Free(¢') ={Y1,...,Y,, X1,.

., Xm } et ¢’ satifait la relation

vwk o ssiow g

ol w’ est une valuation des variables propositionnelles (ou monadique) satisfaisant

w (V) ={v(x)}, i=1,...,n,

w'(X;) =w(X;), j=1,....,m.
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Solution. (i) L’ensemble Fyrsor (des formules de la logique monadique du second ordre) est défini la grammaire
suivante :

o= 0()|zSy| oA |~¢|Tn.¢
10]0|zeX | XCY|X|XSY|3X.¢.

Par contre, ensemble Fyssop (des formules de la logique monadique du second ordre pure) est défini par la grammaire
suivante :

o= oNG| 9|
|00 XCY |X|XSY |3X.0.

Nous observons d’abord que la propriété « étre in singleton » est definissable dans la logique monadique du second
ordre pure. Posons :

Singl(X)=~(X COAVY(Y CX = YCOVXCY).

Remarque : ici V, =, V, sont definissables comme d’habitude, par exemple VY.® = =3Y.—®.
En suite, nous definissons ¢’ = [gﬂ € Fusop, par induction sur la structure de ¢ € Farsor,, comme suit :
[O(mﬂ =Singl(X)ANX CO
[25y] = Singl(X) A Singl(Y) A XSY
(Aol =Ta] Als]

[l = =[5l
[32.¢] = 3X.(Singl(X) A [])
ol =0
lol =0

[z e X1 = Singl(X)AX' C X
xcvyl=xcy

[xsyl = xSy

[Ax.¢] = 3x.[9].



