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Introduzione

Dopo i risultati di Kurt Godel [G6d31] che all'inizio degli anni trenta
danno uno scacco al programma fondazionale di Hilbert, la logica, quasi
liberata dal peso filosofico impostole dal problema dei fondamenti della
matematica, ha avuto un notevole sviluppo tecnico: sono cosi state
elaborate discipline quali la teoria della computabilita e la teoria dei modelli,
e stata studiata la potenzialita della teoria degli insiemi. Risultati notevoli
sono stati ottenuti in questi campi: ci limitiamo a segnalare la creazione
dell’Analisi non-standard [Rob61] che riabilita gli infinitesimi di Leibniz nella
teoria matematica, ambito dal quale erano stati espulsi nella seconda meta
dell'ottocento; inoltre segnaliamo i risultati di Paul J. Cohen
[Coh63/a],[Coh63/b] che stabiliscono l'indipendenza dell'assioma di scelta e
dell'assioma del continuo nella teoria degli insiemi; entrambi questi risultati si
prestano ad interessanti letture filosofiche che tuttavia un lettore formatosi in
ambito tecnico potrebbe facilmente giudicare estrinseche e non pertinenti.

Crediamo che siano invece almeno due le conquiste della logica che
ampliano in modo decisivo gli orizzonti di questa disciplina e che
necessitano una immediata riflessione filosofica. Pensiamo ai risultati di
Curry e Howard [How80] che stabiliscono una corrispondenza biunivoca tra
gli oggetti e metodi della teoria della dimostrazione e il A-calcolo tipato.
Attraverso questa corrispondenza la logica assurge a teoria di cid che e
computabile e pertanto essa diventa centrale nello studio della

programmazione funzionale che si modella sul A-calcolo. Questo confluire



dei metodi della teoria della dimostrazione nell'informatica € un argomento
forte per chi come Gabriele Lolli [Lol91] ha proposto un ruolo fondazionale
della logica nella scienza dell'informazione.

Siamo tuttavia maggiormente interessati ad un altro tipo di
corrispondenza che mette in relazione la logica con la teoria delle categorie;
tale associazione e stata proposta da Joachim Lambek [Lam68] e William
Lawvere [Law69] : le proposizioni della logica corrispondono a oggetti di una
categoria mentre le dimostrazioni sono morfismi tra oggetti. La logica diventa
allora lo studio delle relazioni formali valide in una categoria; muta in
particolare il tradizionale e conflittuale rapporto con la matematica in quanto
guesto viene mediato dalla teoria delle categorie. Questa teoria nasce nel
1945 ad opera di Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane [EML45] e si
configura come un approfondimento delle formazioni concettuali sviluppate
nel contesto dell'algebra astratta. La fertilita mostrata da tale teoria in
molteplici campi ha imposto ai matematici un possibile punto di vista
universale: nel 1965 Lawvere [Law65] assegna ad essa un ruolo
esplicitamente fondazionale nei confronti dell'intera matematica. Riteniamo
che una riflessione filosofica che voglia intervenire nel dibattito vertente sullo
stato attuale della matematical non possa eludere le domande che
emergono a partire dalle proposte forti della teoria delle categorie: la portata
di tale teoria nella matematica deve essere analizzata anche e non solo in
relazione al problema fondazionale.

In questa prospettiva poniamo la rilevanza dell'oggetto del nostro
studio, la logica lineare: tale logica si configura infatti come la logica della

categorie monoidali chiuse, categorie che rivestono uno speciale ruolo nel

1 In questo dibattito due valutazioni di tono esattamente opposto sono state date da Morris
Kline [KIi80] e Keith Devlin [Dev88].



contesto della teoria e di una riflessione filosofica sulle categorie. Ci basti per
adesso segnalare che in [Law73] la tesi che le strutture matematiche non
sono arbitrarie costruzioni viene sostenuta ( oppure, cambiando la sfumatura
al discorso, si potrebbe dire che la tesi dell'arbitrarieta viene combattuta )
avanzando la congettura che "le strutture fondamentali [della matematica]
siano esse stesse categorie”. Tale congettura si fonda su una
generalizzazione del concetto di categoria basata sul concetto di categoria
monoidale chiusa. La logica lineare pertanto diventa attraverso Ila
corrispondenza il perno di tale argomentazione il cui contesto vogliamo
dipanare e porre in primo piano; in particolare dovremo chiederci se la tesi
della non arbitrarieta sia legata a un qualche tipo di realismo matematico. La
breve presentazione storica della logica lineare che seguira non pretende di
avere un rigore scientifico; cercheremo di avvalorare la tesi della non
arbitrarieta ponendo in primo piano non tanto la data di nascita di tale logica
come teoria completa, ma piuttosto analizzando alcuni momenti della storia
della matematica in cui si fa esplicito ricorso alle operazioni lineari prima e al
di 1a di una chiara coscienza teorica del ruolo che tali operazioni hanno nel
contesto della teoria delle categorie o nella logica. Tale procedimento &
cosciente che nel suo intento di supportare la tesi forse ne € guidato e
presuppone cio che vuol dimostrare. Tuttavia con questo modo di procedere
cercheremo innanzitutto di comprendere lo spirito di una tale esigenza

realista per poi passare in seguito a piu rigorose argomentazioni.

Logica lineare : un panorama storico

La prospettiva che ci siamo imposti indichera le "origini" della logica

lineare nell'uso di certe costruzioni algebriche, i prodotti tensoriali, che



dall'inizio di questo secolo mostrano la loro rilevanza e fertilita nell'ambito di
disparate ricerche matematiche. L'Analisi tensoriale creata da Gregorio
Ricci-Curbastro e Tullio Levi-Civita [LCRC901] per trattare i problemi legati
all'espressione delle leggi fisiche in modo invariante rispetto ai cambiamenti
di coordinate fa uso del prodotto tensoriale tra spazi vettoriali. A tali
strumenti matematici ricorre la teoria della relativita generale che lega la
determinazione delle grandezze fisiche a osservatori indipendenti e pertanto
a diversi sistemi di coordinate. L'uso e la scoperta di tali prodotti diventa un
fatto ricorrente in altre branche, ad esempio nel 1938 viene pubblicato
I'articolo di Hassler Whitney sui prodotti tensoriali di gruppi abeliani [Whi38].
Se tali prodotti tensoriali sono esempi di congiunzioni lineari, osserveremo
un fatto ricorrente in matematica: gli spazi di funzioni tra due oggetti
matematici con la stessa struttura mantengono questa struttura, si pensi ad
esempio ai morfismi tra due gruppi abeliani ove & possibile definire una
somma tra funzioni, un elemento neutro e l'inverso; tali spazi di funzioni sono
implicazioni che spesso si trovano in una relazione di aggiunzione con |l
bifuntore prodotto tensoriale. L'accento sulla centralita di tale problematica in
matematica é stato posto da Samuel Eilenberg e Max Kelly nell'articolo sulle
categorie chiuse [EK65] ovviamente nel quadro di una trattazione
categoriale. Abbiamo visto sopra che negli anni sessanta viene esplicitato da
Lambek e Lawvere il rapporto tra la teoria delle categorie e la logica. Gli
oggetti di una categoria possono essere considerati proposizioni e le frecce
tra due oggetti come dimostrazioni tra proposizioni. In tal caso l'assioma
della teoria delle categorie che asserisce l'esistenza di una freccia identica
per ogni oggetto diventa il principio di identita che asserisce che da ogni
proposizione € derivabile la stessa proposizione; analogamente le proprieta

della composizione vengono tradotte nel principio del taglio: se esiste una



dimostrazione da p a q e una da g a r allora esiste una dimostrazione da p a
r. | prodotti tra due oggetti possono essere considerati congiunzioni tra
proposizioni ( ad esempio il prodotto cartesiano di due insiemi € una
particolare congiunzione ) e, nel caso di una categoria chiusa, gli spazi di
funzioni sono implicazioni. Da questo punto di vista la logica lineare si pone
allo stesso livello di generalita delle categorie monoidali chiuse: come casi
particolari si considereranno le categorie cartesiane chiuse ( ad esempio la
categoria degli insiemi ) ove il prodotto tensoriale considerato e l'usuale
prodotto nel senso delle categorie ( il prodotto cartesiano nel caso
insiemistico ); in tali categorie vigono le stesse leggi formali della logica
intuizionista; nel caso delle algebre di Boole ( che in quanto preordini sono
particolari categorie ) vigono rispetto alla congiunzione le stesse leggi formali
della logica classica.

Se gli studi categoriali hanno mostrato che la logica lineare € insita
nella pratica matematica da molto tempo, la chiarificazione a livello di regole
formali di tale logica appare per la prima volta in un articolo di Joachim
Lambek sulla struttura grammaticale di un enunciato [Lam58]. Lambek
osserva che il tipo grammaticale di alcune parti del discorso puo essere
definito in termini di altre attraverso una implicazione lineare: ad esempio
"predicato” puo essere definito attraverso i tipi grammaticali "nome" ed
"enunciato”. Una volta che si sia indicato con e il tipo di un enunciato e con
n il tipo di un nome, tale definizione consiste in:

P=n \€ .

Le leggi formali dell'implicazione lineare:

xOO - n\e sse nexO0 - e,
asseriscono che "x & un predicato se e solo se, accostato a destra di un

nome, produce un enunciato".



Sebbene le preoccupazioni di Lambek siano ristrette al tentativo di
produrre un calcolo efficace per il riconoscimento automatico degli enunciati
significanti di una lingua naturale, ci sembra rilevante osservare che Lambek
e gia cosciente del significato categoriale e altamente generale di questo
formalismo: in una annotazione egli osserva che tali regole formali sono le
stesse che vigono nell'algebra lineare e multilineare, vale a dire nella
categoria degli spazi vettoriali e delle funzioni lineari.

Esiste un'altra via attraverso la quale la logica lineare si impone
all'attenzione. Si tratta della tradizione di logica filosofica che, nella ricerca di
una adeguata formalizzazione della nozione di implicazione stretta, arriva a
produrre dei sistemi con forti analogie con la logica lineare. Ci riferiamo ai
sistemi di logica della rilevanza [Dun86] che introducono congiunzioni
intensionali per le quali in genere non valgono alcune delle regole strutturali
del calcolo dei sequenti di Gerhard Gentzen [Gen34]. La tematizzazione
dell'implicazione stretta e legata ad una discussione critica dell'implicazione
materiale; ad esempio € noto che in logica classica lo schema p-q e
sempre vero se p e falsa; tra le conseguenze sgradite della logica classica si
trova che ogni enunciato controfattuale € vero, ad esempio "se non avessi
perso gli occhiali in mare, li avrei comunque persi sulla luna" e ogni altra
proposizione simile risulta essere vera. Analogamente vengono messe in
discussione quelle forme di implicazione che fanno in modo che ogni verita
necessaria implichi ogni altra verita necessaria: ad esempio ci puo lasciare
perplessi I'argomentazione che asserisce che "2 + 2 = 4" implica "7 + 3 =
10". In questo contesto lo studio dellimplicazione stretta € motivato
essenzialmente dalla tradizionale necessita di cogliere nel profondo la
struttura delle diverse argomentazioni, in primo luogo quelle di carattere

dialettico e filosofico. L'implicazione lineare segue questa tradizione; ad
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esempio e possibile interpretarla in certi contesti addirittura come una forma
di causalita: lI'espressione p-(q puo essere letta come "l'insieme di tutte le
azioni che posso fare in un sistema perché questo passi da uno stato che
verifica p a uno stato che verifica q".

L'interpretazione data sopra ha la sua origine nello studio dei quantali,
strutture algebriche battezzate in questo modo da C. Mulvey [Mul86] poiché
sono una generalizzazione dei locali alla logica dei quanti. L'interesse per i
guantali nasce quindi da un tentativo di fondazione epistemologica della
meccanica quantistica. In un recente articolo David Yetter [Yet90] ha chiarito
guale sia la connessione tra la logica lineare e queste strutture: i quantali
costituiscono una semantica algebrica completa. L'equivalenza data dal
teorema di completezza mostra che la logica lineare e candidata a svolgere
il ruolo di "logica della meccanica quantistica”; non si tratta tanto delle
"quantum logics", concetto attinente alla teoria dei reticoli [BN36], ma
piuttosto di una logica la cui congiunzione ha il significato di "e poi". "La
validita logica intende catturare la verificazione empirica ( sia che si tratti di
un esperimento o di programma lanciato ), e la validita di A&B... € intesa
come 'abbiamo verificato A e poi abbiamo verificato B' " [Yet90]. In tale
senso i quantali sono stati utilizzati da Samson Abramsky e Steven Vickers
[AV93] per organizzare entro un unico contesto algebrico le diverse nozioni
di equivalenza osservativa tra processi elaborate nel contesto della
semantica dei processi per i calcoli per sistemi computazionali.

Nel 1987 Jean-Yves Girard pubblica su Theoretical Computer Science
"Linear logic" [Gir87/a], articolo nel quale la logica lineare viene esposta
attraverso un calcolo dei sequenti da un punto di vista che accentua le
problematiche relative alla teoria della dimostrazione. Il punto di partenza per

Girard consiste in uno studio e in una "purificazione costruttivista" della
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semantica di Scott per la logica intuizionista. L'elaborazione di tale
semantica porta alla ideazione degli spazi di coerenza, ovvero alla
definizione di una categoria in cui le operazioni della logica lineare sono
interpretate come funtori. Sebbene Girard collochi la rilevanza filosofica di
cio che presenta come una scoperta nell'ambito di una filosofia costruttivista
della matematica — leggiamo infatti che "la logica lineare €& una
continuazione del processo di costruttivizzazione che comincia con la logica
intuizionista”, essa "...pud essere raggiunta attraverso una piu sottile analisi
della semantica delle dimostrazioni..., o attraverso alcune piu o meno
immediate considerazioni sul calcolo dei sequenti” [Gir87/a] — ci sembra
che proprio il fatto che tale logica sia nata nel contesto di una semantica
categoriale possa mettere in discussione tali affermazioni che ci sembrano
pertanto avere una natura piu ideologica che fattuale. D'altro canto non &
possibile negare la rilevanza che la logica, nella sua parziale veste di analisi
dei processi strettamente finitari e costruttivii, ha nei confronti di una
impostazione teoretica della non piu neonata computer-science. Da qui la
necessita di capire quale sia il ruolo della logica lineare nello studio dei
processi computazionali; poiché tale logica € una naturale generalizzazione
della logica intuizionista — la quale attraverso l'isomorfismo di Curry e
Howard con il A-calcolo tipato assurge addirittura a teoria delle funzioni
computabili — si pone il problema di generalizzare gli strumenti della teoria
della computabilita alle strutture intuitive suggerite dalla logica lineare. Se
una prima intuizione aveva suggerito che il naturale sbocco di questo
approccio fosse lo studio dei processi computazionali in parallelo [Gir87/b]
tuttavia non siamo a conoscenza di risultati di notevole rilevanza in questa
direzione. Segnaliamo l'articolo di Vladimir Alexiev [Ale94] per una ampia

panoramica su questa area di ricerche.
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Cio che invece sembra rilevante nella logica "di Girard" € la presenza
di una forma di negazione e di una disgiunzione lineare che danno alla
logica una veste classica. Tale veste classica tuttavia non ha un corrispettivo
chiaro nelle strutture matematiche tradizionali che costituiscono una
semantica per la logica lineare, ad esempio l'insieme delle frecce di una
categoria piccola. Il lavoro della presente tesi e rivolto in primo luogo a
investigare la portata di questa negazione lineare classicheggiante in questi
modelli: ne e risultato che la negazione lineare assume un ruolo ben

determinato anche in questi contesti.

Un primo approccio alla logica lineare

Un utile riferimento per chi voglia accostarsi alla logica lineare puo
essere l'articolo di Girard apparso su Le Scienze [Gir91], ma per chi fosse
interessato a vedere sul campo la logica lineare anche a costo di un minimo
di formalismi consigliamo la lettura dell'articolo di Lambek [Lamb58]
accessibile anche a chi non abbia particolare dimestichezza con la scrittura
matematica, ma soprattutto interessante per chi si occupi di linguistica.

I modo usuale per introdurre la logica lineare consiste nell'asserire
che essa e una logica sensibile alle risorse; cosi "la denotazione di una
proposizione ... non si riduce al suo valore di verita ... ma considera inoltre il
costo" [Gir91]. Analizzeremo pertanto alcuni esempi tratti dal linguaggio
naturale in cui si riflette questa problematica delle risorse e del costo al fine

di esemplificare il tipo di inferenza propria della logica lineare.

Chi faccia uso della logica classica riterra valido questo schema:

se pdqgepdrallora pdqlr
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( se dap segue ge dap segueralloradapsegueqer).

Questo schema di argomentazione risulta in generale valido, si
consideri per esempio:
se piove allora fuori € bagnato
e
se piove la gente apre gli ombrelli
dunque

se piove allora fuori € bagnato e la gente apre gli ombrelli.

Tuttavia nelle situazioni in cui si faccia riferimento a risorse deperibili
tale tipo di argomentazione non vale. Si consideri il seguente esempio:
se ho 1400 lire allora bevo un caffé
e
se ho 1400 lire allora compro il biglietto dell'autobus
dunque
se ho 1400 lire allora bevo un caffé e compro il biglietto dell'autobus.
Tale argomentazione € decisamente sbagliata, e la conclusione
corretta dovrebbe invece essere:

se ho 2800 lire allora bevo un caffe e compro il biglietto dell'autobus.
Cio suggerisce chiaramente che lo schema di inferenza giusto debba
essere:

se pdqgepdrallora p+pdq+r.

La logica lineare commutativa si occupa a un livello intuitivo delle

relazioni che gestiscono lo scambio di risorse, e in questo contesto la
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negazione lineare imposta un certo tipo di dualita tra dare e ricevere, tra
offerta e richiesta. A titolo di esempio si consideri il seguente caso:
per tremila lire ottengo un pacchetto di sigarette
allora
se richiedo un pacchetto di sigarette ottengo una richiesta di
tremilalire.
Tale tipo argomentazione viene colta dal seguente schema:

se p@q allora g* @ p*.

Una generalizzazione immediata concerne le risorse che deperiscono
a causa del tempo; se la seguente argomentazione ¢ valida:

se ho mille lire e ho duemilalire allora ho duemila lire e ho mille lire;

tuttavia non lo e la seguente:

se mangio e vado a dormire allora vado a dormire e mangio.

Analogamente chi segue una ricetta per preparare un pasto sara ben
cosciente che in taluni casi non é possibile invertire I'ordine degli ingredienti
in quanto i risultati delle due operazioni sara diverso.

La discussione mostra che non & sempre valido il seguente schema:

p+qdq+p.
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Le regole fondamentali che la logica lineare rifiuta sono le regole
strutturali nel senso del calcolo dei sequenti di Gentzen. Tali regole
fondamentali sono:

p&pdp (contrazione),

paBp&p (espansione),

p &g q& p(scambio).

Abbiamo indicato con & la congiunzione lineare, che negli esempi
precedenti era una forma di somma.

Gli esempi che abbiamo mostrato sono tratti dal linguaggio naturale;
non siamo tuttavia al corrente di uno studio sistematico che raccolga ed
espliciti formalmente le forme di inferenza lineari presenti nel linguaggio
naturale; inoltre €& stato intuito [Gir91] che i formalismi che sottostanno alla
teoria chimica sono una forma di logica lineare, ma non siamo analogamente

a conoscenza di un lavoro che espliciti questo rapporto.

Un secondo approccio allalogica lineare

Abbiamo finora mostrato che tra le argomentazioni quotidiane
reperibili nel linguaggio naturale ne esistono alcune che sono riconducibili a
una forma di ragionamento lineare.

Cercheremo adesso di comprendere piu da vicino perché la logica
lineare occupa una posizione privilegiata nel contesto della teoria delle
categorie. Ripercorreremo pertanto le linee principali del testo di Lawvere
[Law73] e per fare questo saremo costretti ad introdurre un minimo di
formalismo che tuttavia cercheremo di limitare e spiegare intuitivamente.

Incominciamo esplicitando che cosa si intende con universo del

discorso matematico o categoria.
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Una categoria consiste di:
- oggetti: a,b,c...

- per ogni coppia di oggetti a,b un insieme
hom(a,b)

di frecce;

- per ogni tripla di oggetti a,b,c una funzione
hom(a,b)xhom(b,c) o _, hom(a,c)
detta composizione;
La composizione soddisfa il seguente assioma:
hom(a,b)xhom(b,c)xhom(c,d) Ff»!> hom(a,c)xhom(c,d)
e e

! !
hom(a,b)xhom(b,d) ol o hom(a,d)

Tale assioma esprime il fatto che la composizione tra frecce e

associativa : (feg)eh =fe(geh).
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- per ogni oggetto a € assegnata una freccia identica:
1 DH‘i hom(a,a)
ove 1 e linsieme con un solo elemento; tale freccia soddisfa i
seguenti assiomi:
hom(a,b)x1 §f%0>hom(a,b)xhom(b,b)
. 5

!
hom(a,b)

1xhom(a,b) ﬁ'EF'_I,>hom(a,a)D><hom(a,b)
? )

!
hom(a,b)

Tali assiomi esprimono il fatto che per ogni oggetto esiste una freccia
identica che é elemento neutro a sinistra (a destra) rispetto alla
composizione per quelle frecce che hanno come dominio (codominio) tale

oggetto:
- se fDhom(a,x) per quanche oggetto x, allora lg*f = f;

- se fDhom(x,b) per quanche oggetto x, allora fely =f.

Si osservi che gli insiemi sono gli oggetti di una particolare categoria
S , ove le frecce sono le funzioni e la composizione & data dalla
composizione di funzioni; cio evidenzia il fatto che la definizione di categoria
appena data dipende dalla categoria S , dal prodotto cartesiano tra insiemi
X, dall'insieme di un solo elemento 1 che & elemento neutro rispetto al
prodotto cartesiano e dal fatto che S € una categoria chiusa, cioé il funtore
hom(_,_) associa a due oggetti di S — due insiemi — ancora un oggetto di

S — linsieme di tutte le funzioni da uno all'altro. Si osservi inoltre che vale
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la relazione di aggiunzione tra il funtore x e il funtore hom(_, ) , ossia ogni
funzione di due variabili puo essere considerata equivalentemente una
funzione di una variabile che associa ad un elemento un‘altra funzione di

una variabile.

La definizione di categoria pud pertanto essere generalizzata a una
qualsiasi categoria monoidale chiusa, ossia una categoria V ove sia definito
un prodotto e un hom funtore che abbiano le seguenti proprieta:

1) (aOb)Oc ?al(blc), ovvero vale la proprieta associativa;

2) al11 ?a ?10a, ovvero esiste un oggetto neutro 1 per tale prodotto;

3) allb ?b0a, vale la proprieta commutativa;

4) hom:VorxV O O - V, vale a dire che l'insieme delle frecce da un
oggetto all'altro della categoria € anche un particolare oggetto della
categoria,

5) al0l_ : hom(a, ), cioe vale la relazione di aggiunzione tra i due

funtori.

Per vedere cosa cio significa si consideri l'insieme 2 = {T,[J} dei valori
di verita ordinato rispetto alla usuale relazione di dimostrabilita. E' noto che
tale insieme € una categoria quando si ponga:

hom(x,y) = gj)qgltrimeﬁﬁ.x 2y

Si osservi che hom(x,y) # [ se e solo se x @y, pertanto sse T = x-.

L'implicazione pertanto € un hom funtore interno all'insieme dei valori di

verita ed e aggiunto destro della congiunzione [ , operatore binario
associativo e commutativo con elemento neutro il vero T. Valgono pertanto
le seguenti relazioni che asseriscono che 2 €& una categoria monoidale

chiusa:
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(1) (xDy)ez =xylz),
2) Tx=x,

Q)  xy=yLlx,

4 -:20x200 - 2,

(5) xly@zseesolosex@y-z, cioe xll :X- .

Costruire una categoria C valutata su 2 (anziché sulla categoria

degli insiemi) equivale pertanto ad assegnare:

- oggetti: a,b,c...

- per ogni coppia di oggetti a,b un elemento
C(a,b)0{T,0}.
Cio equivale ad assegnare una relazione tra gli oggetti. Infatti si

ponga a <b se e solose C(a,b) =T.

- per ogni tripla di oggetti a,b,c un morfismo di 2
C(a,b)C(b,c) 0 OO0 - C(a,c).

Cio equivale a dire che:
C(a,b)C(b,c) @ C(a,c)

formula che puo essere letta in questo modo:

(lsea<beb<calloraas<c.

- per ogni oggetto a & assegnata un morifismo di 2 :
TOO - C(a,a).
Analogamente cio puo essere letto in questo modo:

(i) € sempre vero che a< a.
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La discussione € intesa a mostrare che assegnare una categoria
(piccola, cioé una categoria i cui oggetti siano un insieme e non una classe)
valutata su 2 € equivalente ad assegnare un preordine < S,< >, cioé un

insieme con una relazione binaria transitiva (i) e riflessiva (ii).

Il punto di vista, espresso da William Lawvere in [Law73], secondo
cui logica significa relazioni formali che hanno un carattere generale, porta
dunque ad osservare che la logica lineare o logica generalizzata si applica
direttamente a ogni categoria valutata in una arbitraria categoria monoidale
chiusa, non solo in quella dei valori di verita. Se la logica intuizionista si
applica a una qualsiasi categoria cartesiana chiusa, una categoria ove |l
prodotto considerato sia in particolare il prodotto cartesiano, e la logica
classica si applica alla categoria dei valori di verita, si tratta di esemplificare
concretamente il tipo di universi in cui si applica la logica lineare. Lawvere
propone un esempio di logica quantitativa: l'insieme dei numeri reali positivi
esteso con infinito R = [0,c] ordinato dalla relazione > & una categoria
dotata di un prodotto associativo con elemento neutro e aggiunto destro.
Valgono infattiin R le relazioni:

(1) X+y)+z=x+(y+2);

(2) X+0=x;

(3) x+y=y+x

(5) X+ty=>zssey=z=+xcioex+_: _ +X
ove + e la differenza troncata a 0 e ovviamente associa a due numeri di R

ancora un numero di R.
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Esempi di strutture valutate su R sono gli spazi metrici. Infatti se X &
uno spazio metrico e indichiamo con X(a,b)JR la distanza tra due punti
a,b0X, allora le usuali proprieta della distanza, la diseguaglianza triangolare
che asserisce che un percorso spezzato e piu lungo di un percorso diretto e
guella che asserisce che la distanza di un punto da se stesso e nulla,
rispettivamente:

X(a,b) + X(b,c) = X(a,c),

0= X(a,a),

sono valutazioni della R-categoria X in R .

Si osservi che nel discorso di Lawvere la tesi che le strutture
fondamentali della matematica siano categorie viene sostenuta da una parte
mostrando che anche gli spazi metrici — oltre a i preordini e ai monoidi —
sono riconducibili al concetto di categoria, dall'altra ponendo al centro della
definizione di categoria il concetto stesso di categoria € non piu il concetto di
insieme. |l rapporto tra le due strutture matematiche viene invertito: le
categorie non sono piu definite attraverso gli insiemi, mentre le proprieta di
guesti vengono caratterizzate attraverso le proprieta categoriali della

categoria degli insiemi [Law64].
L'approccio categoriale alla logica

Abbiamo fino ad adesso messo in rilievo quale rilevanza sia tecnica
che filosofica acquisisca la logica — e in particolare la logica lineare — una

volta che si prenda in considerazione lo strumento dato dalla corrispondenza

di Lambek e Lawvere. Analizzeremo adesso il ruolo che la strumentazione

22



categoriale — usata in abbondanza nel presente lavoro — svolge nello
studio della logica.

Osserveremo innanzitutto l'assenza dell'usuale presentazione della
logica attraverso il linguaggio: a monte di questo approccio esistono ragioni
profonde che esamineremo citando per prima cosa le seguenti parole di W.
Lawvere: "Nello sviluppo matematico degli ultimi decenni si vede
chiaramente la crescita della convinzione che le proprieta rilevanti degli
oggetti matematici sono quelle che possono essere enunciate in termini della
loro struttura astratta piuttosto che in termini degli elementi di cui si pensava
fossero costituiti" [Law65]. Il problema relativo alla "sicurezza" della
matematica, risolto in genere attraverso l'individuazione di una disciplina
costitutiva di tutta la matematica, diventa secondario rispetto a una esigenza
puramente descrittiva. Leggiamo in [Law69]: "per Fondamenti intenderemo
qui lo studio di cio che e universale in matematica. Quindi i Fondamenti in
guesto senso non possono essere identificati con nessun «punto di
partenza» o «giustificazione»". In tal caso una fondazione della matematica
non attribuira un peso determinante agli insiemi, agli elementi e alla
relazione di appartenenza; in modo analogo non mettera in primo piano i
complessi di simboli e le regole concrete per maneggiarli. La logica € invece
meglio descritta attraverso il concetto di teoria in senso invariante [Law75]:
"una teoria € una categoria T con certe proprieta P e un modello di T € un
funtore, che preserva le proprieta P, a valore negli insiemi". In particolare se
la categoria T e un preordine allora la teoria € qualsiasi cosa costituita da
arbitrari oggetti che chiamiamo proposizioni, da una relazione di
dimostrabilita tra proposizioni e da operatori che di volta in volta sono
chiamati a soddisfare certi assiomi. La strada cosi intrapresa non e quindi

una rinuncia all'uso del linguaggio ma piuttosto € una generalizzazione di un
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tale approccio formale: infatti gli usuali calcoli logici costruiti con il linguaggio
possono essere considerati come le teorie libere sopra un insieme di
generatori 0 proposizioni atomiche. Il ricorso al linguaggio potra
eventualmente essere uno strumento utile nella soluzione di particolari
problemi ma evidentemente non potra essere motivato in questo contesto da
una filosofia idealista dei fondamenti che ponga il metodo deduttivo finitario
come costitutivo della matematica.

L'approccio categoriale alla logica approfondisce e si lega idealmente
e concretamente alla tradizione di studi chiamata algebra della logica il cui
fondatore € George Boole [Boo847]. Tale tradizione — che conta nei suoi
ranghi studiosi del calibro di Alfred Tarski il quale, insieme con Bjarni
Jonsson [JT51], ha analizzato per primo operatori di arieta arbitraria in
algebre di Boole aprendo concretamente la via alla nostra ricerca —
evidenzia l'equivalenza dello studio della logica attraverso un calcolo o
attraverso l'algebra di Lindenbaum generata dal calcolo. Le strumentazioni
algebriche sono pertanto sufficienti allo studio della logica, il linguaggio &

solo uno strumento.

Semantica : formazioni concettuali a confronto

Abbiamo visto che se le teorie logiche sono categorie i loro modelli
sono funtori a valori negli insiemi. In linea di principio la situazione potrebbe
essere generalizzata: un modello di una teoria € semplicemente un funtore a
valori in un'altra categoria. Tuttavia tra le possibili categorie la categoria degli
insiemi ha un ruolo principe in quanto le proprieta relative alle costruzioni in
guesta categoria possono spesso essere tradotte in proprieta relative a

elementi; si apre cosi una dualita tra punti di vista, quello relativo alle
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proposizioni, ai concetti e alle zone, e quello relativo agli individui e ai punti.
Le problematiche logiche potranno essere analizzate da entrambi i due punti
di vista; il teorema di completezza mostrera l'equivalenza delle due ottiche.
Vedremo nel nostro lavoro che i concetti propri della logica lineare si
trasformeranno in concetti rilevanti della matematica quali quello di monoide
e guello di isomorfismo nel contesto della particolare categoria dei bimoduli
sopra insiemi parzialmente ordinati. Tale dualita di punti di vista che si fonda
su teoremi di rappresentazione € uno degli strumenti piu fertili della
matematica: si pensi ad esempio al teorema di rappresentazione di Arthur
Cayley [Cay878] che asserisce che ogni gruppo astratto € isomorfo a un
gruppo concreto di permutazioni. Il teorema di rappresentazione di cui
faremo uso invece e una generalizzazione del teorema di Marshall Stone
[Sto36] che asserisce che ogni algebra di Boole, ovvero ogni teoria
proposizionale classica, pu0 essere rappresentata come un campo di
insiemi. Nell'introduzione a [Joh82] viene esaminato sotto una prospettiva
storica lI'enorme contributo dato da tale teorema alla ricerca matematica, in
particolare viene messo in rilievo che tale teorema abilita all'uso di metodi
topologici nel contesto della logica e viceversa; le due discipline vengono
pertanto a condividere problematiche e strumenti.

Siamo a conoscenza di due teoremi di rappresentazione per la logica
lineare. Il primo [BG93] rappresenta una teoria lineare in un sottospazio di
relazioni su un insieme. Il secondo [AD93], una volta definito un universo
come un insieme con due relazioni d'ordine e tre relazioni ternarie, mostra
che ogni teoria si rappresenta su un quoziente (nel senso di [Ros90]) della
teoria dei crivelli costruita con la prima relazione d'ordine. Nel caso il reticolo
della teoria lineare sia un reticolo distributivo questo teorema di

rappresentazione coincide con quello qui presentato che e una
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generalizzazione dei risultati presentati in [GM90]. E' sufficiente allora avere
una sola relazione d'ordine e una sola relazione ternaria. Abbiamo scelto
pertanto di lavorare in ambiente distributivo anche perché gli universi
risultano "abbastanza semplici" ed € possibile una immediata analisi e
comprensione dei concetti trovati attraverso le trasformazioni dalla sintassi
alla semantica. Tuttavia lasciamo aperta la possibilta di studiare tali teoremi
di rappresentazione e generalizzare i nostri risultati al caso non distributivo.

Il punto di vista concettuale legato allo studio algebrico della logica
rende poco interessanti quei teoremi di completezza per semantiche di tipo
algebrico che si limitano a constatare che l'algebra di Lindenbaum — ovvero
gualche algebra costruita a partire dal linguaggio di un calcolo logico —
soddisfa le condizioni algebriche associate alla definizione di teoria. Su
guesta linea é il teorema dovuto a David Yetter [Yet90] che stabilisce la
completezza dei quantali rispetto alle teorie proposizionali lineari. Tuttavia
tale teorema mostra anche che il reticolo della teoria puo essere esteso a un
reticolo completo costruito a partire da un universo canonico. Riteniamo pero
che con tale tipo di rappresentazione la comprensione delle strutture studiate
sia meno profonda in quanto i due punti di vista equivalenti non sono piu
cosi differenti come nel caso della dualita tra concetti e individui. Infatti un
universo € un monoide insieme con un nucleo quantico, concetto che,
essendo proprio della categoria dei quantali, relativizza il concetto di

universo a quello di teoria.

Il significato fondazionale della teoria delle categorie

In un saggio del 1985 [Mel85] Giancarlo Meloni chiarisce quale sia la

portata della rivoluzione categoriale in matematica, e, raccogliendo gli stessi
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suggerimenti di Lawvere, affianca a una critica degli usuali atteggiamenti
riduzionistici nei programmi di fondazione della matematica la tesi che
I'ambito filosofico entro il quale comprendere la portata di tale rivoluzione sia
il materialismo dialettico.

Questa ultima tesi viene sostenuta in gran parte come risultato di una
posizione realistica della conoscenza contro le tesi costruttiviste e idealiste in
filosofia della matematica; leggiamo infatti in [Law80]: "secondo Lenin,
I'immagine scientifica del mondo e una immagine di materia-che-si-muove e
materia-che-pensa e inoltre il ruolo speciale della materia-che-pensa e di
riflettere le relazioni decisive del mondo per fornire la teoria come guida
all'azione. Questa immagine materialista del mondo € in opposizione alle
immagini antiscientifiche del mondo rispettivamente dell'idealismo soggettivo
e dell'idealismo oggettivo. L'idealismo soggettivo & stato architettato da
Platone, Berkley... questo lavoro distruttivo e antiscientifico e stato
continuato recentemente da Mach, Russell, Brouwer, Heisenberg, ecc".

A nostro avviso tale posizione realistica deve essere colta in rapporto
a una critica delle fondazioni riduzionistiche della matematica, critica che
metta in evidenza il ruolo descrittivo e non costitutivo di un approccio
fondazionale. Infatti leggiamo che "per Fondamenti intendiamo lo studio di
ci0 che e universale in matematica... i Fondamenti non possono essere
identificati con nessun punto di partenza o giustificazione per la matematica"
[Law69]. Tale impegno descrittivo ci portera piuttosto ad evidenziare
analogie tra la teoria delle categorie come strumento di ricerca sulla
molteplicita dei possibili mondi matematici e un certo tipo di ricerca
fenomenologica. Osserviamo per adesso che il problema del riduzionismo si
pone anche nel contesto di una fondazione categoriale della matematica: se

le proprieta rilevanti di molte strutture matematiche possono essere colte
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attraverso la strumentazione categoriale, si potrebbe pensare che questa
possa esaurire le proprieta rilevanti di ogni struttura matematica: in tal caso
la matematica sarebbe ridotta alla teoria delle categorie. Una prima risposta
cerca di distinguere tra questo ultimo tipo di riduzionismo e quelli usuali:
nelle proposte fondazionali tradizionali "si assume troppo spesso a priori da
che cosa la matematica deve essere costituita (insiemi, costruzioni mentali,
complessi di simboli, ecc.) e poi si sviluppa una gran mole di lavoro per
dimostrare che in effetti & cosi... La trattazione categoriale invece si sta
sviluppando con necessita dall'interno della ricerca matematica stessa"
[Mel85]. Noi svilupperemo indipendentemente una critica ad ogni
atteggiamento riduzionista in matematica e ci chiederemo se alla fondazione
categoriale della matematica possa essere addossata limputazione di

riduzionismo.

Negli ultimi vent'anni del secolo scorso, quale ulteriore sforzo di una
ricerca che aveva visto i maggiori matematici dell'ottocento impegnati nel
tentativo di dare una sistematizzazione rigorosa alla loro materia, Friedrich
Gottlob Frege [Fre884] esplicitava il concetto di numero attraverso
operazioni puramente logiche. La sua attenzione ai processi dimostrativi era
volta a mostrare la possibilita di derivare le "verita" matematiche a partire da
concetti puramente logici: era questo il nucleo fondamentale di quel tentativo
di riduzione della matematica alla logica noto come programma logicista.
Tale tentativo, portato fino in fondo da Bertrand Russell e Alfred North
Whitehead nei Principia Mathematica [RW913], era gia stato messo in crisi
da Russell stesso con la sua antinomia; per sfuggire a tale paradosso, che
colpiva direttamerte il principio logico di comprensione, era stata introdotta

da Russell la teoria dei tipi, teoria che metteva in discussione la validita di
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alcuni tra i piu utili teoremi dell’Analisi; come soluzione a tale problema si
ricorse nei Principia ad ulteriori assiomatizzazioni le quali pero avevano un
carattere assai piu empirico che logico. La precarieta di tale soluzione
sembrava segnare il fallimento stesso del programma logicista nel momento
stesso in cui venivano pubblicati i Principia.

Pur difendendo la priorita delle diverse teorie rispetto ad una loro
riduzione ad un unico fondamento logico, David Hilbert nella sua relazione al
congresso di matematica di Parigi del 1900 [Hil900] proponeva come
irrinunciabile il problema di dimostrare la coerenza dell'aritmetica. Tale
dimostrazione sarebbe stata la meta ideale di una catena di dimostrazioni di
coerenza che fondavano teorie "piu complesse” su altre "piu semplici”. La
soluzione da lui proposta a tale problema consisteva essenzialmente nel
tentativo di catturare l'aritmetica in un sistema formale, ovvero in qualche
cosa di strettamente manipolabile e soggetto a leggi cosiddette "finitarie".
Questo € il nucleo del cosiddetto programma formalista, come € noto,
I'insufficienza di tale soluzione fondazionale venne mostrata da Kurt Godel
[G6d31] nel suo celebre teorema di incompletezza. Ancora una volta veniva
messa in dubbio la possibilita di una riduzione della matematica a un suo
ambito privilegiato, I'aritmetica finitaria per I'occasione.

Negli anni sucessivi al 1931, anno in cui Godel pubblica il suo
teorema, sopravvive quale approccio fondazionale con un carattere
apertamente riduzionista la "scuola insiemistica™: ogni struttura matematica
viene colta a partire dagli insiemi e dalle operazioni "lecite” sugli insiemi. Il
concetto di insieme diventa pertanto il perno della matematica. Tale
approccio tuttavia non nasconde punti deboli; ad esempio il ricorso
all'assiomatizzazione per chiarire il concetto intuitivo di insieme ha

evidenziato alcuni paradossi. In primo luogo e noto che ogni sistema formale
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coerente ha un modello numerabile (si tratta del noto teorema di
Léwenheim), e cio ci suggerisce che non e possibile cogliere la nozione
intuitiva di insieme di cardinalita piu che numerabile; in secondo luogo i
risultati congiunti di Gédel [GA6d39] e Paul J. Cohen [Coh63/b] mostrano che
l'ipotesi del continuo € indipendente dall'usuale assiomatizzazione di
Zermelo-Fraenkel. Esistono allora molteplici mondi insiemistici e nell'ottica
fondazionale molteplici matematiche. Solo una scelta di sapore empirico, e
pertanto in una certa misura arbitraria, puo far optare per una matematica

piuttosto che per un‘altra.

Una analisi che accentui il punto di vista storico mostra che il
problema dei fondamenti sorge nel culmine di quel processo di
rigorizzazione dell'analisi che vede impegnati i maggiori matematici del
diciannovesimo secolo (ad esempio Cauchy, Weierstrass, Dedekind,
Cantor). Durante questo secolo sembra ben acquisito quale sia il corpo di
conoscenze che costituisce la matematica: si tratta di geometria, analisi e
aritmetica. | lavori a cavallo dei due secoli dedicati al problema dei
fondamenti elaborano nel migliore dei modi i concetti fondamentali di queste
aree: il piano viene oramai identificato col prodotto cartesiano dell'insieme
dei numeri reali, un punto viene ridotto a una coppia di numeri reali. Si tratta
quindi di chiarificare il concetto di numero reale e a questa analisi sono
dedicati alcuni dei lavori di Weierstrass, Dedekind e Cantor; si osserva che
un numero reale puo essere pensato come una classe di equivalenza di
successioni di numeri razionali e questi sono riconducibili a coppie di numeri
naturali; di qui Iimpegno di Frege alla chiarificazione del concetto di numero
naturale. Un percorso analogo e quello che induce Hilbert a concentrare i

propri sforzi sul problema di dimostrare la coerenza dell'aritmetica. | modelli
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per le geometrie non euclidee mostravano che queste erano coerenti se 1o
era la geometria euclidea, e per quanto visto in precedenza il problema della
coerenza della geometria veniva scaricato successivamente sull'Analisi e
sull'aritmetica.

Tuttavia se si puo dire che a inizio del diciannovesimo secolo
geometria, analisi e aritmetica costituivano la matematica, non si puo
asserire lo stesso per la fine dello stesso secolo. Infatti durante il secolo
vengono elaborate nuove tecniche al fine di risolvere problemi propri
dell'usuale matematica; tuttavia queste tecniche si dimostrano degne di uno
studio specifico; nascono pertanto nuove discipline che arricchiscono e
mettono in crisi il corpo di conoscenze tradizionale. Si pensi alla teoria dei
gruppi, nata ad opera di Galois allo scopo di decidere della risolvibilita di
sistemi di equazioni. Un discorso analogo puo essere fatto per la topologia il
cui creatore Henri Poincaré a fine secolo mostrava l'irresolubilita di certi
sistemi di equazioni differenziali e proponeva tecniche alternative al fine di
studiare i sistemi dinamici. Nel frattempo nasce il concetto di algebra astratta
come studio di quelle leggi generali che tuttavia non sono universali, non
sono verita assolute. Questo nuovo atteggiamento ha origine in alcune
novita concettuali quali ad esempio la scoperta dei quaternioni ad opera di
Hamilton: i quaternioni sono una naturale generalizzazione del concetto di
numero; tuttavia tale generalizzazione non soddisfa la proprieta commutativa
della moltipicazione. Se una soluzione al problema dei fondamenti fosse
arrivata alla fine del secolo scorso, sarebbe stata una soluzione parziale
limitata a talune discipline matematiche che gia mostravano limiti intrinseci
nella soluzione dei propri problemi.

Per porre tutt'oggi il problema dei fondamenti della matematica

bisogna essere in grado di dare indicazioni sufficienti a questo quesito: quale
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sia l'oggetto della matematica. Una risposta possibile € quella di colui che,
osservata la molteplicita delle forme della ricerca matematica, tenda ad
individuare nel metodo il perno unificante della matematica. || metodo
dimostrativo allora assurge a oggetto della matematica stessa e gli enti
matematici diventano mere costruzioni dell'uomo. Questo tipo di risposta
tuttavia lascia aperti molti interrogativi e non ci sembra cogente; si potrebbe
in primo luogo obbiettare che nemmeno il metodo dimostrativo sia
univocamente determinato tra fautori delle diverse logiche; inoltre si
potrebbe porre la questione del perché arbitrarie strutture create dall'uomo si
siano rivelate cosi efficaci nello studio della realta fisica; crediamo tuttavia
che si farebbe bene a chiedere perché la stessa persona non affermi ad
egual voce che le scienze sperimentali si occupano del metodo
sperimentale: la molteplicita delle aree di ricerca non puo essere confusa
con l'assenza di un oggetto di ricerca. In questo contesto ci sembra
opportuno assumere un atteggiamento positivo verso la molteplicita senza
adottare un punto di vista riduzionistico; in particolare ricondurre la
matematica a un suo nucleo ci sembra un atto ideologico che disconosce la
fertilita della ricerca nelle diverse discipline presupponendo di conoscere in

anticipo le svariate forme che la ricerca matematica puo elaborare.

Ci sembra pertanto che la novita propria della teoria delle categorie €
stato il riconoscimento epistemologico dell'autonomia dei diversi universi del
discorso matematico, della molteplicita delle categorie. A questo
riconoscimento € seguita una ovvia rinuncia a trovare un centro di
gravitazione per lintera matematica; e sebbene il legame con la pratica

matematica sia forte ed esplicito?, tale rinuncia non si limita a un mero

2 Sj veda ad esempio il pitl noto trattato sulla teoria delle categorie [MLa71].
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richiamo alla pratica contro ogni discorso teoretico e fondazionale, ma
assume invece come compito primario per ogni proposito fondazionale
Iimpegno descrittivo di una molteplice realta che si manifesta nella
complessita delle ricerche matematiche concrete.

Tale impegno descrittivo sotto, al quale € certamente un qualche tipo
di atteggiamento realista, € una sorta di fenomenologia del paesaggio
matematico mossa da un latente grido "alle cose stesse"; cosicché il ruolo
della dimostrazione non puo essere piu costitutivo dell'oggetto matematico, e
come una narrazione puo essere pil 0 meno adeguata all'oggetto che
descrive, cosi il compito di un matematico non si esaurisce nella
dimostrazione di una data proprieta, ma consiste anche nella ricerca di una
dimostrazione che sia consonante all'oggetto, che ne sveli le strutture
profonde. Come si evince da [Mel85] gran parte dell'attivita di Lawvere come
matematico e stata quella di riproporre da nuovi punti di vista, giudicati piu
pertinenti, oggetti ben conosciuti alla tradizione matematica. L'analogia con
un certo tipo di atteggiamento fenomenologico non si limita ad evidenziare
I'impegno descrittivo della teoria ma pud essere estesa a una sottolineatura
dell'uso dialettico che la teoria delle categorie fa tra studio delle strutture
generali condivise da molti universi matematici e studio delle peculiarita delle
singole categorie; la constatazione del particolare non é sufficiente ma
devono essere colte le strutture generali e invarianti; a sua volta il livello del
generale puo essere colto e sviluppato solo se in rapporto diretto con la
pratica matematica, ovvero con la particolarita dei molteplici universi. Il fine
di questo stretto legame metodologico e sia quello di conoscere nei dettagli
la specificita di un oggetto in questione, sia quello di evidenziare e dipanare
utili analogie e intrecci tra diversi campi della matematica. || modello

fenomenologico che abbiamo presente € quello che fa della fenomenologia
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un "metodo di caratterizzazione degli atti di esperienza attraverso l'esibizione
di differenze di strutture” [Pia79] e che metta in primo piano il procedimento
della variazione di esempio come mezzo per esercitare quella intuizione
dell'essenza in rapporto all'esperienza concreta. Analogamente potremmo
sottolineare l'esigenza propriamente fenomenologica di cogliere quei dati
essenziali dell'esperienza (ad esempio la causalitd) senza postulazioni
metafisiche, cioé senza abbandonare I'esperienza concreta: cosi la
fondazione categoriale della matematica deve nascere dall'interno della
pratica di ricerca matematica anziché presupporre cio di cui e costituita.
L'analogia tra metodo fenomenologico e teoria delle categorie ci
sembra per altri versi stimolante in quanto aiuta a riproporre tradizionali
problemi della filosofia della matematica servendosi di categorie filosofiche
meno obsolete: ad esempio la questione vertente sull'esistenza degli oggetti
matematici viene ancora risolta nelle usuali dicotomie realismo-idealismo e
platonismo-costruttivismo, oppure vengono proposte soluzioni al dilemma in
termini di sociologia della conoscenza [DH85] o di interpretazione nella
pratica matematica [Pet91]; a nostro avviso queste due ultime soluzioni
rinunciano a trovare uno status ontologico ben definito e sembrano pertanto
carenti nello spiegare perché la matematica sia riconosciuta come la scienza
piu oggettiva, riconoscimento contenuto anche nella tesi della non
arbitrarieta. Ci sembra invece che il rapporto tra oggetto matematico e
processo dimostrativo possa essere ben caratterizzato attraverso il concetto
di intenzionalita; una analisi del polo noetico del rapporto €& proprio cio che fa
l'algebra della logica oggettivando in una categoria le strutture attraverso le

guali avviene la dimostrazione.
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Abbiamo lasciato in sospeso la questione se con la fondazione
categoriale avvenga un nuovo processo di riduzione della matematica a un
suo ambito privilegiato. La questione puo essere discussa a fondo, ma
cominciamo a rilevare che vi possono essere due vie distinte attraverso le
qguali una metodologia scientifica puo risolversi nei confronti del metodo
adottato. E' noto ad esempio che la teoria dell'epoché assume nell'ultimo
Husserl una importanza sempre crescente, mentre per il modello
fenomenologico a cui ci siamo agganciati essa rimane una mera operazione
preliminare di messa tra parentesi dei giudizi. Analogamente possiamo
leggere affermazioni di Lawvere che tendono ad accentuare il ruolo
esauriente della teoria delle categorie nei confronti dell'intera matematica: la
non arbitrarieta delle strutture in matematica pud essere concentrata nella
"tesi che le strutture fondamentali sono esse stesse categorie" [Law73];
oppure in [LS91] l'algebra delle frecce di una categoria viene paragonata
esplicitamente all'algebra filosofica con la quale, secondo Leibniz, i filosofi
avrebbero risolto ogni discussione con un "calculemus”. In altri contesti
invece leggiamo affermazioni che sembrano meno perentorie: "la correttezza
del punto di vista categoriale ha portato a una piu chiara comprensione in
modo tale da organizzare meglio e talvolta dirigere la crescita della
conoscenza matematica e delle sue applicazioni... Forse il punto di vista
categoriale é solo un precursore di un altro ancor piu fondamentale; per
adesso e il migliore che conosciamo"” [LS91].

Ci sembra di poter risolvere con una prima approssimazione il
problema della dialettica tra molteplicita degli oggetti studiati e unicita del
metodo osservando che anche un approccio positivo verso il molteplice che
diffidi di qualsiasi tentativo riduzionista sarebbe sterile se si limitasse alla

constatazione senza tentare di coordinare la molteplicita da un punto di vista
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unitario. Nel caso particolare della matematica diventa una esigenza
concreta quella di coordinare le diverse aree di ricerca dando la possibilita ai
matematici di usare un linguaggio comune, un linguaggio universale che sia
abbastanza penetrante per poter esprimere agevolmente i problemi specifici
pertinenti alle diverse discipline. Tale esigenza viene ad esempio espressa
nell'introduzione a [Joh82] dove la figura di Marshall Stone assurge a
simbolo del matematico per eccellenza, capace di dare notevoli contributi
nella propria disciplina non disdegnando ma anzi mettendo a frutto
conoscenze mutuate da altri ambiti della matematica. Crediamo che sia
proprio questa capacita di svolgere il ruolo di linguaggio comune dei
matematici che sta alla base della fertilita della teoria delle categorie,
capacita che invece sembra mancare alla teoria degli insiemi e alla teoria
della dimostrazione. Talvolta ad esempio l'esibizione di una dimostrazione
puo diventare addirittura un ostacolo alla circolazione delle idee tra
matematici come nel caso di dimostrazioni di notevole lunghezza3. Il ricorso
alla teoria delle categorie diventa non tanto un rifiuto del ruolo oggettivante
della dimostrazione ma invece il contesto entro il quale la dimostrazione puo
effettivamente svolgere tale ruolo.

Se abbiamo visto che un punto di vista non riduzionista non esclude
l'utilizzo di un linguaggio universale e coordinante, crediamo anche che
sarebbe un errore mettere al bando una esplicita domanda filosofica che
interroghi fino in fondo le potenzialita fondazionali del metodo. Si osservi che
tale domanda nel caso delle proposte fondazionali sulla matematica investe
problemi concreti e seri quali ad esempio le metodologie di insegnamento di

tale disciplina e pertanto coinvolge una riflessione sulla cultura

3] Un caso limite & il teorema di classificazione dei gruppi finiti semplici. Invitamo a una

lettura di [Gor92] per inquadrare il contesto di tale problematica.
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contemporanea che, proprio attraverso tale insegnamento preponderante
nelle scuole, tende a scindersi nei due aspetti scientifico e umanistico.
D'altra parte € proprio la fertilita del metodo che richiede uno studio attento
delle proprie potenzialita, ma cio deve essere fatto nel modo e nello spirito
corretto: cio che non pud essere ricondotto al linguaggio della teoria delle
categorie non per questo pud essere dimenticato cosi come non si deve
presupporre che tutti i problemi possano essere risolti in tale teoria. Un
valido tentativo di riduzione al metodo e alla teoria delle categorie puo
essere condotto non tanto col fine di dimostrare che tutto puo essere ridotto
ma piuttosto col fine opposto di trovare i limiti della teoria: da questi limiti
nuove fertili concettualizzazioni possono scaturire, magari piu profonde nel
senso di Lawvere; l'esperienza del teorema di incompletezza di Goédel,
valutata positivamente, dovrebbe indurci in questo tipo di atteggiamento: non
tanto una accettazione incondizionata di strumenti scientifici ma un esercizio

esplicito di critica di fronte a una situazione di "scienza normale" [Kuh62].

Articolazione della tesi

Dopo questa introduzione con la quale abbiamo voluto esplicitare il
contesto nel quale la nostra ricerca ha una chiara rilevanza filosofica, il
lavoro svolto verra presentato in sei capitoli. Il materiale sara presentato
seguendo queste linee guida: da una parte daremo una esposizione delle
ricerche svolte relative alla logica lineare distributiva il piu possibile
autocontenuta, in modo che il lettore possa studiare direttamente su questo
testo senza far riferimento ad altri; da un'altra parte invece allargheremo i
nostri orizzonti per mostrare che le concettualizzazioni di cui facciamo uso

sono inquadrabili nel piu largo contesto della teoria delle categorie, mentre le
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concettualizzazioni che veniamo scoprendo non sono arbitrarie e hanno un
preciso significato nel contesto di una particolare categoria. Per questo
secondo aspetto presupporremo una conoscenza di teoria delle categorie;
rinviamo a [MLa71] per i risultati di cui faremo uso.

Nel primo dei sei capitoli sara studiata la logica distributiva.
L'approccio seguito in questa esposizione € una generalizzazione al caso
geometrico della presentazione delle logica classica presente in [GM90].

Nel secondo capitolo verra presentata la logica lineare. L'esposizione
mettera in evidenza che le proprieta fondamentali di questa logica nascono
dalla relazione di aggiunzione tra congiunzione e implicazione. Tale logica
verra esemplificata su concrete strutture matematiche quale lo spazio di tutte
le relazioni su un insieme.

Il terzo capitolo entra nel vivo del tema della tesi: la logica lineare
distributiva. Sara innnazitutto studiata la relazione di aggiunzione tra
congiunzione e implicazione in una teoria di crivelli su un universo. Si
mostrera che esiste una corrispondenza biunivoca tra tali congiunzioni nella
teoria e certe relazioni ternarie nell'universo. Questa parte del lavoro segue
gli spunti offerti in [GM90] ed elaborati nel contesto delle ricerche svolte
presso la cattedra di Logica Matematica del dipartimento di Matematica
dell'Universita di Milano. Molto lavoro sara invece speso per mostrare la
naturalita nel senso della teoria delle categorie di tale corrispondenza
biunivoca, cercando innanzitutto la categoria nella quale collocare i concetti
relativi all'universo. Tale categoria € quella dei bimoduli sopra insiemi
parzialmente ordinati; si mostrera che in tale categoria acquisiscono senso i
concetti importati negli universi attraverso la logica lineare.

Nel quarto capitolo verranno studiate le proprieta monoidali della

congiunzione lineare. Si mostrera allora che la classe delle teorie lineari
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distributive € completa rispetto ai monoidi nella categoria dei bimoduli.
Esempi concreti di tali monoidi verranno illustrati.

Il quinto capitolo & dedicato allo studio degli universi per la logica
lineare classica. Verranno mostrati esempi concreti di tali universi e verranno
presi in considerazione alcuni schemi validi in tali strutture. Tali schemi
verranno poi investigati nel contesto di universi arbitrari e con delle
derivazioni o contromodelli si mostreranno i rapporti reciproci di derivabilita o
indipendenza di tali assiomi.

Il sesto capitolo affronta infine il tema della definibilita di condizioni
semantiche. | risultati sono stati ottenuti generalizzando al caso di arbitrarie
teorie modali il concetto di p-morfismo della logica modale esposto in

[Gol92].
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Capitolo |

Logica distributiva

Oggetto di studio di questo capitolo e la logica distributiva o logica
geometrica. Premettiamo alla trattazione di tale argomento alcuni cenni di
teoria dei reticoli per poter definire il concetto di teoria proposizionale
geometrica e mettere in campo gli strumenti principali dei quali ci serviremo
nelle dimostrazioni nel seguito di questo capitolo e nei capitoli seguenti. Una
teoria proposizionale geometrica sara pertanto un reticolo distributivo; data
guesta definizione potremo trattare i concetti centrali della logica: quello di
universo, quello di interpretazione semantica e la completezza semantica.
Tale trattazione inquadrera questi concetti logici nel contesto della teoria
delle categorie. Si mostrera allora che I'operazione di costruzione della teoria
dei crivelli di un universo e l'operazione di costruzione dell'universo dei filtri
primi di una teoria sono operazioni "inverse" nel senso che sono legate dalla
relazione di aggiunzione. Il nucleo di tale relazione € il concetto di
interpretazione semantica o0 modello che pud essere analizzato
equivalentemente in termini di morfismo tra universi oppure in termini di
morfismo tra teorie. Il punto di arrivo sara il teorema di completezza che sara
un corollario del piu forte teorema di rappresentazione: per ogni teoria esiste
un morfismo iniettivo dalla teoria nella teoria dei crivelli dell'universo dei filtri

primi della teoria stessa.
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Elementi di teoria dei reticoli

Preordini

Definizione 1. Un preordine € una coppia< S ,<>ove Sé uninsiemee<e

una relazione binaria che gode delle seguenti proprieta:
per ogni x,y,zOS
[Rifl] X< X,

[Tran] x<yey<zimplicax<z.

Definizione 2. Un elemento i di un preordine € un massimo minorante di x e

yseisxei<ye, perognijsej<xej<yalloraj<i Postoxly:=ile
condizioni possono essere riassunte nel seguente assioma:

(A z<xllyssez<xez<y.
Un elemento T di un preordine € un elemento massimo se vale per ogni
xS:

[T] x<T.

Dualmente diciamo che un elemento s di un preordine € un minimo

maggiorante dixeysex<sey<se,perognit,sex<tey<talloras<t.

Posto xvy := s le condizioni possono essere riassunte nel seguente assioma:
(A Xvy<zssex<zey<z.

Un elemento O di un preordine € un elemento minimo se vale per ogni x(S:

[T] < x.
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Definizione 3. In un preordine la relazione di uguaglianza viene definita in

guesto modo:

X=yssex<yey<x.

Monoidi e semireticoli

Definizione 4. Un monoide é unaternaM=<S,e 1 >0vee:SXxSO 0O - Se

una operazione binaria associativa e 10S e elemento neutro a sinistra e a
destra per tale operazione.Valgono pertanto i seguenti assiomi:

[Asse] (xey)ez = X=(y*2) ,

[1] Xel=X=1eXx.

Definizione 5. Un morfismo tra due monoidi M1 e M2 e una funzione f:S1 [

[0 —» Sp che preserva le operazioni, cioe tale che:
f(xey) = f(x)* f(y) ,
f(1) = 1.

Definizione 6. Un sottoinsieme I0S e un ideale del monoide M se e solo se

esiste un monoide M' e un morfismo f:M O O - M’ tale che | = f-1({1}).

Definizione 7. Un semireticolo € un monoide commutativo < S,,1 > ove ogni

elemento e idempotente, ovvero valgono i seguenti assiomi:
[Comme] Xey = yeX.

[ide] XeX = X.
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Proposizione 1. In un semireticolo si ponga

X<1YSSeXey=X.
Allora la relazione <1 induce un ordine nell'insieme S in cui 1 € elemento
massimo e l'elemento xey € massimo minorante di x e y.
Analogamente si ponga

X<2ySsSeXxey=Yy.
Allora la relazione < induce un ordine nell'insieme S in cui 1 € elemento
minimo e I'elemento xey € minimo maggiorante dix e y.
Dimostrazione (per il caso <1, il secondo caso segue per dualita).
Daxex=xsegue X< Xx,edax<yey<z CioeXey=xeyez=y, segue Xz =
(Xey)ez = Xe(y*z) = X*y =X, Cio€ X < Z.
Daxel =xsegue x<1perognix;,sex<yex<z, CiO€ X*y =X € X*Z = X,
allora xe (y*z) = (Xey)*z = X*z = X, pertanto x <yez; viceversa se x < y»Z allora
Xe(yez) =x dacui xey = (Xe(y*z))ey = Xe(y*y)*z = Xey*z = X, pertanto x <y e

analogamente si dimostra x < z.

Reticoli

Definizione 8. Un reticolo € un preordine dotato un elemento minimo e un

elemento massimo in cui per ogni coppia di elementi esistono un massimo

minorante e un minimo maggiorante .
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Proposizione 2. Ogni reticolo < S< > ha la seguente struttura:

<S,0,T,v,0>
ove:

-<S, [0, T>éun semireticolo;

-<S,v, > é un semireticolo;
valgono le seguenti leggi di assorbimento:

[Asty] XH(xvy) =X,

[Asy] xv(xCy) =x .
Viceversa ogni quintupla <S,0,T,v,0> che soddisfa gli assiomi
precedenti € un reticolo rispetto alla relazione d'ordine definita da

X<y sse xLy = X.
Dimostrazione.
Parte della dimostrazione e immediata. Assegnato un reticolo < S,< > siano
0, T, v, O rispettivamente il massimo minorante, il massimo, il minimo
maggiorante e |'elemento minimo.
Mostriamo come esempio che vale la proprieta associativa. Da (X[y)[z <
x[y e x[y < x segue che (X(y)(z < x. Analogamente (x(y)(z < y e inoltre
(xy)[(z < z pertanto (X(y)[(z < y[z e (X(y)z < x[(y[Z). L'altra parte
dell'uguaglianza vale per la proprieta commutativa del massimo minorante.
Mostriamo che vale una delle leggi di assorbimento. Da X < X € X £ Xvy
segue che x < x[J(xvy). Viceversa si osservi che € sempre vero x[z <x.
L'altra parte della proposizione viene dimostrata in questo modo. Per la
proposizione 1 < S, O, T > e ordinato dalla relazione <; definita da x <1 y
sse xly = x, x[ly € massimo minorante di x e y e T € elemento massimo
rispetto a tale relazione. Analogamente <S,v, 0> e ordinato dalla
relazione <, definita da x <o y sse xvy =y, Xvy € minimo maggiorante dix e y

e [0 é elemento minimo per tale ordine. Le leggi di assorbimento permettono
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di dimostrare che x[ly = x se e solo se xvy =y, cioé che la relazione <1
associata al semireticolo < S, 0, T > coincide con la relazione < associata
al semireticolo < S, v, 0>, pertanto rispetto a tale relazione il preordine ha
massimo, minimo, massimi minoranti e minimi maggioranti. Infatti x(ly = x,

allora xvy = (x[y)vy =y e analogamente se xvy =y, allora x[ly = x[(xvy) =Y.

Definizione 9. Un morfismo tra due reticoli R1 0 0O - R2 & morfismo di

monoidi per entrambi i semireticoli< S;, 0, T>e<S§j,v, 0>.

Proposizione 3: Reticolo duale. Sia R = <S, O, T, v, d> un reticolo. Si

ponga:
ROP=<S, Cop, Top, Vop » op >

ove:
Lop ==V, Top =10 Vop =14 Uop :==T.

Allora ROP e un reticolo in cui la relazione <qp € definita da:
X<opY SS€ Y<X.

La verifica € immediata ed é lasciata al lettore.

Proposizione 4: Principio di dualita. Sia A un enunciato valido in ogni reticolo

R. Allora e valido in ogni reticolo R l'enunciato A°P ottenuto da A
sostituendo a ogni occorrenza di un operatore binario o zeroario l'operatore
opposto, e sostituendo la relazione < con la sua opposta.

Si osservi che A% é valido in un reticolo R sse A é valido in ROP e

guest'ultimo fatto e vero per ipotesi.
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Definizione 10. Un reticolo si dice distributivo se valgono le due seguenti

leggi:
[dod  p(qvr) = (pOa) v (pLI),
[dv] pv(ql¥) = (pva) O (pvr).

Definizione 11. Un reticolo R si dice sup-completo se ogni sottoinsieme

arbitrario IS ammette un minimo maggiorante VI tale che per ogni xS
vale:

VI <x sse i< xperognixdl.
Un reticolo si dice inf-completo se ogni sottoinsieme arbitrario I0S ammette
un massimo minorante /\ | tale che per ogni x[IS vale:

X< NI sse X< iperognixdl.

Proposizione 5. Un reticolo & sup-completo sse é inf-completo.

Supponiamo che R sia sup-completo. Sia
NI=V{x| x<iperogniill}.
Sia jOI mostriamo che V{ x| x<iperogniilll}<j, ovvero x <jse x<iper
ogni iJl. Ovviamente x < j poiche j[I. Viceversa se x < i per ogni x[Il allora
xO{ x| x<iperogniidl}, pertanto x < V{x | x<iperogniill}.
La dimostrazione dell'altra implicazione € analoga ponendo:
VI=N{x|i<xperogniill}.
Parleremo pertanto di reticoli completi senza specificare per quale tipo di

operazione sono tali.
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Definizione 12. Sia 2 il reticolo cosi definito:

2=<{T,04,0,T,v,O0>

ove e v sono definiti dalle usuali tavole di verita.

Definizione 13. SiaR=<S,0d, T, v, O> un reticolo. Allora 10S & un ideale

del reticolo R se e solo se 1 € un ideale del monoide < S, v, O>.

@S e un filtro del reticolo R sse @ € un ideale di ROP,

Proposizione 6. 1LJS é un ideale di R se e solo se soddisfa le seguenti

condizioni:

i) OO

i) se x(h e yh allora xvy;

iii) se x e y<x allora y[.
Dimostrazione.
Per ipotesi esiste un morfismo di monoidi f:S 0 00 - S'tale che1 ={x | f(x) =
O}
Da f(00) = O segue i. Sia f(x) = O e f(y) = [, allora f(xvy) = f(x)vi(y) = OvO = [.
Siay < X, cioe yvx = X, allora f(y) = f(y)vl = f(y)vf(x) = f(yvx) = f(x) = O.
Viceversa sia | un sottoinsieme di S che soddisfa le tre condizioni. Allora la
funzione anticaratteristica ¥, :S 0 O — 2 é un morfismo di monoidi. Infatti
posto X(X) = O sse x[ si osserva che X\(0) = Oe Xi(xvy) = O sse xvy[
sse x( e yOi sse X1(x) =0eXi(y) =0sse Xi(x) v{i(y) = 0.
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Corollario. @IS € un filtro di R se e solo se soddisfa le seguenti condizioni:
i) TOg;
i) se xOg e yOe allora xCyOe;
iii) se xUg e x<y allora yOa.

Definizione 14. @IS e un coideale di R se e solo se il complemento di ¢ e un

ideale.

(S e un cofiltro sse il complemento di | € un filtro.

Proposizione 7. @UJS é un coideale di R se e solo se soddisfa le seguenti

condizioni:
i) O0eg;
i) se xvyOe allora xOg o yOg;
iii) se xUg e x<y allora yOa.
1S e un cofiltro di R se e solo se soddisfa le seguenti condizioni:
i) TCh;
i) se xCy[h allora x(h o y[;

iii) se x e y<x allora y[.

Definizione 15. 100S e un ideale primo di R se e solo esiste un morfismo di

reticoli R 0 O - 2 tale che 1 = f-1(0).

@S e un filtro primo sse @ € un ideale primo di ROP.

Proposizione 8. 10JS e un ideale primo di R se e solo se | € un ideale ed é un

cofiltro.
Se | & un ideale primo: esiste un morfismo di reticoli R0 O - 2 tale che

| = f-1(0). Ovviamente 1 & un ideale; mostriamo che 1 & un cofiltro, cioé i€ &
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un ideale di ROP. Si osservi che la negazione —:2°0 O O - 2 & un
isomorfismo di reticoli e che x[i¢ sse f(x) = T, pertanto x[Ii ¢ sse = (f(x)) = .
La funzione = (f( )):R O O - 2 ¢ il morfismo richiesto per asserire che 1€ &
un filtro.

Se | & un ideale allora la sua funzione anticaratteristica X, :S 0 0 -~ 2 & un
morfismo di monoidi e pertanto preserva v e [J; inoltre se 1€ e un filtro la sua
funzione anticaratteristica Xjc :R°P 0 0 - 2 preserva v e [, pertanto la sua
funzione caratterstica x,c = ~( Xic ):S O O - 2 preserva Oe T. Si osservi
che ¥\ = Xc. Infatti x,c( x ) = O sse x[i¢ sse x[ sse Xi(x) =0. Pertanto la

funzione anticaratteristica di 1 € un morfismo di reticoli tale che 1 = ¥, -1(0).

Corollario. @S e un filtro primo di R se e solo se ¢ € un filtro ed é un

coideale.

Proposizione 9: Lemma del filtro massimale. Sia 1 un ideale e ¢ un filtro tali

che in@= 0. Allora esiste un filtro (ideale) massimale tra quelli disgiunti da 1
(@

SiaF={¢ | @ éunfiltro, glp e ing = 0O }. F & un insieme ordinato dalla
relazione di inclusione e per ipotesi hon vuoto. Inoltre € un insieme induttivo
nel senso che ogni catena di elementi ¢1C0@p...0hO@n+1... ammette minimo
maggiorante in F. Infatti ¢ := Ln>0{ @, } € ancora un filtro che soddisfa @l e

In@=0. Si applichi a F il lemma di Zorn.

Definizione 16. <A >=A { ¢| @& un filtro, pJA }.
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Proposizione 10. < A > e un filtro.

Infatti I'intersezione arbitraria di filtri € ancora un filtro.
TOA { @ } perche TOg per ogni j. x,yOg per ogni j implica che xCylg per

ogni j; se XU per ogni j e x <y allora ylg per ogni j.

Proposizione 11. < A>={x| [aj...an0A x> a1 0..0an }.

Mostriamo che ga ={ x| (a1...an0A x= a1[..Ca, } € un filtro.

Pern=0T =T pertanto TO@a. Siano x,yCl@a allora (az...an0A x=a1 0...Cap e
(Aan+1...amUA y2an+1L...Cam pertanto xy=a; U...Lapap+10..Uam € xUyUOa.
Siay=x e xOga. [A1...anJA x=a1[0...[a, e pertanto y=a1[l..Can e yOga.

Si osservi che gaJA, infatti da alJA e a = a segue all@a.

Pertanto < A >[ga .

Dimostriamo che se ¢ e un filtro tale che @UA allora @C@a . Infatti se xOga
allora [az...an0A x=a1[...a, . Poiche ajlg segue che a1[l..CapUg e xOg.

Si osservi che < A >[JA, pertanto < A >[@a.

Definizione 17. A € una base di filtro sse <A> = 1A = { x | (alJA x=a }.

Proposizione 12. A € una base di filtro sse Oaj...anJACAOA a1 0..Oap=a.

Supponiamo che sia <A>=1 A. Scelti a1...apnJA a1[..Cay0<A>01 A. Pertanto
LalA apO..Oap=>a.

Supponiamo valga Oajp...an0dAROA ajld..fap=a. Ovviamente 1AL<A>.
Dimostriamo che <A>[t A. Se x[O<A> allora a1...an0A x=a10..0a, , allora

(alA apll..lap=a, pertanto x=a e XUt A.

51



Proposizione 13. Sia R un reticolo distributivo e sia 1 un ideale e ¢ un filtro

tali che in@ = 0. Sia ¢(1") un filtro (ideale) massimale tra quelli disgiunti da 1
(9). Allora @(1") e un filtro (ideale) primo.
Dobbiamo verificare che @ e un coideale, in particolare soddisfa le condizioni
i) e ii) per i coideali.
O0¢ poiche O e ing = [.
Sia xvy@ e supponiamo che xOg e yOg. Allora i flitri <@{x}> e <@U{y}>
contengono propriamente @@ pertanto deduciamo che 1n<@{x}>z0 e
In<@{y}>z0. Allora esistono z,wll zO<@{x}> , wO<@{y}>. Si osservi
che zO<@{x}> sse [f1 [, z=f1[, analogamente w<g@{y}> sse [f20g,
w=>fo[Xx . Ma allora:

zvw 2 (f IX)v(f2Ly) = (f1vfz)C(f2vx) L(frvy) Cixvy) O @.

Pertanto zvwlin@ contro le ipotesi.

Proposizione 14: Lemma di estensione/esclusione(L.E.E.)

Sia R un reticolo distributivo e sia 1 un ideale e F una base filtro tali che
tnF=0. Allore esiste un filtro primo @ tale che @OF e 1n@=0.

Da 1nF=0, segue che FLI¢, e per la proprieta iii) dei coideali 1 FOi¢, cioe
<F>[i€ ovvero I n<F>=[. Pertanto esiste un filtro primo @ tale che @<F>0F

elng=01.
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Logica geometrica

La categoria delle teorie

Definizione 18. Una teoria proposizionale geometrica € un reticolo

distributivo T=<P, @, T, 0, O, v> ove:
- P € un insieme di proposizioni ;
- @ é la relazione binaria del reticolo che coincide con la relazione di

dimostrabilita tra le proposizioni di P.

Definizione 19. Una interpretazione sintattica tra due teorie proposizionali

geometriche T1 e T2 € un morfismo tra reticoli f:T1 0 0O - To.

Definizione 20. T & la categoria i cui oggetti sono le teorie proposizionali

geometriche e i cui morfismi sono le interpretazioni sintattiche.

La categoria degli universi

Definizione 21. Un universo per la logica geometrica € una coppia

U=<S,<>ove:
- S e un insieme di stati;

- < e una relazione binaria di specializzazione riflessiva e transitiva.

Definizione 22. Un morfismo tra due universi U1 e U € una funzione f:Uq O

0 — Uz che preserva la relazione di specializzazione:

o < timplica f(o) < f(1).
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Definizione 23. U & la categoria i cui oggetti sono gli universi e le cui freccie

sono i morfismi tra universi.

Il funtore O ("zone")

SiaU=<S, <> un universo.

Definizione 24. COU é un crivello sse

oC e 1< o implica tC.

Definizione 25. OU ={C | COOU e C & un crivello }.

Proposizione 15. OU é una teoria proposizionale geometrica rispetto alla

relazione di dimostrabilita [ tra insiemi.
Inoltre in OU valgono le seguenti leggi distributive infinitarie:

XCViyjh = Vi {xQy},

xvL iyt = L fovy.
La dimostrazione segue dal fatto OU é chiuso rispetto a intersezioni e unioni
arbitrarie e dal fatto che 00 e S sono crivelli. Le leggi distributive infinitarie
valgono perche la funzione inclusione i:OU 0O O - P(S) preserva arbitrarie

unioni e intersezioni.
Siano U1 e Uz due universi e sia f:U1 O O — U2 un morfismo di universi.

Proposizione 16. Of:OU, O 0 - OU4 definita da:
Oof(C)={ao|f(o)OC}

€ una interpretazione sintattica.
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Dimostrazione.

oJOf(CLD) sse f(o)JCOD sse f(o)IC o f(o)D sse oOf(C) o aJOf(D) sse
oJOf(C)TJOA(D).

oJOf(0) sse f(o)0O sse falso.

oJOf(CnD) sse f(o)CnD sse f(o)IC e f(0)OD sse oOf(C) e aJOf(D) sse
oJOf(C)n Of(D).

oOf(S) sse f(0)[1S sse vero.

Proposizione 17. L'assegnamento :

U |00 - ou

Uiodf_. Uz |00 - 0up _Qf ou
definisce un funtore O:U 0O O - Top,
Si osservi che O(ly) = lpoy. Infatti cOIy(C) sse Iy(o)IC sse olC. Inoltre
O(feg) = Oge Of. Infatti oc[10ge Of(C) sse oIOf(Og(C)) sse f(o)IOg(C) sse
g(f(0))OC sse feg(0)IC sse a1O(feg)(C).

Il funtore ¢ ("punti™)

SiaT=<P,@,T,0, 0, v> unateoria.

Definizione 26. T ={@| ¢OT, @e un filtro primo }.

Si definisca la seguente relazione in « T:

M < @ sse @ U@p.

Proposizione 18. <¢ T, < > € un universo.

La verifica € immediata.
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Siano T1 e T2 due teorie e sia f:T1 0 0 - T2 una interpretazione sintattica.

Proposizione 19. f*:eT> 0 00 - «Tq definita da:
f(@)={o|fo)Ue}

€ un morfismo di universi.

Si osservi innanzitutto che la preimmagine di un filtro primo e un filtro primo.
Infatti se = g-1({T}), g:To O O - 2 allora f* (@)= F-1(g-1({T}) = (feg)-1({T}). Ma
si osservi che feg € un morfismo di reticoli, pertanto f*(¢) € un filtro primo.
Supponiamo che @< ¢, cioé eUg. Sia pUf* (@), cioé f(p)Ug, pertanto f(p)Uep e
pOf (). Pertanto f* (@ Of (@), cioe f* (@) < *(¢).

Proposizione 20. L'assegnamento :

T |00 - <oT,<>
T .dg 210011 T2
definisce un funtore«:ToP O O - U.

Si osservi che (I1)° = l.1. Infatti pOlt* (@) sse IT(p)Ce sse ple. Inoltre (feg)® =

g°ef. Infatti plg°+f(¢p) sse plf(g°(p) sse f(p)dg*(y) sse g(f(p))Ue sse
feg(p)Ue sse pU(fe9)* ().

L'aggiunzione tra il funtore zone e il funtore punti

Abbiamo mostrato che "zone" e "punti” sono una coppia di funtori tali che:

0.

U_gg Ter,

mostriamo che vale la seguente

Propozione 21. Il funtore « & aggiunto destro del funtore O.
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Dimostrazione.

Mostriamo che innanzitutto che:
UU,T) ? Top(OU,T).

Sia @la corrispondenza che porta
Upd. T pf. ou 95 T
definita da:

@(p) ={ao|p Of(o)}.

Sia Y la corrispondenza che porta
definita da:

Yu(o) ={p o0 up)}
Si osservi che ¢f 0 TOP(OU,T) e gy O U(U,* T).

Inoltre @Y = Iy .1y € Y@= lyopou T)-

Infatti p O Y(¢f)(o) sse o O @f(p) sse p O (o), e o O @yu)(p) sse p O Yu(o)
sse o O u(p).

Mostriamo che @ e una trasformazione naturale nelle due variabili U e T.

Bisogna mostrare pertanto che:

1) or: U(_,»T) OO - Tor(O_,T) & una trasformazione naturale dei funtori
U(,sT):Uor 00O - Set,
Top(O_,T): Uor O O - Set.
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Sia U' [T _, U, dobbiamo mostrare che il seguente diagramma commuta.
UU,T) oy T Top(OU,T)
e Of_
l l
UW,T) T Top(ou'T)
SlaU g[¥_ °T, dobbiamo mostrare che @y 1(f*g) = @ g * Of.
Infatti:
o U @u1(feg) (p) sse p U (feg) (0) = 9( f(o) ) sse f(o) U @19 (p) sse
olOf(@u, g (p)) sse o U (qu,1g * Of) (p).

2) @y: U(U,» ) O O - ToP(OU, ) & una trasformazione naturale dei funtori
U, ): TorO 0O - Set,
Top(OU, ): ToP O O - Set.

SiaT' git_, T, dobbiamo mostrare che il seguente diagramma commuta.
U, T) o1 Tor(Ou,T)
o Rt
l l
U, T) (8T Top(ou,T)
SlaU g[¥_ °T, dobbiamo mostrare che @y m(g*K’) = M@y 19 -
Infatti:
o U qur(gei) (p) sse p U (gep°) (0) = p*( g(0) ) sse p(p) U g(o) sse o [l
@u,79 (K(p)) sse o L (L * @u,19) (P)-
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Interpretazioni semantiche (modelli)

Definizione 27. Sia U un universo e T una teoria. Una interpretazione

semantica di T in U & una relazione di soddisfacibilita:
. OUxT

tale che:
{o]|o.p}eéuncrivello;

{p|o.p}eé unfiltro primo.

Tali condizioni possono essere sviluppate in questo modo:
<) o.pecd <oimplicad .p;

D) o.pep@qimplicac.q;

T) o.T;

0) o.plg ssec.pec.q;

) Error!;

V) 0.pvg Sse0.po0o.q.

Nota. Si osservi che nel caso T sia una teoria libera allora la condizione <)

puo essere richiesta per i generatori mentre le condizioni &) - v) diventano

definienti della relazione di soddisfacibilita per le altre proposizioni.
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Proposizione 22. Sia (U, T) l'insieme delle interpretazioni di T in U. [(U,T) &

un bimodulo rappresentabile a destra e a sinistra in termini della coppia di
funtori aggiunti«:ToP O 0 - U eO:UDO O - Top.
La proposizione significa che se . JI(U,T) e f:U' O O - U allora la relazione
. definita da:
o.'p sse f(o).p
€ una interpretazione semantica di T in U".
Analogamente se . OI(U,T) e w:T — O O T allora la relazione .' definita da:
o.'p sse o.up)
€ una interpretazione sintattica di T' in U.
Sia pertanto . JUXT una interpretazione semantica di T in U. Allora
()p:0U OO T
definita da o 00 (q)P sse 0. g € una interpretazione sintattica di T in OU.
Analogamente la corrispondenza
()hUDO - T
definita da p 0 (0)" sse e 6. g € un morfismo dell'universo U in ¢ T.
Inoltre si ha che
wCOP) =0 e O =0FP
ove Y e @ sono le biiezioni naturali inverse tra loro dell'aggiunzione O : .
Viceversa data una interpretazione sintattica
HOuU ~dgT
(o equivalentemente un morfismo di universif: U O O - T)
essa determina una interpretazione . definita da:
o.p sse oUu(p)
(o.pssepdf(o)).

Inoltre p e Yu (f e ¢f ) determinano la stessa interpretazione.
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Il teorema del modello generico

Sia U un universo e si consideri la funzione identica
I:OU -0 0 OU,

ad essa possiamo associare |'unita dell'aggiunzione O : ¢
()=yh:uOOd - *0U

definita da:

(0)={C|loOC}

Analogamente sia T una teoria e sia | la funzione identica
eTODO 5 T,

ad essa possiamo associare la counita dell'aggiunzione O : ¢
()=@:0OT-OOT

definita da:

(p)={elpOo}

L'ultima proposizione mostra che « T € un modello rispetto all'interpretazione
indotta da (" ), ossia dall'interpretazione definita da:

@.p sse@U(p ) sse pOaq

Definizione 28. Diciamo che una proposizione pOT € valida in una

interpretazione . di T in un universo U =< S, < > sse

per ogni cJS o. p.
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Proposizione 23. L'interpretazione . Ol(+T,T) definita da @ . p ssep 0 @ &

generica rispetto alla validita, nel senso che:
se p O T allora
per ogni universo U p e valida in ogni interpretazione di T in U
se e solo se
p € valida nell'interpretazione ..
Dimostrazione.
Un lato dell'equivalenza € ovvio.
Per dimostrare l'altra implicazione faremo uso del fatto che (" ) & counita
dell'aggiunzione O : ¢, in particolare vale I'asserzione:
per ogni T,U e L1:OU ~ O O T esiste ed € unico il morfismo tra universi
fuUOO - eTtalechepu=( )+ Of.
Supponiamo che siap O T e perogni @1 «T sia@. p.
Sia . 0 UXT una interpretazione di T in U, allora ()P:OU - O O T & una
interpretazione tra universi, pertanto esiste ed e unico il morfismo tra universi
fuUOO - eTtaleche ()P =( )+ Of.
Pertanto 0. p sse o U (p)P sse o 0 Of((p )) sse f(o) O (p ) sse p U f(o) sse

f(o) . p, condizione sempre vera per ipotesi.

Il teorema di rappresentazione/completezza

Proposizione 24: Teorema di rappresentazione. Ogni teoria geometrica Si

rappresenta come una algebra di crivelli.

Dimostreremo che il morfismo (— ):0+T 0 O T € iniettivo usando il lemma
di estensione/esclusione (proposizione 14) e quindi implicitamente faremo

uso dell'assioma di scelta nella forma del lemma di Zorn.
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Lemma. Sia T una teoria. Allora

p@dq sse perogni@leT pUe@implicacheqU @.
Un verso dell'implicazione e immediato per le proprieta di un filtro. Viceversa
supponiamo che p Error! g. Allora 1{g} n {p} = O. Poiche {p} & una base di
filtro possiamo applicare il lemma di estensione\esclusione e concludiamo

che esiste ] T taleche p @e 1 {g} n @= [J, cioé esiste @[] T tale che p
OeeqUa

Corollario: Teorema di completezza. Se p € una proposizione valida in ogni

modello, allora p € dimostrabile nel senso che T @ p.
La proposizione p sara valida in particolare nel modello « T, da cui si osserva

che perogni@ T T O @implica che g O @. Applicando il lemma otteniamo
T3 p.

Dimostrazione del teorema.

Supponiamo che (p ) =(q ). Allora per ogni@O T p O @implica che q O @,
da cui p @ q, analogamente per ogni @J T q O @implica che p [0 ¢da cuiq
a p.
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Capitolo I

Logica lineare

In questo capitolo verra presentata la logica lineare non solo
proponendo le definizioni di teoria proposizionale lineare e teoria
proposizionale lineare classica, ma anche dimostrando le proprieta basilari di
tali teorie. Il mezzo principale di dimostrazione sara la relazione di
aggiunzione. Poiché le teorie sono particolari categorie € possibile parlare di
funtori aggiunti tra teorie. Il teorema di preservazione dei limiti da parte dei
funtori aggiunti sara enunciato per i prodotti e i coprodotti delle teorie ovvero
per i massimi minoranti e i minimi maggioranti. Si osservera pertanto che la
maggior parte delle proprietd algebriche della logica lineare dipendono
proprio dalla fondamentale relazione di aggiunzione tra la congiunzione
lineare e l'implicazione lineare. Tali proprieta verranno poi esemplificate su
strutture concrete quali lo spazio di tutte le relazioni su un insieme o
I'insieme delle parti delle frecce di una categoria ( di un gruppoide nel caso
della logica lineare classica ). Attraverso questi esempi espliciteremo la
differenza tra struttura cartesiana e struttura lineare mettendo in rilievo che
nella struttura lineare non sono piu necessariamente vere le proprieta

strutturali di scambio, contrazione e attenuazione.
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Funtori tra preordini e larelazione di aggiunzione

Definizione 1. Sia :S1 OO O - Sy un morfismo tra due preordini < S1,<1 >,

< Sy,<2 >. Diciamo che f € un funtore se preserva l'ordine, cioé se per ogni
x,yOIS vale il seguente assioma:

[Funtf] x<1y implica f(xX)<2f(y).
Diciamo che un funtore f:S1 00 O — S ha un aggiunto destro g:S; « 0 O
Sy (e in tal caso scriviamo f : g ) se vale il seguente assioma:

[f:9]f(x) <2y ssex<1g(y)

In tal caso diciamo anche che f & aggiunto sinistro di g.

Si osservi che se e f : g allora g € un funtore. Sia x < y. Da g(X) <1 g(x)

otteniamo f(g(x)) <2 x <o y pertanto g(x) <1 g(y).

Esempi.

1. Si considerino rispettivamente gli operatori ¢ e
© (possibile nel futuro e necessario nel passato) e gli operatori ¢ e
© (possibile nel passato e necessario nel futuro) del sistema di logica
temporale K;. Valgono le seguenti relazioni:

G pBqssepd©q;

OpDqssep?dG q.
2. Si consideri in una algebra di Heyting le funzioni all e a— . Si osservi
che vale la relazione:

alpbdq sse pYa-q.

Nota. D'ora in poi tralasceremo di scrivere l'indice alla relazione d'ordine in

guanto riteniamo sufficientemente chiaro il contesto in cui ci si muove.
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Proposizione 1. Sia f : g una aggiunzione. Allora f preserva arbitrari minimi

maggioranti e g preserva arbitrari massimi minoranti.
Dimostrazione.
Dobbiamo dimostrare che f( Vj{xj} ) = Vi{ f(x;j) } cioe (1) f( Vi{xj} ) < Vi{ f(x) } e
(2 f(Vx}) < VLT )
(1) fCVi{x}) = Vi{f(x)) } sse
Vi{xit <g( Vi{ f(xj) } ) sse
xj< 9( Vi{ f(x)) } ) per ogni
(*) f(x)) < V{{ f(x;) } per ogni j.

(*) vale per definizione di minimo maggiorante.

(2)  Vi{f(xj } <f(Vi{x} ) sse
(**) f(x;) < f( Vi{x;} ) per ogni j.

(**) vale perché x; < Vj{xj} e f preserva l'ordine.

La dimostrazione che g( A\ j{xj} ) =\ j{ g(Xj) } € duale a quella riportata. Infatti
dalla relazione di aggiunzione osserviamo che vale g(y) <op X Sse Y <gp f(X).
Pertanto g:S,°P [0 [0 - $S19P ha per aggiunto destro f e pertanto preserva

arbitrari minimi maggioranti di S»°P , cioe arbitrari massimi minoranti.

Proposizione 2. Sia f : g una aggiunzione. Allora f(J) = O e g(T)=T.

Siosserviche O<sg() ef(T)<T,dacuif(d)<OeT<g(T).
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Teorie proposizionali lineari

Definizione 2. Una teoria proposizionale lineare €& una decupla

L=<P,@,T,0,0,v,s,1,\,/>o0ve:
- P & un insieme ( di proposizioni );
- @ e una relazione binaria ( di dimostrabilita ) tra proposizioni di P. Tale
relazione e riflessiva, antisimmetrica e transitiva.
- TOP € un elemento (il vero) che soddisfa il seguente assioma:
[T]p DT per ogni pOP.
- Per ogni coppia di proposizioni p,qLP esiste una proposizione pLQ
(congiunzione di p e q) che soddisfa il seguente assioma:
[Madplgseesoloseadpeadaq.
- 0JOP € un elemento (il falso) che soddisfa il seguente assioma:
[O) O3 p per ogni pUP.
- Per ogni coppia di proposizioni p,qC]P esiste una proposizione pvq
(disgiunzione di p e q) che soddisfa I'assioma:
[V]pvg D aseesolosepdaeqda.
- Per ogni coppia di proposizioni p,qlJP esiste una proposizione pe*q
(congiunzione lineare di p e q) che soddisfa i seguenti assiomi:
[Funt.] Sep@qerds,alloraperdqges.
[Ass.] (peq)er=p+(q°r);
- Per ogni coppia di proposizioni p,qLIP esistono due proposizioni p\q e g/p
che soddisfano i seguenti assiomi:
[N rep @ g se e solosepdrq;
[1per @ qgse e solosepdql.
- 10P € un elemento (il vero lineare) tale che soddisfa il seguente assioma:

[1] pe1 = p = 1+p per ogni pOP.
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Proposizione 3: Teoria lineare duale.

SiaL=<P,@,T,0,0,v,s,1,\,/>unateorialineare.
Si ponga:
Ld=<P,@,T,0,0,v,*q,1,\q,/qg>
ove:
P*qd :=qep , per ogni p,quP;
\g:=/1qg:=\
Allora Ld & una teoria lineare.

La verifica € immediata ed € lasciata al lettore.

Osservazione. In una teoria lineare oltre alla struttura reticolare & assegnata

una congiunzione lineare ovvero un bifuntore nel senso che tale
congiunzione e un funtore in ciascun posto. Infatti l'assioma [Funt.] e
equivalente a chiedere che siano veri per ogni rIP i due seguenti:

[Funt.. 1 p @ qimplicarep @req;

[Funt_.(] p @ qimplica psr @ qger.
Tale bifuntore deve avere inoltre aggiunti destri in ciascun posto come
mostrato dagli assiomi [\] e [/] che mostrano che per ogni rfJP valgono le
seguenti relazioni:

A re_:r\_;

N or : _In.

Come immediata conseguenza possiamo enunciare la seguente
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Proposizione 4. La congiunzione lineare preserva minimi maggioranti

arbitrari in ciascun posto, cioe valgono le leggi distributive:
reVi{pit = Vilrepit,  Vilpjer = Vi{pjer}.
Inoltre valgono le seguenti leggi distributive dell'aggiunto destro:

" {pit =N {n\pit, A jlpr =N i{pj/r}.

Se il reticolo € completo allora vale anche il viceversa, cioe:

Proposizione 5. Ogni bifuntore che soddisfi le due leggi distributive ha

aggiunti destri in ciascun posto.
Infatti si ponga rispettivamente:

ng=V{p|rpdaq}, qr=V{p|prdaq}
Alloradap@ng=V{p|repdqg}seguecherp@rV{p|repd@q}=V{rp
|rrp@q}Dq. Viceversadarep@dq seguechep@V{p|repdq}l.

Ulteriore struttura richiesta all'insieme di proposizioni di una teoria lineare e

guella di monoide per gli assiomi [Ass.] e [1].

Esempi.

3. Ogni algebra di Heyting e una teoria lineare quando si ponga:

e =0\:=5,1:=T.
In particolare ogni teoria di crivelli e un'algebra di Heyting. Infatti
(proposizione 1.15) valgono le leggi distributive infinitarie dell'intersezione

rispetto all'unione allora l'intersezione avra un aggiunto destro —. Si osservi

allora che vale la seguente catena di equivalenze logiche:
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olp-g
¢{o}Pp-q
pnG{c} D q
 (0'=s0,0'0p) 0 o'llg
Ho'( . (o0p0 o0q) )
o<ol olpq
oc0O(p'lq)

Pertantop-q=°O(p'0q).

4. Le relazioni binarie su un insieme.

Sia | un insieme assegnato. Siano x e y due elementi di I. Scriviamo xRy per

asserire che gli elementi x,yJl stanno nella relazione R.

Denotiamo d'ora in poi l'algebra di Boole di tutte le relazioni su un insieme |

con R|. Tale struttura puo essere arricchita nel seguente modo:

Definizione 3. Siano R,SOR). Si ponga:

X(Re*S)y sse

[z tale che xRz e zSy.
X(R\S)y sse

[z zRx implica zSy.
X(S/R)y sse

[z yRz implica xSz.

x1ly sse x =Y.

Proposizione 6. Rj = < P(Ixl) , 0O, Ixl,d,0,v,+,1,\,/> & una teoria

proposizionale lineare.

Dimostrazione.

Vale [Funt.], cioe se R1 0 S; e Rp 0 Sy allora R1*Ro 0 S1° So.
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Siano x(R1*R2)y, allora [z tale che xR1z ezRyy, pertanto xS1z ezSyy e

X(S1°S2)y.

Valgono [\] e [/].

o) ReS O Tsse ) S OR\T.

Assumiamo a) e dimostriamo 3).

Sia xSy. Sia z arbitrario tale che zRx, allora z(ReS)y e pertanto zTy. Ma
allora 0z zRx implica zSy e x(R\T)y.

Assumiamo [3) e dimostriamo a).

Sia invece x(ReS)y. [ tale che xRz e zSy, ma allora z(R\T)y:[Oow wRz

implica wTy. In particolare per w=x troviamo che xTy.

La dimostrazione che ReS [0 T sse R [0 T/S e analoga a quella riportata

sopra.

La congiunzione lineare definita soddisfa la proprieta associativa.
X((ReS)*T)y sse
[z { X(R*S)z e zTy }sse
[z { Ow (xRw e wSz) e zTy } sse
[z,w { XRw e wSz e zTy } sse
[w { XxRw e [z (WSz e zTy) } sse
Cw {XRw e w(SeT)y } sse
X(Re (SeT))y.

La relazione 1 & elemento neutro a destra e sinistra rispetto alla
congiunzione lineare.

Dimostrazione.
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X(Re 1)y sse [ tale che xRz e z1y sse [z tale che xRz e z =y sse xRy.

Analogamente si prova che 1eR = R.

Con cio la dimostrazione della proposizione € completa.

5. L'insieme potenza delle frecce di una categoria piccola.

Sia C una categoria piccola e sia F linsieme di tutte le frecce di tale
categoria. Denotiamo con P(F) linsieme potenza di F. Tale insieme e

un'algebra di Boole, inoltre possiamo definire le seguenti operazioni:

Definizione 4. Siano S,D, TOPE. Sia:

SeD={0d| oS, d0D};
S\T ={d| OolS c*dT };
T/D ={ o | 06D odT };
1={l¢|cOC}.

Proposizione 7. PE = < P(F) ,0,F,n,0,0,¢,1,\,/> € una teoria

proposizionale lineare.

La dimostrazione € analoga a quella precedente ed € lasciata al lettore.

Si osservi che I'esempio 4 e un caso particolare dell'esempio 5. Infatti scelto
un insieme | possiamo costruire la categoria che ha per oggetti gli elementi
di | e per ogni coppia di oggetti esiste una ed una sola freccia. Tale categoria
e il preordine totale su | e le sue frecce sono in corrispondenza biunivoca
con le coppie <i,j>0Ixl. Una tale coppia puo essere considerata una freccia
che ha per dominio i e per codominio j, mentre una freccia del preordine

totale € univocamente idividuata dal suo dominio e dal suo codominio.
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Osservazioni.

In una teoria proposizionale lineare abbiamo due diverse congiunzioni, la
congiunzione cartesiana e la congiunzione lineare e similmente abbiamo due
veri, quello cartesiano e quello lineare. Metteremo allora in evidenza quali

siano le principali differenze tra struttura cartesiana e struttura lineare.

1. Vale p[g = gCp ma non in generale peq = qgep.
Per osservare cio si prenda un insieme | = {a,b} e si considerino le due
relazioni di R| cosi definite:

XRy sse x=a ey =b,

xSy sse x=bey=a.

Si osservi che a(Re S)a ma non [z aSz e zRa, cioé non a(S¢R)a.

2. Vale plp = p, ma non in generale psp = p.

Possiamo porre la seguente domanda: che cosa significa in R| che una

relazione abbia la proprieta R*R = R Analizziamo dunque i due versi.

(8) R*\RIR sse

Ox,¥{ Xx(R*R)y implica xRy } sse

Ox,y{ (z( xRz e zRy ) implica xRy } sse

0x,y,z{ ( xRz e zRy ) implica xRy }.
Come si vede (8) e equivalente a chiedere che R sia transitiva. Per
osservare che (8) non vale sempre basta scegliere una relazione che non
sia transitiva. Nell'esempio precendente si ponga U := R [0 S e si osservi che

a(UesU)a ma non aUa.
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(88) ROR*R sse
Ox,y{ xRy implica x(R*R)y } sse
Ox,y{ xRy implica [(iz( xRz e zRy ) }.
Questa proprieta ( che possiamo chiamare "quasi-densita” ) non e

soddisfatta da R nell'esempio precedente.

3. in generale in una teoria lineare non vale la legge distributiva:
[Ddl ptXqvn)= (pL) v (pLY)
mentre valgono :

[D.] pe(qvr)= (p+q) v (per)

[ D] (qvr)sp=(g*p) Vv (r*p).

Si osservi che in R} [D] &€ sempre valida.

Per avere un esempio di teoria lineare ove [D] non vale si consideri la
seguente costruzione.

Sia R un reticolo con elemento massimo T e minimo 1. Si estenda R a R’
aggiungendo un nuovo elemento minimo [, e si definisca in R' un prodotto ¢
in questo modo:

_ o0sep=0og=0,
P*a= Upvq altrimenti.

Si consideri I'operazione cosi definita:
HT se p=0],

- O
\q = gsepzllep<q,
P HO se pz0 e non p<q.

Si osservi che \ € aggiunto destro in ciascun posto di . Infatti se p=0 o q=0

certamente peqs<r sse g<p\r; siano pertanto pzl e gz[l. Allora pegsr sse
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pVvgsr sse p<r e g<r, ma da p<r segue p\r = r, pertanto g<p\r. Viceversa da
g<p\r segue che p<r, infatti se non p<r allora p\r=00 da cui gq=0 contro le
ipotesi. Ma allora g<p\r=r e pertanto pvqsr cioe peg<r. Si verifica
immediatamente che l'operazione ¢ € associativa e ha come elemento

neutro 1.

Si consideri allora un qualsiasi reticolo non distributivo R e lo si estenda a R’;
R' rimane un reticolo non distributivo: infatti la corrispondenza cosi definita:
fROO - R
_o0lsex=10,
f(x) = Ox altrimenti
e funtoriale e ha come aggiunto sia destro che sinistro la funzione inclusione.
Pertanto f preserva v,[0T,[0. Se R' fosse distributivo allora f(R") = R sarebbe

distributivo, contro le ipotesi.

Come esempio di reticolo non distributivo si consideri il reticolo G4 dei

sottogruppi del gruppo di ordine 4 non ciclico.

Gay. (CY
T
T NIO
NI O a b c
a b c OI'N
OIN 1
1 {
O
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Teorie proposizionali lineari classiche

Negazioni lineari

Definizione 5. Sia L una teoria lineare e sia OOP un elemento assegnato

arbitrario. Si ponga:
p* :=p\0,
*p := 0/p.

Osservazione 4. Dap @ g e g*q\0 @ 0 segue che p+q\0 B 0, cioe g* @ p*; cid

dimostra che (_)* e un funtore da L nel reticolo duale L°P,
Inoltre p* @op q sse q D p* sse peq D 0 sse p @ *q. Pertanto ()*L O 0O -
LOP ha per aggiunto destro *(_):L°P [J [0 - L.

Corollario. (pvg)* = p*g* e [*=T, *(pvq) = *pFp e *O=T.

Definizione 6. Una teoria proposizionale lineare classica € una coppia

<L ,0>ove:
- L e una teoria proposizionale lineare;

-00P é un elemento (il falso lineare) che soddisfa il seguente assioma :

[do] *(p*) = p = (*p)* per ogni pOP.

Proposizione 8. Sia <L , 0 > una teoria lineare classica. Allora <Ld 0> é

una teoria proposizionale classica e valgono le seguenti relazioni:
p*d=+*p,  *dp=p*,

Poniamo pertanto<L ,0>d =<|d 0>,
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Proposizione 9. p @ g sse g* & p*.

Sappiamo gia (osservazione 4) che p @ q implica q* @ p* da q* @ p*

otteniamo *(p*) @ *(q*) cioe p @ q perché 0 é dualizzante.

Corollario. p @ q sse *q @ *p.
Si osservi che la proposizione precedente vale in tutte le teorie lineari
classiche: vale in particolare per quelle duali, cioé vale p @ q sse q*d @ p*d

che é la proposizione del corollario.

Proposizione 10. p* @ q sse p Dop *q.

Infatti p* @ q sse *q @ *(p*) = p sse p Dop *0.

La proposizione mostra che *(_):T O O - TOP ha per aggiunto sinistro
()*T - 0O 0O TOP e pertanto possiamo enunciare il seguente

Corollario. *(pg)=*pv*q e *T=0.

Considerazioni duali portano a stabilire che (plig)*=p*vg* e T*=[l.

La disgiunzione lineare

Definizione 7. Sia < L, 0 > una teoria lineare classica. Si ponga:

P+ q = *(q*ep*).

Proposizione 11. L'operazione + e funtoriale.

Infattip @ p' e q @ q segue p* @ p* e q* D g*, pertanto g™ p™* @ g*sp*, da
cui *(g*p*) @ *(q**p™) cioe p+q B p'+q.
Si osservi che tale dimostrazione non dipende dall'assunzione che 0

soddisfa [dg] cioe sia un elemento dualizzante.
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Proposizione 12.r @ p+q sse *per & q sse req* D p.

Infatti r @ p+q=*(q*e p*) sse q*p* @ r* sse req* p* J 0 sse req* @ *(p*)=p; da
req* @ p = (*p)* sse *pereq* @ 0 sse *per @ *(g*)=0.

Abbiamo visto che I'operazione + ha un aggiunto sinistro in ciascun posto -

differenze lineari, rispettivamente *( )e_ e _¢()* - possiamo pertanto

enunciare il seguente

Corollario. p+(ql¥)=p+q Op+r, p+T=T e (ql¥)+p=g+p Or+p, T+p =T.
Inoltre I'aggiunzione permette di dimostrare facilmente il seguente
Corollario. p+q = *p\gq = p/q*.

La dimostrazione segue dall'unicita degli aggiunti.

Proposizione 13. (p+q)+r=p+(q+r), p+0=0+p=p.

La verifica e lasciata al lettore.

Proposizione 14. Sia < L, 0 > una teoria lineare classica; allora

<<P,@op,0,v,T,0,+,0,* ) _,_+()*> 1>eunateoria classica .

Esempi.

6. Definizione 7. Si consideri la teoria lineare dell'esempio 4 e sia 0 la

relazione in R| cosi definita:

per ogni x,yOl xOy sse xzy.
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Proposizione 15. La relazione 0 € un elemento ciclico, soddisfa cioé |l

seguente assioma:
p* = *p per ogni pOIP.

Infatti xR*y sse non yRx sse x*Ry.

Dimostrazione.
x(R\O)y sse
[z zRx implica zzy sse

[z z=y implica non zZRx  sse

non yRX;

x(0/R)y sse
Oz yRz implica x£z sse

[z z=x implica nonyRz  sse

non yRX.

Proposizione 16. La relazione O & un elemento dualizzante.

Dimostrazione.
x*(R*)y sse
non y(R*)x sse
non[ non xRy ] sse

XRy

Proposizione 17. X(R+S)y sse [z xRz 0 zSy.

Infatti:

X(R+S)y per definizione sse

X*(S**R*)y sse
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non y(S*e R*)x sse
non [z yS*z e zZR*x sse
[0z non (non zSy e non xRz) sse

Uz zSy o xRz.

7. Sia C un gruppoide piccolo ossia una categoria piccola ove per ogni
freccia f esiste una freccia inversa f1 che soddisfa:
fef1 = Igom(f), F1ef = lcod(n).-

Sia PF la teoria lineare associata a C come nell'esempio 5.

Definizione 8. Sia0=1".

Proposizione 18. L'insieme 0 & un elemento ciclico e dualizzante. Inoltre

@OJP* sse ¢10P.
Dimostriamo che P* = *P per ogni PLOP(F).
Error! Error!

Mostriamo allora che vale (P*)* = P.
(pDP**
@lop*

(g1)loP

QP
oIP

= ( )
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Proposizione 19. ¢JS + D sse 0,0 @=0+0 [J (cUJS 0 d0D) .

Dimostriamo come al solito la proposizione procedendo per equivalenze

logiche.
@0 S + D = (D*s SH)*
@lOD* S*
~( o0S* &0D* @l=&0 )
[, 5(

ol0S’' &10D  ¢= 0'1-6'1)
oUsS, oD
[0,3(Z(60S 08Dy » = 0°9)
Uo,0(@= 00U (oIS 0dLID))

Proposizione 20. Nella teoria lineare classica < Pf, 1' > valgono sempre le

seguenti relazioni:

pLp*l =0,

p+q=(pq).
Infatti IOPCP*[11 sse 101, 10P, 1-10P. Ma da 101 segue che | = 11, pertanto
(PnP'=11.

Si osservi che:
e(S-DY)
~0,0( oOs' 0D »9=0°0)
oS » 30D
- (oS oolD)
Ho,0(@=000U (oclUSoollD))

Per la proposizione 19 allora sihache : S+ D = (S'*D")".

Si osservi infine che I'esempio 6 - analogamente a quanto succedeva per gli
esempi 4 e 5 - € un caso particolare dell'esempio 7. Infatti il preordine totale
& un gruppoide una volta che si ponga <i,j>1 = <j,i>. La relazione 0 coincide

proprio con il complemento della relazione identica.
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Capitolo I

Logica lineare distributiva:
costruzione degli universi per teorie distributive con un

operatore modale binario con aggiunti

Dopo aver dato la definizione di teoria lineare distributiva affronteremo
in questo capitolo il seguente problema: esistono universi per tali teorie e se
esistono tali universi esiste un modello generico rispetto alla validita?
Risponderemo positivamente ad entrambe le domande mostrando che gli
usuali universi per la logica geometrica possono essere arricchiti con una
relazione ternaria. Infatti poiché il reticolo dei crivelli su un universo é
completo allora una congiunzione lineare pu0 essere considerata per la
proposizione 5 del secondo capitolo un bimorfismo nella categoria dei reticoli
sup-completi e viceversa. Mostreremo che esiste una corrispondenza
biunivoca naturale tra tali bimorfismi e le relazioni ternarie nell'universo che
soddisfano certe particolari condizioni di compatibilita con la relazione di
specializzazione. In secondo luogo si osservera che e possibile definire nel
modello generico di una teoria con un operatore modale una relazione
ternaria canonica in modo tale che la counita dell'aggiunzione zone-punti
preservi anche le operazioni modali. Il modello generico sara pertanto
l'usuale universo dei filtri primi di una teoria con l'aggiunzione di questa

relazione ternaria.
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Logica lineare distributiva

Definizione 1. Una teoria proposizionale lineare distributiva € una struttura

L=<P,@,T,0,0,v,*,1,\,/>o0ve:
-<P,@,7T,0,0,v,s,1,\,/>¢eunateorialineare;

-<P,0,T,0, 0, v> e una teoria geometrica.

Costruzione degli universi

Scopo del lavoro che seguira sara quello di dimostrare la fondamentale
proposizione 11 che afferma che esiste una corrispondenza biunivoca
naturale tra le possibili congiunzioni lineari in una teoria di crivelli OU e le
relazioni ternarie dec[ISxSxS che soddisfano le seguenti condizioni di
compatibilita:
Tdecod implica

I) T < Timplica T'decad

i) o< o' e d<d implica tdeca'd'.
Per fare questo dovremo servirci di un armamentario categorico che ci
permetta di chiarire le relazioni tra i diversi universi matematici. In
particolarte ci occuperemo delle categorie SL, PO e BM. Le prime due
categorie hanno rispettivamente come oggetti i reticoli completi e gli insiemi
parzialmente ordinati mentre i morfismi sono le fuzioni che preservano
arbitrari minimi maggioranti e quelle che preservano l'ordine. Poiche la terza
categoria riveste un ruolo centrale nella nostra semantica - mostreremo nel
prossimo capitolo che un universo per la logica lineare distributiva € un

monoide in tale categoria - € non siamo a conoscienza di trattazioni
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sistematiche relative ad essa abbiamo introdotto in questo capitolo un breve

studio di questa categoria.

Proposizione 1. L'insieme dei crivelli Ol su un insieme ordinato <l,<> é&

oggetto libero rispetto al funtore dimentcante U:SL 0O O - PO.

Dimostrazione.

Sia <I,<> un insieme ordinato e sia L un semireticolo completoe f:I 0 0 - L
una funzione che preserva l'ordine. Mostriamo che esiste una sola ¢ [
SL(OI,L) tale che f=¢ { leq.

Supponiamo che tale ¢ esista allora @ C ) = @ Ucoc® {c} ) = Veoc®@ {c}) =
Veocf(c).

Mostriamo che tale corrispondenza preserva arbitrari minimi maggioranti.

o UiCj) = Vceouijcj f(c) = Vj cocj f(c) = Vj Vergj f(c) = Vj ¢(C).

Cio dimostra che @0 SL(OI,L).

Pertanto il funtore dimenticante U ha aggiunto sinistro che (per abuso di
notazione, in quanto tale funtore non coincide col funtore "zone") denotiamo
con O :PO OO - SL: O: U. Tale proposizione puo essere riformulata nel

seguente modo:

Proposizione 2. Esiste una biiezione naturale tra i funtori
PO(_,U ): POoxSL 0O O - Set,
SL(O_, ): POorxSL O O - Set.

Tale corrispondenza biunivoca e data da:
. PO(,u)OoO - SL©_,)
f [0 0 - 1f :=f(C) = Veocf(c)
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e dalla sua inversa
vl SL©O ,)00 - PO©O_,u)
® |00 - tle:=1lgc) = @O )c}).

La categoria BM dei bimoduli tra insiemi parzialmente ordinati

Definizione 2. La categoria negli insiemi BM é cosi costituita:

Ogagetti: insiemi dotati di una relazione di identita che € un ordine parziale.

Morfismi: relazioni compatibili a sinistra e destra con le relazioni di identita.

Vale a dire che se R:A 0 O — B allora R soddisfa

aRb implica i) a'<a implica a'Rb

i) b<b' implica aRb'.

Composizione: e la composizione usuale tra relazioni.

Identita: sono le identita dell'insieme.

Prodotto

Definizione 3.

AOB ={<a,b>| allA e bB}

<a,b> < <a',b'> sse a<a' e b<b'.

SianoR:AO O - B,R:A'0 0 - B', allora
ROR": AUA' O O - BOB', definita da:
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<a,a>R0OR'<b,b'’> sse aRb e a'R'b'.

Proposizione 3. La corrispondenza che porta

AB |00 - AUB

R,R' |00 - ROR'
definisce un funtore O:BMxBM O O -~ BM .

Infatti IaA0Ig = Iagg. La verifica € immediata.
Inoltre (R1*R2)(S1°S2) = (R10S1)* (R201S?).

Infatti :

<a,b>(R1*R2)(S1*Sp)<a",b">

aR1*R2a" bS1¢Sob"
[A'(aRia’, aRpa") [b'(bS1b", b'Sob™)
aRia', bS1b’ a'Roa", b'Syb"

[8.0( Zb>R0S1<a’ .b> ' <@ p>R;05,<a”.b'> )
<ab>(R1051) (Ro00S,)<a >

Proposizione 4.

(AOB)OC 2 AD(BOC),

Dimostrazione.

Si considerino le freccie:
<<a,b>,c>0<a',<b’,c’>> sse a<a' b<b' e c<c'.
<a',<b',c’>>a-l<<a,b>,c> sse a<'a b'<sb e c'<c.
Allora :

<<a,b>c>asa-l<<a"b">,c">

<<a,b>c>0<a',<b'.c'>> <a'<b'c>>a-l<<a" b">c">
[a',b',c( a<a b<b', c<C' , a<a,b<b", c<c"
[A'(a<a’'ea'<a") [b'(bsb'eb<b”) [k'(csc'ec'sc")
a<a" ' b<b" ' c<c"
<<a,b>,c>|(ADB)DC<<a“,b">,c">
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Analogamente si mostra che a-lea = IagOC).

Proposizione 5.

A01 A P 10A

Dimostrazione.

Si considerino le freccie

A A1 0 0O - Adefinita da <a,»>Aa'sse a<a' e

Al A0 - O O A definita da ah-1<a',»> sse a<a'.

Analogamente si definisca p e p1:10A — O — A nel seguente modo:

<e,a>pa'sse a<a', ap-l<e,a> sse a<a'.

Allora:
<a,*>AeA-1<q" o> ah-lepa"
<a,>)\a’ aAl<a",e> ah-l<a' s> <a'e>)a"
a<a ' a<a” ) (2w " a=a
., vero a<a"
asa’, T<. alpa’

<a,»>lpgr<a’,e>

Le proposizione 3,4,5 sono servite a dimostrare la seguente

Proposizione 6. La categoria BM €& una categoria monoidale rispetto al

prodotto [, all'elemento neutro 1 - insieme ordinato con un solo oggetto - e

agli isomorfismia , A, p.

Il funtore ( )°P:BM O O - BMop

Definizione 4. Sia B = <I,<> un oggetto della categoria BM e si ponga:

BOp := <|,Sop>.
SiaR:I0 0 - Jesia ROpP:|op — [0 [0 JOP definita da;

JROPi sse IR;].
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Proposizione 7. L'assegnamento :
B |00 - BOpP
BofR, B |00 - Bop RH Bop

definisce un funtore ( )°P:BM O O - BMop,
Infatti (Ig)°P = Igop . Infatti i(Ig)OPi' sse i'Igi sse ilgop i'. Inoltre (R1*R2)OP =
R20P« R1 0P, Infatti i(R1*R2)9Pj sse jR1*R2i sse [k jR1k , kRoi sse [k iR29Pk ,

kR 19Pj, sse iR20Ps R19Pj.

Osservazione 1. Il funtore (_)°P soddisfa le seguenti relazione:
((OP)P = Ipm ;
(_O_)°oP = ()oPO()°P;
_0O o ()eed_ .

La verifica é lasciata al lettore.

Il funtore O:BMop O O -, PO

Sia | un oggetto della categoria BM e sia come al solito

Ol={C|COleCéuncrivello }.

E' immediato osservare che Ol & un oggetto della categoria PO rispetto

all'ordine dato dall'inclusione.

Definizione 5. Sia ROBM(l,J). Sia fr:0J O O - Ol definita da:

i0fr(J)sse  [jOJ tale che IR;].
Si osservi che da J[1J' segue che fr(J)Ofr(J).
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Infatti sia JOIJ' e sia i(0fr(J). Allora [J1J tale che iRj, pertanto j(1J' e allora
[JOJ' tale che iRj, cioe iOfr(J"). Pertanto frRJPO(0J,0l).

Proposizione 8. L'assegnamento :

U |00 - OU
Ui (g U2 |00 - ouy ofR, ouy

definisce un funtore O:BMop 0 O - PO.

Infatti fi; = lou. Si osservi che ify; (C) sse OOC, igj, sse illC, perche C &

un crivello.

Inoltre fry «ry =R, *fRq . Infatti:

IR1°R2]
O0C, iR, TRY]
LJ'(1IRa), JR2), JUC)

inoltre:

i0fry*fR1(C) = frR1(fR2(C) )
J'UfR,(C) .

H(gaoc, jRa » Ral')
UJ'(IRa)", 'R2J, JUC)

Il funtore U:PO 0O 0O -~ BMop

Definizione 6. Sia fOPO(J,]). Sia Rl O O - J definita da:

iRfj sse i<A1().
Si osservi che se iRyj allorai < f(j) e dai'<isegue i' < f(j), pertanto I'Rfj e da j

< j' segue f(j) < f(j"), pertanto i <f(j'), cioe iRf'. Pertanto R{JBM(l,J).

Proposizione 9. L'assegnamento :

U |00 - U
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Uipd. U |00 - U Ry Uz

definisce un funtore U:PO O O - BMop.

Si osservi che Ry = ly. Infatti iR, j sse i< I(j) ssei<].

Inoltre Ry «fo = Rfy *Rfq .

inz'Rflj
IRpI"  JRy)
O(=H)  F=h())
TSR (1)) = f1°T20)

IRf1«fo)

L'aggiunzione tra il funtore O e il funtore U

Abbiamo mostrato che O e U sono una coppia di funtori tali che:

ala g
PO BMop,
<t

mostriamo che vale la seguente

Proposizione 10. Il funtore U e aggiunto sinistro del funtore O.

Mostriamo che innanzitutto che:

BMop(UPB) ?  PO(P,OB).

Sia @la corrispondenza che porta
P.® B |00~ PR, OB

definita da:

bOopr(p) sse DbRp.
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Si osservi che se bOgr(p) e b' < b, da bRp segue b'Rp, bertanto gr(p) € un
crivello.

Se p < p' allora se bOgr(p) allora bRp, da cui bRp', bertanto bOgr(p’) e cio
mostra che @r(p) < Pr(P)).

Sia Y la corrispondenza che porta
Pod_. oB 0O~ P_Y% B

definita da:

byip sse  bOf(p).
Se b'< b e byip, cioé bf(p) segue b'f(p) perché f(p) € un crivello, pertanto
b'Wep.

Se p < p' e bysp allora da f(p)Of(p") segue che bOf(p)df(p") pertanto bysp'.

Inoltre Y = @L. Infatti:

bU@y(p) byer(P)
bysp bOgrp
bf(p) bRp

Mostriamo che @ & una trasformazione naturale nelle due variabili | e J.
Bisogna mostrare pertanto che:
1) g PO(,0n 00 - BMop(U_,I) & una trasformazione naturale dei funtori
PO(_,0l): POop 0 O - Set,
BMopU_,1): POop 0 O -, Set.

SiaJ' [f _, J, dobbiamo mostrare che il seguente diagramma commuta.
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PO@,0l) o, BMop(J,ly
0 0
o _ R _
! 1
PO(,01) oy, BMop(J'1)

SlaJ¥_ Ol, dobbiamo mostrare che y; (feg) = Wy g* Ry .
Infatti:

j'Wy 19° Ry
Uy JRA
(7050 < ;(0 )
09(T0))
Wy, (fe )i

2) y3: PO@Q,0) 0 O - BMop(UJ, ) é una trasformazione naturale dei

funtori
PO@,0 ):BMor O O - Set,
BMopUJ, ):BMop O O - Set.

Sial' ﬁ{q I, dobbiamo mostrare che il seguente diagramma commuta.
PCD)(J,OI) ahash BI\D/IOIO(J,I)

D_' fR D_' R
1) 1

PO@,0r) oy, BMop(J, 1)

SlaJ¥_ Ol, dobbiamo mostrare che Y;(g*fr) = ReW; Q.
Infatti:

I'Py,r(9°fR)]
i'_DDfR((j?(J') )
i
. (IL|J3|gJ  IRi)
IReYj3,0]
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La discussione fino a qui sviluppata e volta a dimostrare la seguente
fondamentale

Proposizionell. Esiste una corrispondenza biunivoca naturale tra i

bimorfismi
_+ :0IXOIO 0O - Ol
nella categoria SL e i morfismi
dec:1oPJoP 0 0 — [OP

nella categoria BM.

Ricordiamo che assegnare un bimorfismo - cioé una funzione f di due
variabili tale che f(a,Vj{bj}) = V{{ f(a,b) } e f(Vi{ai},b) = Vi{ f(aj,b) } ma non in
generale f(Vi{ai},Vi{bj}) = Vij{ f(aibj) } - da AxB a C e equivalmente ad
assegnare un morfismo di SL dal prodotto tensoriale AOB in C. Tale
prodotto tensoriale & aggiunto sinistro del funtore interno SL(_, ):SLoPxSL
0 0O - SL. Ricordiamo ancora che SL(A,B) e il semireticolo completo delle
funzioni da A a B con l'ordinamento punto per punto. Per una trattazione

particolareggiata di tale problematica si consulti [BN76].

La dimostrazione di tale proposizione puo essere ottenuta dalle
considerazioni svolte in precedenza ricordando che la composizione di
biiezioni naturali € ancora una biiezione naturale. La corrispondenza

biunivoca puo essere ricavata dalla seguente catena di equivalenze logiche:
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SL(0_ 00 _,0 )
SL(O ,SL(O_,0)))
PO(_, SL(O ,0))

PO(_,0)
PO( x ,0)
BMOP(_D_,_)

BM(_(CH)  ()op)
(_)opD(_)op

Sia pertanto _« :OI0OI O O - OIl. Si definisca la relazione ternaria dec. nel

seguente modo:

Tdec. 00 sse 106 {0} {3}
Viceversa sia dec 0 BM( I, 101) una relazione ternaria. Si definisca in Ol un
bifuntore nella seguente maniera.

SedecD ={ 1| 0,8( tdecad , oIS, 8D ) }.

Siosserviche * = *gec, € dec = decsyo -

Infatti:
TUSe gec. D
Tdec. 00
Eb,E(TD {0.}. {6}’ oS, 6DD)
0 1 001048} = UosO (o} Usrn® 5}
30D
TSeD
TdeCs 4o 00
100 {0}* dec® {0}
o'0G{c} d'0TG{d}
[0",0'( tdeca'd’,

o<o ' d<d
Tdecod

96



Possiamo pertanto dare una definizione di universo per la logica geometrica

con un una congiunzione modale con aggiunti destri in ciascun posto. Tale

universo sara pertanto un oggetto U della categoria BM insieme con un

morfismo dec:U [0 [0 - UOU della categoria. Tali condizioni possono essere

esplicitate dicendo che:

Definizione 6. Un universo é unatriplaU =< S, <, dec > ove:

- S é un insieme ordinato dalla relazione < .
- dec € una relazione ternaria di decomposizione compatibile con la
relazione di <, cioe sono soddisfatte le seguenti condizioni:
Tdecod implica
i) T < Timplica T'decod

i) o< o' e d<d implica tdeca'd’.

Sia U un universo e sia ¢ la congiunzione definita a partire dalla relazione

ternaria dell'universo. Abbiamo gia visto che l'operatore duale «d definito da:
Seqd = des per ogni s,d1OU

ha aggiunti destri in ciascun posto rispettivamente \q =/ e /4 = \. Possiamo

pertanto associare all'operatore duale un‘altra relazione ternaria

nell'universo:
TdecqOo
106G {0}e G {8} = ¢{d}+ G {0}
[®',0'( Tdecd'0’ ,0'<d,0'<0)
TdecdO
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Abbiamo gia osservato che:
sed ={ 1| [o,5( tdecad , olls, &1d }.
Mostriamo che allora che:
s\t ={ | Uo,1( ( Tdecod, olls) O tt) }.
Infatti:
Error!
Inoltre possiamo osservare per dualita che:
t/d = {o | 081( ( tdecad, d00d) O t0t) }.
Infatti oJt/d = d\gt sse 0d,1( ( Tdecqdo , d[1d) I tt), cioe proprio
[08,1( ( Tdecad , d0d) O tlt).
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Costruzione del modello generico

Sia <T,> una teoria con operatore modale binario e sia dec una arbitraria
relazione ternaria in T compatibile con la relazione < . Sia <OeT, > la
teoria geometrica con l'operatore modale indotto dalla relazione ternaria.
Vogliamo studiare per quali relazioni di decomposizione vale la proprieta

della counita di preservazione dell'operatore:

@ @) @ =pa).

Proposizione 12. Condizione necessaria affinché valga (1) € che valga:

(2) O1,0,000 T

Tdecodimplica T0old
ove [J e l'usuale prodotto della teoria lineare costruita sull'insieme delle parti

di un monoide e definito in questa maniera:

SOD ={sed|sl0S e dlD }.

Dimostrazione.

Deve essere (p )+ (q) O (DpDE ), Cioé:

Up,q,Ut
t(p)~ () o)
ol(P) () praLt
Eb',é(TdeCO'a, plo C]D6 )
Cio€:
0t,0,0
Op,q((pCo e qUiy) [ peqLT)
T decod ] oLIoLIT .
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Si osservi che la relazione dec (T x ¢ T x T definita da:
Tdecodsse tlol1d
soddisfa le proprieta di compatibilita richieste per la relazione ternaria. Infatti

se tol0d da 1" < 1 cioé Tt segue T'Jol1d e analogamente c < 0'e T < T

segue che c0dJo'J&, pertanto to'1d.

Proposizione 13. La relazione ternaria _[0 [0 definita in «T soddisfa la

condizione (1).
Per quanto visto _[1_ [ soddisfa (2) dobbiamo mostrare che soddisfa:

@) (P Yo @)@ .

Lemma. La condizione (3) e equivalente a:
(4) Op,a.Ct
peqltO [b,0( pUo, qid e tHolId)

La dimostrazione e immediata.
La dimostrazione della proposizione consistera nella dimostrazione del
lemma. Poiche enuncieremo alcuni risultati di cui faremo largo uso nel

seguito del nostro lavoro li enuncieremo sotto forma di proposizioni.

Proposizione 14. Sia B una base di filtro e sia C un coideale della teoria T .

Allora B\C & un coideale (ove \ & uno dei due aggiunti di 0).

Dimostrazione.

00B\C sse ObOB beJOC sse falso poché TOB e T+ C=0CC.

Sia pOB\C e sia p @ q. Allora ObOB beq @ beq pertanto be qCIC.

Sia pvqOB\C e supponiamo che pO\C e qOB\C. Pertanto [bOB t.c. be pC
e [b'0B t.c. b*qUC. Poiché [b"0B b" @ blb' segue che b"s (pvq) 9
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(bCb’)s (pva) = ((bLb)e p)v((bLb)+q) B bepvb'q, ma per ipotesi b"e (pL)OC
allora be pvb's qLIC, pertanto o be p0C 0 b'eq[IC: assurdo.

Per dualita otteniamo che:

Sia B una base di filtro e sia C un coideale della teoria T . Allora C/g & un

coideale.

Proposizione 15. Op,qOT, OtOeT

peqltO [b,0( pUao, qid e to1d).
peqUt sse {p}{q}lt sse {a}0{p}\! sse (*) {pI\' )¢n{g}=0. Siamo in grado di
applicare il lemma di estensione esclusione, pertanto (*) sse [® qId e
30{p}\t , ciog (**) {pyOsUr. La (**) & equivalente a {q}5\' | le ipotesi del

lemma sono ancora verificate, pertanto la (**) sse (o q0o e cO38UT.
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Morfismi di universi, interpretazioni sintattiche, interpretazioni

semantiche

Chiederemo che un morfismo tra universi preservi anche la relazione
ternaria, ovvero se f:Uq1 0 0 - Uy, chiederemo che sia

(1) tdeccd O f(T)decf(0)f(d).
Chiederemo di conseguenza che le interpretazioni sintattiche semipreservino
la congiunzione binaria, se 1:T1 < [0 O T» allora:

(2)  K(s)p(d) D p(sed).
Infatti nel caso che p = Of:OU; ~ O O OU» le condizioni (1) e (2) sono
equivalenti.
Si osservi la condizione (2) € equivalente alle seguenti:

(3)  HE\WO)Dp@E)u®), (3)  ud) B puE)/pu(d).
Infatti se vale (2) allora otteniamo p(s)*p(s\t) @ p(ses\t) D u(t) cioé p(s\t) @
H(S)\u(t). Viceversa se vale (3) da s*d @ s*d otteniamo d @ s\sed, pertanto

p(d) D p(s\sed) D p(s)\(sed), pertanto p(s)e u(d) @ p(sed).

Per quanto riguarda le interpretazioni semantiche chiederemo che siano
soddisfatte le seguenti condizioni:

°) [0,0(0.s,d.d, tdecad ) implicat. s*d;

\) 0. s\timplica Oo,t( ( tdeccd,0.s) 0 1.1);

/) o . t/d implica 0d,t( ( Tdeccd, d.d) 0 t.1);

Si osservi che la condizione ¢ ) € equivalente a chiedere che I
interpretazione sintattica ()P semipreservi I'operatore modale e il morfismo

tra universi ()" preservi la relazione ternaria.
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Infatti se . € una interpretazione semantica allora:
Os,d (s)Pe (d)P & (sed)P

T0(S)Ps (d)P T(sed)P
M s 5 d , Tdecad )
0.S o0.d T.Sd
[01,0,8( tdecad O Os,d( ( s0(o)"’ dD(é)f) = s+d0()"’ )
(D'T(e)TE)

Pertanto il bimodulo delle interpretazioni sara ancora rappresentabile a

destra e a sinistra attraverso i funtori aggiunti zone e punti.

Diamo la dimostrazione delle corrispondenze sintattico-semantiche tra la
proprieta di preservazione della relazione ternaria e quella di

semipreservazione della congiunzione.

Proposizione 16. La proprieta di semipreservazione:

Of(s)* Of(d) @ Of(s*d)

e valida tra due teorie di crivelli OU> OU; sse f:U1 O O - U2 preserva la

relazione ternaria:

Tdecod [J f(1)decf(0)f(d).

Dimostrazione.

Os,ddt
100Of(s)* Of(d)
oOf(s)  dOf(d)
[(0,0( tdecad , flo)yds -+ f(o)0d

t0Of(sed)
0 f(0Os+d
0,5 ( f(1)deca'd , 0's , o01d )

equivalentemente:

103



[t,0,0
Tdecod [
Os,d( (f(o)ds, f(o)0d) 0O Oo',8'(f(t)deca'd', c'Us, d'0d))
Ma il conseguente e equivalente a:
[0',8'( f(t)deca’d' , a6 {f(0)}, 3T {f(d)})
a sua volta equivalente a :

f(1)decf(0)f(3).

Proposizione 17. La proprieta di preservazione della relazione ternaria:

Tdecod [ p° (T)decp’ (O)u° ().
e valida tra due universi di filtri primi ¢T1, T2 sse wTy « O O T»
semipreserva la congiunzione:
H(s)*p(d) D u(sed).
La condizione proposta e:
[t,0,0
T0o00 0 p* ()0 (o) (d).

Il conseguente € equivalente a
sdu (o) dOpe(d) sedOp* (1)
Os,d((pe)To - p@os ) U pEeam )

pertanto il tutto puo essere riletto nella seguente forma:
Us,d0t
(o,1( t0o0d, p(s)do , u(d)o) O p(sed)dr.
Per la proposizione 15 l'antecedente é equivalente a:
H(s)* u(d) LT,
petanto la condizione globale é:
Os,ddt (u(s)e(d)dt O p(sed)dr)
e applicando il lemma di estensione\esclusione otteniamo :

Os.d H(s)* u(d) @ H(sed)
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Capitolo IV

Logica lineare distributiva:

studio delle proprieta monoidali della congiunzione lineare

In questo capitolo investigheremo le corrispondenze tra sintassi e
semantica relative alla struttura monoidale imposta alle teorie lineari dagli
assiomi [Ass.] e [1] ( capitolo Il, definizione 2 ). Il metodo seguito in questa
analisi consiste nel mostrare che la validita di tali assiomi in una teoria di
crivelli € equivalente alla validita di certe condizioni semantiche nell'universo.
Tuttavia questo € un lavoro parziale: non garantisce infatti che se in tutti i
modelli di una teoria T vale la condizione semantica trovata allora I'assioma
equivalente e valido in T. L'altra parte del lavoro consistera in un percorso
inverso dalla semantica alla sintassi: si mostrera che la validita della
condizione semantica nel modello generico € equivalente alla validita
sintattica degli assiomi indagati. Si osservi che la ricerca pud eventualmente
avere il suo avvio sia da una condizione sintattica sia da una condizione
semantica. Le condizioni semantiche cosi trovate mostrano che gli universi
per teorie lineari distributive sono tutti e soli i monoidi nella categoria dei
bimoduli su insiemi parzialmente ordinati. Vedremo infine come gli esempi
portati nel capitolo secondo siano riconducibili a questi universi e come
esempi piu complessi di tali strutture possano essere costruiti servendosi

degli oggetti nella categoria dei monoidi nei prefasci.
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Studio delle proprieta del monoide

Dalla sintassi alla semantica

Proposizione 1. La proprieta associativa del tensore

(sec)ed =se(ced)

e valida in una teoria di crivelli OU sse vale in U la seguente proposizione:

(X ( tdecd e (decoy) sse [£( tdecal e &decyd ).

Dimostrazione.

(sec)ed B se(ced)
Us.c.,d Grt0(sec)+d O 105 (C* d)

e per le seguenti equivalenze:
t(sec)d
¢l(s+c)
[L,5( tdecld , 5.y( {decoy , oLJs , y(ic ) old)
[X,0,y,0( Tdec(d , {decoy, olls, ylc, olld )

Tse (ced)
' o ¢l(ced)
[0",&(1deca’s, O'US, 7 F( Edecyd, yOc, 50d) )
[€,0'Y,0'( tdeca'€, &decyd', a'lls, ylic, &6'Cld)

otteniamo:
Os,c,dOt(
[X,0,y,0( tdec(d,(decay, alls, ylc, dl1d ) [
[%,0',Y,0'( tdeca’€ , Edecyd', 0'Us, ylc, d0d) ),
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0 equivalentemente:
01,0,V,0(
(X ( tdecld , {decoy) [
Os,c,d( (ols, ylc, d000d ) O
[€,0',Y,0'( Tdeco’€ , &decy'd', a's, ylc, &d ) ),

ma il conseguente e equivalente a:

(€ ( tdecog, &decyd ).

Infatti :
olls ylc old

Us.cd(Gioras " o(y@c ' oo 0d )
0 [¥,0',Y,0( tdeca’§, &decy'd', 0'ls, yllc, o'ld ) ),

ma si osservi che é sufficiente chiedere che il conseguente sia verificato per
i piu piccoli crivelli soddisfacenti I'antecedente. Pertanto la condizione e
equivalente a:
o'0¢{o} yOG{y} d0G{d}
[€,0',y,0'( Tdeca’€, decy'd, o<o ' y=y ' 06<5
(€ ( tdecog, &decyd )

Pertanto la condizione equivalente e:

Ot,0,y,0
[X( tdec(d , (decoy) O [E( tdecag , {decyd ).

Si osservi che la condizione:
se(ced) D (s*c)d
€ equivalente a:
(dedc)eds D deq(ceds)
nella teoria lineare duale pertanto a
Ot,0,y,0
(X ( tdecqd , {decqoy) O [X( tdecqag , &decqyd ),

Cio€:
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(X ( tdecdC , {decyo ) O [E(tdec&o, Edecdy ).
Possiamo pertanto concludere che
Ot,0,Y,0

[X( tdecld , {decoy) sse [£( tdecag, &decyd ).

Proposizione 2. La proprieta dell’elemento neutro

Sel=s
e valida in una teoria di crivelli OU sse vale in U la seguente proposizione:

(0( tdecol eld1l)sset1<0.

Dimostrazione.
sel1@s
Hs tlhse 1
C( (1,1 ( tdecotl , ols , 101) O t0s)
Ot,0( O ( tdecot , 101) O Os(oOs O t0s) )

Si ossevi che il conseguente é equivalente a:
T<0.
Infatti:
olls
Os( —0{0} s 0 t0s)
106 {0}

TI<0

Otteniamo pertanto:

O(tdecoteld1l)d t<0.
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Viceversa analizziamo l'altra parte dell'uguaglianza.

S@se1
Us olse1
Do(oUs U F5 ((odecot , o0s , 101) )

olls
DS(WD [(o',1( odeca't , o'ls, 1001))

Uo o0 {0}
[(o',1( odeco't , ———,101)
0'<o

O ( odecot , 101)

Otteniamo pertanto:

(0 ( odecot e 10J1)

che é equivalente a:

T<o0 O(Ttdecol etld1).

Proposizione 3. La proprieta dell’elemento neutro

les=s
e valida in una teoria di crivelli OU sse vale nell'universo U la seguente
proposizione:

O( tdectd el ) sset1<0.
Dimostrazione.
Si osservi che 1l¢s = s sse vale nella teoria duale sey1=s per ogni s cioe se
vale nell'universo U [ ( tdecqol e 101 ) sse T < 0 per ogni 0,1, cioe:

(O(tdectoe1Jl)sset<o0.
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Dalla semantica alla sintassi

Proposizione 4. La proprieta della relazione di decomposizione

[X ( tdecld e {decay ) sse [ ( tdecag e Edecyd )

e valida in un universo di filtri primi T sse € valido nella teoria T la proprieta

associativa:

(sec)ed =se(ced).

Dimostrazione.
Dimostramo innanzitutto che:
Ot,0,Y,0

[ (t0¢Od e (Oolly) implica CE( t0o0E e E00y1d )
sse:
Os,c,d

(sec)ed @ se(ced).
Si osservi che:
(X (t0¢Od e (Oolly) sse t1(clly)[1d e analogamente
(€ (t0o0E e E00yd ) sse toll(y1d).
Dimostriamo la prima delle due equivalenze concentrandoci sulla
implicazione non owvia.
Da (oly)Jdt segue che olly(It/d. T\ € un coideale (proposizione 111.14) e
olly e una base di filtro. Infatti se sj*d;loly per j=1...n ed n=0 allora da
(s100..0sp) (d10...0dn) D spdj per j=1...n segue che (s1[..0sp)* (d10..0dR) @
s1edq0..Ospedp. Possiamo allora applicare il lemma di
estensione\esclusione e asserire che [X tale che oly{ e Ct/d, cioé

(Ooér.

111



Pertanto:
Ot,0,Y,0
Error!

L'ultima condizione puo essere riletta nel seguente modo:

Ot0Os,c,d

[o,y,8( 10(c0y)0d sOo , cOy, d8, se(ced)0t)
[o,y,0(t0(c0y)Jd sa , cOy, did) O assurdo

(*} (So C)odD‘[ , Se (C' d) Ut

(sec)edlt U se(ced)Ut
L'equivalenza a (*) viene dimostrata nel solito modo usando la proposizione
[11.14 e applicando piu volte il L.E.E. La condizione fino a qui trovata si
dimostra equivalente a:
Os,c,d (sec)ed @ se(ced)

servendosi ancora del lemma di estensione\esclusione.

Si consideri la condizione seguente:
t,0,Y,0
(£ (t0o0E e E0y0d ) implica (X ( t0¢d e (Daolly).
Essa e equivalente a:
t,0,Y,0
[E(t0E¢0go e ¢Hd0gy ) implica [ ( t0dgC e ¢Lyllqo ),
pertanto € equivalente a
Os,c,d
(s*dc)*dd D s*4(c*qd)
cioe
Os,c,d
de(ces) D (dec)es.

Con cio la proposizione € completamente dimostrata.

Proposizione 5. La proprieta dell'elemento neutro
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(0( tdecol eld1)sset1<0.
e valida in un universo di filtri primi «T sse vale in T la seguente
proposizione:

Sel=s.

Dimostrazione.

Ot,0( Error!)

cioe:
[s0,0( 10001, 100, sOo , sOt)
Lt U,o( tholh , 1 , so) [0 assurdo
[s( Se 10T , s0t)

equivalentemente:
Utls
sellUt 0 slit
e applicando il lemma L.E.E.:
Us
s*1Js.

La condizione inversa e equivalente a:
Oo O(oOclh e 100 )
ossia:
Oo oOol{1}, cioe
OsOo(sOo O se100)
sse:
Us
S@sel.

Proposizione 6. La proprieta dell’elemento neutro

O(tdectde1dl)sset1< 0.
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e valida in un universo di filtri primi «T sse vale in T la seguente
proposizione:
led=d.

Otteniamo la dimostrazione per dualita.
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Universi per la logica lineare distributiva

Definizione 1. Un universo per la logica lineare distributiva € una quadrupla:

U=<S, <,dec,1>o0ve

- S e un insieme,

- < e unarelazione d'ordine,

- dec € una relazione ternaria di decomposizione compatibile con l'ordine:
Tdecod implica : i) T <10 Tdecad,
iijo<o' ed<d [ tdeca'd.
Tale relazione soddisfa I'assioma di associativita:

[AsSsgec] (L ( tdecld e (decoy ) sse [k ( tdecal e Edecyd )

- 1 € un insieme chiuso rispetto all'ordine:

IOlet <10 1'"U1.

1 é soddisfa i seguenti assiomi:
[gecl] Ot,0 Tdecol el 0 t<0; Lo (101 odecol;

[1gec] OT1,0 Tdectde1ldld 1<9; l[e) 001 ddectd .

Proposizione 7. Gli universi per la logica lineare distributiva sono tutti e soli i

monoidi interni alla categoria monoidale BM =<BM , 0,1, a,A, p > dei
bimoduli tra insiemi parzialmente ordinati ( si veda la proposizione 6 dela

capitolo IlI).
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Un monoide interno a una categoria monoidale K=<K ,0,1,a,\A,p>¢
una tripla:

<M,dec,1>
ove:

- M é un oggetto di K;

-dec : MOM O O - M € un morfismo di tale categoria che soddisfa il
seguente assioma di associativita:
(MOM)OM 2 MOMOM) figfec MOM

O ) O
Epech rdec

| !
MOM nfec, M

-1:100 - M é un morfismo di tale categoria che soddisfa il seguente

assiomi relativi all'unita:

MO1 HH1, MOM 10M i MOMm
O O
A [dec 2  [dec
! !
M M

Nella categoria BM un monoide € un ordine parziale M dotato di una
relazione ternaria dec tale che soddisfa:
<g,0>dect [ i)o'soceTt<tl <o',0>dect,
i) <t 0 <0,0>decT,
e dotato di un sottoinsieme 1 chiuso rispetto al futuro:
(Ole<t" O 'O
Infatti esiste una corrispondenza biunivoca tra tali sottinsiemi e i morfismi:
1:100 - M.

Si ponga infatti 1]1 sse ¢ 11.
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La condizione sulla associativita asserisce che:

<<0,y>,0>(declli)* dec T Sse <<0g,y>,0>0¢(i[ldec)* dec T

<<0,y>,0>(decli)*dec T equivale a:
<<0,y>,0>(decli)<(,&>
& T <oy>decl € 0=t © <(,&>dect

[ (3¢ e <{,&>decT)
[ <o,y>dec( e < 5>dect

mentre <<o,y>,6>a¢(decl]i)* dec T equivale a:
<<0,y>,0>0<0',<Yy,0'>> .
o',y,0'( 00, Y=Y, 08 , <0',<y,0">>(ilJdec)*dec T )
<0,<y,0>>(illdec)*dec T
<0,<y,0>>(ildec)<(,&>

: o< , <y,5>decE , <(,&>dect
o< e <(,&>decT
[€ <y,0>dect , 2 <0 E>dect ect )

Pertanto le condizioni sull'associativita consistono nel seguente assioma:

[L( <o,y>dec( <(,0>dect) sse [E(<y,0>dec e <o,y>decT ).

Gli assiomi sull'unita asseriscono che:

<g,*>(ilJ1)*decc" sse 0<0".

<g,*>(iJ1)*decc" equivale a :

<o,>(i01)<a’,1>

o't ( =T , <0',1>deca")
0<0', 1T
[b'(0<co’ e <0',1>deca">)
oo, <0,l>deca"

Pertanto le condizioni sull'unita consistono nei seguenti assiomi:

001 <o,1>deco” sse 0<0",

e analogamente:

001 <i1,0>decd" sse 0<0".
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Si osservi che la condizione:
(*)o<o' O O(101, <o,1>deca’)
e equivalente alla condizione:
(**)O(101, <o,1>deco ).
Infatte se vale (*) allora per o' = o otteniamo (**). Vicevera se vale (**) e o<¢'

per le condizioni sui morfismi di BM otteniamo che <o,1>deca’, pertanto (*).

Sia pertanto < U, <, dec, 1 > un universo per la logica lineare distributiva.

Allora < U, £, dec, 1 > ove 0<0' sse 0 < ¢ € un monoide nella categoria
BM.

Viceversa assegnato un monoide < M , < , dec , 1 > in BM

<M, £ ,dec,1>o0ve o< g sse 0'<soc e un universo per la logica lineare

distributiva.

Esempi.

1. Sia F linsieme delle freccie di una categoria piccola C dotato della
relazione identica. Si ponga tdecod sse T = ¢+9, e sia 1 linsieme delle
identita della categoria. Allora U = < F, =, dec, 1 > € un universo per la

logica lineare distributiva. La teoria costruita su questo universo € la teoria

lineare PE dell'esempio 5 del capitolo 1.

2. Sia B un oggetto della categoria BM e si consideri il prodotto BOPIB. Tale
prodotto € un monoide della categoria quando si consideri la relazione
ternaria dec cosi definita:

<<a,b>,<b',c>>dec<a’,c’> sse

a'<a,b<sb',csc.
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Mostriamo che tale relazione & un morfismo di BM.

Sea <a,bsb,csce<af><<ab>e<f,x><<b,c>cioéa<a,p<b,
b'<B'ex<c,alloraa <a, <P, ex<c. Analogamente se <a',c> < <a'x">,
cioea'<a'ec'<yx'alloraa'<sa,bs<sb,c<y.

Tale relazione soddisfa la proprieta associativa. Infatti da <o,(>dect e
<y,0>dec(, cioé t1<S7, Sp<z71 , Z2<tr € 71501 , g2<d1 , dp<zp, sia allora
£=<s1,02> e si osservi che valgono le seguenti relazioni: s1<s1 , $p<21<01 ,
g2<02, cioé <O,y>dec e t1<S1, gr<dj, dp<zy<ty cioe <§,0>decT. La verifica
dell'altra implicazione € analoga.

Sia allora 1 = { <x,y> | x <y } : € immediato osservare che tale insieme &
chiuso rispetto al futuro e soddisfa gli assiomi sull'unita. Infatti per osservare
che per ogni o esiste 101 <o,1>deco Si ponga | = <S»,s2>. Viceversa se
<0o,1>dectT e 101 allora t1<s1, S2<i1 € i2<tp, ma poiché i1<ip allora segue che
So<ty, pertanto o<t. In modo analogo si ragioni per il caso destro.

Pertanto < BOPOB , <pplJ< , dec , 1 > & un monoide in BM ovvero un
universo per la logica lineare distributiva.

Nel caso particolare in cui la relazione di < sia la relazione identica allora la

teoria di crivelli costruita sull'universo & la teoria lineare RpB delle relazioni

binarie su B.

3. Si consideri la categoria MonC dei funtori da una categoria fissata C alla
categoria dei monoidi negli insiemi. Tale categoria coincide con la categoria

dei monoidi nella categoria InsC dei prefasci.

Un oggetto in questa categoria e un funtore

F-CO0O - Mon.
Ad ogni oggetto di tale categoria possiamo far corrispondere un monoide

nella categoria BM nel seguente modo:
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Sia S l'unione insiemistica disgiunta di tutti gli oggetti Fc per ¢ oggetto di C.

s:= ) Fc

cOC

Sia < larelazione in S cosi definita:

o< o' sse [fC tale che o = Ff(a").

Proposizione 8. La relazione < e riflessiva e transitiva.

Dimostrazione.

Tale relazione é riflessiva:

Sia oS, allora (OcOObj(C) tale che allFc. Pertanto 0 = Igc( 0 ) = Fl¢ (0).
Pertanto 0 < ©.

Tale relazione é transitiva:

Siano 0 £ ¢ e ¢ < ¢", cioé o=Fg(c) e o'=Fh(c"), g,h0C. Allora ¢ =

Fg(Fh(c")) = Fhe Fg(c") = Fheg(c"), da cui o < ¢".

Sia dec la relazione ternaria cosi definita:

Tdecodsse [1g,h tali che 1 = Fg(o)e Fh(d).

Proposizione 9. La relazione dec soddisfa le condizioni di compatibilita con la

relazione <.

Dimostrazione.

Sia tdecad, cioe 1 = Fg(o)e Fh(d) per qualche g,h.

Se 1 = Fg'(t) allora v = Fg'(Fg(o)eFh(d)) = Fg'(Fg(o))sFg'(Fh(d)) =
F(g+g’)(0)* F(hg’)(3).

Analogamente se o=Fg'(c") e d=Fh'(d") allora t = Fg(Fg'(c)* Fh(Fh'(d)) =
F(g* g)(0)* F(h*h)(3).
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Nota. Considereremo d'ora in poi il quoziente di S rispetto alla relazione di
equivalenza = definita da 0 = d sse 0 < 0' e ¢ < 0. L'ultima proposizione
mostra che la relazione ternaria € compatibile con la relazione di congruenza
e pertanto la definizione canonica nel quoziente:
[t] dec [0] [0] sse  Tdecad

non dipende dalla scelta dei rapresentanti. Infatti se [1] dec [0] [§] e T'=T, 0'=0,
0'=0, allora & tdecdd, T < T, 0 £ 0, & £ &, pertanto Tdeco'd e
[t'] dec [0 [®1].

Per abuso di notazione scriveremo o per [0].

Proposizione 10. La relazione dec soddisfa la proprieta associativa:

[X ( tdecd e {decoy) sse [£( tdecal e Edecyd ).

Dimostrazione.

Supponiamo che [X( tdecd e {decay ), cioe T = Ff({)* Fg(d) e ¢ = Fh(o)e Fk(y)
vale a dire t = Ff(Fh(o)* Fk(y))s Fg(d). Allora t = F(hef)(o)s F(kef)(y)* Fg(d). Si
ponga & = F(kef)(y)* Fg(d), si ottiene che 1 = F(hef)(0)* FId(§), pertanto tdeco§
e &decyd.

La dimostrazione dell'altra implicazione e analoga.

Definizione 2.

1={1rc|cOC}

ove indichiamo con 1y I'unita del monoide M.

Proposizione 11. 1 & un crivello.

Sia infatti 101 e sia a <1, cioe a = Ff(1) per qualche f. Poiché I'immagine di

una unita € una unita allora aO1.
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Proposizione 12. 1 soddisfa le proprieta dell'unita:

(0( tdecol e1J1)sset1<0,

O(tdectd el ) sset1< 0.
Dimostrazione.
Sia oS, allora oJFc per qualche cOObj(C), pertanto o = Flc(0)*Flc(1Ee),
cioe odecOlFg, € ci0 e sufficiente a dimostrare un verso dell'implicazione.
Viceversa se [( tdecol e 101 ) cioe T = Ff(0)*Fg(idom(Fg)), allora, poiché
Fa(1) = tcod(Fg) » T = Ff(0)*1cod(Fg) = Ff(0), pertanto 1< .

La dimostrazione dell'altra equivalenza e del tutto analoga.
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Capitolo V

Logica lineare classica distributiva

In questo questo capitolo metteremo a fuoco I'assioma [dg] ( capitolo
II, definizione 6 ) che definisce il falso lineare classico. Gli universi per la
logica lineare classica verranno cercati trovando condizioni semantiche
equivalenti all'assioma e mostrando che la validita di tali condizioni in un
universo di filtri primi di una teoria € equivalente alla validita dell'assioma
nella teoria. Tali condizioni semantiche verranno studiate per mostrare che
esse possano essere concettualizzate in modo semplice attraverso una
relazione binaria rappresentabile a destra e a sinistra attraverso una
corrispondenza biunivoca. Gli universi per la logica lineare classica
distributiva verranno pertanto presentati attraverso guesta
concettualizzazione e verranno discussi esempi di tali strutture. Si osservera
che tali esempi soddisfano sempre certi assiomi aggiuntivi che pertanto
verranno indagati nel contesto di arbitrari universi. Tali condizioni
semantiche si dimostreranno fertili e verranno studiate le loro principali
implicazioni. L'ultima parte di questo capitolo e dedicata allo studio delle
relazioni di derivabilita tra gli assiomi proposti. Verranno pertanto costruiti
universi "ad hoc" per mostrare che taluni assiomi possono essere soddisfatti

€ non altri.
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Studio degli assiomi definienti il falso lineare

Teoremi di corrispondenza: dalla sintassi alla semantica

Proposizione 1. Un crivello O soddisfa la proprieta di essere un elemento

dualizzante
*(p*) = p = (*p)* per ogni ptIP
in una teoria di crivelli OU sse valgono le seguenti proposizioni nell'universo
U:
Oo®( 0@ de Jo'(0'd 80 o<a')),
08b( 0@ de 08(0@ & 0 6<98')),
ove abbiamo posto

0@ & sse [M(tdecadet/ 0).
Dimostrazione.

Poiché le relazioni p @ *(p*) e p @ (*p)* sono sempre vere dovremo indagare

le converse, rispettivamente :

P )Dpe (*p)*Dp.

Cominciamo dalla prima.

Lp *(p*) D p
oL*(p*) olp
P{Gi g ) € POoF !
0{o}ep* @0 pBO{0}
p* @ ¢{o}*
(*) Oo{ (©{c})* & G{a}* }

La condizione (*) non €& piu quantificata al secondo ordine: puo essere

esplicitata per poi essere negata nuovamente.
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(od{ Error!

306 {o}*
. EBIG! }

Ot( o' 'd S AL O1.0)
(tdeca'd , o<o ) .

Tdecod

Negando nuovamente otteniamo infine la prima delle due condizioni della
proposizione:

Oo®{ [t( tdecode 1/ 0) e Ho'( Tr( tdeccdet/ 0) 0 o< 0) }.

Si osservi che investigare la seconda condizione sintattica si riduce a
investigare la prima nella teoria duale. Otteniamo pertanto I'equivalenza con:
Oo®{ [t( tdecqod et/ 0) e Jo'( (i( tdecqodet/ 0) 0 o<0)},
vale a dire:
Oo®{ Ct(tdecdoet1/ 0) e lo'( (tdecdc' et/ 0) 0 <0},
che con un cambio opportuno di variabili si riconosce essere la seconda

condizione semantica della proposizione.

Analisi delle condizioni semantiche associate all' assioma sul falso lineare.

SiaU=<S,<,dec, 1>un universo per la logica lineare e sia 00S un

sottoinsieme assegnato chiuso rispetto all'ordine. Poniamo:
ohd sse [r(tdecadet/ 0).
Si osservi chec® deco< o' ed< & implicachea'd &'

Per ipotesi valgano in U:
(1) Oo®(c6 deOo'(c'@ 80 0<0a"));
(2) Odo(c@ de0d(cd &0 5<9d')).

Proposizione 2. Per ogni 0 esiste un solo o tale che:
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(*) 00 delo'(0'0d0 o<a').
Per ogni & esiste un solo o tale che:
(**) o0 3e08(cd &0 d5<7).

Dimostrazione.
Sia o fissato. Siano 01 &, tali che valga (*). In corrispondenza di 91,02
esistono 01,07 tali che vale (**). Da 1@ &; e 0o@ &, deduciamo che o < gj
j=1,2. Pertanto dac® &, e 0@ &; deduciamo che 010 &, e 2@ &1, percio d;
<dedr<os.

La dimostrazione dell'altra proposizione & speculare a quella riportata.

Definizione 1. Sia d:U 0O O - U la corrispondenza che associa a o l'unico o

tale che (*). Analogamente sia s:U 0 0 — U la corrispondenza che associa

a 0 l'unico o tale che (**).

Proposizione 3. La corrispondenza s e inversa della corrispondenza d.

Dimostrazione.

Sia oIS fissato, dimostriamo che o= s(d(0)). Da o@ d(c) e s(d(0))@ d(o)
deduciamo che o < s(d(0)); da s(d(©)@ d(c) e s(d(0)@ d(s(d(a)))
deduciamo che d(o) < d(s(d(0))) pertanto @ d(s(d(0))) da cui s(d(0)) < o.

La dimostrazione che & = d(s(d)) e analoga.

Proposizione 4. c@ & sse d(o) < & sse s(d) < o.

Da o@ 5 cioé o@ d(s(8)) segue s(d) < 0, se s(d) < o da s(d)@ & segue o 5.

Proposizione 5. T< T sse s(T') < s(1) sse d(t') < d(1).

1< T sse s(d(1)) < T sse T'@ d(1) sse d(t') < d(1).
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Proposizione 6. tdecad sse d(o)decdd(T) sse s(d)decs(T)0.

Se tdecod allora da 1@ d(t) cioé O (idectd(t) e T/ 0) segue per l'associativita
che [k tale che idecok e Kdecdd(t), ma allora c@ k da cui d(o) < k e per le

proprieta della decomposizione d(k)decdd(T).

Proposizione 7. 1/ 0 sse d(d(t)) / O.

Sia 1/ 0. Poiche [k( kdecd(t)d(d(t)) k / 0) deduciamo che d(t)decs(k)d(t) e
tdects(k) cioé 1@ s(k) da cui segue d(1) < s(k) e k < d(d(1)). Se fosse d(d(t))
. 0, allora anche k . 0 contro le ipotesi.

Un ragionamento analogo porta a dimostrare che 1/ 0 implica s(s(1)) / O.

Corollario. 1/ 0 sse s(s(1))/ 0.

Proposizione 8. 1001 sse d(1) / 0.

Sia 101. [K( kdectd(1) Kk / 0), ma per gli assiomi su 1 kK < d(1) pertanto d(1) /
0.

Supponiamo d(1) / 0. 001 tale che d(1)decid(1), ma allora i@ d(1) pertanto | =
s(d(1)) < idacuil.

Corollario. 101 sse s(1) / 0.

Proposizione 9. Ot( 1/ 0 e tdecs(1)1).

Da tdectd(t) con 1 /[ 0 segue che tdecs(I)T.

Corollario. Ot( 1/ 0 e tdectd(1) ).

Proposizione 10. Se 1 /[ 0 e tdecod(1), allorat < ©.

Da tdecod(1) segue tdecs(1)o, cioé s(t)@ o pertanto T = d(s(1)) < 0.

Corollario. Se 1/ 0 e tdecs(1)d, allorat < d.
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Si osservi che le proposizioni 7-9-10 mostrano che qualora siano valide (1) e
(2) il seguente crivello:

'={d@) |t/ 0}={s@) |t/ 0}
soddisfa gli assiomi sull'unita propri del crivello unitario, mentre Ila

proposizione 8 mostra che se 1 e assegnato allora 1 coincide con 1.

Assiomatizzazioni equivalenti.

Gli assiomi (1) e (2) non hanno un chiaro significato. Mostremo allora che

alre assiomatizzazioni sono piu intuitive pur essendo equivalenti.

Infatti le proposizioni 3 e 4 hanno mostrato che in un universo U per la logica
lineare distributiva in cui valgono gli assiomi (1) e (2) & possibile costruire
una corrispondenza biunivoca s la cui inversa e d che soddisfa per ogni 0,0:
(3) ol & sse d(0)<d sse s(d) <o;
(4) s =dl.
Viceversa in un universo U in cui sia assegnata una corrispondenza
biunivoca che soddisfa (3), sono soddisfatti anche (1) e (2).
Infatti scelto oS, da d(o) < d(o) segue che o@ d(c) e da 0'@ d(o) segue
s(d(0)) < o', cioe 0 < @'. La proposizione (1) viene cosi dimostrata.
Abbiamo cosi dimostrato la seguente

Proposizione 11. L'assiomatizzazione (1)-(2) € equivalente alla

assiomatizzazione (3)-(4).

Nota. Con la proposizione 19 verra mostrato che gli assiomi (3) e (4) valgono

se e solo se la relazione @ :U°P O O — U & un isomorfismo nella categoria

BM.
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Un'altro modo per concettualizzare la situazione e affermare che la
corrispondenza @ ha un minimo in ogni variabile e tali minimi sono in
corrispondenza biunivoca:

(5) Do cd de 08(cd & O 8<d)};

(6) 08[b{ @ de Oo'(c'd 0 o<a)};

posto:
o =d(o) sse 0@ de08(cd & O 5<9d);
0 =5(d) sse o0 delo'(c'd 50 o< a);
vale inoltre:

(7) s(d(o))=0; (8  d(s(3) =2d.
L'equivalenza dell'assiomatizzazione 5-8 con l'assiomatizzazione 3-4 e
immediata. Pertanto possiamo stabilire che vale la

Proposizione 12. L'assiomatizzazione (1)-(2) € equivalente alla

assiomatizzazione (5)-(8).

Teoremi di corrispondenza: dalla semantica alla sintassi

Proposizione 13. L'assioma (5):

Oo®{ o de 080 & 0 5<9d)}

vale in una universo di filtri primi « T sse vale nella teoria T:

*T=10, *(pOg) =*p v *q.

Lemma. La relazione c@ & & equivalente in un universo di filtri primi a
ciascuna delle seguenti forme:

(i) o*nd=0; (i) ond1 = [;

(i) on*d = [; (iv) *lond = 0.
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Dimostrazione.

o@d
Lir( tholJo e Ol )

(sUo,ddd) 0 sed@ 0O

.d

Os,d{

0
(00, 5 g )0 dOB

Os{sllo [J s*[1d}
o*no= L1
Us{s*Jo ] slio}

ond-1=0

Le altre due proposizioni si ottengono nello stesso modo eliminando la

guantificazione su s anziché su d.

Dimostrazione della proposizione.

Osserviamo che 08{ c@ & 0 &< &'} & equivalente a &¢ 0 *1o.

Infatti:

0<d
08{ 080 0 305

o'llld
B{08d, {5, a5 )
d{ d06, [B®'(dOd m

) dO*1lo
0d{ 080 d*1g}
o¢ 0 *1g

-

)}

Si osservi che poiché *( ): ToP O O - T preserva T e [, allora la
preimmagine *1o di un filtro o & un filtro in TOP, cioé un ideale. Pertanto
abbiamo potuto applicare il lemma L.E.E all'ideale *1¢ e alla base di filtro {d}

nel passaggio segnato da (*).

Pertanto possiamo analizzare la condizione completa:
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o635 05(c@5 0 5<38)
*lgnd=0" ¢ O *1g
*1g [ 8¢

Oo®{ }

*1lg = §C
La condizione risultante equivale a chiedere che *1g sia un ideale primo per
ogni o+T, e poiché *1g per l'osservazione precedente & sicuramente un
ideale, allora & necessario e sufficiente chiedere che *1g sia un cofiltro, vale
a dire:
(1) OoOeT TO* 10,
(2) Do T pqO*1o 0 pO*1lo o qO*1lo.

La prima condizione afferma che 0o *TOo che é equivalente (facendo uso

del L.E.E.) ad affermare *T=[].

La seconda condizione afferma che:

ptgd*1o 0*1lg qO*lo
B e e R

*pv*qlo

Applicando ancora una volta il L.E.E. otteniamo la condizione puramente
sintattica equivalente:

Op,q *(pL) @ *pv*a,
e poiche il converso e sempre vero possiamo anche scrivere:

Op,q *(p0g) = *pv*a.

Proposizione 14. L'assioma (6):

08b{ 0@ de Oo'(c'@ 0 o< o)}

vale in una universo di filtri primi « T sse vale nella teoria:

T =10, (pOo)* = p* v g*.

132



Dimostrazione. L'assioma 6 & esattamente il duale dell'assioma 5, esso
varra pertanto in « T sse vale nella teoria duale Td:
*dT =[], *d(pCa) = *dp v *dq,

ché appunto la proposizione.

Per le analisi appena svolte possiamo anche osservare che in un universo di
filtri primi « T valgono le seguenti relazioni:
0 =d(o) sse
o de 08(c@ & 0 &< 9d) sse

*1g = &C;
o0 =5s(0) sse
o0 e 0o'(c'd 60 o< 0 sse
o*-1 = g,

Proposizione 15. L'assioma (7):

s(d(o)) =0

vale in una universo di filtri primi « T sse vale nella teoria:

OpOT *(p*) = p.
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Dimostrazione.

Ho{ o = s(d(9)) }
0 =d(o) o0 = 5s(0)
Ho,0f *lg=86c — o1= OC}
(-o)° =5
((10)9*1 = o

G ek
(*-10-)*-1 =0
sO(*1g)*-1
OsOof o Olg sse slJo }
*(sH0a
s *(s*) =s

Proposizione 16. L'assioma (8):

d(s(9)) = 2

vale in una universo di filtri primi « T sse vale nella teoria:

OpOT (*p)* = p.

La dimostrazione fa ricorso a considerazioni duali.

134



Universi per la logica lineare classica distributiva

Definizione 2. Un universo per la logica lineare classica distributiva € una

settuplaU=<S, <,dec,1,0,s,d> ove

-<S, £,dec, 1 >e ununiverso per la logica lineare distributiva;

- 0 € un insieme chiuso rispetto all'ordine:

w0e w <wld wio.

-s,d: SO O - S sono due funzioni che soddisfano i seguenti assiomi:
[@]o® & sse d(o)<d sse s(d) <o,
[s,d] sed = Ids = des,

ove la relazione @ é cosi definita:

o0 & sse [M(tdecadet/ 0).

Esempi.

1. Sia F linsieme delle freccie di una categoria piccola. Possiamo allora
costruire l'universo U := < S, £, dec, 1 > come nell'esempio 1 del capitolo
precedente.

by

Proposizione 17. 0 := 1' e un elemento dualizzante di OU sse la categoria

un gruppoide, cioé se per ogni freccia esiste una freccia inversa.
Dimostrazione.
Si osservi che o@ & sse g«d1. In un gruppoide & soddisfatta la condizione:

o*d01lsse oO=o01lsseo=20d1,
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infatti oe01 01 e se 0°0 = Igom(c) allora 01 = o lelgom(e) = 01le0*d =
lcod(c)*® = 0.
Viceversa supponiamo che sia soddisfatta:

o*dlllsse 0&=d(0) sse 0 = s(9).
Osserviamo allora che s(0) = s(0)* ldom(o) = S(0)*(0°d(0)) = (s(0)*0)*d(0) =
lcod(o)*d(0) = d(0). Pertanto scelto ol1S otteniamo che c+d(0) = ldom(c) €

d(0)*0 = lcod()- Pertanto ogni freccia o ha una inversa in d(o).

2. Sia G un gruppo e sia FDGrpG. Possiamo ripetere la costruzione
dell'esempio 3 del capitolo precedente. Si osservi che in tal caso la relazione
di specializzazione coincide con l'identita.

Infatti se o = F@(d) allora Fgl(o) = F@l( F@) ) = FerF@l(d) = Fer@l(d) =
F1(3) = 1(6) = 0.

Siai( ): S/=0 O - S/= la corrispondenza che porta [o] in [0-1]. Tale

corrispondenza & ben definita. Infatti se 0'0[o] o' = F@(o) pertanto Fg(o™1)
(F@(0))1 = 01 pertanto ¢-10[c1].
Si ponga allora 0 = 1'. Allora si osservi che sono soddisfatte:
Cp,W( T = Fe(o)* FY(d) , 10 1) sse [o] = [61] sse [8] = [071].
Infatti da F@(o)* FY(d) = Icod(Fg). allora Fe(o) = (FY(©)1 = Fy@©@l) e o

Fye@l(d1) cioe [0] = [61] e analogamente [8] = [071]. Viceversa da [o] = [61]

allora (p o = Fe(d1) = Fg(d) 1, pertanto F1(c)s F)1= o* FPO) 1= Icod(Fg)-

Si osservi che possiamo suppore che la categoria Grp sia la categoria dei
gruppoidi. In tal caso I'esempio 1 € un caso particolare dell'esempio 2
guando il gruppo G € il gruppo di un solo elemento.

Si osservi che sia nellesempio 1 che nell'esempio 2 sempre valide le

seguenti condizioni semantiche:
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d(o)=s(0),1010 s(@) <1, Tdecod [1 d(t)decd(d)d(0).
Studieremo piu sotto le condizioni sintattiche associate a queste queste

condizioni.

3. Sia < BOPOB , <opll< , dec , 1 > il monoide nella categoria BM
dellesempio 3 del capitolo quarto. Otteniamo I'universo come al solito
invertendo la relazione.
Tale universo sara pertantoU =< BxB , <, dec, 1 > ove:
<X1,X2> < <y1,y2> SS€ X1 <Y1 € Y2 < X,
<t1,to>dec<s1,S2><d1,d2>> sse
t1<s1,S2<d1, dy <to,

<i1,io>[1 sse i1 < ip.

Possiamo enunciare allora la seguente

Proposizione 18. 000U e un elemento dualizzante sse il morfismo

Error! O0BM(B,B) definito da:
sError! d sse <d,s>Error! 0

é un isomorfismo nella categoria BM.

La dimostrazione della proposizione procede mostrando che gli assiomi (1) e
(2) sono equivalenti a condizioni sulla relazione Error! soddisfatte se e solo
se tale relazione & un isomorfismo.

Si osservi pertanto che la relazione <sp,52>@ <dp,d>> € equivalente a sp<d;
e <s1,d2> Error! 0. Infatti da t1<s1, s2<dj , d2<t> otteniamo <t1,to>> < <s1,d2>,
pertanto da <tj,to> Error! 0 segue <sjp,d>> Error! 0.

La condizione (1) e pertanto:

Os1,8200d1,d2{
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So<d1 , <s1,d2> Error! 0,
0s'1,s'2( (s'2=d1 , <S'1,d2>Error! 0) 0 s1<5'1, S'2<S2) }.
La seconda parte della condizione puo essere analizzata in questo modo:
0s'1( <s'1,d2> Error! 0 OO Error!),
possiamo allora analizzare la condizione globale:

[s1,Spd2{ <s1,d2> Error! 0,

Error! },
condizione che eliminando la quantificazione su s diventa:
sy 0d2{ <s1,d2> Error! 0 ,00s'1( <s'1,d2> Error' 0 0 s1<S"1) ).
Dopo un opportuno cambio di variabili e utilizzando la relazione Error!
definita sopra la condizione trovata é:
Ods{ sError' d , O0d'( sError! d' 0 d<d') }.
Con calcoli del tutto analoghi troviamo che la condizione (2) e equivalente a:
Odo[3s1{ <s1,d2> Error! 0 ,00d'>( <s1,d'2> Error! 0 00 d'2<dp) ),
OVVero a:

OsCd{ sError'd , Os'( s'Error!d [0 s'<d) }.

Con calcoli del tutto analoghi a quelli sviluppati nelle proposizioni 2-4
possiamo asserire che ogni morfismo R in BM che soddisfa

(*) Od3s{sRd , Od'(sRd' O d=<d') },

(**) Osd{ sRd , Os'(s'Rd [0 s'=d) },
e rappresentabile a destra e a sinistra attraverso una corrispondenza
biunivoca f:

sRd sse f(s)<d sse s < f1(d).
Si osservi che cio equivale ad affermare che R é definita attraverso un

isomorfismo nella categoria PO degli insiemi parzialmente ordinati.
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Dimostriamo allora la seguente

Proposizione 19. Gli isomorfismi nella categoria PO e nella categoria BM

sono in corrispondenza biunivoca.
Dimostrazione.
Sia P O O - P' un isomorfismo di PO e siano R e R' le relazioni cosi
definite:

sRd sse f(s)=d,

sR'd" sse fl(s)<d'.
Si osservi che | = ReR'. Infatti da f(s)<d e f1(d)<s' segue che s = f-1(f(s)) <
f(d) < s'. Viceversa da s<s' segue che f(s)<f(s) cioé sRf(s), f-1(f(s))<s' cioé
f(s)R's". Analoghe considerazioni mostrano che | = R'*R.
Viceversa sia R un isomorfismo nella categoria BM. Allora esiste R' tale che
I=ReR'el=R'*R.
Si ponga j = f(x) sse xRj e jR'X. Si osservi che se da xXR]' segue che f(X)R'* R}’
pertanto f(x)<j'. Allora xRj] sse f(x)<j. Analogamente si ponga i = g(y) sse YR'i
e iRy. Otteniamo che yR'i sse g(y)<i. Mostriamo che g = f-1. Si osservi che
da xRf(x) e f(x)R'x otteniamo g(f(x)) < x e da f(x)R'g(f(x)) otteniamo
XxReR'g(f(x)) pertanto x < g(f(x)). Analoghe considerazioni mostrano che
flay)) =y.
Mostriamo che f preserva l'ordine. Sia x < x'; da X'Rf(x') segue xRf(x")

pertanto f(x) < f(x'). Analogamente da y<y' e y'R'g(y’) segue che g(y)<g(y').
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Ulteriori teoremi di corrispondenza

Dalla sintassi alla semantica

Proposizione 20. Un crivello 0 soddisfa la proprieta di essere un elemento

ciclico

p* =*p per ogni pOP
in una teoria di crivelli OU sse valge la seguente proposizione nell'universo
U:

[ft( tdecodet/ 0) sse ['(Tdecdoet!/ 0).

Dimostrazione.

Analizziamo parte della condizione.
Upp*@*p
olLlp* ol*p
TP g pr © PP Oy )
p-0{a}@0 *p @ Ofo}
p @ *¢{c}
(*) Co{ **¢{o} @ ©{c}' }

La condizione (*) non & piu quantificata al secondo ordine : puo essere

negata nuovamente per poi essere esplicitata.

Error!
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Oo,0

[t( tdecod et/ 0) O
3+ {o}
d'0G{ac} VO v
0<o
T'decdo
(I'( T'decdoe1/0)

- 0T [®'( T'decdd’ .0

Con cio la proposizione &€ completamente dimostrata. Infatti poiché l'altra
parte dell'uguaglianza *p @ p* €& duale a quella appena analizzata allora
essa verra tradotta nella condizione duale a quella appena trovata cioe:

Uo,0

[t(tdecdo et/ 0) O Cr'( T'deccdet/ 0)

ma si osservi che tale condizione duale e equivalente alla prima, e cio
mostra attraverso la semantica I'equivalenza delle due semiuguaglianze.
Una dimostrazione diretta di tale osservazione pud essere stabilita nel

seguente modo:

Proposizione 21. Se per ogni pP p* @ *p allora *p @ p* per ogni pUP.
Dimostriamo dapprima che p* @ *p implica che per ogni p,qUP se peq @ 0
alloragep @ 0.

Siapeq @0, allora q @ p* @ *p, pertanto gep D O.

Da cio segue che, poiché *pep @ 0, allora pe*p @ 0 da cui *p & p*.

Proposizione 22. p* = *p vale per ogni p{JOU, ove U € un universo per la

logica lineare classica, sse s = d.

Infatti abbiamo visto che p* = *p vale in un universo sse @ & simmetrica.
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Supponiamo pertanto che @ sia simmetrica. Da d(t) < d(t) segue t@ d(1) ma
allora d(t)@ Tt, pertanto s(1) < d(t). Analogamente da s(t) < s(T) otteniamo
d(1) < s(1).

Viceversa supponiamo che s = d. Allora da o@ & segue che d(o) < 8, cioé

s(0) < & da cui deriviamo 8@ o.

Esempi.

Sia F linsieme delle freccie di una categoria piccola e sia U l'universo

<S,<,dec, 1>o0ve <elidentita, tdecod sse T = 0+0. Allora:

3. O e ciclico sse ogni freccia ha uguale dominio e codominio.

La condizione di ciclicita e (8) Uo,8{ cod(o) = dom(d) O cod(d) = dom(o) }.

La (8) implica che per & = lcod(g) Sia cod(c) = dom(o). Viceversa una
gualsiasi categoria piccola ove per ogni freccia oJS sia cod(o) = dom(o)

soddisfa (8).

4. 1' e ciclico sse (8) 0o,8{ 0°8 = lgom(o) 0 0°0 = lcod(o) }» Cio€ sse ogni

sezione & un isomorfismo.

5.1 eciclico sse (8) Uo,0{ (t(t=o*detl) O [I'(T' =00 e10l) }.

La (8) implica che per oJ1 e d=lcod(o) Sia cod(o) = dom(ao). Pertanto scelta
una categoria piccola dove ogni freccia abbia stesso dominio e codominio la
(8) diventa

(88) Uo,8{ & 0=lcod(c) U 0°0=lcod(o) }-
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Viceversa scelto un insieme di monoidi in ciascuno dei quali non vi siano
inversi che non siano inversi bilateri, si osserva che tale categoria piccola

soddisfa (8).

Proposizione 23. Un crivello O soddisfa la proprieta di non contraddizione:

plp*[1 @ O per ogni pP

in una teoria di crivelli OU sse valge la seguente proposizione nell'universo
U:

(010 [Ct(tdecti et/ 0).
Se U € un universo per la logica lineare classica allora la condizione e
equivalente a:

(010 s@) <.

Dimostrazione.

La condizione proposta e p[p*[11l = [I. Quindi:
Op pCp* = O
- OCp(1Opp™1)
(Up (Up*
B Y- PR YY1,
p 2 *¢{1}
Sy a *6 {1}
Gy @ *6{1}
~(Sipeonrz0)!
[t( tdecti et/0)

)}

{101 O

Si osservi che se U é un universo per la logica lineare classica allora la
condizione trovata € 101 O 16 1, e il conseguente & equivalente sia a

s()<tsiaad(l)<1.
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Si consideri adesso un universo U in cui la relazione d'ordine sia l'identita.
Allora la teoria di crivelli OU coincide con l'algebra dei sottoinsiemi PS.
Vogliamo in questo contesto indagare le seguenti leggi di De Morgan:

[DMq] (peQ)'= p'+q’;

[DM2] (p+a)'=pq.
Si osservi che le due condizioni sono tra loro equivalenti. Pertanto l'analisi
semantica delle due leggi analizzera il principio p+q = (p'*q’)' equivalente a
[DM2]. Tale principio e implicato dal suo parziale p+q @ (p'*q’)". Infatti da
q*+p* @ (q*+p*)' segue (pq’)* @ (q*+p*)' da cui *(q*p*)’ @ *(p' q’)* pertanto
(p+q) D pq'.

Proposizione 24. Un sottoinsieme 0 soddisfa la proprieta di de Morgan:

p+qd(p«q) perognip,qiP
in una teoria classica di sottoinsiemi OU sse vale la seguente proposizione
nell'universo U:

tdecodT  d(T)decd(8)d(0).

Dimostrazione.

Si osservi innanzitutto che 80s* sse Ho( s(®) < o 00 olls) e ol0*d sse O
d(o) < & O d40d), condizioni che possono ridursi rispettivamente a s(d)[s e

d(o)Od. Pertanto:

tlp+q = *(q* p*)
d(t)Lg*ep*
olg* olp*
7 [o,0( d(t)decod , s(0)0q * s@)0p )
[,8( d(t)decd(0)d(d) , ollq , dlp )
0o,8( d(t)decd(0)d(d) [0 ollg o dp)
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La condizione proposta e:
Os,dO0t{ ths+d O tO(s'd’)' }

che puo essere analizzata nei seguenti termini:

- [5k,d,
TUs+d t(s'ed)’
Oo,0( d(t)decd(0)d(d) [ clld o dlds) s’ d’
[(0,0( tdecad , olls', &1d")
OVVero:
- [,0,0
Tdecod ,
Error!

pertanto otteniamo:

[01,0,0 Tdecad [ d(1)decd(d)d(1).

Dalla semantica alla sintassi

Proposizione 25. La seguente condizione

[ft(tdeccdet/ 0) O [I'(tdecdoeT /! 0)

vale in un universo di filtri primi ¢ T sse vale in T la seguente condizione:

p* @ *p per ogni pOP.
Ricordiamo che per il lemma alla proposizione 13 in un universo di filtri primi
la relazione o@ & é equivalente a on&-1=0. La condizione proposta &

pertanto:

Oo,®{
ond1=00 dno*1=0 }
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OVVEro:
dno*-1z0
Oo*-1
d( d0d, —g#757)
[(o(ondé*1=0 , d*0o)
d*06+-1

*Nk-1

0d,00{ did U g% 75~}

6 [b(on&-1=0 , O assurdo }

d( ds,

Possiamo allora applicare il lemma di estensione\esclusione e otteniamo:

Od d@d*,

condizione equivalente a:

Od  d* @ *d.

Proposizione 26. La seguente condizione

(010 [t(tdectt et/ 0)
vale in un universo di filtri primi T sse vale in T la seguente condizione:

pCp*1 @ O per ogni pOP.

Dimostrazione.

[7t( tdectt e 000t )
in1*1=0
Op(plh O p*Lh )
A(ple O p*l)
Dle{ pOt , p*0 0 10 }
pLp*Lh
Up plp*d =1

{10 O

Proposizione 27. La seguente condizione

tdecod  d(1)decd(3)d(0)

vale in un universo di filtri primi T sse vale in T la seguente condizione:

(*a)'« (*p)" @ (*(p*q))’ per opni p,qUIP.
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Si osservi che la condizione semantica proposta implica che la relazione di
specializzazione sia lidentita. Premettiamo una osservazione che

permettera di dimostrare questa asserzione.

Proposizione 28. La condizione

tdecodT  d(t)decd(3)d(o)

implica

(01 0O 1< s().
Infatti se 101 allora da 1dectj, jl01 segue che | < j pertanto s(j) < s(1). ma da
tdeclj otteniamo d(1)decd(j)d(1) e utilizzando la proposizione 6 otteniamo

jdectd(1) pertanto j < d(1) da cui | < s(j) < s(1).

Proposizione 29. La condizione

tdecodT  d(t)decd(3)d(o)

implica
T<T U T<T
Da 1< 1 segue che [0[1 tale che tdect'l, ma per la proposizione precedente

I < s(1) pertanto tdect's(1). Allora d(t)dectd(t’) pertanto d(t) < d(t) e T < T.

La proposizione 29 serve a giustificare la scelta di analizzare la condizione
semantica proposta dalla proposizione 27 in un universo di filtri primi di una

algebra di Boole ove ogni filtro primo € un filtro massimale.

Dimostrazione della proposizione 27.

Analizziamo la condizione:

Ot,0,0{ oo O d(t)0d(d)d(o) }
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che puo essere riletta nel seguente modo:

Ot
d(t)l1d(d)Td(o)
[(o,0( tlod, p0d(®) qOd(0) peq0d(m) ) O assurdo }
Aot goeioe AT
*plJo *qUo
(*p)to  (*q)’Uo

Equivalentemente:
(o,0( (*p)'00d, (*q)'Uo , THol1d) *(peq)t
Hp.qtt{ Ca) Cpy J gy }
Up.g (*a)' (*p)' D (*(p*q))’

Si osservi infine che in una teoria lineare classica la condizione trovata:

(*a)'« (*p)" D (*(p+q))" per ogni p,qLIP
€ equivalente a:

(p*q)' @ p'+q’ per ogni p,qUP.
Vale *(p') = (*p)' e analogamente per l'altra negazione. Infatti *p v *(p') = *(p
Op)=*0=Te*p U*p)=*(pvp)="T=L0. Pertanto (*q)'*(*p)' @ (*(p+q))
sse *(q)**(p) = *((*(@)**(p))*) = *(p'+q’) D *((p+q)) € cio e equivalente a
(peq) D p'+q'.

Analisi della condizioni semantica associata all' assioma di non

contraddizione: pp*[(1 @ O .

SaU=<S,<,dec,1,0,d,s >ununiverso per lalogicalineare classica.
Per ipotesi valga in U:

[ g1 O s() <.
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Proposizione 30. Siano 0,0[11. Allora o < d implica o = d.

Si osservi che s(1) <1 implica s(1)001, pertanto s(s(1)) < s(1), da cui otteniamo
che 1 £ s(1), pertanto s(1) = 1. Pertanto se o < 9 allora s(d) < s(0) cioed< o e

o=29.
Poiché abbiamo cosi visto che la relazione di specializzazione ristretta a 1 €
I'identita possiamo aspettarci che l'insieme delle parti di 1 si dimostri essere

una algebra di Boole. Infatti vale il seguente risultato sintattico:

Proposizione 31. Sia T una teoria lineare classica in cuivale la legge di non

contraddizione pOp* 01 = 0. Allora vale:
@10 0Or=0,ivi*=T).
Dimostrazione.
iOr=@{01)0O=i1001=10 dapdp* 01 =01 per ogni p otteniamo *p [
(*p)* 01 = O da cui, passando alla negazione lineare, otteniamo T = p v p* v

Oesei@1lallora0@i* pertantoivi*=iv(*v0)=T.

Tuttavia vale anche il viceversa:
Proposizione 32. Sia T una teoria lineare classica in cui vale:

i@ 1limplicaid*=0,ivi*=T.

Allora vale la legge di non contraddizione pOp* 01 =0.

Dimostrazione.

Siricordiche 0O =1*e siosservichep Op*0 1=(p01) O@(*01) =0
poiche p* 1@ p*vO0=(p O1)*
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Corollario. L'insieme delle proposizioni che dimostrano il vero lineare € un
algebra di Boole. Infattisei @ 1 allorai O(*01) =idi*=0eiv (*01) =
(ivid@vl)=TO1l=1.

Proposizione 33. Siano odecal e odecoK 1,k1. Allora1 = K.

Da odecal otteniamo s(1)decs(0)o, cioé 1decs(o)o. Da 0Odecok e per
I'associativita otteniamo che [L 1dec(k e {decs(c)c ma allora | < ( e da
s({) <1 segue che { =1. Pertanto1 <K e | =K.

Corollario. Siano ddecid e ddeckd 1,k[d1. Allora 1 = K.

Definizione 3.

| = cod(o) sse 11 e odecal,

| = dom(d) sse 111 e ddecl .

Proposizione 34. Se a < 3 allora cod(a) = cod(B) e dom(a) = dom(f3).

Infatti da adecacod(a) e Bdecfcod(B) otteniamo adecfcod(a) e [X adecP( e

(deccod(p3)cod(a) da cui deduciamo che cod(3) = cod(a).

Proposizione 35. (1) [t tdecad sse (2) cod(o) = dom(d).

(1) implica (2). Da tdecod e aodecocod(o) segue [, tdecaf e deccod(o)d. Da
da cui &deccod(0)d e Odecdom(d)d otteniamo che [ &dec(d e
(deccod(o)dom(d) da cui deduciamo cod(c) = dom(d).

(2) implica (1). Da ddecdom(d)d segue dom(d)decdd(d) e per odecodom(d)

segue per l'associativita [ adecCd(d) , {decod.

Proposizione 36. Se tdecod allora dom(t) = dom(o) e cod(t) = cod(d).
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Da tdecod e adecdom(c)o segue che esiste uno ( tale che tdecdom(o)( e

(decad, da cui 1 < ¢ e dom(t) = dom({).

Proposizione 37. cod(¢) = dom(d()), dom(¢) = cod(s(()).
Analogamente cod(s()) = dom({), cod(¢) = dom(s(Q)).

Si ottiene subitto il risultato osservando [it( tdecd(¢) T/ 0) e applicando le

osservazioni precedenti.

Proposizione38. Se dom(a) = dom(p), allora [X {decd(p)a tale che adecf3C.

Se cod(a) = cod(p), allora [X {decas(B) tale che adeclf.

Da adecdom(a)a e dom(a)decBd(B) segue che [X tale che adec( e

{decd(B)B.

Analogamente si dimostra l'altra osservazione.

Proposizione 39. [ {decd(d)d, [k ¢decos(0).

E' conseguenza immediata dell'osservazione precedente in quanto vale

dom(d) = dom(d), cod(o)=cod(o).

Proposizione 40. tdecod implica [X {decs(d)d(0)

Da tdecod segue cod(o) = dom(d) e dom(d(o)) = cod(o) = dom(d) = cod(s(d)).

Per lI'osservazione 3 otteniamo [X {decs(d)d(0).

Proposizione 41. Se tdecod(o) implica 101 allora:
(1) d(o) = s(0);
(2) 1decad implica d(t)decd(d)d(o).

(3) 1decad, T'decad implicat =T'.
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(1) Sia 1 = cod(t) = dom( d(t) ). Allora d(t)dectd(t) e 1decs(t)t. Allora [X
d(1)decs(1)C e {dectd(t), ma (1 pertanto d(t) < s(1). Con un ragionamento
speculare otteniamo s(t) < d(1).

(2) Per (1) poniamo i(1) := d(1) = s(1).

Sia tdecod, allora [ Cdeci(d)i(o). Poiché cod(¢) = cod( i(o) ) = dom(o) =
dom(t), allora [¥ &dec{t. Per l'associativita [k &deci(d)k e Kdeci(0)tT. Ma
ricordando che tdecad otteniamo che [ kdecxd e Xdeci(0)o pertanto x[1 e k
< 9, da cui &deci(d)d, pertanto [11, cioe & Error! O e (Error! t, pertanto i(t) <
e i(T)deci(d)i(0).

(3) Siano tdecod e T'deccd. Con un ragionamento analogo poniamo {=i(T")
seguendo gli stessi passi di prima otteniamo i(t) < i(t). Invertendo i ruoli

otteniamo i(T') < i(T), pertanto i(t) = i(t) implicat =T

Derivabilta e indipendenza degli gli assiomi analizzati

Proposizione 42. | seguenti assiomi:

pUp*01@ 0,

p* @ *p
sono derivabili a partire dalle leggi di De Morgan:
(p+a) = p*q.
Dimostrazione.
Si osservi che 1' € elemento neutro rispetto all'operazione + e per l'unicita
dell'elemento neutro segue che 1' = 0.
Mostriamo pertanto che
H1=0
e equivalente a:

(i)p D limplicapUp*=Uepvp*=T,
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condizione che gia abbiamo mostrato (proposizioni 31-32) essere
equivalente a:

pUOp*U1 QL[
E' immediato osservare che (ii) implica (i) poiche nel caso particolare un cui
p=1siottiene 1 00 =0e 1vO0 =T, pertanto l'uguaglianza segue per
l'unicita del complemento.
Assumiamo (i) e dimostriamo (ii).
Si osservi che *p'sp 00" = [0 & equivalente a p = [I. Infatti *p'ep 00" = [ sse
*pep @ O0sse *p'D*pssepdp ssepd U Analogamente pep* 00 =0e
equivalente p = [.
Dimostriamo che da p @ 1 segue che pp*=0Oepvp*=T.
Siap @ 1. Allora p* @ 1, per cui vale la seguente catena di uguaglianze:
(PLFP)e (PLFP)* 10" = (pLFp)e (PLFP)* L = (pLrp)e (P[P = (pLFp)e (p*'[P") =
(pC*p)e (p*'[p") D plp' = 0. Pertanto p(*p = O da cui p v p* = (pC*p)* =00* =

T. Analogamente troviamo che plCp* = [.
Mostriamo l'altra derivazione.
Da p' @ p' segue che 1 @ p'\p' = p*'+p' = (p**p)' pertanto p**p @ 0 e p* D

O/p = *p.

Proposizione 43. | seguenti assiomi:

pUp*01@ 0,
p* Q *p ,
(p+q)' = p'~q,

non sono derivabili a partire dal seguente:

*P*) =p = (p)*.
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Dimostrazione.

Esibiremo un universo dove vale I'ultimo assioma ma non gli altri tre.

Sia | un insieme e sia Y:1 0 OO - | una corrispondenza biunivoca in questo
insieme.

Sia S ={|;, ¢j| il } ordinato dalla relazione d'identita in modo tale che 1 =0

={1j| i1 }. Si definisca in S la seguente funzione parziale:

%i' li = i
i* i = Wi
Rie ly(y = Wi, per ogni iCll

e poniamo Tdecod SSe T = g*0.

Siad:S O O - S la corrispondenza biunivoca cosi definita:

%j(li) =
CA(W) = ly)

Poiché che la relazione ternaria € una funzione parziale per controllare che
essa soddisfa la proprieta associativa basta osservare che se 1 = (o°y)*d
allora 1 = o (y*0).

La proposizione € vera se 101 poiché allorac=y=0=T1.

Sia 101, cioe T = , allora € Iy = i 0 Wie ly() = Wi. Nel primo caso abbiamo
oey=0=y=lied=1=jpertanto g¢(yed) = li (lie i) = lie i = Yi.=T.

Nel secondo caso otteniamo che T = g*y = () € d = ly(j). Osserviamo che gy
= Jj sse 0 = Y e 3 = ly() oppure o = |;, d = Y. In ogni caso abbiamo che
o (y+d) = Y.

Analoghe considerazioni portanto a dimostrare che se 1 = o*(y*9) allora 1 =

(Gey)+o.

Si osservi che l'universo U soddisfa gli assiomi sull'unita e quelli relativi alla

relazione binaria @ . Tuttavia non soddisfa pOp*01 @ 0O (e quindi non

soddisfa le leggi di De Morgan) in quanto 0 = 1 anziche 0 = 1'. In generale U
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non soddisfa neanche p* @ *p poiche d non e in generale una involuzione. Si

consideri ad esempio | = {a,B} con Y(a) = B, Y(B) = a. In tal caso d ha

periodo 4.

Come corollario alla discussione precedente possiamo enunciare la
seguente proposizione:
Proposizione 44. | seguenti assiomi:

pUp*01@ 0,

(p+a) = p*q,
non sono derivabili a partire dai seguenti:
*(P*) =p = (P),
p* @ *p.
E' sufficiente esibire un universo costruito nella stessa maniera di prima in

cui d abbia periodo 2. Si ponga ad esempio | = {a} e sia Y sia l'identita.

Proposizione 45. | seguenti assiomi:

(p+a)' = p'q,
p* @ *p,
non sono derivabili a partire dai seguenti:
*(P*) =p = (p)*,
pUp*U1d 0.

Dimostrazione.

(2) Sia S un insieme (ordinato dall'identita) con un elemento 10S assegnato
e sia d una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di S tale che d(1) = 1. Si
definisca in S una relazione ternaria di decomposizione nella seguente

maniera:
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=1et=9,
—l1et=a,
=do)et=1I,
Z1Z0zd(O)eT#1

Tdecod Sse

Siponga 1 ={1} e sia 0 = 1'; si osservi che € soddisfatta la condizione:
(7t ( tdecod TL10) sse d(o)=290 sse s(0) =o.
Sono pure soddisfatte le condizioni sull'unita, il controllo sull'associativita
deve mostrare che:
({o}e{y})+ {0} = {a}* ({y}+{0}) per ogni o,y,301S,
ove 10{c}* {0} sse 1decqd.
La proposizione € vera se {0,y,0}n{1}£0.
Siano o,y,0000. Allora T = {s(d)}+ {0} [0 0LI{d} I ({c}*{y})*{d} e analogamente T
= {o}+{d(0)} O {o}* 0 I {o}= ({y}*{3}).

Si consideri pertanto S = { 1,a,B,y } e sia d la permutazione (1)(a,B,y). Poiché

d ha periodo 3 il modello non soddisfa la ciclicita e pertanto neanche le leggi
di De Morgan, mentro soddisfa il principio di non contraddizione perché 101

implica d(1) = 1.

Proposizione 46. Sia U =< S, =, dec, 1 > un universo costruito a partire

dall'insieme delle freccie di una categoria piccola. Tale universo soddisfa gli
assiomi

P =p=0Cp)* pUp01G0,
se e solo se € la categoria € gruppoide (proposizioni 17 - 40). Tuttavia i
gruppoidi soddisfano sempre assiomi inderivabili

(p+a)' = p'q’, p*2*p,
pertanto non sono universi completi per la logica lineare classica distributiva.

Si tratta di dimostrare che I'inverso sinistro conincide con l'inverso destro.
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Infatti s(0) = s(0)* ldom(o) = S(0)* (0*d(0)) = (s(0)*0)*d(0) = Icod(o)*d(0) = d(0).
Pertanto d ha periodo minore uguale a 2.

Inoltre & noto che se 1= g+d allora 1-1 = &1e0-1, cioé d(t)decd(8)d(0).

Proposizione 47. Il seguente assioma:

(ptQ)' = p'-q,
non e derivabile a partire dai seguenti:

*P*) =p = (p)*,

pUp*01@ 0,
p* @ *p.
SiaU=<S,=,dec, 1,0, d>Iluniverso cosi costituito:

S ={,a,6} 1 ={1} 0={a,p}, sia dla permutazione (1)(a,B). La relazione

ternaria e data dalla seguente tavola di composizione:

dec I o P
L a B
a a B ,a
B B a af

Si osservi che adeca ma non d(a)decd(a)d(B), cioé Bdecfa.

Per verificare che tale tavola di composizione € associativa si osservi che
essa € gode della proprieta commutativa. Pertanto sara sufficiente
dimostrare che ({x}*{x})+{y} = {X}e({x}*{y}) per x,yOO e xzy. Per x = a
({a}s{a})+{B} = {a,B}{B} = {1.B}{a} =T, {a}*({a}+{b}) = {a}+{1,B} = {a}0{1.8} =
T.

Per x = B ({B}{Bh+{a} = {a}fa} = {a,p}, {B}({B}{ah)= {B}{1.B} =
{B}0{a}={a,p}.
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Capitolo VI

Definibilita

Abbiamo mostrato nei capitoli precedenti che la validita di certe
condizioni sintattiche in un universo e equivalente alla validita di
corrispondenti condizioni semantiche. Abbiamo osservato che in linea di
principio la ricerca pud procedere in senso inverso: date certe condizioni
semantiche si tratta di cercare condizioni sintattiche equivalenti,
eventualmente lavorando nel modello generico dei filtri primi. In questo
capitolo mostreremo che non ogni condizione semantica ha un equivalente
sintattico, in particolare non e possibile esprimere nella sintassi il fatto che
l'universo € una categoria oppure un monoide. Per ottenere questi risultati
generalizzeremo il concetto di p-morfismo tra universi della logica modale al
caso della congiunzione e implicazione lineare. Richiederemo che la
funzione inversa di un p-morfismo preservi tutti gli operatori logici. La prima
parte di questo capitolo € dedicata a questo studio. Per mostrare che talune
condizioni semantiche non sono definibili esibiremo due universi nel primo
dei quali la condizione semantica vale mentre non vale nel secondo; inoltre
esibiremo un p-morfismo suriettivo tra i due universi. Supposto che tale
condizione sia definibile attraverso una condizione sintattica giungeremo ad
una contraddizione: nel primo universo tale condizione € valida per le ipotesi
sull'universo e contemporaneamente non puo essere valida per le proprieta

di preservazione della funzione inversa.
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Preservazione degli operatori da parte dei morfismi

Proposizione 1. La proprieta di semipreservazione:

Of(s)* Of(d) @ Of(s*d)

e valida tra due teorie di crivelli OU> OU; sse f:U1 O O - U2 preserva la
relazione ternaria:

Tdecod [J f(1)decf(0)f(d).
Tale proposizione era gia stata enunciata e dimostrata nel terzo capitolo al

numero 16.

Proposizione 2. La proprieta di semipreservazione:

Of(s+d) @ Of(s)» Of(d)

e valida tra due teorie di crivelli OU> OUq sse f:U1 O O - U soddisfa la

seguente proposizione:

f()deco O  [,5(tdecod, f(o)< o', f(5) <)

Dimostrazione.

Os,dt
T0Of(s+d)
f(t)Used
[0',5( f(1)deca’d , o'Us , o0d )
T0Of(s) Of(d)
0 GLOf(s)  oLOf(d)

[(o,8( Tdecad flo)ds - f(o)Cd

equivalentemente:
Ot,0',0'
f(t)deca'd' []
Os,d( (o'Os, 80d) 0 [o,6( tdecad , f(o)Us , f(5)0d ) )
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Il conseguente € equivalente a:
[10,8( tdecad, f(o)I$ {a'}, f(O)TG {8}),
cioé:

0,5( tdecad , (o)< o', f(3) < 3').

Proposizione 3. La proprieta di semipreservazione:

Of(s)\Of(t) @ Of(s\t)
e valida tra due teorie di crivelli OU> OU1 sse f:U1 O O - U2 soddisfa la

seguente proposizione:

T'deca'f(d) [ [0,1( tdecad, f(o) < o', T < (1))

Dimostrazione.
Si osservi che la condizione:
Of(s)\Of(t) @ Of(s\t)
e equivalente alla condizione:
s« [F(Of(s)\Of(t)) D t
ove [k e aggiunto sinistro di Of ed é definito da:

o'0(p) sse [blp tale che o' < f(0).

Os,t0t T'Ose F(Of(s)\Of(t)) O Tt
cioe:
- ', s,t( Error!, Error!)
La parte negata e equivalente a:
[',0',&'
T'deca'd'

Error!

che per le proprieta della relazione ternaria e equivalente a:
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(7', 0",8( T'deca'f(d) ,[0o,1( (tdecad , f(o) < o' ) O T Error! f(1) ))
Negando nuovamente otteniamo la condizione voluta:

Ot',0",0( T'deco'f(d) O [o,1(tdecad, f(o) < o', T <1f(1))).

Proposizione 4. La proprieta di semipreservazione:

OF(t)/Of(d) @ Of(t/d)

e valida tra due teorie di crivelli OU> OU7 sse f:U1 O O - U2 soddisfa la

seguente proposizione:
T'decf(0)d' [ [D,1( tdecad, f(0) < o', T <f(1)) .

La dimostrazione viene ottenuta per dualita.

Proposizione 5. Sia Ty « O O T2 . Le seguenti condizioni sono

equivalenti:

H(s)*p(d) D u(sed), H(s\t) B us)\u(t),  pu(t/d) B pt)/pu(d).
Infatti se vale la prima condizione otteniamo p(s) p(s\t) @ p(se s\t) @ p(t) cioe
H(s\t) @ p(s)\u(t). Viceversa se vale la seconda da sed & sed otteniamo d &

s\sed, pertanto p(d) @ p(s\sed) @ pu(s)\u(sed), pertanto p(s)sp(d) @ p(sed).

Proposizione 6. Sia f:U1 O O — U2 un morfismo tra universi. Allora valgono

le seguenti condizioni:
Of(sed) = Of(s)* Of(d) ,
Of(s\t) = Of(s)\Of(t) ,
Of(t/d) = Of(t)/Of(d) ,
se e solo se f soddisfa le seguenti:
Tdecod [ f(t)decf(0)f(d) ,
f(T)deca'd' O [10,0( tdecad, f(o)<ao',f(d)<d'),
T'deco'f(d) 0 [o,1(tdecod, T < f(1), f(0)<0'),
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T'decf(0)d 0 [D,1( Tdecod, T < (1), f(d)<9d').

Teoremi di indefinibilita

Definizione 1. Chiamiamo schema una astratta funzione polinomiale definita

attraverso gli opertori della logica con uguale dominio e codominio.

Definizione 2. Diciamo che una condizione semantica & definibile attraverso

uno schema Y di n variabili se la sua validita & in un universo U e

equivalente alla validita dello schema nella teoria dei crivelli:

Op1,....pn00OU W(p1,....pn) = T.

Proposizione 7. La seguente condizione semantica:

(*) Tdecod , Tdecod [ T=T
non e definibile attraverso schemi in una teoria lineare classica distributiva

con complemento .

Dimostrazione.

Sia Z3 il gruppo ciclico di ordine 3 di cui riportiamo la tavola di composizione:

dec I o P
L 1L a fB
a o B 1
B B 1 a

Ricordiamo ogni gruppo € un universo per la logica lineare classica quando
sipongal={1},0=1".

Sia ()1:Z3 00 - Z3 lisomorfismo che associa a a ogni elemento di Z3 il
suo inverso. Sia F: Z; O O - Mon il funtore che associa all'unico oggetto di
Zo il gruppo Z3 e alla freccia di periodo 2 I'automorfismo ()1 di Z3. Come

abbiamo visto nel capitolo 4 possiamo costruire un monoide nella categoria
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dei bimoduli a partire da questa struttura. Poiche in Zo> ogni freccia ha
inverso allora l'ordine nella struttura risultante sara l'identita. Riportiamo la
tavola di composizione di Zz quozientato rispetto alla relazione =

"equiraggiungibilita”.
dec 1] [a]

[l [0l [a]
[a] [a] [][a]

Si osservi che 1] ={ 1} e [a] = {a,B}. Tale struttura e inoltre un modello per la
logica lineare classica, ove 1 ={[i]]} e 0 ={[a] } e d & l'identita.

Z
Sia[]:Zz0 0O - ;3 la funzione che associa a ogni elemento di Z3 la sua

classe di equivalenza.
Lemma. [] € un morfismo di universi.

Infatti da tdecad, cioe T = 0+d segue che T = lo*19, cioe [t]dec[o][d].

Lemma. [ ] soddisfa le condizioni di riflessione:

[t]deca’'d [] [(0,0(t=0°0, [0]=0",[0]=0").

T'dec[0]d' [] D,1(t=00,[0]=0,T=][1]).

T'deca’[d] [] [(o,1(t=00,[0]=0",T=][1]).
Si osservi che le ultime due condizioni sono la stessa perché la tavola di
composizione € commutativa. Dimostriamo le prime due.
Da [t]deca'd' poiche [ ] €& suriettiva allora [1",8" [0"] = ¢', [0"] = &, cioé
[t]dec[c"][0"] e per definizione [l,@Z, tali che 1 = F@(o")* FY(d"). Allora si
ponga o = F@a"), d = FY(d"), pertanto [c] =o' e [0] =0 e T = 0°d.
Analogamente da T'dec[c]d' segue che [",d" [0"] = & , [1"] = T , cioé
[t"]dec[0][0"]. Per definizione [lp,@0Z> tali che 1" = F@(o)s FY(d"). Pertanto F¢
(") = Fol( Feo)FY@d") ) = Fel( Feo) ) « Fel( FY(@") ) = (FeFy
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(o) (FyFg)(@") = F(egH)(0) F(Wel)(3") = o*F(We1)(8"). Si ponga T =
Fel(t), d = F(Y@l)(d")., pertanto [T} =[1"] =T e [3] = [0"] = & e T = G°d.

Corollario. L'immagine inversa di [ ] preserva gli operatori modali e, \ , /.

Lemma. L'immagine inversa di [ ] preserva le costanti 1 e 0.
Infatti 10[ ]-1(1) sse [1]01 sse 10{1} sse 101.
[ ]1(0) sse [w]d0, sse wl[i]={1} sse w1’ = 0.

Z3
Si osservi che in Z3 vale la condizione (*) ma non in = . Infattida 1 = a+3
segue che [i]dec[a][a] e da B = aea segue che [a]dec[a][a]. Pertanto
possiamo dimostrare la proposizione.

Supponiamo che esista uno schema y(p1,...,pn) valido in un universo sse

L 23 :
vale (*). Allora esso e valido in Z3 ma non in = . Esistono olZ3,

z
P1,...,PnO( ?3 ) tali che [0]0W(p1,...,Pn)- Ma l'ultima proposizione equivale a

o[ I"W(p1,...,.pn) € poiche [ ]* preserva tutti gli operatori [ ]*W(p1,....Pn) = ([
I'p1,..[ 1°pn). Pertanto esistono olZ3, p'1,...p'n00( Z3) tali che

ody(p'1,...,p'n), cioé Y non € valido in Z3 : assurdo.

Proposizione 8. Non e possibile definire attraverso schemi iin una teoria

lineare classica distributiva con complemento il fatto che un universo sia una

categoria.

Proposizione 9. Non e possibile definire attraverso schemi iin una teoria

lineare classica distributiva con complemento il fatto che un universo sia una

monoide.
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La dimostrazione delle proposizioni 8 e 9 e la stessa dimostrazione della

proposizione 7.
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Conclusioni

Il punto di partenza di questa tesi e stata |'osservazione informale che
l'inferenza "lineare" compare in quanto struttura algebrica in alcuni modelli
dei sistemi dinamici, ad esempio negli automi accettatori. Sono state dunque
esigenze legate alla concreta ricerca sui sistemi fisici reali che ci hanno
indotto a indagare la logica lineare; l'ideale punto di arrivo di questa tesi
avrebbe voluto essere anche il punto di partenza: avremmo voluto indagare
fino in fondo quale ruolo competa alla logica lineare nello studio dei sistemi
dinamici. | limiti che ci siamo imposti ci hanno impedito di approfondire
anche questi aspetti che tuttavia abbiamo assaporato con piccoli risultati
parziali che lasciano presagire risultati piu solidi: ad esempio la
strumentazione algebrica studiata per gli spazi di relazioni su un insieme puo
servire per studiare i sistemi dinamici discreti usualmente studiati ricorrendo
al concetto di transizione su un insieme di stati; questa osservazione ha
posto in evidenza che alcuni sistemi di logica modale — ad esempio la
logica dinamica e la logica temporale — possono essere ricostruiti in una
logica lineare arricchita con una struttura classica.

E' questo dunque uno dei temi che il presente lavoro lascia aperti.
Discuteremo qui di seguito alcuni aspetti di questo lavoro che a nostro
avviso lasciano spazio a ulteriori approfondimenti. Riteniamo innanzitutto
insoddisfacente la trattazione degli universi per la logica lineare distributiva
qui presentata. In particolare dovremo studiare piu da vicino gli esempi

concreti presentati nel quarto capitolo al fine di trovare una
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assiomatizzazione completa che li caratterizzi. Analogamente riteniamo che
in questo lavoro la problematica relativa alla definibilita sia stata solo
introdotta ma non studiata nelle pieghe piu recondite principalmente per due
motivi: da una parte non siamo a conoscenza di altri strumenti oltre a quello
che si serve dei p-morfismi per ottenere un tale tipo di risultati; per un altro
verso invece la ancora scarsa conoscenza degli universi ci ha impedito di
capire quali siano le condizioni rilevanti delle quali € opportuno indagare la
definibilita.

Una immediata generalizzazione del nostro lavoro concerne i teoremi
di rappresentazione presentati in [AD93] e [BG93]. Tali teoremi si sono
mostrati a un primo studio sufficientemente interessanti; si tratta allora di
approfondire lo studio di tali teoremi indagandone la rilevanza matematica e
filosofica e quindi di adattare le metodologie usate in questo lavoro al loro
contesto.

Riteniamo infine che I'analisi filosofica della portata rivoluzionaria della
teoria delle categorie nella matematica possa essere ancora notevolmente
sviluppata. Nell'introduzione abbiamo evidenziato alcuni nodi centrali di tale
tematica, ad esempio il fatto che l'insistenza sulla tesi della non arbitrarieta
delle strutture matematiche conduce a una forma di realismo che si risolve in
un approccio descrittivo alla problematica dei fondamenti della matematica.
Abbiamo colto l'occasione per mettere in rilievo una analogia tra le esigenze
e metodologie di un certo tipo di ricerca fenomenologica e quelle della teoria
delle categorie; tuttavia, pur sottolineando la possibilita di usare le categorie
concettuali della fenomenologia nella filosofia della matematica, abbiamo
risolto provvisoriamente le problematiche ontologiche in problematiche
epistemologiche osservando la necessita dell'esistenza di un adeguato

linguaggio universale che faccia da ponte tra le diverse discipline
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matematiche. Siamo solo parzialmente soddisfatti da queste soluzioni, in
particolare siamo persuasi che ai problemi ontologici si possa rispondere
direttamente oppure sia necessario evidenziare la connessione che porta a
sciogliere le problematiche ontologiche in problematiche epistemologiche.
Riteniamo tuttavia che wuna adeguata valutazione della rivoluzione
categoriale possa essere sviluppata solo in concomitanza con uno studio
diretto di tale teoria e del terreno matematico in cui cresce e che allo stesso
tempo rende fertile. Nel presente lavoro di tesi e stato fatto solo un primo
approccio in questa direzione, ancora inadeguato ma sufficiente a esprimere
un primo orientamento verso un tale tipo di analisi filosofica della

matematica.
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