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La morphologie mathématique est une approche en traitement
d'images basée sur des transformations geéométriques des im-
ages suivant des propriétés relatives a l'ordre ; les images sont
structurées dans un treillis complet.

Exemples usuels (E est un espace de points) :

1. Treillis des images binaires ou figures : P(FE), ordonné par
C.

2. Treillis des images a niveaux de gris : TE, ordonné ponctuel-
lement :

(F<G) = (VpeE, F(p)<G(p)) ,

oll T est une partie fermée de R = R U {+o00, —c0}.



3. Treillis des images en couleurs RVB : CE . ordonné ponctuel-
lement, ou C = T3, avec I'ordre marginal (par composantes)
sur C'

[(T7U7b) < (’T‘,,’U,,b,)] <~ (TST/, ’U<’U/, b<b,]

4. Treillis des partitions de £, ordonne par raffinement : n; < 7y
Si toute classe de T f est incluse dans une classe de 7y ; (on dit
alors que T f est plus fine que mg, ou que mqy est plus grossiere

que 7Tf)



La segmentation associe a une image une décomposition de
I'espace en objets d'intérét, c.-a-d. une partition.

(Source des images : Jesus Angulo, Unified morphological color process-
ing framework in a lum/sat/hue representation, in : C. Ronse, L. Najman,
E. Decenciere (Eds.), Mathematical Morphology : 40 years on. Proceed-
ings of the 7th International Symposium on Mathematical Morphology, Paris,
France, Vol. 30 of Computational Imaging and Vision, Springer SBM (2005),
pp. 387—396.)



Approche traditionnelle : si un algorithme de segmentation ne
donne pas un bon résultat sur une image, il faut d'abord faire un
pré-traitement sur l'image, afin d’'obtenir ensuite une meilleure
segmentation.

Approche alternative : si un algorithme de segmentation ne
donne pas un bon résultat sur une image, on peut appliquer
un post-traitement sur la segmentation.

Il faut donc définir des opérations morphologiques sur les parti-
tions, a partir d'opérations morphologiques sur les ensembles.



Opérations sur les partitions, connues en traitement morpholo-
gigue des images :

e Suprémum et infimum de partitions.

e Décomposition des classes d'une partition en leurs compo-
santes connexes (suivant une connexité donnée).

e Fusion (ou scission) de certaines classes d'une partition en
fonction de critéres de “taille’” des classes ou d’'homogéngéité
de I'image sur ces classes.

e Serra (2005) : définition d'une érosion sur les partitions a
partir d’'une érosion sur les ensembles.



Opérations morphologiques de base sur les en-
sembles

Soit E = R"” ou Z". Pour X € P(F) et p € E, on pose X, =
{x 4+ p |z € X} (translaté de X par p). Pour X,B € P(FE), on
définit la somme de Minkowski

XeB= |JXp= ) Be={z+b|ze X, be B},
beB reX
et la difference de MinkowskKi
X6 B = ﬂX_b:{peE|Bng}.
beB

Etant donné B € P(E) (B est appelé un élément structurant),
on définit les opérateurs P(E) — P(E) suivants :



1. la dilatation par B : égp: X — X & B.

2. I'érosion par B : eg: X — X 6 B.

3. l'ouverture par B: yg: X— XoB=(X6B)®B ;ona

4. la fermeture par B . pygp: X— XeB=(X®B)SB.

La plupart des autres opérations sont construites a partir de
celles-ci, et des notion de connexité et de composante connexe.
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Connexité (Serra, 1988)

Une connexion sur P(FE) est une famille C C P(F) satisfaisant les
3 conditions suivantes :

1. 0 ecC.
2. Vpe E, {p} €C.
3.VBCC, NB#0 = UBeC.

Un élément de C est appelé connexe.

Cela inclut comme cas particuliers la connexité topologique, celle
par arcs, et la connexité dans un graphe.



Un systeme d’ouvertures de connexion associe a tout point p € E
une ouverture algébrique v, (c.-a-d. VXY € P(E), v(X) C X,
X CY = p(X) Cy(Y) et vp(vp(X)) = (X)) satisfaisant les
3 conditions suivantes :

4. Vp e E, w({r}) = {p}.
5. Vp,g€ E, VX € P(E), (X)) Nyg(X) #0 = vp(X) = v(X).
6. Vpe E, VX eP(E), p¢ X = v(X)=0.

Pour p € X, v (X) est appelée la composante connexe de X
marquée par p.



Les deux notions sont équivalentes, il y a une bijection entre les
connexions et les systemes d’'ouvertures de connexion

.CH(/)/]%pGE):
Vpe E, VX e P(E), wW(X)=U{CeC|peCCX}.

e (\p,PEE)—C:
C={w(X)|peE, XeP(E)}

La théorie des connexions a été étendue au cadre des treillis
complets quelconques (Serra, 1998 ; Ronse-Serra, 2001).
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Glossaire de morphologie mathématique
(et terminologie équivalente en théorie des treillis)

Soient L et M deux treillis complets (égaux ou distincts). Un
opérateur ¢ . L — M est :

e croissant (isotone) siVz,ye L, x <y = 9¥(x) <Y(y) ;

e une dilatation (un sup-homomorphisme complet) si ¥» com-
mute avec l'opération de suprémum : VX C L, (VX)) =

\/:CEX w(fc) :

e une érosion (un inf-homomorphisme complet) si ¢» commute
avec |'opération d’'infimum : VX C L, Y(AX) = Apex ¥(x).
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Un

opérateur ¢ : L — L est :

extensif si Vz € L, ¥(x) > x ;

anti-extensif si Ve € L, ¥(z) <z ;

idempotent si Vz € L, v(¢¥(z)) = ¢¥(x) ;

une fermeture si ¢ est croissant, idempotent et extensif ;
(opérateur de cléture)

une ouverture si ¥ est croissant, idempotent et anti-extensif.
(opérateur de noyau)
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Le domaine d’invariance de v est I'ensemble Inv(y) = {x € L |
Y(x) = x}. L'application ¢ — Inv(y) induit une bijection entre :

e les ouvertures et les familles de Moore duales, (parties de L
fermées sous |'opération de suprémum, y compris vide) ;

e les fermetures et les familles de Moore (parties de L fermées
sous |'opération d'infimum, y compris vide).

Etant donnés deux opérateurs § : L — M ete: M — L, (g,6) est
une adjonction (résiduation) si
Vee L, Yye M, zx) <y <—= xz<e(y) .

Alors § est I'adjoint inférieur (résidué) de e, et £ est I'adjoint
supérieur (résiduel) de 4.
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Dans une adjonction (g,9), € est une érosion et § est une dilata-
tion ; toute dilatation est |I'adjoint inférieur d’une unique érosion,
et toute érosion est I'adjoint supérieur d'une unique dilatation.

Par exemple, prenons L = M = P(FE) ; pour tout élément struc-
turant B € P(F), ép est une dilatation, g est une érosion,
(ep,dp) est une adjonction, vg est une ouverture et o est une
fermeture. Le domaine d’'invariance de ~p est l'ensemble des
B ® X pour X € P(E).
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Treillis complet des partitions

Une partition de E est une famille de parties de E appelées
classes, non-vides, mutuellement disjointes et recouvrant E.

Soit TI(FE) lI'ensemble des partitions de FE, et pour p € E et
m € M(E), soit clz(p) 'unique classe C € « telle que p € C.

M(E) est ordonné par raffinement :
np<mg < (VCemny, 3C" €mng, CCC')
On dit alors que 7, est plus fine que my, ou que my est plus

grossiere que .
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M(E) est un treillis complet.

Les bornes universelles de M(E) sont la partition universelle 71 =
{E} et la partition identité ng = {{p} | p € E}.

Soient m; € MN(E) correspondant aux relations d’équivalence ¢&;

(¢ € I). Alors N\jerm; et V;erm; correspondent respectivement a
Nicr & et a la cloture transitive de U1 &;.
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Pour p € £ on a Cl/\z-eﬂz'(p) = Nier1 clx;(p), tandis que les classes
de V,crm; s'obtiennent par chainage de classes de ;s m;

/
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Partitions et connexions

Soit C une connexion sur P(E). Alors VA € P(FE), les compo-
santes connexes de A (selon C) forment une partition de A, qu’'on
écrira 7¢€(A). Donc 7¢(A) = {y(A) |p € A}. (NB : pour A =,
7€ (A) = 0.)

L'ensemble Conn(E) des connexions sur P(FE) est fermé par in-
tersection, donc c’'est un treillis complet, et dans un suprémum
de connexions, les composantes connexes sont formées par chail-
nage (Ronse, 1998).

C'est plus qu'une coincidence :

Proposition. Pour tout A € P(FE), l'application Conn(E) —
M(A) : C — 7¢(A) est une dilatation.
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Pour A€ P(FE) et CC P(E), soit M(A,C) =N(A)NP(C) I'ensem-
ble des partitions de A dont les classes appartiennent a C.

Théoréme (Serra, 2006, avec Ronse). Soit C C P(F) telle que
0 € C. Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

1. C est une connexion.

2. MN(E,C) est fermé sous I'opération de suprémum (y compris
le suprémum vide, mg € NM(E,C)).

3. Pour tout A € P(F), MNM(A,C) est non-vide et a un plus grand
element.
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M(E,C) est le domaine d’'invariance de I'ouverture ¢ sur M(E),
qui scinde chaque classe d'une partition en ses composantes con-
nexes : VY € M(E), T(n) = Upee 7€ (0).

Un opérateur de scission de parties de E est une application % :
P(E) — P(P(FE)) telle que VA € P(F), v(A) € N(A). L'applica-
tion ¢ : N(E) — MN(E) : 7 — Ucer ¥(C) est est appelée opérateur
de scission de classes dérivé de 1.

Proposition. Soit @ un opérateur de scission de parties de E.
Alors @Z est une ouverture sur M(FE) si et seulement si il existe
une connexion C sur P(E), telle que » = ¢, c.a-d. VA € P(E),

$(A) = 7¢(4).
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Partitions partielles et connexions partielles

Un algorithme de segmentation d’'image est censé partitionner
I'espace E en zones “homogenes’, les inhomogénéités et dis-
continuités correspondant alors aux frontiéres de ces zones.

e Dans certains cas (ligne de partage des eaux), c'est vrai ;
mais alors les arétes et discontinuités ne formant pas de con-
tour fermé disparaissent.

e Dans d'autres (Lipschitz regional, Serra 2006), ce ne l|'est
pas, on obtient en fait des zones “homogenes’ connexes,
et un ensemble restant de points “non-homogenes’ ; pour
avoir une partition, il faudrait confondre les points “non-
homogenes'’ avec les zones “homogenes” réduites a un point.
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On pourrait donc considérer qu'il y a des objets "homogénes”
mutuellement disjoints, et un ‘“fond” contenant les disconti-
nuiteés.

Certaines connexions permettent de décomposer une forme en
des composantes connexes, les unes larges, les autres des sin-
gletons dans les zones étroites et les coins ; on pourrait ignorer
les singletons, qui formeraient le “fond’, et ne garder que les
composantes larges.

Donc on abandonne l'axiome de recouvrement de E pour une
partition ou pour les composantes connexes.
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Une partition partielle de E est une famille = de parties de E
appelées classes, non-vides et mutuellement disjointes ; I'union
des classes de w est appelée le support de © et notée supp(n).

Une relation d'équivalence partielle sur E est une relation binaire
R sur E, symétriqgue et transitive ; son support est I'ensemble
supp(R) ={zx € E | Jy € E, = R y}. Une relation d'équivalence
partielle induit une relation d’'équivalence sur son support.

Il y a une bijection entre les partitions partielles et les relations
d’'équivalence partielle ; a une relation d’'équivalence partielle cor-
respond la partition partielle de méme support formé des classes
d'équivalence sur le support.
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Soit M*(E) I'ensemble des partitions partielles de E ; pour « &€
N*(E) et p € supp(x), soit clx(p) I"'unique classe C € « telle que
p e C.

L'ordre par raffinement s'étend a MNM*(E) ; les bornes universelles
de M*(E) sont la partition universelle w1 et la partition partielle
vide W@::-{}.

En fait, MN(F) = {xr € N*(E) | # > 7p}.

Les opérations de suprémum et d'infimum sont les mémes sur
M*(E) que sur N(E) (sauf le suprémum vide, donnant m; au lieu
de Wo).

Pour A € P(F) telle que A # 0, soit m4 = {A} la partition partielle
ayant A comme unique classe.
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On étend de maniére semblable les notions de connexion et de
systeme d’'ouvertures de connexion

Une connexion partielle sur P(E) est une famille C C P(FE) satis-
faisant les 2 conditions suivantes :

1. ) eC.

2. VBCC,NB#0 = UBeC.

Par exemple, sont des connexions partielles : une connexion : le
domaine d’'invariance Inv(vy) d'une ouverture v sur P(FE).
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Un systeéme d'ouvertures de connexion partielle associe a tout
point p € £ une ouverture algébrique ~, satisfaisant les 2 condi-

tions suivantes :
3. Vp,q € E, VX € P(E), q € p(X) = 7p(X) = v(X).
4. Vpe E, VX eP(E), pg X = p(X)=0.

Les composantes connexes de X sont les v,(X) #= 0 (alors p €
v (X)). Un ensemble non vide peut éventuellement n'avoir au-

cune composante connexe.

A nouveau, les deux notions sont équivalentes, de la méme

maniére que précédemment.
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Les résultats précédents sur les partitions et connexions admet-
tent une version “partielle” :

e Soit C une connexion partielle sur P(E). Alors VA € P(FE),
I'’ensemble 7¢(A) des composantes connexes de A (selon C)
est une partition partielle de A.

e L'ensemble ConnP(FE) des connexions partielles sur P(E) est
fermé par intersection, donc c’est un treillis complet.

e Pour tout A € P(FE), I'application ConnP(E) — M*(A) : C —
7¢(A) est une dilatation.
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e Pour A € P(FE) et C C P(FE), soit M*(A,C) = N*(A) N P(C)
I'ensemble des partitions partielles de A dont les classes ap-

partiennent a C. Alors les 3 propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. C est une connexion partielle.

2. MN*(F,C) est fermé sous |I'opération de suprémum (y com-
pris le suprémum vide, my € MN*(E,C)).

3. Pour tout A € P(FE), MN*(A,C) est non-vide et a un plus
grand élément.
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e N*(E,C) est le domaine d’invariance de I'ouverture ¢ sur
M*(E), scindant chaque classe d'une partition partielle en ses
composantes connexes : VYV« € NM*(E), IN(n) = Ucec 7°(0).

e Un opérateur de scission partielle de parties de E est une
application v : P(E) — P(P(FE)) telle que VA € P(E), ¥(A) €
N*(A). L’application ¢ : N(E) — M(E) : 7 — Uger (C) est
est appelée opérateur de scission partielle de classes dérivé
de .

e Soit ¥ un opérateur de scission partielle de parties de FE.
Alors 1) est une ouverture sur M*(E) si et seulement si il
existe une connexion partielle C sur P(E), telle que ¢ = ¢,
c.a-d. VA € P(E), v(A) = x¢(A).
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Agrégation de classes

Soient § une dilatation et C une connexion partielle sur P(E).
Définissons clstrg . N*(EF) — MN*(F), qui dans une partition par-
tielle fusionne récursivement toutes les classes dont le dilaté (par
d) intersecte une méme composante connexe (selon C) du dilaté
du support.

En d'autres termes, pour w € MN*(E), on définit un graphe sur
7w ol une aréte joint deux classes distinctes C'1,C> de w si et
seulement si

dp € E, §(C1) Nyp(6(supp(m))) # 0 7 6(C2) Nyp(s(supp(r))) ,

et alors chaque classe de clstrg(ﬂ) est I'union de toutes les classes
de m dans une composante connexe du graphe.
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On a aussi

ClSt"“g(W) =7V \/{ﬂ-ClUCQ | C1,Cp e, {Cla CQ} S A} )
ou A est I'ensemble des arétes du graphe.

On appelle clstrg I'opérateur d’'agrégation basé sur ¢ et C.

Proposition. Pour toute dilatation o et connexion partielle C
sur P(E), I'opérateur d'agrégation clst’rg est une fermeture sur
N*(E).

Un cas particulier est celui ou on prend pour C la connexion Cg
formée uniqguement de I'ensemble vide et des singletons. Ici il y
a une aréte entre deux classes distinctes (C'1,C> si et seulement
si (C1) N6(Cr) #= 0.

On écrira clstrg pour |'opérateur d'agrégation clstrgo.
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Opérations morphologiques sur les partitions par-
tielles

Proposition. Soit ¢ une fermeture sur P(E). Alors I'ensemble
I‘I;; des partitions partielles dont les classes appartiennent toutes
au domaine d'invariance de ¢, est fermé sous I'opération d’'in-
fimum. Il existe une fermeture » sur M*(E) dont le domaine
d’invariance est T1g,.

Pour une partition partielle finie w, ©(w) est obtenu en répétant

jusqu’a stabilité I'opération n — \/Ceﬂww(c) qui applique ¢ aux
classes, et fusionne par chainage les classes incidentes.
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Proposition. Soit (g,d) une adjonction sur P(FE), telle que
e(0) =0 (c.a-d. VX € P(E), X #0 = 6(X) £ 0). Définissons
les opérateurs &,6 sur MN*(E) comme suit :

o V1 e M*(E), &(x) ={e(C) | C e, e(C) # 0} ;

o V€ MN*(E), 6(r) = Veerms(0)
(les classes sont dilatées, puis fusionnées par chaitnage).

Alors (&,48) est une adjonction sur M*(E).

Remarque. Pour C € w, C # () donc 6(C) #= 0, tandis que pour
C1,C» € 7 distincts, e(C1) Ne(Cr) = e(C1NCy) = e(0) =0, donc
ce sont bien des opérateurs M*(E) — MN*(F).
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Pour une ouverture ~ sur MN*(E), Inv(y) est une connexion par-
tielle, et I'opérateur {7v() . M*(E) — N*(E) de scission de
classes en leurs composantes connexes Vérifie :

o) (1) = {~(C) | Cem ~(C)#0} .

Pour I'adjonction (e,8) avec (@) = 0, on a dg = rIw(e) et
g6 =6 - clstrs.
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Adjonctions croisées entre partitions et partitions
partielles

Deux adjonctions MN(E) « M*(E) permettront d'étendre a M(E)

les dilatations, érosions, adjonctions, ouvertures et fermetures
sur M*(E), et vice-versa. Définissons les 3 opérateurs :

e Inclusion : IN : TI(E) — N*(F) : 7™ +— .

e Ajout de classes singleton en dehors du support :
AS  NMY(E) - T(E) :m—aU{{p}|pe€ E\supp(m)} = 7 V.

e Retrait des classes singleton :
RS :M*(E) -MN"(F): m—{Cern||C|>1} =x\ .

37



Soit RSIN = RS -IN : M(E) — N*(E) : 7 — RS(IN(xn)) =« \ mo.

e IN : T(F) — M*(FE) et AS : N*(E) — N(E) forment une
adjonction (IN, AS).

o AS : M*"(F) — MN(FE) et RSIN : N(E) — MN*(F) forment une
adjonction (AS, RSIN).

M (E) M*(E)
. IN
superieur )
adjoint AS
Inférieur s supérieur
RSIN adjoint

> inférieur
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Pour une adjonction (V, A) sur M*(E), soient
V=AS -V.IN :7— V(1) Vg ,
A'=AS-A-RSIN :7— A(n\ 7)) Vg .
Alors (V/, A") est une adjonction sur M(E).

[ (E) [1*(E) [ (E)
AS IN
- - -
érosion
RSIN dilatation AS
> > -

NB : AS-&-IN (pour (@) = @) est I'érosion de Serra (2005).
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Pour une ouverture I sur N*(E), AS-T -IN : 7w+ ['(7) V 7o sera
une ouverture sur M(E).

Pour une fermeture ® sur M*(E), AS-®-RSIN : 7w +— d(w\7mg) V7o
sera une fermeture sur M(E).

' (E) [*(E) 1 (E)
AS IN
- -
fermeture A Y quverture
RSIN AS
> >

Par ailleurs, la restriction de ®© a IN(FE) est une fermeture sur

NeEe).
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On procede de méme pour dériver des opérateurs sur MN*(E) a
partir d’opérateurs sur MN(E).

[*(E) [ (E) [1*(E)
IN érosion AS
- - -
fermeture ouverture
AS RSIN
dilatation

érosion : IN -V -AS .7 V(xVmg) ;
dilatation : RSIN - A - AS 7w +— A(w V m) \ 70 ;
ouverture : RSIN -T - AS 7w w— (7w V 7mg) \ 7o ;
fermeture : IN-®-AS .7 +— d(rVmg).

41



Matroide 7
Pour n € N\ {0}, soit S"(FE) ={n4q | A€ P(E), |Al =n}.

Pour A € P(F) telle que |A| > 1, soit mgyq = w4 V mg la partition
ayant A comme unique classe non-singleton. Pour n € N\ {0, 1},
soit S§(F) = {mpa | A € P(E), |A| = n}.

On sait que M(FE) est un treillis géométrique, c.-a-d. : M(E) est
un treillis complet semi-modulaire, les éléments de S%(E) sont
des atomes compacts, et tout élément de M(E) est un suprémum
d'éléments de S3(E).
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De méme, M*(FE) est un treillis complet semi-modulaire, les
éléments de S1(E) U S?(E) sont compacts, et tout élément de
M(E) est un suprémum d’éléments de S1(F) US2?(E). Les élé-
ments de S1(E) sont des atomes, mais pas ceux de S?(E).

En fait, pour =, 7’ € N*(E), = couvre «’ dans I'un des deux cas
suivants :

1. addition de singleton : supp(n’) # E et # = «’ U {{p}} pour
un p € E\ supp(n’) ;

2. fusion de deux classes : pour deux Ci1,C> € =’ distincts,
7T={01UCQ}U{CE7T/|01 #* C %= Ch}.

Bien sidr, dans les partitions, seul le cas 2 est possible.
43



