L3 Info Luminy — Calculabilité (Année 2023 /2024) FO, KP, AEP

TD 04 — Réductions

Rappel : pour A C ¥% et B C X% deux langages, A g% B signifie que A se réduit a B, c’est-a-
dire qu’il existe f : 3% — Y% calculable telle que Vw € ¥% : w € A < f(w) € B.

Rappel : L, = {((M),w) | w € L(M)} n’est pas décidable.

Exercice 1. Utilité des réductions
Démontrer les quatre énoncés suivants.

1. Si A <I' Bet B estdécidable alors A est décidable.

2. Si A <! Bet B est semi-décidable alors A est semi-décidable.
3. Si A <! Bet An’estpas décidable alors B n’est pas décidable.
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. Si A <I' Bet An’estsemi-décidable alors B n’est pas semi-décidable.

Exercice 2. Mes premieres réductions Turing many-one
Soit Lappe, = {(M) | abba € L(M)}.

1. Montrer que Lgppq <T L,.Que peut-on en déduire sur la (semi-)décidabilité de Lappq ?

2. Montrer que L, <P Lappa- Que peut-on en déduire sur la (semi-)décidabilité de Lappq ?
3. Montrer que L,y = {w € {a,b}* | w est un palindrome } <, Ly, = {a™b" | n € N}.
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. Pour tous langages L et L’ tels que L est décidable et L’ ¢ {0, ©*}, montrer que L <* L'.
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Soit ¥ un ensemble fini.
Etant donné un mot w € ¥*, on définit les langages

W(w) = {(M) |we L(M)} et W(w)={(M)|w¢gL(M)}

contenant respectivement les codes des machines de Turing qui acceptent w, et les codes des
machines de Turing qui rejettent w. Remarquons que Lay, = W (abba).

Exercice 3. L’ensemble des codes de machines de Turing
1. Est-ce que le langage W (w) U W (w) est égala £¥* oua {0,1}* oua Lep?

2. Est-ce que le langage W (w) U W (w) est décidable ? semi-décidable ?

3. Montrer que pour tous langages A, B sur 'alphabet ¥, si B est décidable et A # 0 et
ANB=0alors AUB <l A.

Exercice 4. Accepter/rejeter un mot donné
1. Montrer que pour tous u,v € ¥*, ona W (u) <L W(v).

2. Sachant que L, est semi-décidable mais non décidable, en déduire que pour tout w € ¥*
le langage W (w) est semi-décidable mais non décidable.

3. En déduire que pour tout w € £* le langage W (w) n’est pas semi-décidable (utiliser 3.3).



Exercice 5. Accepter et s’arréter
On rappelle que M (w) 1 signifie que le calcul de M sur I'entrée w ne s’arréte pas.

1. Montrer que pour toute machine de Turing M il existe une machine de Turing M’ telle
que L(M') = L(M) et pour tout w € ¥* on a soit w € L(M’) soit M'(w) 1.

Etant donné un mot w € ¥*, on définit les langages

H(w) = {(M) | M(w) {} et H(w)={{M)][M(w) T}

contenant respectivement les codes des machines de Turing qui ne s’arrétent pas sur 1'entrée
w, et les codes des machines de Turing qui s’arrétent sur 1'entrée w.

2. Déduire de 'exercice 4, que pour tout u € ¥*, le langage H (w) n’est pas semi-décidable.

3. Pour tout u € ¥*, le langage H (w) est-il semi-décidable ? décidable?

Exercice 6. Avec des réductions Turing many-one. ..
Démontrer les réductions suivantes.

1. Lpare = {(M) | M s’arrétesur ¢} <I A= {(M)|aaa € L(M)}.
2. Pourtoutlangage L C {a,b}*, L <l aL={aw|weL}.
3. Pour toutlangage L C {a,b}*, oL <l L.
4. Lgpupide = {a} <}, Lu.
Montrer que les langages suivants ne sont pas décidables.
5. Ax A.
6. Ax BavecB={(M)|bbe L(M)}.
Montrer que les langages suivants ne sont pas semi-décidables.
7. Ly ={(M) | L(M) = 0}.
8. L= ={((M), (M) | L(M1) = L(Mz)}.
Montrer que les langages suivants sont semi-décidables.
9. L, et Lyate-
10. Pour toute machine de Turing M, Ly ={w|w € L(M)}.
Montrer que le langage suivant est décidable.
11 1= {(M) | L(M) = {a} et |(M)| < 22**'}.

N Du plus « simple » au plus « difficile » a décider, ordonner les langages de cet exercice.



