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Rappel : Définition de suites récurrentes

Exemple de la factorielle:

u0 = 1 et ∀n ≥ 1 un = n × un−1

def factorielle(n: int) -> int:
assert n >= 0
if n == 0:

return 1
return n * factorielle(n - 1)

Correction et complexité s’étudient par des preuves par récurrence
(a, b ∈ N)

C0 = a et ∀n ≥ 1 Cn = b + Cn−1

Cn = O(n)
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Fonctions récursives : attention aux écueils

Suite de Fibonacci:

F0 = F1 = 1 et ∀n ≥ 2 Fn = Fn−1 + Fn−2

def fibonacci(n):
if n <= 1:

return 1
else:

return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2)

Quelle complexité ? À vous de jouer !
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Graphe d’appels

def fibonacci(n):
if n <= 1:

return 1
else:

return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2)

Calcul ascendant  
dans le graphe Gf
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Figure 3.1 – Une représentation d’une partie du graphe Gfib en haut. En bas, le nombre d’appels
récursifs nécessaires avec la version näıve pour le calcul d’un terme de la suite de Fibonacci.

3.2 Calcul ascendant d’une fonction récursive (ou program-
mation dynamique)

Une façon näıve de calculer une fonction récursive est la suivante. Pour évaluer f(x), nous
évaluons indépendamment tous les termes f(x0), f(x1), . . . , f(xk) apparaissant dans la définition
de f(x), avant d’évaluer f(x) lui-même.

Pour comprendre pourquoi cette méthode est näıve, il su�t de reprendre l’exemple classique
de la suite de Fibonacci, définie par

fib(0) = 1
fib(1) = 1

fib(n+ 2) = fib(n+ 1) + fib(n) pour tout n Ø 0

Avec la version näıve, chaque appel récursif sur un entier n > 1 provoque deux autres appels
récursifs, qui eux-même en provoquent quatre autres, et ainsi de suite, le nombre d’appels récursifs
augmentant de façon exponentielle, comme illustré par la Figure 3.1.

Une première façon de contourner ce problème (la façon traditionnelle), c’est de calculer les
fonctions récursives de façon ascendante et non pas descendante. En version descendante, le calcul
de fib(9) appelle le calcul de fib(8) et fib(7), etc. En version ascendante, nous commençons par
calculer fib(0), puis fib(1), fib(2), fib(3), jusqu’à arriver à fib(9). À ce moment là, les valeurs de
fib(8) et fib(7) étant connues (puisque 7 et 8 sont plus petits que 9), le calcul de fib(9) nécessite une
simple addition, pour peu que nous ayons pris le soin de stocker (par exemple dans un tableau)
les valeurs des calculs précédents.

Plus généralement pour un graphe Gf quelconque et un sommet v dont nous voulons calculer
l’image, le calcul suit les étapes suivantes :

1. Calculer l’ensemble S des sommets accessibles depuis v,
2. Ordonner ces sommets S selon un tri topologique (u æ v implique v < u),
3. Par ordre croissant, calculer et stocker l’image de chaque sommet de S.

Souvent l’une ou l’autre de ces étapes est triviale, comme dans le cas de Fibonacci : l’ensemble
des entiers accessibles depuis n est [0, n], et l’ordre est l’ordre naturel sur les entiers. C’est cette
technique qui est appelé programmation dynamique.

Dans ce cas, la complexité du calcul est dominé par le calcul de chaque sommet de S. Pour
Fibonacci, chaque sommet nécessite au plus une addition, et pour fib(n), il y a n + 1 sommets
accessibles, donc cela donne une complexité de

qn
i=0 O(1) = O(n).

Une façon un peu plus élaborée de calculer une telle fonction récursive est une technique de pro-
grammation appelée mémöısation. Il su�t de remarquer que la seule étape vraiment utile dans la
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technique qui est appelé programmation dynamique.
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Graphe d’appels et nombre total d’appels nécessaires

def fibonacci(n):
if n <= 1:

return 1
else:

return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2)

Suite de Fibonacci
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fib(0) = 1
fib(1) = 1

fib(n+ 2) = fib(n+ 1) + fib(n) pour tout n Ø 0
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Pour faire mieux : calcul ascendant

Calcul ascendant  
dans le graphe Gf
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grammation appelée mémöısation. Il su�t de remarquer que la seule étape vraiment utile dans la
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Calculer l’ensemble S des sommets accessibles depuis le sommet v
dont on cherche à calculer la valeur
Ordonner S selon un tri topologique < (c’est-à-dire tel que si (u, v) est
un arc du graphe d’appels alors v < u) : cf séance sur les parcours de
graphes
Par ordre croissant, calculer et stocker l’image de chaque sommet de S
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Calcul ascendant pour Fibonacci

Si on veut calculer Fn, l’ordre topologique nous dit de calculer tous les
Fi pour i de 0 à n. . .
On les stocke dans une liste !

def fibonacci(n):
resultats = [1, 1] # on connait les valeurs de F0 et F1
for i in range(2, n + 1):

resultats.append(resultats[-1] + resultats[-2])
return resultats[n]

Quelle complexité en temps ? Quelle complexité en espace ?
Peut-on faire mieux ?
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Programmation dynamique

Une méthodologie pour aborder certains problèmes. . .
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Méthodologie

Problèmes d’optimisation

des problèmes qui admettent un ensemble de solutions S
c : S → R fonction objectif
on cherche une solution s∗ telle que c(s∗) = min{c(s) | s ∈ S}

Conception d’un algorithme de programmation dynamique
1 Caractérisation de la structure des solutions optimales
2 Définition récursive de la valeur optimale
3 Calcul ascendant de la valeur optimale
4 Construction d’une solution optimale à partir des informations

obtenues en 3 (facultatif)
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Exemple : ordonnancement de chaînes de montage

Un constructeur automobile possède un atelier avec deux chaînes de
montage (1 et 2) comportant chacune n postes.
Chaque véhicule doit passer par les n postes dans l’ordre.

15.1 Ordonnancement de chaînes de montage 317
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Figure 15.1 Problème de fabrication pour déterminer le chemin optimal dans une usine. Il y a
deux chaînes de montage, ayant chacune n postes ; le jème poste de la chaîne i est noté Si,j et le
temps de montage à ce poste est ai,j. Un châssis entre dans l’atelier, puis va sur la chaîne i (avec
i = 1 ou 2) en mettant un temps ei. Après être passé par le jème poste d’une chaîne, le châssis va
sur le (j +1)ème poste de l’une ou l’autre chaîne. Il n’y a pas de coût de transfert si l’auto reste sur
la même chaîne, mais il faut un temps ti,j pour passer sur l’autre chaîne après le poste Si,j. Après
avoir quitté le nème poste d’une chaîne, l’auto achevée met un temps xi pour sortir de l’atelier.
Le problème consiste à déterminer quels sont les postes à sélectionner sur la chaîne 1 et sur la
chaîne 2 pour minimiser le délai de transit d’une auto à travers l’atelier.

par les n postes dans l’ordre, mais le chef d’atelier peut faire passer une auto par-
tiellement construite d’une chaîne à l’autre, et ce après chaque poste. Le temps de
transfert d’un châssis depuis la chaîne i et après le poste Si,j est ti,j, avec i = 1, 2
et j = 1, 2, . . . , n − 1 (car, après le nème poste, c’est fini). Le problème consiste
à déterminer quels sont les postes à sélectionner sur la chaîne 1 et sur la chaîne 2
pour minimiser le délai de transit d’une auto à travers l’atelier. Sur l’exemple de la
figure 15.2(a), le délai optimal est obtenu via sélection des postes 1, 3 et 6 de la
chaîne 1 et des postes 2, 4 et 5 de la chaîne 2.

La solution évidente et « primaire », pour minimiser le délai de circulation à travers
l’atelier, est irréaliste quand il y beaucoup de postes. Connaissant la liste des postes à
utiliser sur la chaîne 1 et des postes à utiliser sur la chaîne 2, il est facile de calculer en
temps Q(n) le délai de transit d’un châssis à travers l’atelier. Malheureusement, il y
a 2n façons possibles de choisir les postes ; on peut le voir en considérant l’ensemble
des postes utilisés sur la chaîne 1 comme un sous-ensemble de {1, 2, . . . , n} et en
remarquant qu’il y a 2n tels sous-ensembles. Par conséquent, déterminer le chemin
le plus rapide en énumérant tous les chemins possibles puis en calculant la durée de
chacun, c’est une solution qui prend un temps V(2n), ce qui est irréaliste quand n est
grand.

a) Étape 1 : structure du chemin optimal à travers l’atelier

La première étape du paradigne de la programmation dynamique est de caractériser la
structure d’une solution optimale. Pour le problème de l’ordonnancement de chaîne
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Exemple : ordonnancement de chaînes de montage

Données du problème

Si ,j le j-ième poste de la chaîne i
ei le temps d’entrée d’un véhicule sur la chaîne i
ai ,j le temps de montage pour le poste j sur la chaîne i (on peut avoir
a1,j 6= a2,j)
ti ,j le temps de transfert d’un véhicule de la chaîne i vers l’autre chaîne
après le poste Si ,j
xi le temps de sortie d’un véhicule de la chaîne i

Problème

Déterminer quels sont les postes à sélectionner sur la chaîne 1 et sur la
chaîne 2 pour minimiser le délai de transit d’une auto à travers l’atelier
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Figure 15.2 (a) Une instance du problème de la chaîne de montage, avec les coûts ei, ai,j, ti,j
et xi affichés. Le chemin sur fond gris foncé indique le chemin le plus rapide à travers l’atelier.
(b) Les valeurs de fi[j], f∗, li[j] et l∗ pour l’instance de la partie (a).

optimal pour aller du point de départ au poste S1,j. Si j = 1, il n’y a qu’un seul chemin
possible et il est donc facile de déterminer le temps qu’il faut pour arriver au poste S1,j.
Pour j = 2, 3, . . . , n, en revanche, il y a deux possibilités : le châssis peut aller du
poste S1,j−1 au poste S1,j directement, le délai de passage du poste j − 1 au poste j de
la même chaîne étant négligeable. Mais le châssis peut aussi aller du poste S2,j−1 au
poste S1,j, le délai de transfert étant alors t2,j−1. Nous traiterons séparément ces deux
cas de figure, bien qu’ils aient beaucoup de points communs comme nous le verrons.

Primo, supposons que le chemin optimal vers le poste S1,j passe par le poste S1,j−1.
La remarque fondamentale est que le châssis a forcément pris un chemin optimal pour
aller du point de départ au poste S1,j−1. Pourquoi ? S’il existait un chemin plus rapide
pour aller au poste S1,j−1, on pourrait utiliser ce chemin plus rapide pour obtenir un
chemin plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

De même, supposons maintenant que le chemin optimal vers le poste S1,j passe
par le poste S2,j−1. Le châssis a forcément pris un chemin optimal du point de départ
au poste S2,j−1. Le raisonnement est le même : s’il existait un chemin plus rapide
menant au poste S2,j−1, on utiliserait ce chemin plus rapide pour obtenir un chemin
plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

Plus généralement, on peut dire que, pour l’ordonnancement de chaîne de mon-
tage, une solution optimale à un problème (trouver le chemin optimal menant au
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Espace des solutions

Chaque solution est définie par le sous-ensemble de postes de la chaîne
1 utilisés (les postes restants sont choisis dans la chaîne 2)

Combien de solutions possibles ?

2n solutions possibles : l’approche naïve consistant à parcourir tous les
chemins possibles est inefficace
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Étape 1 : sous-structures optimales

Les sous-problèmes à considérer consistent à calculer un itinéraire optimal
jusqu’au poste Si ,j pour i = 1, 2 et j = 1, . . . , n

Par exemple, considérons un itinéraire optimal jusqu’au poste S1,j :

Si j = 1, il n’y a qu’un seul chemin possible
Pour j = 2, . . . , n, il y a deux possibilités:

I ou bien l’itinéraire optimal jusqu’à S1,j−1 suivi du poste S1,j
I ou bien l’itinéraire optimal jusqu’à S2,j−1 suivi d’un changement de

chaîne et du poste S1,j
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Étape 2 : solution récursive
fi [j] : délai optimal jusqu’à Si ,j

f ∗ : délai optimal pour traverser l’atelier

f ∗ = min(f1[n] + x1, f2[n] + x2)

Pour le poste 1 de chaque chaîne, pas de choix:

f1[1] = e1 + a1,1 f2[1] = e2 + a2,1

Pour le poste j = 2, . . . , n de la chaîne 1, deux possibilités:

f1[j] = min(f1[j − 1] + a1,j , f2[j − 1] + t2,j−1 + a1,j)

et idem pour la chaîne 2:

f2[j] = min(f2[j − 1] + a2,j , f1[j − 1] + t1,j−1 + a2,j)
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Figure 15.2 (a) Une instance du problème de la chaîne de montage, avec les coûts ei, ai,j, ti,j
et xi affichés. Le chemin sur fond gris foncé indique le chemin le plus rapide à travers l’atelier.
(b) Les valeurs de fi[j], f∗, li[j] et l∗ pour l’instance de la partie (a).

optimal pour aller du point de départ au poste S1,j. Si j = 1, il n’y a qu’un seul chemin
possible et il est donc facile de déterminer le temps qu’il faut pour arriver au poste S1,j.
Pour j = 2, 3, . . . , n, en revanche, il y a deux possibilités : le châssis peut aller du
poste S1,j−1 au poste S1,j directement, le délai de passage du poste j − 1 au poste j de
la même chaîne étant négligeable. Mais le châssis peut aussi aller du poste S2,j−1 au
poste S1,j, le délai de transfert étant alors t2,j−1. Nous traiterons séparément ces deux
cas de figure, bien qu’ils aient beaucoup de points communs comme nous le verrons.

Primo, supposons que le chemin optimal vers le poste S1,j passe par le poste S1,j−1.
La remarque fondamentale est que le châssis a forcément pris un chemin optimal pour
aller du point de départ au poste S1,j−1. Pourquoi ? S’il existait un chemin plus rapide
pour aller au poste S1,j−1, on pourrait utiliser ce chemin plus rapide pour obtenir un
chemin plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

De même, supposons maintenant que le chemin optimal vers le poste S1,j passe
par le poste S2,j−1. Le châssis a forcément pris un chemin optimal du point de départ
au poste S2,j−1. Le raisonnement est le même : s’il existait un chemin plus rapide
menant au poste S2,j−1, on utiliserait ce chemin plus rapide pour obtenir un chemin
plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

Plus généralement, on peut dire que, pour l’ordonnancement de chaîne de mon-
tage, une solution optimale à un problème (trouver le chemin optimal menant au
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Figure 15.2 (a) Une instance du problème de la chaîne de montage, avec les coûts ei, ai,j, ti,j
et xi affichés. Le chemin sur fond gris foncé indique le chemin le plus rapide à travers l’atelier.
(b) Les valeurs de fi[j], f∗, li[j] et l∗ pour l’instance de la partie (a).

optimal pour aller du point de départ au poste S1,j. Si j = 1, il n’y a qu’un seul chemin
possible et il est donc facile de déterminer le temps qu’il faut pour arriver au poste S1,j.
Pour j = 2, 3, . . . , n, en revanche, il y a deux possibilités : le châssis peut aller du
poste S1,j−1 au poste S1,j directement, le délai de passage du poste j − 1 au poste j de
la même chaîne étant négligeable. Mais le châssis peut aussi aller du poste S2,j−1 au
poste S1,j, le délai de transfert étant alors t2,j−1. Nous traiterons séparément ces deux
cas de figure, bien qu’ils aient beaucoup de points communs comme nous le verrons.

Primo, supposons que le chemin optimal vers le poste S1,j passe par le poste S1,j−1.
La remarque fondamentale est que le châssis a forcément pris un chemin optimal pour
aller du point de départ au poste S1,j−1. Pourquoi ? S’il existait un chemin plus rapide
pour aller au poste S1,j−1, on pourrait utiliser ce chemin plus rapide pour obtenir un
chemin plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

De même, supposons maintenant que le chemin optimal vers le poste S1,j passe
par le poste S2,j−1. Le châssis a forcément pris un chemin optimal du point de départ
au poste S2,j−1. Le raisonnement est le même : s’il existait un chemin plus rapide
menant au poste S2,j−1, on utiliserait ce chemin plus rapide pour obtenir un chemin
plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

Plus généralement, on peut dire que, pour l’ordonnancement de chaîne de mon-
tage, une solution optimale à un problème (trouver le chemin optimal menant au
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Information pour la construction de la solution

Les fi [j] sont les valeurs des solutions optimales des sous-problèmes

Pour pouvoir reconstruire les solutions optimales elles-mêmes, on définit

li [j] le numéro de la chaîne (1 ou 2) dont le poste j − 1 est utilisé par
un chemin optimal jusqu’au poste Si ,j

l1[j] n’est pas défini car aucun poste ne vient avant le poste 1
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possible et il est donc facile de déterminer le temps qu’il faut pour arriver au poste S1,j.
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poste S1,j−1 au poste S1,j directement, le délai de passage du poste j − 1 au poste j de
la même chaîne étant négligeable. Mais le châssis peut aussi aller du poste S2,j−1 au
poste S1,j, le délai de transfert étant alors t2,j−1. Nous traiterons séparément ces deux
cas de figure, bien qu’ils aient beaucoup de points communs comme nous le verrons.

Primo, supposons que le chemin optimal vers le poste S1,j passe par le poste S1,j−1.
La remarque fondamentale est que le châssis a forcément pris un chemin optimal pour
aller du point de départ au poste S1,j−1. Pourquoi ? S’il existait un chemin plus rapide
pour aller au poste S1,j−1, on pourrait utiliser ce chemin plus rapide pour obtenir un
chemin plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

De même, supposons maintenant que le chemin optimal vers le poste S1,j passe
par le poste S2,j−1. Le châssis a forcément pris un chemin optimal du point de départ
au poste S2,j−1. Le raisonnement est le même : s’il existait un chemin plus rapide
menant au poste S2,j−1, on utiliserait ce chemin plus rapide pour obtenir un chemin
plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

Plus généralement, on peut dire que, pour l’ordonnancement de chaîne de mon-
tage, une solution optimale à un problème (trouver le chemin optimal menant au

318 15 • Programmation dynamique

             chaîne 2

entrée
  des
chassis          

sortie
des

autos

             chaîne 1           1

  posteS1,1

poste S2,1

  poste S1,2

poste S2,2

  poste S1,3

poste S2,3

  poste S1,4

poste S2,4

  poste S1,5

poste S2,5

  poste S1,6

poste S2,6

2

4

7

8

2

2

9

5

1

3

3

6

2

1

4

4

2

3

8

5

1

4

4

7

2

3

(a)

9

12

18

16

20

22

24

25

32

30

35

37

1 2 3 4 5 6

f1[j]

f2[j]

j

f * = 38
1

1

2

2

1

1

1

2

2

2

2 3 4 5 6

l1[j]

l2[j]

j

l* = 1

(b)

Figure 15.2 (a) Une instance du problème de la chaîne de montage, avec les coûts ei, ai,j, ti,j
et xi affichés. Le chemin sur fond gris foncé indique le chemin le plus rapide à travers l’atelier.
(b) Les valeurs de fi[j], f∗, li[j] et l∗ pour l’instance de la partie (a).

optimal pour aller du point de départ au poste S1,j. Si j = 1, il n’y a qu’un seul chemin
possible et il est donc facile de déterminer le temps qu’il faut pour arriver au poste S1,j.
Pour j = 2, 3, . . . , n, en revanche, il y a deux possibilités : le châssis peut aller du
poste S1,j−1 au poste S1,j directement, le délai de passage du poste j − 1 au poste j de
la même chaîne étant négligeable. Mais le châssis peut aussi aller du poste S2,j−1 au
poste S1,j, le délai de transfert étant alors t2,j−1. Nous traiterons séparément ces deux
cas de figure, bien qu’ils aient beaucoup de points communs comme nous le verrons.
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La remarque fondamentale est que le châssis a forcément pris un chemin optimal pour
aller du point de départ au poste S1,j−1. Pourquoi ? S’il existait un chemin plus rapide
pour aller au poste S1,j−1, on pourrait utiliser ce chemin plus rapide pour obtenir un
chemin plus rapide vers le poste S1,j ; d’où une contradiction.

De même, supposons maintenant que le chemin optimal vers le poste S1,j passe
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Étape 3 : calcul des temps optimaux de manière
ascendante

Etape 3 : calcul des temps optimaux

L’algorithme suivant calcule les fi [j] et les li [j] en O(n) en utilisant
les formules récursives.
Plus-Rapide-Chemin(a, t, e, x , n)
1. f1[1]← e1 + a1,1
2. f2[1]← e2 + a2,1
3. pour j ← 2 à n
4. faire si f1[j − 1] + a1,j ≤ f2[j − 1] + t2,j−1 + a1,j

5. alors f1[j ]← f1[j − 1] + a1,j

6. l1[j ]← 1
7. sinon f1[j ]← f2[j − 1] + t2,j−1 + a1,j

8. l1[j ]← 2
9. si f2[j − 1] + a2,j ≤ f1[j − 1] + t1,j−1 + a2,j

10. alors f2[j ]← f2[j − 1] + a2,j

11. l2[j ]← 2
12. sinon f2[j ]← f1[j − 1] + t1,j−1 + a2,j

13. l2[j ]← 1
14. si f1[n] + x1 ≤ f2[n] + x2
15. alors f ∗ = f1[n] + x1
16. l∗ = 1
17. sinon f ∗ = f2[n] + x2
18. l∗ = 2

Complexité : O(n)
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Étape 4 : construction du chemin optimal

Affichage par ordre décroissant des numéros de poste :

Etape 4 : construction du chemin optimal

La procédure suivante affiche les postes utilisés par ordre
décroissant de numéro de poste.
Afficher-Postes(l , n)
1. i ← l∗

2. afficher “chaîne” i , “poste” n
3. pour j ← n jusqu’à 2
4. faire i ← li [j]
5. afficher “chaîne” i , “poste” j − 1
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