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Kézako ?

Un algorithme de parcours de graphe est un algorithme qui, partant d’un
sommet s d’un graphe appelé source, explore tous les sommets ou tous les
arcs accessibles depuis cette source, et aucun autre.

chaque sommet u, hormis la source, est associé à un sommet
prédécesseur pred(u) tel que (pred(u), u) est un arc du graphe
il existe un entier ` tel que pred`(u) = s
ainsi, pred`(u), pred`−1(u), . . . , pred(u), u est un chemin de s à u

Parcours de graphe permet de calculer tous les sommets accessibles depuis
la source.

La fonction pred détermine une arborescence: un sous-ensemble d’arcs tel
que chaque sommet possède un seul arc entrant sauf la source qui n’en a
pas, et ne possédant pas de cycles.
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(a) Initialisation, en source 3 (b) avancée par (3,1) et exploration de 1
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(c) avancée par (3,2) et exploration de 2 (d) avancée par (2,5), exploration de 5
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(e) avancée par (5,4) et exploration de 4 (f) avancée par (1,4), sommet 4 déjà visité
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(g) avancée par (4,3), 3 déjà visité (h) avancée par (2,1), sommet 1 déjà visité
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(i) avancée par (4,7), exploration de 7 (j) avancée par (5,3), 3 déjà visité.

Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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(c) avancée par (3,2) et exploration de 2 (d) avancée par (2,5), exploration de 5
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(e) avancée par (5,4) et exploration de 4 (f) avancée par (1,4), sommet 4 déjà visité
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(g) avancée par (4,3), 3 déjà visité (h) avancée par (2,1), sommet 1 déjà visité
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(i) avancée par (4,7), exploration de 7 (j) avancée par (5,3), 3 déjà visité.

Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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(e) avancée par (5,4) et exploration de 4 (f) avancée par (1,4), sommet 4 déjà visité
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(g) avancée par (4,3), 3 déjà visité (h) avancée par (2,1), sommet 1 déjà visité
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(i) avancée par (4,7), exploration de 7 (j) avancée par (5,3), 3 déjà visité.

Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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(g) avancée par (4,3), 3 déjà visité (h) avancée par (2,1), sommet 1 déjà visité
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(i) avancée par (4,7), exploration de 7 (j) avancée par (5,3), 3 déjà visité.

Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.

Benjamin Monmege Parcours de graphes 6 / 36



Parcours générique : sommets parcourus et frontièreParcours de graphe

22 CHAPITRE 2. ALGORITHMIQUE DES GRAPHES

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(a) Initialisation, en source 3 (b) avancée par (3,1) et exploration de 1

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(c) avancée par (3,2) et exploration de 2 (d) avancée par (2,5), exploration de 5

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(e) avancée par (5,4) et exploration de 4 (f) avancée par (1,4), sommet 4 déjà visité
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(g) avancée par (4,3), 3 déjà visité (h) avancée par (2,1), sommet 1 déjà visité
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(i) avancée par (4,7), exploration de 7 (j) avancée par (5,3), 3 déjà visité.

Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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(g) avancée par (4,3), 3 déjà visité (h) avancée par (2,1), sommet 1 déjà visité
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(i) avancée par (4,7), exploration de 7 (j) avancée par (5,3), 3 déjà visité.

Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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Figure 2.5 – Un exemple de parcours de graphe, avec pour source le sommet 3. En fin de parcours,
les sommets 6 et 8 n’ont pas été atteint : il n’existe pas de chemin depuis 3 vers ces deux sommets.
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type collection de t référence à un multiensemble fini d’éléments de type t

collection vide() : collection Jcollection vide()K = ref ÿ
est vide(collection) : bool Jest vide(c)K = vrai si ! JcK =

Jest vide(c)K = faux sinon

insère(t, collection) : void Jinsère(elt, c)K = JcK Ω! JcK fi {JeltK}
extrais(collection) : t extrais(c) = e œ! JcK , JcK Ω! JcK \ {e}; e

Précondition : JcK ”= ÈÍ

Figure 2.4 – La structure de données abstraite insertion-extraction

de l’algorithme 2.3 est bien accessible depuis la source s = JracineK. Nous procédons par une
induction forte sur l’itération de la boucle tant que de la ligne 18. Un sommet v est marqué
parcouru soit en ligne 4, auquel cas il s’agit de s qui est bien accessible depuis lui-même, soit en
ligne 12, auquel cas son prédécesseur est défini en ligne 13. Dans ce second cas, le prédecesseur
est un arc a = JaK de destination v, par la définition de tête(a). Enfin, l’arc a = JaK provient de la
frontière, comme tout arc de la frontière est inséré au moment où son origine est parcourue, l’origine
u de e est parcourue avant v pendant l’exécution de l’algorithme. Par hypothèse d’induction u est
accessible depuis s par un chemin P , mais alors P, e est un sv-chemin, ce qui termine l’induction.

Nous prouvons maintenant que tout sommet accessible est parcouru. Soit v un sommet acces-
sible depuis s et P = e0, . . . , ek un sv-chemin. Notons vi = dst(ei). Nous montrons par induction
sur i que vi est parcouru par l’algorithme.

Soit i < k, supposons donc que vi est parcouru. Lors de l’itération pendant laquelle vi = JvK,
c’est-à-dire lorsque vi est marqué comme parcouru, ei+1 est un arc sortant de JvK, cet arc est
donc ajouté dans la frontière. Puisque l’algorithme termine lorsque la frontière est vide, il existe
une itération lors de laquelle ei+1 est extrait. Alors les lignes 11-12 nous garantissent que vi+1 est
parcouru au plus tard lors de cette itération. Par induction, tous les sommets du chemin P sont
parcourus, dont v = vk.

Il nous faut aussi montrer que l’algorithme termine :

Lemme 2.2.2. L’algorithme 2.3 sur un graphe G et une source s termine après au plus 2|E(G)|
opérations sur la structure S, |E(V )| insertion et |E(G)| tests d’appartenance sur la structure de
dictionnaire utilisée pour parcouru et O(|E(G)|) autres opérations élémentaires.

Démonstration. Notons d’abord que chaque sommet v est exploré au plus une seule fois (exécution
des lignes 12 à 14 avec JvK = v), à cause du test de la ligne 11 et de l’ajout de JvK dans parcouru
en ligne 12. Du coup, chaque arc ne peut être inséré qu’au plus une fois : lors de l’appel à explore
avec sa source comme argument. Le nombre d’opération sur frontière est donc au plus 2|E(G)|.

Chaque sommet est ajouté au plus une fois dans parcouru. De plus chaque extraction de frontière
implique un test d’appartenance pour parcouru, soit au plus |E(G)| en tout.

Clairement, chaque itération de la boucle tant que ligne 18, ou de la boucle for ligne 7
provoque une opération sur frontière. Donc le nombre d’autres opérations élémentaires est propor-
tionnel aux nombres d’opérations sur frontiere.

Corollaire 2.2.1. Pour le choix d’une pile ou d’une file pour la structure S, et l’utilisation d’un
tableau ou d’une table de dispersion pour parcouru, la complexité de l’algorithme de parcours est
O(|V (G)| + |E(G)|).

À tout parcours de graphe, on peut associer l’ordre d’entrée dans les sommets par l’ordre dans
lequel les sommets sont visités :

Définition 2.2.3. On définit l’ordre d’entrée des sommets parcourus l’ordre tel que u < v si
u a été ajouté à l’ensemble JparcouruK avant v. Il s’agit donc d’un ordre total sur les sommets
parcourus.

Benjamin Monmege Parcours de graphes 13 / 36
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1 fonction parcours générique(graphe g, sommet racine) :
tableau d’indices sommets d’(arc ou bien ‹) :=

2 soit prédécesseur = tableau d’indices sommets(g) de (arc ou bien ‹)
3 soit frontière := S.collection vide()
4 soit parcouru := ref {racine}
5
6 soit fonction étends frontière(sommet u) : void :=
7 pour tout a œ arcs sortants(g, u) faire
8 S.insère(frontière, a)
9
10 soit fonction explore(arc a) : void :=
11 si tête(a) œ !parcouru alors retourner
12 parcouru Ω !parcouru fi {tête(a)}
13 prédécesseur[tête(a)] Ω a
14 étends frontière(tête(a))
15
16 prédécesseur[racine] := ‹
17 étends frontière(racine)
18 tant que ¬ S.estVide(frontière) faire
19 explore(S.extrais(frontière))
20 retourner prédécesseur

Figure 2.3 – Algorithme générique de parcours, pour une structure d’insertion-extraction S (par
exemple, une pile pour le parcours en profondeur ou une file pour le parcours en largeur).

Au début de l’exécution de l’algorithme, seule la source s est parcourue, donc tous les arcs
de ”+(s) doivent être dans la frontière. Une étape élémentaire consiste en l’exploration d’un arc
de la frontière : on essaye ainsi de faire avancer les limites du monde connu en visitant un arc
non-exploré. Deux cas se produisent :

— l’arc e a pour destination un sommet parcouru, dans ce cas, on a perdu un peu de temps
mais on peut enlever l’arc de la frontière,

— ou bien l’arc e a une destination v qui n’est pas encore visitée. Dans ce cas, on la répertorie
en ajoutant v à l’ensemble des sommets connus. Ceci nous oblige à ajouter les arcs sortants
de v à la frontière, car ils peuvent aller vers des sommets inconnus (et la frontière doit
contenir tous les arcs de source connue et de destination inconnue). On peut aussi enlever e
de la frontière, puisque maintenant on connait v, et on détermine que pred(v) = e, puisque
pour atteindre v, on est venu par e.

L’algorithme termine lorsque la frontière est vide.
L’algorithme repose sur une structure de donnée contenant la frontière, selon la structure de

donnée abstraite d’insertion-extraction, donnée en Figure 2.4. Elle doit supporter trois opérations
principales : le test du vide, l’insertion d’élément et l’extraction d’éléments (à la fois supprimer
et retourner un élément). Cette structure généralise plusieurs structures abstraites connues : les
listes et les piles, les dictionnaires, les files de priorités. L’algorithme de parcours est donné en
Figure 2.3.

La Figure 2.5 montre un exemple de parcours d’un graphe, avec une structure d’insertion-
extraction non-précisée. Le choix de l’élément extrait à chaque étape du calcul a une influence sur
le résultat de l’algorithme. Les prédecesseurs de chaque sommet peuvent être di�érents selon ce
choix. Par contre, l’ensemble des sommets sera toujours le même : c’est exactement l’ensemble des
sommets accessibles. Nous le prouvons avec le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. L’ensemble des sommets parcourus de G depuis une source s œ V (G) est l’ensemble
des sommets de G accessibles depuis s.

Démonstration. Dans un premier temps, montrons que tout sommet parcouru lors de l’exécution
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.

Benjamin Monmege Parcours de graphes 19 / 36



Parcours en largeur : fileParcours en largeur : file

24 CHAPITRE 2. ALGORITHMIQUE DES GRAPHES

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(a) Frontière : È(3, 1), (3, 2)Í (b) Frontière : È(2, 1), (2, 5), (3, 1)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(c) Frontière : È(1, 4), (2, 1), (2, 5)Í (d) Frontière : È(5, 3), (5, 4), (1, 4), (2, 1)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(e) Frontière : È(5, 3), (5, 4), (1, 4)Í (f) Frontière : È(4, 3), (4, 7), (5, 3), (5, 4)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(g) Frontière : È(4, 3), (4, 7), (5, 3)Í (h) Frontière : È(4, 3), (4, 7)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(i) Frontière : È(4, 3)Í (j) Frontière : ÈÍ

Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.

Benjamin Monmege Parcours de graphes 20 / 36



Parcours en largeur : fileParcours en largeur : file

24 CHAPITRE 2. ALGORITHMIQUE DES GRAPHES

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(a) Frontière : È(3, 1), (3, 2)Í (b) Frontière : È(2, 1), (2, 5), (3, 1)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(c) Frontière : È(1, 4), (2, 1), (2, 5)Í (d) Frontière : È(5, 3), (5, 4), (1, 4), (2, 1)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(e) Frontière : È(5, 3), (5, 4), (1, 4)Í (f) Frontière : È(4, 3), (4, 7), (5, 3), (5, 4)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(g) Frontière : È(4, 3), (4, 7), (5, 3)Í (h) Frontière : È(4, 3), (4, 7)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(i) Frontière : È(4, 3)Í (j) Frontière : ÈÍ

Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Figure 2.6 – Un parcours du même graphe en largeur d’abord.
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Parcours en largeur : pseudo-code
fonction parcours_en_largeur(M, s)

n := nombre_sommets(M)
H := graphe_vide(n) #  graphe sans arcs
F := file d’attente vide
couleur := tableau de longueur n rempli de « blanc »
couleur[s] := rouge  
insérer(F, s)
Tant que F ≠ ∅ faire

u := extraire(F)
Pour v de 0 à n-1 faire

Si (M[u,v] = 1 et couleur[v] = blanc ) alors
couleur[v] := rouge
H[u,v] := 1  
insérer(F, v)

FinSi
FinPour

FinTantQue
retourner(H)      #  graphe des chemins minimaux
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2.2. PARCOURS DE GRAPHES, TEST DE CONNECTIVITÉ 25
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Figure 2.7 – Un parcours du même graphe en profondeur d’abord. Nous obtenons dans ce cas
précis la même arborescence pour pour le parcours en largeur, mais ce n’est pas toujours le cas.
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Figure 2.7 – Un parcours du même graphe en profondeur d’abord. Nous obtenons dans ce cas
précis la même arborescence pour pour le parcours en largeur, mais ce n’est pas toujours le cas.
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Figure 2.7 – Un parcours du même graphe en profondeur d’abord. Nous obtenons dans ce cas
précis la même arborescence pour pour le parcours en largeur, mais ce n’est pas toujours le cas.
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Figure 2.7 – Un parcours du même graphe en profondeur d’abord. Nous obtenons dans ce cas
précis la même arborescence pour pour le parcours en largeur, mais ce n’est pas toujours le cas.
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1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(a) Frontière : È(3, 1), (3, 2)Í (b) Frontière : È(1, 4), (3, 2)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(c) Frontière : È(4, 3), (4, 7), (3, 2)Í (d) Frontière : È(4, 7), (3, 2)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(e) Frontière : È(3, 2)Í (f) Frontière : È(2, 1), (2, 5)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(g) Frontière : È(2, 5)Í (h) Frontière : È(5, 3), (5, 4)Í

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8
(i) Frontière : È(5, 4)Í (j) Frontière : ÈÍ

Figure 2.7 – Un parcours du même graphe en profondeur d’abord. Nous obtenons dans ce cas
précis la même arborescence pour pour le parcours en largeur, mais ce n’est pas toujours le cas.
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26 CHAPITRE 2. ALGORITHMIQUE DES GRAPHES

1 fonction parcours en profondeur(graphe g, sommet s) : tableau d’indice sommet d’(arc ou bien ‹)
2 soit predecesseur := tableau d’indice sommets(g) de (arc ou bien ‹)
3 soit parcouru := {s}
4 predecesseur[s] Ω ‹
5 soit fonction explore(arc e) : void =
6 soit v := tete(e)
7 si v /œ parcouru alors
8 parcouru Ω parcouru fi {v}; predecesseur[v] Ω e
9 pour tout arc œ arc sortants(g, v) faire explore(arc)
10 pour tout arc œ arc sortants(g, s) faire explore(arc)
11 retourner predecesseur

Figure 2.8 – Version récursive du parcours en profondeur : cette version utilise la pile d’appels
récursifs comme structure d’insertion-extraction.

appel ajoute un arc e = JeK avec src(e) = JvK. On obtient donc bien que la pile décrit un su-chemin
avec u = dst(JeK).

Ceci justifie la définition suivante :

Définition 2.2.8. À tout moment de l’exécution du parcours en profondeur, on appelle chemin
d’appel le chemin décrit par la pile d’appel récursif.

Lemme 2.2.5. Soit v œ V (G), l’ensemble {u œ V (G) : v <e u·u <s v} est exactement l’ensemble
des sommets accessibles depuis v dans le graphe restreint aux sommets non-parcourus au moment
où v est découvert (ligne 7 algorithme de la Figure 2.8 avec JvK = v).

Démonstration. Simplement, à ce moment-là on se trouve dans les conditions initiales du premier
appel de la fonction explore pour le graphe restreint en question, avec la di�érence qu’il existe
éventuellement des arcs vers des sommets parcourus, mais ceux-ci sont ignorés. Par la correction
des algorithmes de parcours, le lemme s’ensuit.

2.2.4 Parcours itérés
Faire un parcours d’un graphe depuis une source s permet de parcourir tous les sommets

accessibles depuis s, mais les autres sommets sont ignorés. Plusieurs algorithmes ont néanmoins
besoin de parcourir tous les sommets. Dans ce cas, la solution est simple : si un sommet n’est pas
visité par le premier parcours, on recommence un second parcours depuis ce sommet.

Bien sûr le deuxième parcours ne doit pas redécouvrir les sommets parcourus lors du premier
parcours. Les di�érents parcours successifs qui vont être nécessaire vont utiliser une même structure
de donnée pour l’ensemble parcouru et pour le tableau prédecesseur.

L’algorithme de parcours itéré est donc donné par la Figure 2.9.
La complexité de cet algorithme est �(|V (G)| + |E(G)|) puisque chaque sommet est parcouru

exactement une fois et chaque arc considéré exactement deux fois. Nous pouvons aussi décrire une
version itérée récursive du parcours en profondeur de la même façon, Figure 2.10.

2.3 Tri topologique
Nous utilisons un parcours en profondeur pour résoudre le problème de trouver dans quel

ordre make doit compiler les fichiers d’un projet. Pour cela, on peut écrire le graphe des fichiers :
l’ensemble des sommets est l’ensemble des fichiers, et il existe un arc du fichier a vers le fichier b
si b doit être compilé après a. Ce graphe est appelé graphe des dépendances.

Puisque nous cherchons à ordonner les fichiers dans l’ordre dans lequel nous souhaitons les
compiler, nous voulons un ordre total < tel que pour tout arc uv, u < v.
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