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Structure de données abstraite : ensemble dynamique
d’éléments comparables

Recherche d’un élément dans un ensemble
Insertion d’un nouvel élément
Suppression d’un élément
Test du vide de l’ensemble

Interface :

set.contains(element) # true or false
set.insert(element) # modifies set
set.suppress(element) # modifies set
set.isempty() # true or false
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Première implémentation : tableau trié

Recherche d’un élément dans un ensemble:

recherche dichotomique en O(log(n))

Insertion d’un nouvel élément:

recherche puis décalage en O(n)

Suppression d’un élément:

recherche puis décalage en O(n)

Test du vide de l’ensemble:

test de longueur en O(1)
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Seconde implémentation : Arbre Binaire de Recherche

Arbre binaire étiqueté par les éléments tel que pour tout nœud p
d’étiquette x :

toutes les étiquettes de l’enfant gauche de p sont inférieures à x
toutes les étiquettes de l’enfant droit de p sont supérieures à xArbres binaires de recherche78 CHAPITRE 4. STRUCTURES DE DONNÉES AVANCÉES
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Figure 4.1 – Un arbre binaire de recherche quelconque

Nous définissons donc les arbres binaires de recherche :

Définition 4.1.2. Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire sur un ensemble ordonné de
nœuds (par un ordre Æ), tel que pour tout sous-arbre (n, Tg, Td) :

(’ng œ N(Tg), ng < n) · (’nd œ N(Td), n < nd) (4.1)

(tout nœud du sous-arbre gauche de n est plus petit que n, tout nœud du sous-arbre droit de n est
plus grand que n).

Par abus de notations, nous écrirons S1 < e et e < S2 si respectivement ’s œ S1, s1 < e et
’s œ S2, e < s2. Ainsi, la condition (4.1) se réécrit simplement N(Tg) < n < N(Td).
Exemple 4.1.1. La Figure 4.1 représente un arbre binaire de recherche sur l’ensemble de nœuds

{3; 7; 11; 16; 18; 19; 21; 23; 25; 27; 35}.

Cet arbre a une hauteur de 6, a pour racine l’élément 25. Le sous-arbre gauche de la racine contient
8 éléments, le sous-arbre droit en contient 2.

Nous nous inspirons de la définition inductive des arbres binaires de recherche, pour proposer
une implantation inductive du type des arbres binaires, en notant ‹ l’arbre vide :

1 type arbre binaire de t =
2 struct{
3 sous arbre gauche : arbre binaire;
4 contenu : t;
5 sous arbre droit : arbre binaire;
6 } ou bien ‹

Nous pouvons alors exprimer les propriétés des arbres binaires, en particulier la sémantique
d’un arbre binaire :

JarbreK :=
;

? si arbre = ‹
Jarbre.sous arbre droitK fi {Jarbre.contenuK} fi Jarbre.sous arbre gaucheK sinon

ce qui exprime que le dictionnaire encodé par un arbre binaire est l’ensemble de tous ses nœuds,
le nœud racine et les nœuds de ses deux sous-arbres.

< 25

> 25

Quels algorithmes pour travailler avec ces ABR ?
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Recherche d’un élément dans un ABR

Descendre dans l’ABR en suivant l’enfant gauche ou droit

10 CHAPITRE 1. ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE
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Recherche d’une valeur. La recherche d’une valeur dans un ABR consiste
à parcourir une branche en partant de la racine, en descendant chaque fois
sur le fils gauche ou sur le fils droit suivant que la clé portée par le noeud est
plus grande ou plus petite que la valeur cherchée. La recherche s’arrête dès
que la valeur est rencontrée ou que l’on a atteint l’extrémité d’une branche
(le fils sur lequel il aurait fallu descendre n’existe pas).

recherche de la valeur 27
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Complexité : O(hauteur)
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(le fils sur lequel il aurait fallu descendre n’existe pas).

recherche de la valeur 27

<28

>25

<29

>22

<34

8 16

26

27 67 6935

28 3021

50

66

70

68

51

52

34

94

80

88

8156

71

44 55

7

9736

37

22

17

9

29

25

23

32

Complexité : O(hauteur)

Benjamin Monmege Algorithmes sur les arbres binaires de recherche 5 / 38



Insertion d’un nouvel élément dans un ABR

Recherche puis, en cas d’échec, insertion dans une nouvelle feuille

12 CHAPITRE 1. ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE

Exercice : prouvez la correction de l’algorithme précédent.

Insertion d’une nouvelle valeur. Le principe est le même que pour la
recherche. Un nouveau noeud est créé avec la nouvelle valeur et inséré à
l’endroit où la recherche s’est arêtée.
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Algorithme Insertion: Insertion d’une nouvelle clé dans un ABR

entrée : a est un ABR, v est une clé.
résultat : v est insérée dans a
début

si est vide(a) alors
a=cree arbre(v,cree arbre vide(),cree arbre vide())

sinon
si v < val(a) alors

Insertion(v,fils gauche(a))
sinon

si v > val(a) alors
Insertion(v,fils droit(a))

finsi

finsi

finsi

fin

Recherche du successeur d’un noeud. Étant donné un noeud p d’un
arbre A, le successeur de p si il existe, est le noeud de A qui porte comme
valeur la plus petite des valeurs qui figurent dans A et qui sont plus grandes
que la valeur de p. Si p possède un fils droit, son successeur est le noeud le
plus à gauche dans son sous-arbre droit (on y accède en descendant sur le fils

Complexité : O(hauteur)
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Suppression d’un élément dans un ABR

1 Recherche puis, suppression dans le cas où l’élément est dans une feuille

1.4. ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE. 13

gauche autant que possible). Si p n’a pas de fils droit alors sont successeur est
le premier de ses ascendants tel que p apparâıt dans son sous-arbre gauche.
Si cet ascendant n’existe pas c’est que p portait la valeur la plus grande dans
l’arbre. Remarquez qu’il est nécessaire d’avoir pour chaque noeud un lien
vers son père pour mener à bien cette opération.

32 n’a pas de fils droit :

528 16

26

27 67 69 94

8851

35

son sous−arbre gauche

tel que 32 figure dans son sous−arbre gauche

dernier fils gauche de 
son successeur est 67
66 a un fils droit :son successeur est 34, premier ascendant de 32
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Suppression d’un noeud. L’opération dépend du nombre de fils du noeud
à supprimer.

suppression de la valeur 51
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Cas 1 : le noeud à supprimer n’a pas de fils, c’est une feuille. Il su⇤t de
décrocher le noeud de l’arbre, c’est-à-dire de l’enlever en modifiant le lien
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Suppression d’un élément dans un ABR

2 Recherche puis, compression dans le cas où l’élément est un nœud
unaire

14 CHAPITRE 1. ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE

du père, si il existe, vers ce fils. Si le père n’existe pas l’arbre devient l’arbre
vide.
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Cas 2 : le noeud à supprimer a un fils et un seul. Le noeud est décroché
de l’arbre comme dans le cas 1. Il est remplacé par son fils unique dans le
noeud père, si ce père existe. Sinon l’arbre est réduit au fils unique du noeud
supprimé.
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Cas 3 : le noeud à supprimer p a deux fils. Soit q le noeud de son sous-
arbre gauche qui a la valeur la plus grande (on peut prendre indi�éremment
le noeud de son sous-arbre droit de valeur la plus petite). Il su⇤t de recopier
la valeur de q dans le noeud p et de décrocher le noeud q. Puisque le noeud
q a la valeur la plus grande dans le fils gauche, il n’a donc pas de fils droit,
et peut être décroché comme on l’a fait dans les cas 1 et 2.
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Suppression d’un élément dans un ABR

3 Recherche puis, remplacement par le maximum du sous-arbre gauche,
dans le cas où l’élément est un nœud binaire
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Suppression d’un élément dans un ABR

1 Recherche puis, suppression dans le cas où l’élément est dans une feuille
2 Recherche puis, compression dans le cas où l’élément est un nœud

unaire
3 Recherche puis, remplacement par le maximum du sous-arbre gauche,

dans le cas où l’élément est un nœud binaire

Complexité : dans tous les cas, O(hauteur)
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Test du vide de l’ensemble dans un ABR

Tester si l’arbre est vide ou non

Complexité : O(1)
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Hauteur d’un ABR ?

On a déjà vu que dlog2(n + 1)e ≤ hauteur ≤ n

Dans le meilleur des cas, complexités des opérations dans les ABR :
O(log(n))

Dans le pire des cas, complexités des opérations dans les ABR : O(n), pire
que l’utilisation de tableaux triés
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Comment maîtriser la hauteur d’un ABR ?

De nombreuses méthodes existent : arbres rouge-noir, arbres fortement
équilibrés, arbres AVL, arbres 2-3, arbres 2-3-4, arbres B. . .

Arbres AVL (Adelson-Velskii et Landis):
Arbres AVL (Adelson-Velskii et Landis)

pour tout sous-arbre : 

n

Tg
Td

|h(Tg) − h(Td) | ≤ 1
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Exemple d’AVL

Exemple d’AVL

90 CHAPITRE 4. STRUCTURES DE DONNÉES AVANCÉES
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Figure 4.15 – L’arbre final obtenu.

type tas de t avec fonction Æ(t, t) : bool multi-ensemble d’éléments de type t

tas vide : tas Jtas vide()K = ?

est vide(tas) : bool Jest vide(h)K = vrai si JhK = ?,
Jest vide(h)K = faux sinon

insère(t, tas) : tas Jinsère(elt, h)K = {elt} fi JhK
minimum(tas) : t Jminimum(h)K = min (JhK),

Précondition JhK ”= ?

extrais min(tas) : tas Jextrais min(h)K = JhK \ {min (JhK)}
Précondition : JlK ”= ?

union(tas, tas) : tas Junion(tas1, tas2)K = Jtas1K fi Jtas2K

Figure 4.16 – La structure de donnée abstraite file de priorité fusionnable.

=

=

=

= =

>

<

>

<

>

<
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Majoration de la hauteur d’un AVL
La hauteur d’un arbre AVL à n nœuds est inférieure ou égale à
1, 45 log2 n.

Preuve : Minorer le nombre nh de nœud d’un arbre AVL de hauteur h. . .

Hauteur d’un AVL
4.1. ÉQUILIBRAGE DES ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE 81

0

1

1

0 2

3

2

0

1

4

3 5

6

r

Ah≠2 Ah≠1

A1 A2 A3 Ah

Figure 4.4 – Les arbres de Fibonacci, les plus déséquilibrés des AVL-arbres.

Nous devons maintenant trouver comment mettre en œuvre ce principe de façon algorithmique.
Les principales di�cultés vont être de réaliser l’insertion et la suppression d’éléments d’un arbre
sans violer la condition d’équilibrage (4.5). Le test d’appartenance n’est en revanche pas modifié,
nous utilisons simplement l’algorithme 4.2, qui sur les AVL-arbres, au regard de l’analyse que nous
avions donné, a une complexité dans le pire des cas de O(log2 n) pour un arbre à n nœuds.

Nous commençons la construction des algorithmes d’insertion et suppression en renforçant
le type de données des arbres binaires de recherche en ajoutant à chaque nœud la hauteur du
sous-arbre enraciné en ce nœud.

1 type avl arbre de t =
2 struct{
3 sous arbre gauche : arbre binaire;
4 contenu : t;
5 sous arbre droit : arbre binaire;
6 hauteur : entier;
7 } ou bien ‹

Rappelons que la sémantique d’un AVL-arbre est définie comme l’ensemble de ses nœuds, défini
récursivement par J‹K = ? et

JarbreK = {Jarbre.contenuK} fi Jarbre.sous arbre gaucheK fi Jarbre.sous arbre droitK

Nous pouvons maintenant exprimer les invariants que nous souhaitons. Pour un arbre arbre ”= ‹
de type avl arbre, codant un ensemble S d’éléments (par convention nous posons ‹.hauteur = ≠1,
ce qui est un abus de notation car ‹ n’a pas de champs hauteur), les invariants de type sont :

JarbreK = S (4.6)
Jarbre.sous arbre gaucheK Æ Jarbre.contenuK Æ Jarbre.sous arbre droitK (4.7)
arbre.hauteur = 1 + max{arbre.sous arbre gauche.hauteur; arbre.sous arbre droit.hauteur} (4.8)
|arbre.sous arbre gauche.hauteur ≠ arbre.sous arbre droit.hauteur| Æ 1 (4.9)

La condition (4.7) exprime que les AVL-arbres sont des arbres binaires de recherche. La condi-
tion (4.8) définit la hauteur d’un nœud. La condition (4.9) est la contrainte propre aux AVL-arbres,
telle que dans la définition de ceux-ci.

4.1.3 Insertion dans un arbre AVL
L’insertion dans un arbre binaire de recherche consiste à descendre dans l’arbre comme dans un

test d’appartenance, jusqu’à la feuille du dernier appel récursif : on remplace alors cette feuille par
un nouveau nœud contenant l’élément à insérer. Cette algorithme permet de maintenir l’invariant
de type des arbres binaires de recherche. Nous allons nous baser sur cet algorithme pour concevoir
l’insertion dans les AVL-arbres. Nous allons avoir deux problèmes supplémentaires :

— le premier facile : il faut recalculer les hauteurs des sous-arbres (invariant de type (4.8)),
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1 fonction appartient(t elt, arbre binaire t) : bool =
2 si t ”= ‹ alors retourner faux
3 si elt = t.contenu alors retourner vrai
4 si t.contenu Æ elt alors
5 retourner appartient(elt, t.sous arbre droit)
6 sinon
7 retourner appartient(elt, t.sous arbre gauche)))

Figure 4.2 – Test d’appartenance dans un arbre binaire de recherche

Les invariants du type arbre binaire doivent contenir ceux des arbres binaires de recherche.
Pour un arbre binaire t codant un ensemble S :

JtK = S (4.2)
t ”= ‹ ∆ Jt.sous arbre gaucheK < Jt.contenuK (4.3)
t ”= ‹ ∆ Jt.contenuK < Jt.sous arbre droitK (4.4)

Nous reprenons l’idée à la base des arbres binaires de recherche pour coder l’opération appartient,
consistant à tester l’appartenance d’un élément à un ensemble. Comme nous l’avions annoncé, il
su�t de comparer l’élément recherché à la racine, puis de faire un appel récursif sur l’un de deux
sous-arbres. Le pseudocode est donné par la Figure 4.2.

Correction : Supposons que t est un arbre binaire de recherche valide. Les lignes 2 et 3 traitent des
cas lorsque l’arbre est vide, ou la racine est l’élément cherché, et sont d’évidence correctes. Si ces
deux premiers tests échouent, les lignes 5 et 6 font un appel récursif dans un des deux sous-arbres.
Pour prouver que l’algorithme est correct, il su�t de montrer que l’autre sous-arbre ne contient pas
l’élément recherché. Si t.contenu < elt, par l’invariant de type (4.3), Jt.sous arbre gaucheK < JeltK,
donc elt n’est pas dans le sous-arbre gauche. Inversement si elt < t.contenu, par l’invariant de
type (4.4), JeltK < Jt.sous arbre droitK, donc elt n’est pas dans le sous-arbre droit. L’algorithme
termine par induction sur la structure de l’arbre, donc il est correct.

Complexité : Plus précisement, le nombre d’appel récursif est égal à la profondeur du nœud
contenant l’élément recherché elt s’il est présent dans l’arbre, ou 1 plus la profondeur d’un autre
nœud sinon (précisement, le plus petit nœud plus grand que elt ou le plus grand nœud plus petit
que elt, mais nous ne le démontrons pas). Dans le pire des cas, la profondeur d’un nœud peut être
n≠1, comme sur la Figure 4.3. Hormis les appels récursifs, les autres opérations sont élémentaires,
on en déduit une complexité dans le pire des cas en O(h(T )) pour l’appartenance à un arbre T .

Nous en déduisons que pour obtenir une bonne garantie de performance sur nos arbres binaires
de recherche, il faut nous assurer que la hauteur de l’arbre reste contenue. Toute une littérature
existe sur les techniques pour assurer un bon équilibre des arbres binaires de recherche. Nous
abordons une de ces techniques dans la prochaine section.

4.1.2 Définition des arbres AVL
La méthode la plus immédiate pour s’assurer qu’un arbre est bien équilibré, est de spécifier

que les deux sous-arbres d’un nœud quelconque sont approximativement de même cardinalité. Les
AVL-arbres, du nom des découvreurs Adelson-Velskii et Landis, relâche cette contrainte à être de
même hauteur, à 1 près. Nous prouverons qu’ainsi la hauteur d’un AVL-arbre est toujours au plus
logarithmique en le nombre de nœuds.

Définition 4.1.3. Un AVL-arbre est un arbre binaire de recherche T qui vérifie la propriété :

pour tout sous-arbre (n, Tg, Td) de T , |h(Tg) ≠ h(Td)| Æ 1 (4.5)

Lemme 4.1.1. Soit T un AVL-arbre à n nœuds, h(T ) Æ 1.45 log2 n.

Donc test d’appartenance dans un AVL en O(log n)nh = 1 + nh−2 + nh−1 avec n0 = 1, n1 = 2
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Majoration de la hauteur d’un AVL
La hauteur d’un arbre AVL à n nœuds est inférieure ou égale à
1, 45 log2 n.

Preuve : Minorer le nombre nh de nœud d’un arbre AVL de hauteur h. . .
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4.1. ÉQUILIBRAGE DES ARBRES BINAIRES DE RECHERCHE 81

0

1

1

0 2

3

2

0

1

4

3 5

6

r

Ah≠2 Ah≠1

A1 A2 A3 Ah

Figure 4.4 – Les arbres de Fibonacci, les plus déséquilibrés des AVL-arbres.

Nous devons maintenant trouver comment mettre en œuvre ce principe de façon algorithmique.
Les principales di�cultés vont être de réaliser l’insertion et la suppression d’éléments d’un arbre
sans violer la condition d’équilibrage (4.5). Le test d’appartenance n’est en revanche pas modifié,
nous utilisons simplement l’algorithme 4.2, qui sur les AVL-arbres, au regard de l’analyse que nous
avions donné, a une complexité dans le pire des cas de O(log2 n) pour un arbre à n nœuds.

Nous commençons la construction des algorithmes d’insertion et suppression en renforçant
le type de données des arbres binaires de recherche en ajoutant à chaque nœud la hauteur du
sous-arbre enraciné en ce nœud.

1 type avl arbre de t =
2 struct{
3 sous arbre gauche : arbre binaire;
4 contenu : t;
5 sous arbre droit : arbre binaire;
6 hauteur : entier;
7 } ou bien ‹

Rappelons que la sémantique d’un AVL-arbre est définie comme l’ensemble de ses nœuds, défini
récursivement par J‹K = ? et

JarbreK = {Jarbre.contenuK} fi Jarbre.sous arbre gaucheK fi Jarbre.sous arbre droitK

Nous pouvons maintenant exprimer les invariants que nous souhaitons. Pour un arbre arbre ”= ‹
de type avl arbre, codant un ensemble S d’éléments (par convention nous posons ‹.hauteur = ≠1,
ce qui est un abus de notation car ‹ n’a pas de champs hauteur), les invariants de type sont :

JarbreK = S (4.6)
Jarbre.sous arbre gaucheK Æ Jarbre.contenuK Æ Jarbre.sous arbre droitK (4.7)
arbre.hauteur = 1 + max{arbre.sous arbre gauche.hauteur; arbre.sous arbre droit.hauteur} (4.8)
|arbre.sous arbre gauche.hauteur ≠ arbre.sous arbre droit.hauteur| Æ 1 (4.9)

La condition (4.7) exprime que les AVL-arbres sont des arbres binaires de recherche. La condi-
tion (4.8) définit la hauteur d’un nœud. La condition (4.9) est la contrainte propre aux AVL-arbres,
telle que dans la définition de ceux-ci.

4.1.3 Insertion dans un arbre AVL
L’insertion dans un arbre binaire de recherche consiste à descendre dans l’arbre comme dans un

test d’appartenance, jusqu’à la feuille du dernier appel récursif : on remplace alors cette feuille par
un nouveau nœud contenant l’élément à insérer. Cette algorithme permet de maintenir l’invariant
de type des arbres binaires de recherche. Nous allons nous baser sur cet algorithme pour concevoir
l’insertion dans les AVL-arbres. Nous allons avoir deux problèmes supplémentaires :

— le premier facile : il faut recalculer les hauteurs des sous-arbres (invariant de type (4.8)),
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1 fonction appartient(t elt, arbre binaire t) : bool =
2 si t ”= ‹ alors retourner faux
3 si elt = t.contenu alors retourner vrai
4 si t.contenu Æ elt alors
5 retourner appartient(elt, t.sous arbre droit)
6 sinon
7 retourner appartient(elt, t.sous arbre gauche)))

Figure 4.2 – Test d’appartenance dans un arbre binaire de recherche

Les invariants du type arbre binaire doivent contenir ceux des arbres binaires de recherche.
Pour un arbre binaire t codant un ensemble S :

JtK = S (4.2)
t ”= ‹ ∆ Jt.sous arbre gaucheK < Jt.contenuK (4.3)
t ”= ‹ ∆ Jt.contenuK < Jt.sous arbre droitK (4.4)

Nous reprenons l’idée à la base des arbres binaires de recherche pour coder l’opération appartient,
consistant à tester l’appartenance d’un élément à un ensemble. Comme nous l’avions annoncé, il
su�t de comparer l’élément recherché à la racine, puis de faire un appel récursif sur l’un de deux
sous-arbres. Le pseudocode est donné par la Figure 4.2.

Correction : Supposons que t est un arbre binaire de recherche valide. Les lignes 2 et 3 traitent des
cas lorsque l’arbre est vide, ou la racine est l’élément cherché, et sont d’évidence correctes. Si ces
deux premiers tests échouent, les lignes 5 et 6 font un appel récursif dans un des deux sous-arbres.
Pour prouver que l’algorithme est correct, il su�t de montrer que l’autre sous-arbre ne contient pas
l’élément recherché. Si t.contenu < elt, par l’invariant de type (4.3), Jt.sous arbre gaucheK < JeltK,
donc elt n’est pas dans le sous-arbre gauche. Inversement si elt < t.contenu, par l’invariant de
type (4.4), JeltK < Jt.sous arbre droitK, donc elt n’est pas dans le sous-arbre droit. L’algorithme
termine par induction sur la structure de l’arbre, donc il est correct.

Complexité : Plus précisement, le nombre d’appel récursif est égal à la profondeur du nœud
contenant l’élément recherché elt s’il est présent dans l’arbre, ou 1 plus la profondeur d’un autre
nœud sinon (précisement, le plus petit nœud plus grand que elt ou le plus grand nœud plus petit
que elt, mais nous ne le démontrons pas). Dans le pire des cas, la profondeur d’un nœud peut être
n≠1, comme sur la Figure 4.3. Hormis les appels récursifs, les autres opérations sont élémentaires,
on en déduit une complexité dans le pire des cas en O(h(T )) pour l’appartenance à un arbre T .

Nous en déduisons que pour obtenir une bonne garantie de performance sur nos arbres binaires
de recherche, il faut nous assurer que la hauteur de l’arbre reste contenue. Toute une littérature
existe sur les techniques pour assurer un bon équilibre des arbres binaires de recherche. Nous
abordons une de ces techniques dans la prochaine section.

4.1.2 Définition des arbres AVL
La méthode la plus immédiate pour s’assurer qu’un arbre est bien équilibré, est de spécifier

que les deux sous-arbres d’un nœud quelconque sont approximativement de même cardinalité. Les
AVL-arbres, du nom des découvreurs Adelson-Velskii et Landis, relâche cette contrainte à être de
même hauteur, à 1 près. Nous prouverons qu’ainsi la hauteur d’un AVL-arbre est toujours au plus
logarithmique en le nombre de nœuds.

Définition 4.1.3. Un AVL-arbre est un arbre binaire de recherche T qui vérifie la propriété :

pour tout sous-arbre (n, Tg, Td) de T , |h(Tg) ≠ h(Td)| Æ 1 (4.5)

Lemme 4.1.1. Soit T un AVL-arbre à n nœuds, h(T ) Æ 1.45 log2 n.

Donc test d’appartenance dans un AVL en O(log n)nh = 1 + nh−2 + nh−1 avec n0 = 1, n1 = 2
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Figure 4.4 – Les arbres de Fibonacci, les plus déséquilibrés des AVL-arbres.

Nous devons maintenant trouver comment mettre en œuvre ce principe de façon algorithmique.
Les principales di�cultés vont être de réaliser l’insertion et la suppression d’éléments d’un arbre
sans violer la condition d’équilibrage (4.5). Le test d’appartenance n’est en revanche pas modifié,
nous utilisons simplement l’algorithme 4.2, qui sur les AVL-arbres, au regard de l’analyse que nous
avions donné, a une complexité dans le pire des cas de O(log2 n) pour un arbre à n nœuds.

Nous commençons la construction des algorithmes d’insertion et suppression en renforçant
le type de données des arbres binaires de recherche en ajoutant à chaque nœud la hauteur du
sous-arbre enraciné en ce nœud.

1 type avl arbre de t =
2 struct{
3 sous arbre gauche : arbre binaire;
4 contenu : t;
5 sous arbre droit : arbre binaire;
6 hauteur : entier;
7 } ou bien ‹

Rappelons que la sémantique d’un AVL-arbre est définie comme l’ensemble de ses nœuds, défini
récursivement par J‹K = ? et

JarbreK = {Jarbre.contenuK} fi Jarbre.sous arbre gaucheK fi Jarbre.sous arbre droitK

Nous pouvons maintenant exprimer les invariants que nous souhaitons. Pour un arbre arbre ”= ‹
de type avl arbre, codant un ensemble S d’éléments (par convention nous posons ‹.hauteur = ≠1,
ce qui est un abus de notation car ‹ n’a pas de champs hauteur), les invariants de type sont :

JarbreK = S (4.6)
Jarbre.sous arbre gaucheK Æ Jarbre.contenuK Æ Jarbre.sous arbre droitK (4.7)
arbre.hauteur = 1 + max{arbre.sous arbre gauche.hauteur; arbre.sous arbre droit.hauteur} (4.8)
|arbre.sous arbre gauche.hauteur ≠ arbre.sous arbre droit.hauteur| Æ 1 (4.9)

La condition (4.7) exprime que les AVL-arbres sont des arbres binaires de recherche. La condi-
tion (4.8) définit la hauteur d’un nœud. La condition (4.9) est la contrainte propre aux AVL-arbres,
telle que dans la définition de ceux-ci.

4.1.3 Insertion dans un arbre AVL
L’insertion dans un arbre binaire de recherche consiste à descendre dans l’arbre comme dans un

test d’appartenance, jusqu’à la feuille du dernier appel récursif : on remplace alors cette feuille par
un nouveau nœud contenant l’élément à insérer. Cette algorithme permet de maintenir l’invariant
de type des arbres binaires de recherche. Nous allons nous baser sur cet algorithme pour concevoir
l’insertion dans les AVL-arbres. Nous allons avoir deux problèmes supplémentaires :

— le premier facile : il faut recalculer les hauteurs des sous-arbres (invariant de type (4.8)),
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1 fonction appartient(t elt, arbre binaire t) : bool =
2 si t ”= ‹ alors retourner faux
3 si elt = t.contenu alors retourner vrai
4 si t.contenu Æ elt alors
5 retourner appartient(elt, t.sous arbre droit)
6 sinon
7 retourner appartient(elt, t.sous arbre gauche)))

Figure 4.2 – Test d’appartenance dans un arbre binaire de recherche

Les invariants du type arbre binaire doivent contenir ceux des arbres binaires de recherche.
Pour un arbre binaire t codant un ensemble S :

JtK = S (4.2)
t ”= ‹ ∆ Jt.sous arbre gaucheK < Jt.contenuK (4.3)
t ”= ‹ ∆ Jt.contenuK < Jt.sous arbre droitK (4.4)

Nous reprenons l’idée à la base des arbres binaires de recherche pour coder l’opération appartient,
consistant à tester l’appartenance d’un élément à un ensemble. Comme nous l’avions annoncé, il
su�t de comparer l’élément recherché à la racine, puis de faire un appel récursif sur l’un de deux
sous-arbres. Le pseudocode est donné par la Figure 4.2.

Correction : Supposons que t est un arbre binaire de recherche valide. Les lignes 2 et 3 traitent des
cas lorsque l’arbre est vide, ou la racine est l’élément cherché, et sont d’évidence correctes. Si ces
deux premiers tests échouent, les lignes 5 et 6 font un appel récursif dans un des deux sous-arbres.
Pour prouver que l’algorithme est correct, il su�t de montrer que l’autre sous-arbre ne contient pas
l’élément recherché. Si t.contenu < elt, par l’invariant de type (4.3), Jt.sous arbre gaucheK < JeltK,
donc elt n’est pas dans le sous-arbre gauche. Inversement si elt < t.contenu, par l’invariant de
type (4.4), JeltK < Jt.sous arbre droitK, donc elt n’est pas dans le sous-arbre droit. L’algorithme
termine par induction sur la structure de l’arbre, donc il est correct.

Complexité : Plus précisement, le nombre d’appel récursif est égal à la profondeur du nœud
contenant l’élément recherché elt s’il est présent dans l’arbre, ou 1 plus la profondeur d’un autre
nœud sinon (précisement, le plus petit nœud plus grand que elt ou le plus grand nœud plus petit
que elt, mais nous ne le démontrons pas). Dans le pire des cas, la profondeur d’un nœud peut être
n≠1, comme sur la Figure 4.3. Hormis les appels récursifs, les autres opérations sont élémentaires,
on en déduit une complexité dans le pire des cas en O(h(T )) pour l’appartenance à un arbre T .

Nous en déduisons que pour obtenir une bonne garantie de performance sur nos arbres binaires
de recherche, il faut nous assurer que la hauteur de l’arbre reste contenue. Toute une littérature
existe sur les techniques pour assurer un bon équilibre des arbres binaires de recherche. Nous
abordons une de ces techniques dans la prochaine section.

4.1.2 Définition des arbres AVL
La méthode la plus immédiate pour s’assurer qu’un arbre est bien équilibré, est de spécifier

que les deux sous-arbres d’un nœud quelconque sont approximativement de même cardinalité. Les
AVL-arbres, du nom des découvreurs Adelson-Velskii et Landis, relâche cette contrainte à être de
même hauteur, à 1 près. Nous prouverons qu’ainsi la hauteur d’un AVL-arbre est toujours au plus
logarithmique en le nombre de nœuds.

Définition 4.1.3. Un AVL-arbre est un arbre binaire de recherche T qui vérifie la propriété :

pour tout sous-arbre (n, Tg, Td) de T , |h(Tg) ≠ h(Td)| Æ 1 (4.5)

Lemme 4.1.1. Soit T un AVL-arbre à n nœuds, h(T ) Æ 1.45 log2 n.

Donc test d’appartenance dans un AVL en O(log n)nh = 1 + nh−2 + nh−1 avec n0 = 1, n1 = 2
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Figure 4.4 – Les arbres de Fibonacci, les plus déséquilibrés des AVL-arbres.

Nous devons maintenant trouver comment mettre en œuvre ce principe de façon algorithmique.
Les principales di�cultés vont être de réaliser l’insertion et la suppression d’éléments d’un arbre
sans violer la condition d’équilibrage (4.5). Le test d’appartenance n’est en revanche pas modifié,
nous utilisons simplement l’algorithme 4.2, qui sur les AVL-arbres, au regard de l’analyse que nous
avions donné, a une complexité dans le pire des cas de O(log2 n) pour un arbre à n nœuds.

Nous commençons la construction des algorithmes d’insertion et suppression en renforçant
le type de données des arbres binaires de recherche en ajoutant à chaque nœud la hauteur du
sous-arbre enraciné en ce nœud.

1 type avl arbre de t =
2 struct{
3 sous arbre gauche : arbre binaire;
4 contenu : t;
5 sous arbre droit : arbre binaire;
6 hauteur : entier;
7 } ou bien ‹

Rappelons que la sémantique d’un AVL-arbre est définie comme l’ensemble de ses nœuds, défini
récursivement par J‹K = ? et

JarbreK = {Jarbre.contenuK} fi Jarbre.sous arbre gaucheK fi Jarbre.sous arbre droitK

Nous pouvons maintenant exprimer les invariants que nous souhaitons. Pour un arbre arbre ”= ‹
de type avl arbre, codant un ensemble S d’éléments (par convention nous posons ‹.hauteur = ≠1,
ce qui est un abus de notation car ‹ n’a pas de champs hauteur), les invariants de type sont :

JarbreK = S (4.6)
Jarbre.sous arbre gaucheK Æ Jarbre.contenuK Æ Jarbre.sous arbre droitK (4.7)
arbre.hauteur = 1 + max{arbre.sous arbre gauche.hauteur; arbre.sous arbre droit.hauteur} (4.8)
|arbre.sous arbre gauche.hauteur ≠ arbre.sous arbre droit.hauteur| Æ 1 (4.9)

La condition (4.7) exprime que les AVL-arbres sont des arbres binaires de recherche. La condi-
tion (4.8) définit la hauteur d’un nœud. La condition (4.9) est la contrainte propre aux AVL-arbres,
telle que dans la définition de ceux-ci.

4.1.3 Insertion dans un arbre AVL
L’insertion dans un arbre binaire de recherche consiste à descendre dans l’arbre comme dans un

test d’appartenance, jusqu’à la feuille du dernier appel récursif : on remplace alors cette feuille par
un nouveau nœud contenant l’élément à insérer. Cette algorithme permet de maintenir l’invariant
de type des arbres binaires de recherche. Nous allons nous baser sur cet algorithme pour concevoir
l’insertion dans les AVL-arbres. Nous allons avoir deux problèmes supplémentaires :

— le premier facile : il faut recalculer les hauteurs des sous-arbres (invariant de type (4.8)),

Arbres de Fibonacci
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1 fonction appartient(t elt, arbre binaire t) : bool =
2 si t ”= ‹ alors retourner faux
3 si elt = t.contenu alors retourner vrai
4 si t.contenu Æ elt alors
5 retourner appartient(elt, t.sous arbre droit)
6 sinon
7 retourner appartient(elt, t.sous arbre gauche)))

Figure 4.2 – Test d’appartenance dans un arbre binaire de recherche

Les invariants du type arbre binaire doivent contenir ceux des arbres binaires de recherche.
Pour un arbre binaire t codant un ensemble S :

JtK = S (4.2)
t ”= ‹ ∆ Jt.sous arbre gaucheK < Jt.contenuK (4.3)
t ”= ‹ ∆ Jt.contenuK < Jt.sous arbre droitK (4.4)

Nous reprenons l’idée à la base des arbres binaires de recherche pour coder l’opération appartient,
consistant à tester l’appartenance d’un élément à un ensemble. Comme nous l’avions annoncé, il
su�t de comparer l’élément recherché à la racine, puis de faire un appel récursif sur l’un de deux
sous-arbres. Le pseudocode est donné par la Figure 4.2.

Correction : Supposons que t est un arbre binaire de recherche valide. Les lignes 2 et 3 traitent des
cas lorsque l’arbre est vide, ou la racine est l’élément cherché, et sont d’évidence correctes. Si ces
deux premiers tests échouent, les lignes 5 et 6 font un appel récursif dans un des deux sous-arbres.
Pour prouver que l’algorithme est correct, il su�t de montrer que l’autre sous-arbre ne contient pas
l’élément recherché. Si t.contenu < elt, par l’invariant de type (4.3), Jt.sous arbre gaucheK < JeltK,
donc elt n’est pas dans le sous-arbre gauche. Inversement si elt < t.contenu, par l’invariant de
type (4.4), JeltK < Jt.sous arbre droitK, donc elt n’est pas dans le sous-arbre droit. L’algorithme
termine par induction sur la structure de l’arbre, donc il est correct.

Complexité : Plus précisement, le nombre d’appel récursif est égal à la profondeur du nœud
contenant l’élément recherché elt s’il est présent dans l’arbre, ou 1 plus la profondeur d’un autre
nœud sinon (précisement, le plus petit nœud plus grand que elt ou le plus grand nœud plus petit
que elt, mais nous ne le démontrons pas). Dans le pire des cas, la profondeur d’un nœud peut être
n≠1, comme sur la Figure 4.3. Hormis les appels récursifs, les autres opérations sont élémentaires,
on en déduit une complexité dans le pire des cas en O(h(T )) pour l’appartenance à un arbre T .

Nous en déduisons que pour obtenir une bonne garantie de performance sur nos arbres binaires
de recherche, il faut nous assurer que la hauteur de l’arbre reste contenue. Toute une littérature
existe sur les techniques pour assurer un bon équilibre des arbres binaires de recherche. Nous
abordons une de ces techniques dans la prochaine section.

4.1.2 Définition des arbres AVL
La méthode la plus immédiate pour s’assurer qu’un arbre est bien équilibré, est de spécifier

que les deux sous-arbres d’un nœud quelconque sont approximativement de même cardinalité. Les
AVL-arbres, du nom des découvreurs Adelson-Velskii et Landis, relâche cette contrainte à être de
même hauteur, à 1 près. Nous prouverons qu’ainsi la hauteur d’un AVL-arbre est toujours au plus
logarithmique en le nombre de nœuds.

Définition 4.1.3. Un AVL-arbre est un arbre binaire de recherche T qui vérifie la propriété :

pour tout sous-arbre (n, Tg, Td) de T , |h(Tg) ≠ h(Td)| Æ 1 (4.5)

Lemme 4.1.1. Soit T un AVL-arbre à n nœuds, h(T ) Æ 1.45 log2 n.

Donc test d’appartenance dans un AVL en O(log n)nh = 1 + nh−2 + nh−1 avec n0 = 1, n1 = 2

Résolution. . .

nh =
(
1 + 2√

5

)
·
(

1+
√

5
2

)h
+

(
1− 2√

5

)
·
(

1−
√

5
2

)h
−1 ≥

(
1 + 2√

5

)
·
(

1+
√

5
2

)h

d’où log2 nh ≥ h log2

(
1+
√

5
2

)
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Test d’appartenance dans un AVL à n nœuds

Complexité dans le pire des cas : O(log(n))
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Figure 4.12 – Un AVL-arbre, avant la suppression du nœud 3
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Figure 4.13 – Remplacement du nœud 3 par le maximum de son sous-arbre gauche, une rotation
double droite s’impose
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Figure 4.14 – Après rotation du sous-arbre gauche, la racine est déséquilibrée, et nécessite une
rotation droite simple.
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90 CHAPITRE 4. STRUCTURES DE DONNÉES AVANCÉES
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Figure 4.15 – L’arbre final obtenu.

type tas de t avec fonction Æ(t, t) : bool multi-ensemble d’éléments de type t

tas vide : tas Jtas vide()K = ?

est vide(tas) : bool Jest vide(h)K = vrai si JhK = ?,
Jest vide(h)K = faux sinon

insère(t, tas) : tas Jinsère(elt, h)K = {elt} fi JhK
minimum(tas) : t Jminimum(h)K = min (JhK),

Précondition JhK ”= ?

extrais min(tas) : tas Jextrais min(h)K = JhK \ {min (JhK)}
Précondition : JlK ”= ?

union(tas, tas) : tas Junion(tas1, tas2)K = Jtas1K fi Jtas2K

Figure 4.16 – La structure de donnée abstraite file de priorité fusionnable.
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Utilisation des AVL : résumé

Pour un AVL à n nœuds :

Recherche d’un élément : O(log n)
Insertion d’un élément : O(log n)
Suppression d’un élément : O(log n)

On ne peut pas faire mieux. . . si la seule opération autorisée sur les clés est
la comparaison de deux clés (pour faire mieux, il faut savoir hacher par
exemple)
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