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Récursivité
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Définition de suites récurrentes

Exemple de la factorielle:

u0 = 1 et ∀n ≥ 1 un = n × un−1

On définit un en fonction de un−1

Programmation itérative en Python. . .

def factorielle(n: int) -> int:
assert n >= 0
resultat = 1
for i in range(1, n+1):

resultat *= i
return resultat
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Définition de suites récurrentes

Exemple de la factorielle:

u0 = 1 et ∀n ≥ 1 un = n × un−1

Plus naturel en récursif

def factorielle(n: int) -> int:
assert n >= 0
if n == 0:

return 1
return n * factorielle(n - 1)
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Pile d’exécution d’un programme récursif

Récursivité 2.5

Ce type de relation de récurrence est typique des méthodes dites « diviser pour régner » ; il est possible de
prouver que cette relation implique que C(n) = ⇥(n logn). Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il n’est pas
possible de faire mieux dans le cadre des algorithmes de tri par comparaison.

1.4 Récursivité et pile d’exécution d’un programme

Un programme n’étant qu’un flux d’instructions exécutées séquentiellement, son exécution peut être représentée
par un parcours d’un chemin ayant une origine et une extrémité. Lors de l’appel d’une fonction, ce flux est
interrompu le temps de l’exécution de cette fonction, avant de reprendre à l’endroit où le programme s’est
arrêté.

programme :

appel retour

fonction :

A pile d’exécution

contexte en A

Figure 6 – L’exécution d’une fonction au sein d’un programme.

Au moment où débute cette bifurcation, il est nécessaire que le processeur sauvegarde un certain nombre
d’informations : adresse de retour, état des paramètres et des variables, etc. Toutes ces données forment ce
qu’on appelle le contexte du programme, et elles sont stockées dans une pile qu’on appelle la pile d’exécution 3. À
la fin de l’exécution de la fonction, le contexte est sorti de la pile pour être rétabli et permettre la poursuite de
l’exécution du programme.

Lors de l’exécution d’une fonction récursive, chaque appel récursif conduit au moment où il se produit à un
empilement du contexte dans la pile d’exécution. Lorsqu’au bout de n appels se produit la condition d’arrêt, les
di↵érents contextes sont progressivement dépilés pour poursuivre l’exécution de la fonction. La figure 7 illustre
les trois premiers appels récursifs de la fonction récursive multiply dont le code est présenté figure 2, avec
pour paramètres x = 105 et y = 253 (pour des raisons de lisibilité, seules les valeurs de ces deux paramètres
sont présentées dans le contexte).

multiply(105, 253) :

multiply(52, 506) :

multiply(26, 1012) :

pile d’exécution

x = 105, y = 253

x = 52, y = 506

x = 26, y = 1012

Figure 7 – Calcul récursif de 105⇥ 253 par la méthode du paysan russe.

Il est donc important de prendre conscience qu’une fonction récursive va s’accompagner d’un coût spatial qui
va croître avec le nombre d’appels récursifs (en général linéairement, mais ce n’est pas une règle générale, tout
dépend du contenu du contexte) ; ce coût ne doit pas être oublié lorsqu’on fait le bilan du coût d’une fonction
récursive.

3. Suivant les langages et leurs implémentations, il peut y avoir une pile d’exécution par fonction ou une seule pile globale pour tout le
programme.

Jean-Pierre Becirspahic
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Pile d’exécution d’un programme récursif : exemple
def multiply(x, y):

if x <= 0:
return 0

elif x % 2 == 0:
return multiply(x//2, y+y)

else:
return multiply(x//2, y+y) + y

Récursivité 2.5

Ce type de relation de récurrence est typique des méthodes dites « diviser pour régner » ; il est possible de
prouver que cette relation implique que C(n) = ⇥(n logn). Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il n’est pas
possible de faire mieux dans le cadre des algorithmes de tri par comparaison.

1.4 Récursivité et pile d’exécution d’un programme

Un programme n’étant qu’un flux d’instructions exécutées séquentiellement, son exécution peut être représentée
par un parcours d’un chemin ayant une origine et une extrémité. Lors de l’appel d’une fonction, ce flux est
interrompu le temps de l’exécution de cette fonction, avant de reprendre à l’endroit où le programme s’est
arrêté.

programme :

appel retour

fonction :

A pile d’exécution

contexte en A

Figure 6 – L’exécution d’une fonction au sein d’un programme.

Au moment où débute cette bifurcation, il est nécessaire que le processeur sauvegarde un certain nombre
d’informations : adresse de retour, état des paramètres et des variables, etc. Toutes ces données forment ce
qu’on appelle le contexte du programme, et elles sont stockées dans une pile qu’on appelle la pile d’exécution 3. À
la fin de l’exécution de la fonction, le contexte est sorti de la pile pour être rétabli et permettre la poursuite de
l’exécution du programme.

Lors de l’exécution d’une fonction récursive, chaque appel récursif conduit au moment où il se produit à un
empilement du contexte dans la pile d’exécution. Lorsqu’au bout de n appels se produit la condition d’arrêt, les
di↵érents contextes sont progressivement dépilés pour poursuivre l’exécution de la fonction. La figure 7 illustre
les trois premiers appels récursifs de la fonction récursive multiply dont le code est présenté figure 2, avec
pour paramètres x = 105 et y = 253 (pour des raisons de lisibilité, seules les valeurs de ces deux paramètres
sont présentées dans le contexte).

multiply(105, 253) :

multiply(52, 506) :

multiply(26, 1012) :

pile d’exécution

x = 105, y = 253

x = 52, y = 506

x = 26, y = 1012

Figure 7 – Calcul récursif de 105⇥ 253 par la méthode du paysan russe.

Il est donc important de prendre conscience qu’une fonction récursive va s’accompagner d’un coût spatial qui
va croître avec le nombre d’appels récursifs (en général linéairement, mais ce n’est pas une règle générale, tout
dépend du contenu du contexte) ; ce coût ne doit pas être oublié lorsqu’on fait le bilan du coût d’une fonction
récursive.

3. Suivant les langages et leurs implémentations, il peut y avoir une pile d’exécution par fonction ou une seule pile globale pour tout le
programme.

Jean-Pierre Becirspahic

Par défaut, pile de récursivité limitée à 1000 appels en Python !
Pour modifier cette limite, utiliser la librairie sys :

>>> import sys
>>> sys.setrecursionlimit(100000)
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Diviser pour régner
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Des fonctions récursives particulières

Résolution d’un problème en trois étapes :

Diviser : découper un problème initial en sous-problèmes
Régner : résoudre les sous-problèmes (récursivement ou
directement s’ils sont assez petits)
Combiner : calculer une solution au problème initial à partir des
solutions des sous-problèmes
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Exemple 1 : Recherche dichotomique dans un
tableau trié

Diviser : comparer l’élément recherché e à celui x au milieu du
tableau pour savoir s’il faut chercher à gauche ou à droite
Régner : conclure si e=x, ou rechercher récursivement dans l’un
des deux sous-tableaux
Combiner : rien à faire. . .
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Exemple 2 : Tri par fusion

Diviser : diviser le tableau en deux sous-tableaux de longueurs
presque égales
Régner : trier récursivement chacun des deux sous-tableaux
Combiner : fusionner les deux sous-tableaux triés en temps
linéaire
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Exemple 2 : Tri par fusion

3 16 14 1 12 7 10 4 5 11 15

3 16 14 1 12 7 10 4 5 11 15

3 16 14 1 12 7 10 4 5 11 15

3 16 14 1 12 7 10 4 5

3 16 1 12 10 4

11 15

« Diviser… »

1 3 4 5 7 10 11 12 14 15 16

4 5 10 11 151 3 7 12 14 16

1 7 12

1 12

3 14 16

3 16 4 10

4 5 10

11 15

« … Fusionner»
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Complexité des algorithmes diviser pour régner

Si n est un paramètre de taille de l’entrée, la complexité d’un
algorithme diviser pour régner est toujours de la forme

T (n) = Td(n)︸ ︷︷ ︸
division

+
∑

sous-problèmes de taille m<n
T (m) + Tc(n)︸ ︷︷ ︸

combinaison

pour n suffisamment grand (sinon c’est le cas de base)

Recherche dichotomique : T (n) = O(1) + T (dn/2e) + 0

Tri par fusion : T (n) = O(n) + T (dn/2e) + T (bn/2c) +O(n)
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Master theorem
Calculer T (n) par substitutions. . . ou utiliser le Master theorem

Théorème
Soient a ≥ 1 et b > 1, f une fonction et T définie par

T (n) = a · T (n/b) + f (n)

Si f (n) = O(nlogb a−ε) pour un ε > 0, alors T (n) = Θ(nlogb a)
Si f (n) = Θ(nlogb a), alors T (n) = Θ(nlogb a · log n)

Exemple
Recherche dichotomique : a = 1, b = 2, f (n) = Θ(1)

I 2ème cas, Θ(log n)
Tri par fusion : a = 2, b = 2, f (n) = Θ(n)

I 2ème cas, Θ(n log n)
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Tri rapide

Pour trier le tableau T [g , . . . , d ] :

Diviser : choisir un pivot dans T [g , . . . , d ] et partitionner
Régner : trier (en place) récursivement chacun des deux
sous-tableaux
Combiner : rien à faire !

Complexité :
T (n) ≤ O(n) + max0<k<n T (k) + T (n − k − 1) = O(n) + T (n − 1)

⇒ T (n) = O(n2)
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Un meilleur tri rapide

Choix du pivot de sorte qu’on divise le tableau en deux portions
de taille entre n/4 et 3n/4. . .

Complexité : T (n) ≤ O(n) + max
n/4≤k≤3n/4

[T (k) + T (n − k − 1)]

Calcul par intuition/récurrence. . . T (n) = O(n log n)
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Comment faire ce choix de pivot ?

Choix aléatoire parmi les n éléments du tableau
Probabilité que le choix soit un bon pivot : n/2
Si choix aléatoire non convenable. . . on recommence !
Nombre moyen de tentatives nécessaires : 2

###Théorème

Le tri rapide avec choix aléatoire répété du pivot pour obtenir des
portions de taille entre n/4 et 3n/4 est en complexité moyenne
O(n log n).
En fait, on peut aussi montrer que si on commence par faire une
permutation aléatoire du tableau en entrée, le tri rapide (non
modifié) est de complexité moyenne O(n log n).
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Application au calcul de l’enveloppe convexe
d’un ensemble de points du plan
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Enveloppe convexe : plus petit polygone qui
contient tous les points
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Trouver un “pivot” : les deux sommets extrêmes
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Trouver un “pivot” : les deux sommets extrêmes

Diviser : on se retrouve à devoir trouver l’enveloppe convexe des
points à gauche et à droite
Régner : calcul en temps linéaire du point les plus éloignés pour
trouver les prochains découpages
Combiner : mettre bout à bout les différents segments du
polygone convexe
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À gauche : Calcul en temps linéaire du point le
plus éloigné pour trouver le prochain découpage. . .
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Et ainsi de suite. . .
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Et ainsi de suite. . .
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Même chose à droite. . .
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Jusqu’à avoir construit l’enveloppe convexe
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Complexité

Même analyse que le tri rapide :
I O(n2) dans le pire des cas
I O(n log n) en moyenne
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Récursivité pour la résolution de jeux
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Jeu des tours de Hanoi

Déplacer les disques un par un de la tour de gauche à celle de
droite en ne plaçant jamais un disque sur un disque de diamètre
inférieur

But : trouver une stratégie !
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Solution récursive d’inspiration diviser pour régner

Divisons la stratégie pour n disques en trois partie :
I transporter les n − 1 plus petits disques vers la tour du milieu
I transporter le plus grand disque sur la tour de droite
I transporter les n − 1 plus petits disques vers la tour de droite

Le problème a donc une solution récursive, si on s’autorise d’échanger

la tour de départ
la tour d’arrivée
la tour intermédiaire

Benjamin Monmege benjamin.monmege@univ-amu.fr Programmation récursive : Diviser pour régner 29 / 32

mailto:benjamin.monmege@univ-amu.fr


Solution imagée (crédits: wikipédia)
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Nombre d’étapes nécessaires pour résoudre le
problème à n disques

T (n) =

1 si n = 1
T (n − 1) + 1 + T (n − 1) = 1 + 2T (n − 1) sinon

⇒ T (n) = 2n − 1

On peut démontrer que c’est le nombre minimal de mouvements
nécessaires pour gagner. . . On a donc une stratégie optimale.
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Solution en Python

def hanoi(n, depart, intermediaire, arrivee):
assert n>0
if n == 1:

print(depart, " -> ", arrivee)
else:

hanoi(n-1, depart, arrivee, intermediaire)
print(depart, " -> ", arrivee)
hanoi(n-1, intermediaire, depart, arrivee)

Benjamin Monmege benjamin.monmege@univ-amu.fr Programmation récursive : Diviser pour régner 32 / 32

mailto:benjamin.monmege@univ-amu.fr

	Récursivité
	Diviser pour régner
	Application au calcul de l'enveloppe convexe d'un ensemble de points du plan
	Récursivité pour la résolution de jeux

