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Exercice 1

Question 1.1 Soit z un élément complémenté d’un treillis A et Z un de ses compléments. Dé-
montrer que Z est complémenté et donner un de ses compléments.

Solution :  Par définition du complément, on a xV T = sup(A) et x AT = inf(A). Puisque V
et A sont des lois commutatives, on obtient que T V & = sup(A4) et T Az = inf(A). T est donc
complément puisque x est un de ses compléments.

Exercice 2 Soit N un nombre entier strictement positif quelconque. On munit A, ’ensemble des
diviseurs entiers positifs de IV de la relation de divisibilité noté |.

Question 2.1 Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre.

Solution : Il suffit prouver que la relation | est réflexive, anti-symétrique et transitive.

— Réflexivité : On a Vn € N, n | n car un entier est toujours un de ses propres diviseurs. La
relation | est donc réflexive.

— Anti-symétrie : Pour tout n,m € N tels que n | m et n # m, on a que n < m et donc
n # m. La relation | est donc anti-symétrique.

— Transitivité : Pour tout n,m,p € N tels que n | m et m | p, on a que n | p. La relation | est
donc transitive.

Question 2.2 Dessiner le diagramme de Hasse quand N = 25 et N = 6409.

Solution :
493 6409
29 377
1 ) 25
1% 221
Diagramme de Hasse pour N = 25
1 13

Diagramme de Hasse pour N = 6409

Question 2.3 Que sont =V y et x Ay? Démontrer que A est un treillis distributif.

Solution : xVy est par définition un entier z qui est divisible par x et y et tel que tout autre
entier divisible par x et y est divisible par z. Un tel entier z existe toujours et est connu sous le
nom de plus petit commun multiple de = et y noté ppem(x,y). x Ay est par définition un entier
t qui divise x et y et tel que tout autre entier qui divise x et y divise t. Un tel entier t existe
toujours et est connu sous le nom de plus grand diviseur commun de x et y noté pged(z,y).
Puisque quelque soit x,y € A, x V y et x N\ y existe toujours, A est un treillis.

Pour tout a,b,c € N, il est connu que : pged(a, ppem(b, ¢)) = ppem(pged(a, b), pged(a, c)) et
ppem(a, pged (b, ¢)) = pged(ppem(a, b), ppem(a, ¢)).

On a donc que pour tout a,b,c € A, aA(bVc) = (aAb)V(aic)etaV(bAc)= (aVb)A(aVec).
A est donc un treillis distributif.

Question 2.4 Quels sont les éléments complémentés de A7 Quel est le complément d’un élément
x?



Solution : Le plus petit élément de A est | = 1. Le plus grand élément de A est T = N.
Soit & un complément de x € A. On a que pged(z,Z) = 1 et ppem(x,Z) = N. x et T sont
donc premiers entre eux et leur produit vaut N. Les éléments complémentés de A sont donc les
diviseurs de N qui sont premiers avec N/x. Le complément de x s’il existe est égal a N/x.

Question 2.5 Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur N pour que le treillis soit
complémenté.

Solution : La condition nécessaire et suffisante est que N soit un produit de nombres premiers
distincts P = {p1,p2,...,pr}. Cette condition est suffisante car dans ce cas pour tout x € A,
2 est un produit de nombres premiers d’un sous-ensemble B de P, et N/x est le produit des
entiers de P\ B. Par conséquent, x et N/x sont premiers entre eux et donc sont compléments
I’'un de lautre.

La condition est aussi nécessaire car si elle n’est pas vraie alors N est le multiple d’un carré
nombre premier p. Dans ce cas tout élément = de A divisible par p mais pas par p*> n’est pas
complémenté. En effet, dans ce cas, x est divisible par p et N/x est divisible par p. Par la
réponse a la question précédente x n’est pas complémenté car x et N/x ne sont pas premiers
entre eux.

Exercice 3 Un treillis est modulaire si l'on a toujours x V (y A z) = (x Vy) A z quand z < z.

Question 3.1 Démontrer que les treillis distributifs sont modulaires.

Solution : On a pour tout treillis distributifs et pour tout élément x,y, z de ce treillis tels
quer X 2 :

xV(yNz) = (xVy) A(xzVz) par distributivité
(xVy)ANz carz=xVzquandzx =<z

Un treillis distributif est donc toujours modulaire.

Question 3.2 Le treillis ci-dessous est-il modulaire ? Est-il distributif ?

b e

a C

Solution :  Oui, ce treillis est modulaire. Il suffit de vérifier toutes les possibilités. Par contre,
ce treillis n’est pas distributif. En effet, on a cV (bAd) =cVa =cet (cVO)A(cVd) =eNe=ce.

Exercice 4 Soit B et X deux algébres de Boole. Sur I’ensemble B x X, on définit les trois
opérations :

Question 4.1 Démontrer qu’avec ces opérations, B x X est une algébre de Boole.



Solution : Les opérations ¥ et A sont clairement associatives et commutatives car V et A
le sont. La borne supérieure de B x X est T = (Tp, Tx) ou Tp et Tx sont respectivement
les bornes supérieures de B et X. Sa borne inférieure est 1 = (Lp, Lx) ou Lp et Lx sont
respectivement les bornes inférieures de B et X. Pour tout (a,x), (b,y),(c,z2) € Bx X on a :

(a,2)¥L=(aV Lp,x2V Lx)=(a,x)
(a,2)AT =(aATp,x2ANTx) = (a,x)
(a,2)¥(a,2) = (aVa,aVa) = (Tp, Tx) =T
(a,x)A@L,A;) =(ana,xNT)=(Llp,Lx)=1
(a,z)A ((b,z)¥(c,2)) = (aNn(bVe),zA(yVz))
= ((anb)V(aAc),(xAy)V (xAz)) pardistributivité de V et A

De méme on a :
(a,2)¥ ((b,x)A(c, 2)) = ((a,z)V(b,y))A((a,z) ¥ (c,2))

B x X muni de V, A et ~ est donc une algébre de Boole.

Exercice 5 Sur toute algébre de Boole on peut définir une quatriéme opération notée A, en
posant :
Ay = (@ APV (@ Ay)

Question 5.1 Démontrer que A posséde les propriétés suivantes :

1. zAx = L
2. zAy = yAx
3. zAl =z
4. (xAy)Az = 2A(yAz)
5. 2 A (yAz) = (x Ay)A(x A 2)
Solution :
IL.zAe=(zAZ)V(ZAz)=1LVvI=1
2. 2Ay=(zAGV(@TAy)=WyATZ)V(FAz)=yAx
BzAl=@xAL)V@EAL) =@@AT)Vi=zVvil=z
4. On a :

(@Ay)Az = (AG)V(@AY)AZ)V((2AY)V(ZAY))AZ)
= (AgVv@Ay)AZ)V(((ZVY)A(XVY))A2)
= ((zAngnrnz2)V(@Ayrnz)V{(@Vy A(xzVy)Az)

) = (@AGAZD)V@EAYANZ)V(EAGAZ)V(TAYAz)

A(yAz) = (A (A2 V(A V(EA(YAZ)V(IA2)))
= (@A(@VIN(YVE)))VEAYAZ)V(EATAZ)
= (AGAZD)V(@AYANZ)V(EAYANZ)V(TAGAZ)
= (zAy)Az

5 Ona: TAWAZ) = aA(yA2)V(GA2)
’ ) = (xAYANZ)V(TAGA2)

AYAzAz) = (@A) A(@Az)V((@Ay)A(xAz))

= (@A) A(EVE))V(IEVHA(@AZ))
= (@AYANZ)V(AGAZ)
= zA(yAz)




Question 5.2 Réciproquement, une opération A qui posséde ces propriétés est-elle nécessairement
définie par Ay = (x AG) V(T Ay)?

Solution : Montrons qu’une opérations A qui posséde les cing propriétés de la question
précédente est nécessairement définie par xAy = (x ANg)V (T Ay). Posons z = (x AN§) V (T Ay).
On a :

ZAY)A(zAy) = (ZAy) AD)A(ZAY)ANy) par la propriété 5
= LA@ZAY)
= (ZAyAL par la propriété 2
= TNy par la propriété 3

De méme, on a :

(A A(zAy) = (NG AD)A(zAY)ANy) par la propriété 5
= (zAPAL
= Ay par la propriété 3

On obtient donc que :
z = (A V(ZAY)

= (@A) A (zAy) V(7 Ay) A (zAy))
((zAg) V(T Ay)) A (zAy)

— A (why) 1)
De plus, on a :
ZA(zAy) = (zAy)V(ZAy) A (zAy)
= (EVY) A @V D) A (@hy)
= @V A (EVY) A @A)
= (@VHA(ZVyY) ANz)A(ZVy)Ay) par la propriété 5
= (zvy A ((zAy)Ay)
= ((zVy AAy)A(zVY) ANy) par la propriété 5
= (zVyAzVy)
= 1 par la propriété 1 (2)

11 en résulte que :
Ay = TA(zAy)
= (2VZ)A(zAy)
(z A (Ay)) V (Z A (zAy))
ZV L par (1) et (2)
= (@A) V(ZAY)

Exercice 6 Soit x un élément d’une algébre de Boole.

Question 6.1 Que peut-on dire d’un élément y qui vérifie t Ay = L7

Solution : SixAy= 1 alorsy X Z. Eneffet,six ANy=_1,ona:
yANT = (yAzZ)V L
= (WAT)V(zAyY)
yA(xVZI)

)
On a donc bien y < T car y AT = y.

Question 6.2 Que peut-on dire d’un élément y qui vérifie x Vy =T7

Solution : On peut remarquer que la condition x Vy = T est équivalente 4 T Ny = L
(obtenue en faisant le complément des deux membres de 1’égalité). D’aprés la réponse a la
question précédente, on peut donc en déduire que y < x.

Exercice 7
Dire si les égalités suivantes sont vérifiées dans toute algebre de Boole :



Question 7.1 TV (x Ay) =T Vy

Solution :  Cette égalité est toujours vérifiée.
zV(xAy) = (@EVz)A(ZVy)
= TA(ZVy)
= zTVy

Question 7.2 (zVy)A(ZVZ)=(xVZ)A(TVy)

Solution :  Cette égalité n’est pas toujours vérifiée. Par exemple, pourx =y=z=T ona:

(xvy)A@VE) = (TVT)A(TVT)
= TAL
= 1
(xVvEA@EVY = (TVT)A(TVT)
(TVL)A(LVT)
= TAT
-

Question 7.3 zV(yAz)=(xVyVEI)A(zVgVz)A(zVyVz)

Solution :
(xVyVZ)A(zVIVz)A(zVyV=2)
(zAz)V(EeAG V(@A) VYAN)VYAGV YA2)VEAZ)V(ZAGV(EA2)A(xVyYV2)
(VA V@A)V (zA2)V(@AZ))VYA2)V(GAZ)A(zVYyV2)
@V (@AGVY)V((EAEVD)V ALV EAD)A (VY e2)
@V zAT)V{(AT)VYA2)V(GAZ)A(zVyVz2)
(xVYA2)VGAZ)A(zVYyVz2)
(zV(@AyA)V(@EAGAZ)V (YAZ)V(yAz)V(eA2)V (YAz)
(V@AYA)V(EAGAZ))V (@AY V(xA2)V(yAz)
zV(yAz)

par loi d’absorption

Question 7.4 (zVyY)A(yV2)A(zVa)=(xAy)V(yAz)V(zAz)

Solution :  Cette égalité est toujours vérifiée.
(zVy)AlyVz)A(zVe
(xAyA2)V(zAyAz)V(eAzAz)V(@eAzAZ)V(yAyAz)V (YAyANz)V(yAzAz)V(yAzAzx
(zAyY)A2)V(zAyY)V(eAz)V(yAz
(zAy)V(@eAN2z)V(yAz

)
)
)
)

par loi d’absorption

Question 7.5 zV (ZAY)V(ZAGAZ)V(EAGAZAu) =(xVyVzVu)




Solution : Cette égalité est toujours vérifiée.

TV (EAYVEAGA)V(EAGAZAU) =
(zVEVA (VY VEAGAZ)V(EAGAZAL) =
(VYVEAGAZ)V(EAGAZAU) =
(xVYyVI)AN(@VyVH A(@VyVz)VEAGAZAu) =
(xVyVz)V(EAGAZAW) =
(xVyVzVI)A(zVyVzVy A(xVyVzVZ)A(xVyVzVu) =

(xVyVzVu)

Exercice 8 En utilisant les formules de De Morgan, déterminer les compléments de :

Question 8.1 (FA2)V (2Ad)

Solution :

(GA2)V(zAd) = (yVzZ)A(ZVd)

Question 8.2 (yAzZ)V (GAz)V (T Az)

Solution :

(yAZ)V(@gAz)V(rAz) = (GV)AYVI)A(ZVZ)

Question 8.3 (yA(zVy))V((ZVy)Az)

Solution :

A@vy)Vv((EVvy) rz) = @GV (eVy)A(ZVy) Az)
= (ZVy Az

Question 8.4 z AyVzV(zV (7))

Solution :

TAYVEV @V (@) = zVyVzVv(@V ()
= zVyV(TAy)
= zTVy

Exercice 9 Dans une algébre de Boole, un élément peut-il étre égal & son complément ?

Solution : Soit x un élément d’une algébre de Boole B tel que x = . Onax =z Az =
cANT =_1letx =xVae=axVZ = T.On obtient donc que x est le plus petit et le plus
grand élément de B. Dans ce cas x est le seul élément de B. Un élément peut étre égal a son
complément s’il est le seul élément de ’algébre de Boole.

Exercice 10

Question 10.1 Que peut-on dire d’un élément x d’une algébre de Boole qui vérifie x <z 7

Solution : Onax=xzVx= 1. L%élément x est donc le plus petit élément de ’algébre de
Boole.

Question 10.2 Que peut-on dire si deux éléments d’une algébre de Boole vérifient t Ay =z Vy?



Solution : On a (par définition de V et \) t Ay <z <=xVy. Onadoncx AN\y=x=2xVy.
Par conséquent, on obtient que y X x. De méme, onax Ay Jy 3 zVyetxANy=y=xVy.
Finalement, on a que x =< y et donc x = y.

Exercice 11

Question 11.1 Si deux éléments a et b d’une algébre de Boole vérifient a < b, montrer que :

1. (xAa) X (zAD)

2. (xVa) = (zVDb)

3.b=a
Solution :

1. Puisque a X b, on abAa = a doncx A (bAa)=x Aa. On obtient que (x Ab) ANa =z Aa.
x A a est donc un minorant de x Ab et (x Aa) < (x Ab).

2. Puisque a <b,onabVa=>bdonczV (bVa)=xVb On obtient que (xVa)Vb=uzVb.
x V b est donc un majorant de vV a et (zVa) < (z VD).

3. OnabAa=a et doncbAa=a. On obtient que bV a=a et a est donc un majorant de
b. On a donc bien b < a.

Exercice 12 Soit B une algébre de Boole. Démontrer les propriétés suivantes :
1. Pour que x <X y, il faut et il suffit qu’il existe z tel que x = y A z.
2. Pour que = <y, il faut et il suffit qu’il existe z tel que y =z V z.

3. Pour que = < y, il faut et il suffit qu’une des quatre conditions suivantes soit réalisée :

TNYy=2x zVy=y cNy=_1 TVy=T

Solution :

1. Six <Xy, alors x = y A x car x est le plus grand minorant commun de x et y et donc la
propriété est vérifiée en prenant z = x. Réciproquement, s’il existe z tel que x = y A z
alors x est un minorant de y et donc x =< y.

2. Six =Ry, alors y = y V x car y est le plus petit majorant commun de x et y et donc la
propriété est vérifiée en prenant z = y. Réciproquement, s’il existe z tel que y = y V z
alors y est un majorant de x et donc x =< y.

3. Sixz =y, alorsonax =yAx ety = yV x. Dans toute algébre de Boole, on a :
(xVy)ANy=(zAy)V(yAy) =xzANy.Siz Sy,onazANy=(xVy)ANg=yAy= L. Enfin;
en prenant le complément des deux membres de la condition x A § = 1, on obtient que
TVy=T équivaut a x Ny = L. Réciproquement, six =y Ax ouy =yV x alors x < y.
Remarquons que dans toute algébre de Boole, on a : (x Ag)Vy = (zVy)A(gVy) =z Vy.
Sizang=_Lalorsy=1Vy=(xAg)Vy=aVyetdoncz <y. On a aussi x <Xy si
ZVy =T car les conditions xVy =T et x Ay = L sont équivalentes.

Exercice 13 On étudie I’équation a V x = b ol a et b sont donnés et x est inconnu.

Question 13.1 Montrer que a =< b est une condition nécessaire et suffisante pour que cette
équation ait au moins une solution.

Solution : La condition a =< b est nécessaire car pour tout x, si a V x = b alors b est un
magjorant de a. Réciproquement si a = b, alors © = b est solution car a Vb =b.

Question 13.2 On pose y = z V a. Montrer que x =bAyet T=bVy.



Solution : Ona:bAy=0bA(zxVa)= (bAz)V(bAa). OnabAx = x car 'équation de départ
aVx = b implique que b est un majorant de x. De plus, on abAa = (aVx)Aa = (aha)V(zAa) =
x Aa. On obtient donc que bAy = (bAz)V (bAa) =V (z Aa) = x par absorption. De méme,
bVy=>bV(zVa)=(bVa)Vz Onremarque que puisque a < b, onaaVb=T d’aprés la
question 3 de exercice précédent. On obtient que bVy = (bVa)Ve=TVz=T.

Question 13.3 Si x est une solution, montrer qu’on a nécessairement (@ Ab) < x < b. Démontrer
la réciproque.

Solution : OnaxV(aAb)=(zVa)A(xVb) =yAb carb est un majorant de xz. On a donc
xV(@aAb) =yAb=x. x est donc un majorant de a A'b. Au final, on a donc (a Ab) 2z =b
car b est un majorant de x puisque a V x = b.

Réciproquement, supposons que (a Ab) = x XbetaVxz =>.b est donc un majorant de a. On
arz=zxzV(@Ab)=(xVvVa)A(zVb) = (zVa)Ab Onobtient quexVa= ((xVa)A\b)Va=
(xvava)A(bVa)=TVb=b.

Question 13.4 Démontrer que les solutions de 1’équation sont tous les éléments de la forme
z=>bAcaveca = c.

Solution : Six=bVceta=<calorsbANa=<betbAa=cetdoncbAa=>bAc. De plus,
on abAc=b. On obtient donc que bAa =bAc=b. x=bAc est donc solution de I’équation
d’aprés la réponse a la question précédente.

Réciproquement, si x est une solution, posons ¢ = xV a. On a biena < ¢. Ona : bAc =
bA(xVa)=(bAx)V (bVa). Puisque x est une solution, d’aprés la réponse a la question
précédente, on abAa <z <betdoncbAc=(bAz)V(bVa)=xV(bVa)=uc.

Question 13.5 Reprendre I’étude pour I'équation a A z = b.

Solution : L’équation aAx = b est équivalente a aAZ = b. Il suffit donc de résoudre aNz = b
et de poser x = z. Cette équation a des solution que si z < b (d’aprés la question 1) et z est
solution si et seulement si (a Ab) < z < b (d’aprés la question 3). En utilisant la réponse a la
question 3) de I'exercice 11.1, on a que I’équation a des solutions si et seulement b < x et que

x est solution si et seulement si b <z < (a Ab) = (aV b)

Exercice 14
Question 14.1 Un élément a d’une algébre de Boole étant donné, quelles sont les solutions de
I’équation

(anz)V(@anz)=T

Solution : On a:

Pour que la condition soit vraie, il faut donc que T <aV Z et T < xV a. Puisque T est le plus
grand élément de ’algébre de Boole cela équivaut & T =aVx et T = xVa. D’aprés la réponse
a question 3) de l'exercice 12, on obtient que cela équivaut © < a et a < x et donc a = x.

Exercice 15

Question 15.1 Soit B un ensemble de cardinal 2". Combien peut-on mettre de relations d’ordre
sur B pour en faire une algébre de Boole ?



Solution : Il faut regarder toutes les fagons de placer ces éléments pour constituer un n-
cube. On choisit d’abord le plus petit élément, ce qui fait 2™ possibilités. Ensuite on choisit les
n atomes parmi les 2™ — 1 éléments restants, ce qui fait (2"”71) possibilités. Enfin, on place les
2™ — 1 — n éléments sur les sommets restants, ce qui fait (2" — 1 — n)! possibilités. La réponse

est donc :

on <2n - 1>(2n 1 my— m(an — 2" —1—n)!  (27)!

n nl(2" — 1 —n)! Tl

Exercice 16 On considére une algébre de Boole qui posséde n atomes. Si z est un élément
quelconque, on note d(z) le plus petit nombre de fleches qu’il faut suivre pour aller de L a z dans
le diagramme de Hasse.

Question 16.1 Que valent d(L),d(T) et d(a) quand a est un atome ?

Solution : Onad(L)=0.0nad(T)=n carle plus cours chemin entre deux coins opposés
d’un cube de dimension n est de longueur n. d(a) = 1 car les atomes sont par définition les
successeurs immédiat de L.

Question 16.2 Si z est un élément quelconque, exprimer d(z) en fonction du nombres d’atomes
inférieurs a x.

Solution : d(z) est égale aux nombres d’atomes inférieurs & x. Pour s’en rendre compte,
il suffit d’utiliser I'isomorphisme avec B™ introduit par le théoréme de Stone. Chaque élément
x est associé 4 un mot binaire contenant autant de 1 que le nombre d’atomes qu’il majore.
Le plus court chemin entre 1 = 00...0 et le mot correspondant & x est de longueur égal aux
nombre de 1 du mot. En effet, une fléche dans le cube relie toujours un mot avec un autre mot
qui contient un 1 en plus.

Question 16.3 Démontrer la formule d(z V y) = d(z) + d(y) — d(z A y).

Solution : On pose x = a1 VasV---Va, et y = b VbyV---Vb les décompositions
de x et y en somme des atomes qui leur sont inférieurs. Si a1 = by, as = by, ...a; = by
sont les atomes inférieurs a la fois & x et Ay, on ax ANy = a3 VasV---Va et xVy =
arVagV--Va, Vb Voo V- Vbs. On obtient que d(z) =, d(y) = s, d(zx ANy) =t et
dlzVy)=r+s—t=d(z)+d(y) —dzAy).




