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Résumé

L’étude des fonctions et relations entre les mots finis est une extension naturelle de la
théorie des langages réguliers. Ces langages peuvent être décrits de différentes façons à l’aide
d’automates, d’expressions régulières, d’algèbre, de logique. . . C’est pourquoi, faire bénéficier
les fonctions de cette même diversité de caractérisations est l’un des objectifs de la communauté
scientifique. Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la classe des fonctions rationnelles. Cette
classe est composée de fonctions pouvant être réalisées par des automates (unidirectionnels et
non déterministes) munis de sorties, appelés transducteurs. Elle peut également être réalisée
par une classe de transducteurs à registres (SST), et possède une caractérisation algébrique par
un modèle appelé bimachine.

Les caractérisations algébriques des langages permettent de décider des sous-classes. Au
cours de ce stage, nous avons cherché à résoudre des questions de simplification de modèles
(comme la réduction du nombre de registres d’un SST) à l’aide de la représentation algébrique
des fonctions rationnelles sous la forme de bimachines. Nous avons notamment étudié la sous-
classe des fonctions multiséquentielles, qui sont des fonctions réalisables par une union finie
de transducteurs déterministes. Nous avons tenté d’obtenir une caractérisation algébrique de
cette classe à l’aide des bimachines. Nous nous sommes ensuite intéressés au nombre minimal
de transducteurs nécessaires dans cette union et avons montré que ce nombre est exponentiel.
Nous avons également étudié le problème de la minimisation de registres pour les SST et avons
obtenu, à l’aide d’une équivalence avec les bimachines, un résultat pour une sous-classe de SST
ainsi qu’un résultat partiel pour le cas général.
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Introduction

Les langages réguliers peuvent être caractérisés à l’aide de plusieurs outils faisant intervenir
différents domaines. Ces langages sont ceux pouvant être reconnus par des automates finis,
ou pouvant être décrits par des expressions régulières, ou des formules de la logique MSO, ou
dont la congruence syntaxique est d’indice fini. . . Chacune des caractérisations usuelles permet
d’aborder la théorie des langages réguliers d’un angle différent, en fonction du problème posé,
lui offrant ainsi une grande richesse.

Les automates peuvent être étendus en les munissant de sorties. Ce modèle, appelé trans-
ducteur, permet de réaliser des relations entre langages réguliers appelées transductions et, en
particulier, des fonctions appelées fonctions rationnelles. Ces fonctions possèdent différentes
caractérisations (cf. [14]) généralisant celles des langages réguliers.

Nous allons nous intéresser dans ce mémoire à leur caractérisation algébrique. Elle est basée
sur un modèle appelé bimachine introduit par Schützenberger dans [19]. Toute fonction ration-
nelle peut être réalisée par une bimachine canonique qui lui est associée (cf. [13]), permettant
notamment de décider des propriétés importantes de la fonction telles que son appartenance à
une certaine sous-classe.

L’un de nos objectifs est alors d’utiliser cette caractérisation afin de décider si une fonc-
tion rationnelle donnée est multiséquentielle, i.e. réalisable par une union finie de transducteurs
séquentiels, dont l’automate sous-jacent est déterministe. Cette question a déjà été résolue
dans [16] en identifiant un motif présent dans tous les transducteurs réalisant des fonctions
multiséquentielles. L’intérêt de notre approche est de réussir à décider la multiséquentialité in-
dépendamment du modèle réalisant la fonction donnée. Nous avons également obtenu une borne
exponentielle sur le nombre minimal de transducteurs de l’union, appelé degré de séquentialité
de la fonction, en analysant la procédure de [16].

Les fonctions rationnelles peuvent également être réalisées par une classe de transducteurs
à registres (Streaming String Transducers ou SST). Ce modèle, introduit dans [1], est constitué
d’un automate déterministe muni d’un nombre fini de registres contenant des mots sur un
alphabet de sortie. Ces registres sont mis à jour, à chaque transition, en fonction de la lettre
lue, de l’état de l’automate et de leur valeur précédente et servent à définir la sortie à la fin
de l’exécution. L’expressivité des SST varie en fonction du type de mises à jour autorisées.
Les fonctions multiséquentielles, par exemple, sont réalisées par des SST où chaque registre ne
dépend pas de la valeur des autres (cf. [10]).

Le problème naturel de minimisation pour les SST est celui de la minimisation de registres.
Il s’agit de déterminer, étant donnée une fonction réalisée par un SST, le nombre minimal de re-
gistres nécessaires à sa réalisation. Pour les fonctions rationnelles, ce problème a été résolu dans
[11], ici aussi, à l’aide d’un motif dans le transducteur réalisant la fonction. Nous proposons dans
ce mémoire une solution pour une certaine sous classe de SST basée sur leur équivalence avec les
bimachines. Nous avons également introduit un modèle alternatif de bimachines, correspondant
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Introduction 2

aux SST réalisant les fonctions rationnelles.
Nous commencerons par présenter, dans le premier chapitre, les transducteurs et les classes

de fonctions qu’ils peuvent réaliser. Nous introduirons ensuite, dans le second, les caractérisa-
tions algébriques de ces fonctions et le modèle de bimachines. Le troisième chapitre sera quant
à lui consacré aux transducteurs à registres. Enfin, la description de notre approche ainsi que
des résultats que nous avons obtenus dans notre étude des fonctions multiséquentielles et du
problème de la minimisation de registres feront l’objet des deux derniers chapitres.



Préliminaires et notations

Avant de commencer notre étude, introduisons quelques notions de base et notations dont
nous nous servirons tout au long de ce mémoire.
Notations : Soient E et F deux ensembles et i et j deux entiers

— On notera ∣E∣ le cardinal de E, P(E) son ensemble des parties et Pf(E) son ensemble
des parties finies.

— On notera E ×F le produit cartésien de E et F où πE (resp. πF ) désignera la projection
sur E (resp. F ). Si E = F , ces projections seront notées respectivement π1 et π2.

— On notera F(E,F ) l’ensemble des fonctions partielles de E vers F . Les relations binaires
R ⊂ E × F telles que si xRy et xRz alors y = z seront considérées comme des fonctions.

— Le domaine d’une fonction partielle f sera noté dom(f) et la restriction de f à un sous-
ensemble D ⊆ dom(f) sera notée f∣D.

— N = {0,1, . . .} désignera l’ensemble des entier naturels, N* = {1,2, . . .} désignera l’en-
semble des entier positifs, et Ji, jK = {i, i + 1, . . . , j} désignera l’intervalle d’entiers entre i
et j (avec Ji, jK = ∅ si i > j).

Mots et langages
Définitions: Considérons les définitions et notations suivantes :

— Un alphabet est un ensemble fini de lettres. Nous le noterons généralement Σ ou Γ.
— Un mot sur Σ est une suite finie de lettres σ1σ2 . . . σn où σi ∈ Σ,∀i ∈ J1, nK.
— La longueur d’un mot w sera notée ∣w∣. L’unique mot de longueur 0 est le mot vide. Il

sera noté ϵ.
— Pour n ∈ N, l’ensemble des mots de longueur n sur Σ sera noté Σn. L’ensemble des mots

finis sur Σ sera noté Σ* et Σ+ = Σ*/ {ϵ}.
— Un ensemble de mots, soit un sous-ensemble de Σ*, est appelé un langage.

On munit Σ* d’une structure de monoïde :

Définition: Un monoïde (M, ⋅, e) est un ensemble M muni d’une loi de composition interne ⋅
associative et possédant un élément neutre e ∈M . (M, ⋅, e) est un groupe si, de plus, tout élément
de M admet un inverse pour la loi ⋅ i.e. ∀m ∈M, ∃m−1 ∈M tel que m ⋅m−1 =m−1 ⋅m = e.

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible sur la loi, nous identifierons (M, ⋅, e) et M .

La concaténation de deux mots u = a1 . . . an et v = b1 . . . bm est le mot a1 . . . anb1 . . . bm que
l’on notera u ⋅ v ou simplement uv. On a alors défini une loi de composition interne sur Σ*
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Préliminaires et notations 4

associative et d’élément neutre ϵ, lui conférant ainsi une structure de monoïde (Σ*, ⋅, ϵ) appelé
le monoïde libre sur Σ.

Soit Σ−1 = {σ−1 ∣σ ∈ Σ} l’ensemble des inverses formels des lettres de Σ, i.e. Σ−1 est un
ensemble en bijection avec Σ tel que Σ ∩ Σ−1 = ∅ et tout mot u ∈ (Σ ∪ Σ−1)* se réduit en une
forme irréductible ũ par les relations σ ⋅ σ−1 = σ−1 ⋅ σ = ϵ pour tout σ ∈ Σ. On munit alors
l’ensemble des mots irréductibles de (Σ ∪ Σ−1)* d’une structure de groupe, qu’on appellera le
groupe libre sur Σ, en considérant pour loi interne u ⋅ v = ũv.

Nous nous intéresserons aux langages réguliers. Ces langages possèdent plusieurs définitions
équivalentes. Nous les définissons ici avec les automates et en donnons une caractérisation
algébrique, cf. [6] ou [12] pour plus de détails.

Automates
Définition: Un automate fini sur un alphabet Σ est un 4-uplet A = (Q, I,F,∆) où :

— Q est un ensemble fini d’états.
— I ⊆ Q (resp. F ⊆ Q) est l’ensemble des états initiaux (resp. finaux).
— ∆ ⊆ Q ×Σ ×Q est un ensemble fini de transitions.

Notation : Les transitions (p, σ, q) ∈∆ sont notées p
σÐ→ q.

Une exécution de A sur un mot u = a1 . . . an ∈ Σ* est une suite finie d’états (qi)i∈J0,nK telle
que pour tout i ∈ J1, nK il existe une transition qi−1

aiÐ→ qi. L’exécution est dite acceptante si
q0 ∈ I et qn ∈ F .

Le langage reconnu par A, noté JAK, est l’ensemble de mots sur lesquels il existe une exé-
cution acceptante de A. On a alors la définition suivante :

Définition: Un langage L ⊆ Σ* est régulier s’il existe un automate A sur Σ tel que JAK = L.

Notation : Pour tous p, q ∈ Q et u ∈ Σ*, on notera p
uÐ→A q s’il existe une exécution de A sur u

débutant en p et se terminant en q.

Définitions: Soit A = (Q, I,F,∆) un automate et q ∈ Q
— q est dit accessible s’il existe p ∈ I et u ∈ Σ* tels que p

uÐ→A q. Symétriquement, q est dit
co-accessible s’il existe p ∈ F et u ∈ Σ* tels que q

uÐ→A p.
— Si tous ses états sont (co-)accessibles, A est dit (co-)accessible. On dit que A est émondé

s’il est à la fois accessible et co-accessible.
— On dit que A est ambigu s’il existe un mot sur lequel A possède deux exécutions accep-

tantes différentes.
— A est dit complet si pour tous p ∈ Q et σ ∈ Σ il existe q ∈ Q tel que (p, σ, q) ∈∆.

On considérera par la suite des automates supposés complets.

Définition: A est dit déterministe (resp. co-déterministe) si :
— A possède un unique état initial q0 (resp. final qf ) i.e. ∣I ∣ = 1 (resp. ∣F ∣ = 1).
— Si (p, a, q) et (p, a, q′) ∈∆ alors q = q′ (resp. si (p, a, q) et (p′, a, q) ∈∆ alors p = p′).
On définit alors une fonction partielle − ⋅A − ∶ Q × Σ → Q (resp. − ⋅A − ∶ Σ × Q → Q) par

p ⋅A a = q si ∃q ∈ Q (resp. a ⋅A q = p si ∃p ∈ Q) tel que (p, a, q) ∈∆.
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Si A est complet, on étend cette fonction en une action à droite du monoïde Σ* sur Q
− ⋅ − ∶ Q ×Σ* → Q (resp. à gauche − ⋅ − ∶ Σ* ×Q → Q) en posant q ⋅ ϵ = q et q ⋅ (au) = (q ⋅A a) ⋅ u
(resp. ϵ ⋅ q = q et (ua) ⋅ q = u ⋅ (a ⋅A q)) pour tous q ∈ Q, a ∈ Σ et u ∈ Σ*.

Proposition Tout automate est équivalent à (i.e. reconnaît le même langage que) un automate
déterministe et complet.

Un langage est donc régulier si et seulement s’il est reconnu par un automate déterministe et
complet. La section suivante présente une caractérisation de ces langages à l’aide de congruences.

Congruences et automate minimal
Définition: Une relation d’équivalence ∼ sur Σ* est une relation binaire réflexive, symétrique
et transitive. Si, de plus, pour tous u, v ∈ Σ* et σ ∈ Σ, si u ∼ v alors uσ ∼ vσ (resp. σu ∼ σv), on
dit que ∼ est une congruence droite (resp. gauche).

Le nombre de classes d’équivalences de ∼, soit ∣Σ*/ ∼∣, est appelé son indice.

Notation : Pour u ∈ Σ*, on note [u]∼ (ou simplement [u]) la classe d’équivalence de u pour ∼.
On associe à tout automateA déterministe (resp. co-déterministe) d’état initial q0 (resp. final

qf ) la congruence droite (resp. gauche) ∼A définie pour tous u, v ∈ Σ* par u ∼A v⇔ q0 ⋅u = q0 ⋅ v
(resp. u ⋅qf = v ⋅qf ). On peut alors identifier toute classe d’équivalence de ∼A, que nous noterons
simplement [u]A ou [u], à l’état q0 ⋅u (resp. u ⋅ qf ) atteint par A en lisant les mots de [u]A. On
notera alors pour tout état q ∈ Q, [q] ∈ Σ*/ ∼A pour désigner la classe d’équivalence à laquelle
il est identifié.

Définition: Si ∼1 et ∼2 sont deux relations d’équivalence sur Σ*, on dit que ∼1 est plus fine
que ∼2 (ou ∼2 est plus grossière que ∼1) si, pour tous u, v ∈ Σ*, si u ∼1 v alors u ∼2 v. On note
alors ∼1⊑∼2.

En particulier, on dit qu’un automate A1 est plus fin qu’un automate A2 si ∼A1⊑∼A2 et on
note simplement A1 ⊑ A2. Dans ce cas, A2 possède un nombre d’états inférieur à celui de A1.

L’automate minimal d’un langage L peut alors être défini comme l’automate déterministe
le moins fin reconnaissant L.

Définition: Pour tout langage L ⊆ Σ* et u ∈ Σ*, on définit le résiduel (à gauche) de L par
rapport à u par u−1L = {v ∈ Σ* ∣uv ∈ L}. On peut alors définir la congruence syntaxique (droite)
associée à L, que nous noterons ∼L, pour tous u, v ∈ Σ* par u ∼L v ⇔ u−1L = v−1L (i.e.
∀w ∈ Σ*, uw ∈ L⇔ vw ∈ L).

Cette congruence, aussi appelée la congruence de Myhill-Nerode, nous donne une caracté-
risation algébrique des langages réguliers.

Théorème (Myhill-Nerode)
Un langage L est régulier si et seulement si ∼L est d’indice fini.

De plus, si cette congruence est d’indice fini, elle permet de définir l’automate minimal
AL = (QL, IL, FL,∆L) de L par :

QL = Σ*/ ∼L, IL = {[ϵ]}, FL = {[u] ∣u ∈ L} et ∆L = {([u], σ, [uσ]) ∣u ∈ Σ*, σ ∈ Σ}
(Prendre des résiduels à droite donne, symétriquement, une congruence syntaxique gauche

donnant un automate co-déterministe minimal)



Chapitre 1

Transductions

Les transducteurs sont des automates munis de sorties leur permettant de réaliser des re-
lations, appelées transductions, entre langages réguliers. Plusieurs classes de fonctions peuvent
être définies selon les propriétés des transducteurs pouvant les réaliser. Dans ce chapitre, nous
introduisons ce modèle et présentons les classes de fonctions qui interviendront dans les cha-
pitres suivants.

1.1 Transducteurs
Définition 1.1: Un transducteur, d’alphabet d’entrée Σ (resp. de sortie Γ), est un 4-uplet
T = (A, s , i , t) où :

— A = (Q, I,F,∆) est un automate fini sur Σ.
— s ∶∆→ Γ* est la fonction de sortie.
— i ∶ I → Γ* est la fonction de sortie initiale.
— t ∶ F → Γ* est la fonction de sortie terminale.

Notation : Les transitions δ = (p, σ, q) ∈∆ avec s(δ) = w sont notées p
σ∣wÐÐ→ q.

Comme pour les automates, une exécution de T sur un mot u = a1 . . . an ∈ Σ* est une
suite finie d’états (qi)i∈J0,nK telle que pour tout i ∈ J1, nK il existe une transition qi−1

ai∣wiÐÐ→ qi.
L’exécution est acceptante si q0 ∈ I et qn ∈ F .

La sortie d’une telle exécution est le mot i(q0)w1 . . .wnt(qn) ∈ Γ*, résultant de la concaténa-
tion des mots produits à chaque transition et du mot donné par l’image de l’état initial (resp.
final) par la fonction de sortie initiale (resp. terminale).

La transduction réalisée par T est la relation JT K ⊂ Σ* × Γ* définie par (u,w) ∈ JT K si et
seulement s’il existe une exécution acceptante de T sur u ayant pour sortie w.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que Σ = Γ.
On dira qu’un transducteur est fonctionnel si la relation qu’il réalise est une fonction. Il

est possible de décider en temps polynomial (cf. [4]) si un transducteur est fonctionnel. On ne
considérera dans ce mémoire que des transducteurs fonctionnels.
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Chapitre 1 Transductions 7

1.2 Classes de transductions

1.2.1 Fonctions rationnelles

Définition 1.2: Une fonction f ∶ Σ* → Σ* est rationnelle s’il existe un transducteur T sur Σ
tel que JT K = f .

Exemple 1.1: Soient Σ = {a, b}, σ ∈ Σ et w ∈ Σ*.
On définit la fonction last sur Σ+ par last(wσ) = σ∣w∣+1. Elle transforme toutes les lettres

d’un mot en sa dernière lettre.

qa

ϵ

qb

ϵ

qf

ϵ

a ∣ a

σ ∣ a

b ∣ b

σ ∣ b

Figure 1.1 – Transducteur
réalisant last (σ ∈ Σ)

Cette fonction est rationnelle. Elle est réalisée par le trans-
ducteur représenté par la figure ci-contre. Il possède deux états
initiaux : qa et qb lui permettant de "prédire" de manière non
déterministe la dernière lettre de son mot d’entrée et de produire
les sorties adéquates. Son unique état final est qf . Sur la figure,
les valeurs étiquetant les flèches entrantes dans les états initiaux
(resp. sortante des états finaux) sont celles de la fonction de sor-
tie initiale (resp. terminale). Ici, ces deux fonctions sont toujours
égales à ϵ (dans ce cas les étiquettes seront omises par la suite).

Exemple 1.2: La fonction mir transformant tout mot en son
image miroir (i.e. mir(a1 . . . an) = an . . . a1) n’est pas une fonction rationnelle. Intuitivement,
cela vient du fait qu’un transducteur ne peut lire son entrée qu’une seule fois de gauche à droite.
Il ne peut donc pas produire de sortie avant d’avoir atteint la fin du mot et doit "retenir" un
nombre non borné de lettres.

Cette fonction est dite régulière. Elle peut être réalisée par un transducteur bidirectionnel
pouvant changer de sens de lecture pendant son exécution (cf. [14]).

Nous verrons, au chapitre suivant, une caractérisation algébrique des fonctions rationnelles
basée sur un modèle appelé bimachine.

1.2.2 Fonctions séquentielles

Une sous-classe de la classe des fonctions rationnelles, possédant des propriétés intéressantes,
est la classe des fonctions séquentielles.

Définition 1.3: Une fonction f ∶ Σ* → Σ* est séquentielle s’il existe un transducteur T =
(A, s , i , t) sur Σ tel que JT K = f et A est un automate déterministe.

On dira alors d’un transducteur dont l’automate sous-jacent est (co-)déterministe qu’il est
(co-)séquentiel.

Exemple 1.3: Le transducteur de la figure 1.1 est co-séquentiel. Il est cependant impossible
de construire un transducteur séquentiel réalisant la fonction last. Cela vient du fait qu’un
automate déterministe ne peut pas "deviner" la dernière lettre de son mot d’entrée.

Étant donnée une fonction rationnelle, il est possible de décider en temps polynomial si
elle est séquentielle (cf. [4]). Il existe également une caractérisation algébrique de la classe
des fonctions séquentielles, similaire au théorème de Myhill-Nerode, permettant d’obtenir le
transducteur minimal. Nous présenterons cette caractérisation au chapitre suivant.
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Exemple 1.4: Soit Σ = {a, b}. Pour σ ∈ Σ, soit σ = {
a si σ = b
b si σ = a

q

a ∣ b

b ∣ a

Figure 1.2 –
Transducteur
réalisant ⋅̄

La fonction inversant toutes les lettres d’un mot (i.e. a1a2 . . . an = a1 a2 . . . an)
est une fonction séquentielle réalisée par le transducteur séquentiel ci-contre.

1.2.3 Fonctions multiséquentielles

Nous allons nous intéresser à une classe intermédiaire entre celle des fonc-
tions séquentielles et celle des fonctions rationnelles. Introduites dans [9] sous
le nom de fonctions "pluri-sous-séquentielles", les fonctions multiséquentielles
sont des fonctions rationnelles pouvant être décomposées en une union finie de
fonctions séquentielles.

Définition 1.4: Une fonction f ∶ Σ* → Σ* est multiséquentielle s’il existe un nombre fini k de
fonctions séquentielles f1, . . . , fk telles que f = ⋃k

i=1 fi.

Exemple 1.5: La fonction last définie précédemment est multiséquentielle.

pa

pb

qa

qb

b ∣ a

a ∣ a

b ∣ a

a ∣ a

a ∣ b

b ∣ b

a ∣ b

b ∣ b

Figure 1.3 – Transducteur
multiséquentiel réalisant last

En effet, il suffit de décomposer son domaine suivant la der-
nière lettre du mot d’entrée. La fonction peut alors être réalisée
séquentiellement sur chacune des deux parties comme le montre
la figure ci-contre.

Définition 1.5: Le plus petit entier k tel qu’une fonction multi-
séquentielle f s’écrit comme réunion de k fonctions séquentielles
est appelé son degré de séquentialité. On dit alors que f est k-
séquentielle.

La fonction last de notre exemple est 2-séquentielle.
Certaines fonctions rationnelles ne sont pas multiséquen-

tielles :

Exemple 1.6: Soit Σ = {a, b} et Σ# = Σ ∪ {#}.
Considérons une version itérée de la fonction last opérant sur des mots décomposés en un

nombre de blocs prédéfini : pour tout entier n on définit la fonction lastn sur (Σ+#)n−1Σ+ pour
tous w1, . . . ,wn ∈ Σ+ par

lastn(w1#w2# . . .#wn) = last(w1)#last(w2)# . . .#last(wn)

Nous démontrerons plus tard que cette fonction est 2n-séquentielle.
La fonction last* opérant sur un nombre non borné de blocs (i.e. last* = ⋃n∈N* lastn) n’est

pas multiséquentielle. Pourtant, c’est une fonction rationnelle. En effet, il suffit d’ajouter les
transitions qf

#∣#ÐÐ→ qa et qf
#∣#ÐÐ→ qb au transducteur de la figure 1.1 afin d’obtenir un transducteur

réalisant last*.

Il est démontré dans [16] qu’il est possible de décider, en temps polynomial, si une fonction
rationnelle est multiséquentielle. La caractérisation donnée dans [16] (ou [9]) consiste à déter-
miner si un certain motif apparaît dans le transducteur définissant la fonction. Cependant, il
n’existe pour l’instant aucune caractérisation algébrique de la classe. L’un des objectifs de ce
stage était alors d’essayer d’obtenir une propriété, caractérisant les fonctions multiséquentielles,
indépendante de la machine réalisant la fonction considérée.



Chapitre 2

Caractérisations algébriques

Intéressons nous maintenant aux caractérisations algébriques des classes de fonctions que
nous avons introduites au chapitre précédent. Ces caractérisations permettent, entre autre,
d’obtenir un objet canonique, similaire à l’automate minimal dans le cas des langages réguliers,
réalisant la fonction donnée.

2.1 Fonctions séquentielles
Le cas le plus simple est celui des fonctions séquentielles. Comme pour le théorème de

Myhill-Nerode, une congruence syntaxique caractérisant ces fonctions a été introduite dans [7].
Afin de la définir, nous aurons besoin des notations suivantes :
Notations : Soit Σ un alphabet et u et v deux mots sur Σ

— On note u ⪯ v si u est un préfixe de v (i.e. s’il existe w ∈ Σ* tel que v = uw).
— On note u ∧ v le plus long préfixe commun de u et v (i.e. u ∧ v ⪯ u, v et ∀w ⪯ u, v on a

w ⪯ u∧v). Cette notation se généralise à tout langage L. On note ⋀L le plus long préfixe
commun de tous les mots de L avec ⋀∅ = ϵ.

Définition 2.1: Soit f ∶ Σ* → Σ* une fonction. On définit la fonction f̂ ∶ Σ* → Σ* par

f̂(u) = ⋀{f(uw) ∣w ∈ u−1dom(f)} = ⋀
uw∈dom(f)

f(uw)

On définit alors la congruence syntaxique associée à f , notée ∼f , par

u ∼f v⇔
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

u−1dom(f) = v−1dom(f)
∀w ∈ u−1dom(f), f̂(u)−1f(uw) = f̂(v)−1f(vw)

La première condition est la même que pour la congruence de Myhill-Nerode, elle assure que
le domaine de la fonction est reconnu. La seconde, quant à elle, assure que les sorties produites
après la lecture de deux mots équivalents sont les mêmes.

On a alors, comme dans le cas des langages réguliers :

Théorème 2.1 (Choffrut [7])
Une fonction f est séquentielle si et seulement si ∼f est d’indice fini.

9
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Dans ce cas, cette congruence permet de définir le transducteur minimal de f (i.e. le trans-
ducteur séquentiel le moins fin réalisant f) Tf = (Af , sf , if , tf) où Af = (Qf , If , Ff ,∆f) est défini,
comme l’automate minimal dans le cas des langages réguliers, par :

Qf = Σ*/ ∼f , If = {[ϵ]}, Ff = {[u] ∣u ∈ dom(f)} et ∆f = {([u], σ, [uσ]) ∣u ∈ Σ*, σ ∈ Σ}
Pour les sorties :

— On définit sf , pour toute transition δ = ([u], σ, [uσ]) ∈∆f , sf(δ) = f̂(u)−1f̂(uσ).
— On définit if par if([ϵ]) = f̂(ϵ) et tf , pour tout u ∈ dom(f), par tf([u]) = f̂(u)−1f(u).

2.2 Fonctions rationnelles
La caractérisation algébrique des fonctions rationnelles passe par un modèle appelé bima-

chine. Ce modèle, introduit par Schützenberger dans [19], possède la même expressivité que les
transducteurs.

2.2.1 Bimachines

Comme son nom l’indique, une bimachine est composée de deux automates et d’une fonction
de sortie dépendant de leurs états et des lettres lues. Ces deux automates lui permettent de
traiter son entrée dans les deux sens simultanément (de gauche à droite et inversement).

Définition 2.2: Une bimachine, d’alphabet Σ, est un 5-uplet B = (L,R, ω, λ, ρ) où :
— L = (L,{l0} , FL,∆L) est un automate fini déterministe appelé son automate droit.
— R = (R, IR,{r0} ,∆R) est un automate fini co-déterministe appelé son automate gauche.
— ω ∶ L ×Σ ×R → Σ* est une fonction partielle de sortie.
— λ ∶ IR → Σ* et ρ ∶ FL → Σ* sont, respectivement, la fonction de sortie terminale gauche et

droite.
On étend ω en une fonction partielle ω ∶ L×Σ*×R → Σ* en posant ω(l, ϵ, r) = ϵ et ω(l, uv, r) =

ω(l, u, v ⋅ r)ω(l ⋅ u, v, r) pour tous l ∈ L, r ∈ R et u, v ∈ Σ*.
La bimachine réalise la fonction JBK ∶ Σ* → Σ* définie par

JBK(u) = λ(u ⋅ r0)ω(l0, u, r0)ρ(l0 ⋅ u)

Ou, plus explicitement, si u = a1 . . . an

JBK(u) =λ(u ⋅ r0)ω(l0, a1 , a2 . . . an ⋅ r0)ω(l0 ⋅ a1, a2 , a3 . . . an ⋅ r0) . . .
. . . ω(l0 ⋅ a1 . . . an−2, an−1 , an ⋅ r0)ω(l0 ⋅ a1 . . . an−1, an , r0)ρ(l0 ⋅ u)

Exemple 2.1: Soit Σ = {a, b}. On définit la fonction swap, inversant la première et la dernière
d’un mot. i.e. pour tout w ∈ Σ*, swap(w) = w si ∣w∣ < 2 et pour tous σ, τ ∈ Σ, swap(σwτ) = τwσ.

C’est une fonction rationnelle, réalisée par la bimachine de la figure 2.1, où les sorties sont

définies, pour tous σ ∈ Σ, l ∈ L et r ∈ R, par ω(l, σ, r) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

τ si
l = l0 et r = rτ

ou l = lτ et r = r0
où τ ∈ Σ

σ sinon
et

λ(r) = ρ(l) = ϵ.
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l0

lb

la

b

a

a, b

a, b

Automate L

r0

rb

ra

b

a, b

a

a, b

Automate R

Figure 2.1 – Bimachine réalisant swap

États de L :
Entrée :

États de R :

Sortie :

l0 la la la la

rb rb rb rb r0

a b a b

ϵ b b a a ϵ

Figure 2.2 – Exemple d’exécution de la bima-
chine sur le mot abab

2.2.2 Congruences et bimachines minimales

Dans [18], les auteurs introduisent une congruence gauche canonique associée à toute fonc-
tion rationnelle, permettant d’obtenir l’automate droit minimal de cette fonction. i.e. l’automate
droit le moins fin de tous les automates droits des bimachines réalisant la fonction.

Cette congruence est définie à l’aide de la distance préfixe, notée ∥⋅, ⋅∥, définie pour tous mots
u et v sur un alphabet Σ par ∥u, v∥ = ∣u∣ + ∣v∣ − 2∣u ∧ v∣ = ∣u−1v∣.
Définition 2.3: Soit f ∶ Σ* → Σ* une fonction. On définit la congruence syntaxique gauche
associée à f , notée ¢f , par

u¢f v⇔
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

dom(f)u−1 = dom(f)v−1

sup
w ∈dom(f)u−1

∥f(wu), f(wv)∥ < ∞

Si f est rationnelle, ¢f est d’indice fini et on construit naturellement l’automate droit
minimal de f Rf = (Rf , IRf

, FRf
,∆Rf

) en prenant Rf = Σ*/ ∼f , IRf
= {[u] ∣u ∈ dom(f)},

FRf
= {[ϵ]}, et ∆Rf

= {([σu], σ, [u]) ∣u ∈ Σ*, σ ∈ Σ}. La réciproque nécessite cependant que la
préimage par f de tout langage régulier est un langage régulier (cf. [18]).

Il est, bien sûr, possible de définir symétriquement une congruence syntaxique droite ↝f

associée à f permettant d’obtenir l’automate gauche minimal.
Nous pouvons obtenir, à partir de cet automate droit, une bimachine canonique réalisant la

fonction. En effet, une méthode permettant de construire l’automate gauche minimal associé
à l’automate droit d’une bimachine réalisant une fonction rationnelle est décrite dans [13].
Cet automate est construit à l’aide d’une congruence similaire à celle de la définition 2.1 où
l’information donnée par l’automate droit est prise en compte. Cette construction permet aussi
de réduire l’automate droit d’une bimachine dont l’automate gauche est fixé, permettant ainsi,
en réduisant l’automate droit par rapport à l’automate gauche puis inversement, d’obtenir une
bimachine minimale (i.e. telle que tout autre bimachine réalisant la fonction a un automate
droit ou gauche plus fin).



Chapitre 3

Transducteurs à registres

Un modèle alternatif de transducteurs a été introduit dans [1]. Ce modèle appelé transduc-
teur à registres (Streaming String Transducer ou SST) est constitué d’un automate déterministe
muni d’un nombre fini de registres contenant des mots sur l’alphabet de sortie. Ces registres
sont mis à jour à chaque transition, en fonction de leurs valeurs précédentes, par des opérations
de concaténation et servent à définir la sortie à la fin de l’exécution.

qX ∶= ϵ X

σ ∣X ∶= σX

Figure 3.1 – SST réa-
lisant mir (σ ∈ Σ)

L’expressivité des transducteurs à registres ne se limite pas qu’aux
fonctions rationnelles. En effet, la figure ci-contre représente un trans-
ducteur à registres réalisant la fonction mir de l’exemple 1.2. L’unique
registre X de ce SST est initialisé à ϵ (dans ce cas les étiquettes seront
omises par la suite) puis mis à jour en ajoutant à gauche de sa valeur
actuelle la lettre lue à chaque transition. La sortie est alors la valeur
de X à la fin de l’exécution (l’image miroir du mot d’entrée).

En imposant des restrictions sur les opérations autorisées pour
la mise à jour des registres, il est possible de définir des transducteurs à registres réalisant
uniquement les fonctions des classes de transductions que nous avons introduites précédemment.

3.1 Classes de fonctions et transducteurs à registres
Les transducteurs à registres réalisant les fonctions rationnelles sont ceux dont toutes les

mises à jour sont de la forme X ∶= Y w où X et Y sont deux registres (non nécessairement
distincts) et w est un mot sur l’alphabet de sortie. On ne considérera dans ce mémoire que les
SST de cette classe. Ils sont définis formellement comme suit :

Définition 3.1: Un transducteur à registres, d’alphabet Σ, est un 5-uplet T = (A,X ,U, v0, µ)
où :

— A = (Q,{q0} , F,∆) est un automate fini déterministe.
— X est un ensemble fini de registres.
— U ∶∆→ F(X ,X ×Σ*) est la fonction (totale) de mise à jour des registres.
— v0 ∶ X → Σ* est la fonction d’initialisation des registres.
— µ ∶ F → X ×Σ* est la fonction (totale) de sortie.

On considère les fonctions
f ∶ ∆→ F(X ,X)

δ ↦ fδ = πX ○U(δ)
et

a ∶ ∆→ F(X ,Σ*)
δ ↦ aδ = πΣ* ○U(δ)

.
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La fonction fδ sera appelée le flow de la transition δ.
Les configurations d’un SST sont des couples (q, v) ∈ Q × F(X ,Σ*). On dit que v est une

valuation. Elle associe à chaque registre le mot qu’il contient.
Une exécution de T sur un mot u = a1 . . . an ∈ Σ* est une suite finie de configurations

(qi, vi)i∈J0,nK telle que, pour tout i ∈ J1, nK, δi = (qi−1, ai, qi) ∈ ∆ et vi(X) = vi−1(fδi(X))aδi(X)
pour tout registre X ∈ dom(vi) = f−1δi (dom(vi−1)).

L’exécution est acceptante si qn ∈ F , πX ○ µ (qn) ∈ dom(vn), et le premier terme de la suite
est (q0, v0) où q0 est l’état initial de A et v0 est la fonction d’initialisation des registres.
T réalise une fonction JT K ∶ Σ* → Σ* définie, sur les mots u ∈ Σ* tels qu’il existe une

exécution acceptante (qi, vi)i∈J0,nK de T sur u, par

JT K(u) = vn(πX ○ µ (qn))πΣ* ○ µ (qn)

Remarque : Cette définition est légèrement différente de la définition classique des SST.
Usuellement, les fonctions de valuation et de mises à jour des registres sont des fonctions
totales. Tous les registres doivent avoir une valeur tout au long de l’exécution. Notre définition
permet d’éviter des problèmes liés aux domaines lors de la transformation des bimachines en
SST que nous verrons au cinquième chapitre.

On dit qu’un SST est à registres indépendants si le flow de toute transition est égal à
l’identité (i.e. si toutes les mises à jour sont de la forme X ∶= Xw). Il est démontré dans [10]
que ces SST correspondent à ceux réalisant les fonctions multiséquentielles :

Proposition 3.1 Pour tout entier k, une fonction est k-séquentielle si et seulement si elle peut
être réalisée par un SST possédant k registres indépendants.

En particulier, une fonction est séquentielle si et seulement si elle est réalisée par un SST
possédant un unique registre.

3.2 Minimisation de registres
Le problème naturel de minimisation pour les SST est celui de la minimisation de registres.

Il s’énonce comme suit : étant donné un SST T et un nombre k, existe-t-il un SST T ′ équivalent
à T (i.e. JT ′K = JT K) possédant k registres.

Dans le cas des fonctions rationnelles, ce problème a été résolu dans [11] par une méthode
consistant à déterminer si un certain motif apparaît dans un transducteur réalisant la fonction
donnée. Une méthode similaire a été utilisée dans [10] pour les SST à registres indépendants.
Dans ce cas, résoudre ce problème revient à déterminer le degré de séquentialité de la fonction
donnée.

Dans cette étude, nous avons tenté de résoudre ce problème à l’aide des bimachines. Cette
approche algébrique vise à répondre à ces questions en identifiant les propriétés intrinsèques aux
fonctions, indépendantes du modèle utilisé pour les représenter, décidant de leur réalisabilité
par un modèle donné. Les résultats que nous avons obtenus feront l’objet des chapitres suivants.



Chapitre 4

Fonctions multiséquentielles

Comme nous l’avons souligné dans la section 1.2.3, les fonctions multiséquentielles ne pos-
sèdent pas encore de caractérisation algébrique. Nous avons alors tenté d’en obtenir une à partir
de celle des fonctions rationnelles. Ce chapitre décrit notre approche. Notre étude nous a aussi
mené à analyser l’algorithme de déterminisation faible présenté dans [16] afin d’obtenir une
borne sur le degré de séquentialité.

4.1 Caractérisation algébrique
L’automate droit d’une bimachine peut être vu comme un automate fournissant des infor-

mations sur la suite du mot (look-ahead régulier) à l’automate gauche pour lui permettre de
réaliser séquentiellement la fonction. Il existe alors un lien entre les états initiaux de l’automate
droit de la bimachine réalisant une fonction multiséquentielle et sa décomposition en union de
fonctions séquentielles.

La fonction swap de l’exemple 2.1 est une fonction 2-séquentielle. Les mots de son do-
maine peuvent être séparés selon leur dernière lettre et elle peut ainsi être réalisée séquentiel-
lement sur chacune des deux parties. Nous pouvons remarquer que le rôle de son automate
droit minimal (figure 2.1) est, justement, de distinguer les mots se terminant par a ou b.

ra

rb

r0

a, b

a

b, a

b

#

#

Figure 4.1 – Rlast*

Plusieurs exemples, dont notamment toutes les fonctions mul-
tiséquentielles citées jusqu’à présent dans ce mémoire, semblaient
confirmer que restreindre la fonction aux classes d’équivalences cor-
respondant aux états initiaux de son automate droit minimal per-
mettait, dans le cas des fonctions multiséquentielles, d’obtenir une
décomposition en union finie de fonctions séquentielles.

Cette classification ne fonctionne évidemment pas pour les fonc-
tions qui ne sont pas multiséquentielles. La figure ci-contre repré-
sente l’automate droit minimal de la fonction (non multiséquen-
tielle) last* de l’exemple 1.6. Si l’on prend par exemple l’état ini-
tial ra, il est facile de montrer que last* restreinte à [ra] n’est pas
séquentielle. En effet, d’après [8], une fonction est séquentielle si et
seulement si elle est à variations bornées.

Définition 4.1: Une fonction f ∶ Σ* → Σ* est à variations bornées si ∀l ≥ 0,∃L ≥ 0 tel que si
u, v ∈ dom(f) et ∥u, v∥ ≤ l alors ∥f(u), f(v)∥ ≤ L.
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Il suffit alors de prendre, pour l = 1 et pour tout L ≥ 0, les mots u = a#aL/2 et v = ub. On a
bien u, v ∈ [ra] et ∥u, v∥ = 1 ≤ l mais ∥last*(u), last*(v)∥ = ∥a#aL/2, a#bL/2b∥ = L + 1 > L. D’où
la non séquentialité de last*∣[ra].

Nous avons cependant réussi à construire un exemple de fonction multiséquentielle ne vé-
rifiant pas cette propriété, en prenant une version totale de lastn appliquant la fonction last
sur les n premiers blocs de son entrée et ignorant le reste. En considérant que last(ϵ) = ϵ, on
définit, pour tout entier n, la fonction totale lastnt ∶ Σ*

# → Σ*
#, pour tous v ∈ Σ*

#, u1, . . . , un ∈ Σ*

et k ∈ J1, nK, par :

lastnt (u1#u2# . . .#uk) = last(u1)#last(u2)# . . .#last(uk)
et lastnt (u1#u2# . . .#un#v) = last(u1)#last(u2)# . . .#last(un)#v

l0 l# l##

a, b

#

a, b, #

#

a, b

Llast2t

ra

rb

r0

a, b

a

b, a

b

#

#

#

Rlast2t

Figure 4.2 – Bimachine cano-
nique de last2t

Cette fonction a le même degré de séquentialité que lastn
car elles peuvent être réalisées par le même transducteur
(à quelques légères modifications près) elle est donc bien
multiséquentielle.

Par contre, pour n = 2 par exemple, l’automate droit de
la bimachine canonique de last2t , représenté sur la figure ci-
contre, ne permet pas d’obtenir sa décomposition. En effet,
en reprenant le même raisonnement que pour last*, il est
clair que last2

t∣[ra] n’est pas à variations bornées et donc non
séquentielle.

De plus, l’automate droit minimal de toutes les fonctions
lastnt est le même que celui de last2t représenté ci-contre.
La seule différence entre leurs bimachines canoniques réside
dans leurs automates gauches. On a alors une infinité de
fonctions multiséquentielles, ayant des degrés de séquentia-
lité différents, partageant le même automate droit minimal
ce qui prouve qu’il est insuffisant de considérer seulement
l’information donnée par ce dernier.

Néanmoins, il existe toujours un automate droit permet-
tant de décomposer les fonctions multiséquentielles :

Proposition 4.1 Une fonction f est multiséquentielle si et
seulement s’il existe une bimachine réalisant f admettant un
automate droit R = (R, IR,{r0} ,∆R) tel que

∀r ∈ IR, f∣[r] est une fonction séquentielle (4.1)

Démonstration
⇒) Soient f1, . . . , fk des fonctions séquentielles telles que f = ⋃k

i=1 fi, réalisée respectivement
par les transducteurs séquentiels T1, . . . ,Tk, dont les automates sous-jacents seront notés
Aj = (Qj,{q0,j} , Fj,∆j) pour tout 1 ≤ j ≤ k. f est donc réalisée par la réunion disjointe
T = ⊔k

i=1 Ti dont l’automate sous-jacent sera noté A = (Q, I,F,∆).
D’après [15], il existe une bimachine B = (L,R, ω, λ, ρ) réalisant f oùR = (R, IR,{r0} ,∆R)
est l’automate résultant de la co-déterminisation de A.
Montrons que R vérifie (4.1) : Soit r ∈ IR. Il existe alors i ∈ J1, kK tel que [r] ⊆ dom(fi) et
donc f∣[r] ⊆ fi d’où sa séquentialité.
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En effet, pour tout mot w = a1 . . . an ∈ [r], l’unique exécution de R sur w est la suite
(aj+1 . . . an ⋅R r0)j∈J0,nK où w ⋅R r0 = r. De plus, I = {q0,j ∣ j ∈ J1, kK} et r ∈ IR alors I ∩ r ≠ ∅
donc ∃i ∈ J1, kK, q0,i ∈ r.
On a alors nécessairement q0,i ⋅Ai

a1 . . . aj ∈ aj+1 . . . an ⋅R r0 pour tout j ∈ J0, nK car A
est une réunion disjointe des Aj et, par définition, pour tous a ∈ Σ et s ∈ R, a ⋅R s =
{p ∈ Q ∣ ∃q ∈ s, (p, a, q) ∈∆}. Donc si p ∈ Qi ∩ a ⋅R s alors ∃q ∈ s tel que (p, a, q) ∈ ∆i i.e.
p ⋅Ai

a = q ∈ Qi ∩ s ⊆ s.
En particulier, q0,i ⋅Ai

w ∈ Fi car r0 = ⊔k
j=1Fj donc w ∈ dom(fi).

⇐) f est clairement multiséquentielle car f = ⋃s∈IR f∣[r] et IR est un ensemble fini.
∎

Il est alors possible de raffiner l’automate droit minimal de toute fonction multiséquentielle
afin d’obtenir un automate droit vérifiant 4.1. La figure ci-dessous, par exemple, représente deux
automates droits de last2t , possédant un nombre d’état minimal, vérifiant cette condition. Les
couleurs représentent les états de Rlast2t

qui ont été séparés (par exemple [r0] = [r#a] ∪ [r#b]).

r#ar#b ra#a

rb#a

ra#b

rb#b

#

#

#

#
#

# a

a, b

a

a, b

b

a, b

b

a, b

r#ar#b

ra#a

rb#a

ra#b

rb#b

# #
#

#

#
#

a

a, b

a

a, b

b
a, b

b

a, b

Figure 4.3 – Automates droits de last2t vérifiant (4.1)

La caractérisation donnée par la proposition 4.1 est cependant insatisfaisante. Elle est trop
proche de la définition des fonctions multiséquentielles et elle ne permet pas d’obtenir un au-
tomate droit vérifiant (4.1) indépendamment du transducteur réalisant la fonction donnée.

Dans le but d’obtenir une condition d’arrêt pour une éventuelle procédure de raffinement de
l’automate droit minimal, nous nous sommes intéressés au degré de séquentialité des fonctions
multiséquentielles. Nous avons réussi à obtenir une borne inférieure et une borne supérieure à ce
degré, toutes deux exponentielles en le nombre d’états d’un transducteur réalisant la fonction.
Ces résultats font l’objet de la section suivante.

4.2 Degré de séquentialité
Dans [16], les auteurs décrivent une procédure, appelée déterminisation faible, permettant

de décomposer un transducteur réalisant une fonction multiséquentielle en réunion finie de
transducteurs séquentiels. Cette construction est détaillée dans l’annexe A.
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En modifiant légèrement la méthode de séparation du transducteurW(T ) donné par la pro-
cédure, il est possible de réduire le nombre de transducteurs dans la réunion. Dans la construc-
tion de [16], W(T ) est décomposé selon les chemins du graphe Ψ(W(T )) des composantes
fortement connexes de W(T ).

Si l’on contracte dans Ψ(W(T )) toutes les arêtes correspondant à une transition détermi-
niste de W(T ) (i.e. telle qu’il n’existe aucune autre transition ayant le même état de départ et
la même lettre d’entrée), on obtient un nouveau graphe, que nous appellerons graphe des com-
posantes déterministes deW(T ) et que nous noterons Φ(W(T )), dont les arêtes correspondent
uniquement aux transitions non déterministes de W(T ).

Il suffit alors de considérer la réunion sur tous les chemins p dans Φ(W(T )), commençant
dans la composante déterministe contenant l’état initial de W(T ) et se terminant dans une
composante contenant un état final, des transducteurs obtenus à partir deW(T ) en supprimant
toutes les arêtes non déterministes n’apparaissant pas dans p. D’où le résultat suivant :

Proposition 4.2 Toute fonction multiséquentielle réalisée par un transducteur T = (A, s , i , t),
d’alphabet Σ, où A = (Q, I,F,∆), admet un degré de séquentialité au plus exponentiel en ∣Q∣.

Démonstration Les seules transitions non déterministes deW(T ) sont celles crées par l’opé-
ration de séparation des transitions qui ne préservent pas le rang. Par conséquent, toutes ses
composantes déterministes doivent contenir un état du type {(q, ϵ)} avec q ∈ Q. Donc le graphe
Φ(W(T )) a au plus ∣Q∣ sommets.

On a alors au plus 2∣Q∣−1 choix possibles de sommets pouvant être empruntés par les chemins
de Φ(W(T )) commençant dans la composante déterministe contenant l’état initial de W(T )
et se terminant dans une composante contenant un état final. Le nombre total de chemins est
donc borné par 2∣Q∣−1N ∣Q∣ < (2N)∣Q∣ où N est le nombre maximal d’arrêtes entre les sommets
de Φ(W(T )).

Il est démontré dans [16] que, pour les fonctions multiséquentielles, la tailles des mots
pouvant apparaître dans les états de W(T ) est bornée (par une borne de taille polynomiale
en ∣Q∣). Par conséquent, si on note cette borne M , W(T ) a au plus 2∣Q∣(∑

M
i=0 ∣Σ∣i) ≤ 2∣Q∣(M+1)∣Σ∣M

états. On note K = 2∣Q∣(M+1)∣Σ∣
M . La somme des cardinaux des composantes déterministes de

W(T ) est bornée par K ces composantes ne peuvent donc pas contenir plus de K états.
De plus, toutes les transitions non déterministes de W(T ) doivent nécessairement mener

vers un état du type {(q, ϵ)}. C’est pourquoi, il y a au plus ∣Σ∣ ⋅K arêtes entre deux sommets
distincts de Φ(W(T )).

Le nombre des chemins dans Φ(W(T )), et par conséquent le degré de séquentialité, est alors
borné par (2∣Σ∣ ⋅K)∣Q∣ d’où le résultat. ∎

qa1

qb1

q#nq#1

qa2

q#2

qb2

. . .

qan

qbn

#
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# ∣#

#
∣#

# ∣#

#
∣#

# ∣#

a
∣a

a ∣ a, b ∣ a

a
∣a

a ∣ a, b ∣ a

a
∣a

a ∣ a, b ∣ a

b
∣b

a ∣ b, b ∣ b

b
∣b

a ∣ b, b ∣ b

b
∣b

a ∣ b, b ∣ b

Figure 4.4 – Transducteur réalisant lastn

Cette borne ne peut pas être améliorée. En
effet, la fonction lastn de l’exemple 1.6 est réa-
lisée par le transducteur, possédant 3n états,
représenté par la figure ci-contre et est de de-
gré de séquentialité 2n, soit 2∣Q∣/3.

Pour démontrer ce degré de séquentialité,
nous aurons besoin de la propriété de Lip-
schitz d’ordre k, définie dans [10], caractéri-
sant les fonctions k-séquentielles.
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Définition 4.2: (Propriété de Lipschitz d’ordre k)
Une fonction f satisfait la propriété de Lipschitz d’ordre k s’il existe L ∈ N tel que pour

tous w0, . . . ,wk ∈ dom(f) il existe 0 ≤ i < j ≤ k tels que ∥f(wi), f(wj)∥ ≤ L (∥wi,wj∥ + 1)

Proposition 4.3 ([10])
Une fonction satisfait la propriété de Lipschitz d’ordre k si et seulement si elle peut être

réalisée par un transducteur k-séquentiel.

Il suffit alors de démontrer que lastn est réalisée par un transducteur pouvant s’écrire comme
une réunion de 2n transducteurs séquentiels et qu’elle ne satisfait pas la propriété de Lipschitz
d’ordre 2n − 1.

pi,1

qi,nqi,1

pi,2

qi,2

pi,n

. . .

ui,1 ∣ ui,1

u
i,
1
∣u

i,
1

ui,2 ∣ ui,2

u
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2
∣u

i,
2

ui,n ∣ ui,n

u
i,
n
∣u

i,
n

u
i,
1
∣u

i,
1

#
∣#

ui,1 ∣ ui,1
u
i,
2
∣u

i,
2

#
∣#

ui,2 ∣ ui,2

#
∣#

u
i,
n
∣u

i,
n

ui,n ∣ ui,n

Figure 4.5 – Transducteur Ti

Considérons la suite (ui)i∈J0,2n−1K de
mots de {a, b}n ordonnés lexicographique-
ment (où a < b), i.e. u0 = a . . . aa, u1 =
a . . . ab, . . . , u2n−2 = b . . . ba, u2n−1 = b . . . bb avec
∣ui∣ = n pour tout i ∈ J0,2n − 1K. Les lettres de
ui seront notées ui = ui,1ui,2 . . . ui,n.

En reprenant la notation de l’exemple 1.4
et pour tout i ∈ J0,2n −1K on définit un trans-
ducteur séquentiel Ti (voir figure ci-contre)
réalisant lastn sur les mots dont les blocs se
terminent par les lettres de ui.

La suite des (ui)i∈J0,2n−1K parcourt tous les
mots de taille n. Il est alors clair que ⋃2n−1

i=0 Ti
réalise lastn. Son degré de séquentialité est donc au plus 2n.

Soit L ∈ N et soient w0, . . . ,w2n−1 les mots définis, pour tout i ∈ J0,2n − 1K, par wi =
aK1ui,1#aK2ui,2# . . .#aKnui,n où K1, . . . ,Kn ∈ N vérifient Kn > 3

2L et, pour tout l ∈ J1, nK,
Kl > 1

2L (Ml + 1) avec Ml = 2 + 2 (∑n
m=l+1 (Km + 2)). Ces mots permettent de contredire la

propriété de Lipschitz d’ordre 2n − 1 pour lastn.
En effet, pour tous 0 ≤ i < j ≤ 2n − 1, soit l le plus petit entier de J1, nK tel que ui,l ≠ uj,l. On

a alors ∥ui, uj∥ = 2 + 2 (∑n
m=l+1 (Km + 2)) = Ml et ∥lastn(ui), lastn(uj)∥ = 2Kl + ∥ui, uj∥ > 2Kl.

Donc par définition de Kl, ∥lastn(ui), lastn(uj)∥ > L (∥wi,wj∥ + 1) ce qui contredit la propriété
de Lipschitz, prouvant ainsi que lastn est de degré de séquentialité au moins 2n.

La fonction lastn est donc bien de degré de séquentialité 2n, ce qui prouve que la borne
exponentielle donnée par la proposition 4.2 peut être atteinte.



Chapitre 5

Minimisation de registres

Dans ce dernier chapitre, nous allons nous intéresser au problème de minimisation de re-
gistres que nous avons évoqué dans la section 3.2. Nous avons tenté de le résoudre par une
correspondance entre les transducteurs à registres réalisant les fonctions rationnelles et les bi-
machines. Les résultats de minimisation de [13] pour les bimachines nous auraient alors permis
de déterminer le nombre minimal de registres nécessaires à la réalisation de la fonction donnée.
Cette correspondance s’est avérée correcte seulement pour une sous-classe de SST. Nous avons
alors été amenés à modifier le modèle de bimachines afin de correspondre au cas général. Les
résultats de [13] ne peuvent pas s’appliquer à ce nouveau modèle mais il permet d’avoir une
autre représentation des SST.

Nous allons nous restreindre au cas des SST ayant un même registre de sortie associé à tous
les états finaux, appelés SST à registre de sortie constant. i.e. aux SST T = (A,X ,U, v0, µ) tels
que ∃Xs ∈ X tel que ∀q ∈ F , πX ○ µ (q) =Xs. Nous pouvons toujours nous ramener à ce cas.

Proposition 5.1 Tout SST est équivalent à un SST à registre de sortie constant.

Démonstration Soit T = (A,X ,U, v0, µ) un SST avec A = (Q,{q0} , F,∆).
Construisons T ′ = (A,X ,U′, v ′0, µ′) un SST équivalent à T ayant pour unique registre de

sortie Xs ∈ X fixé où, ∀δ ∈∆, on notera f′δ = πX ○U′(δ) et a′δ = πΣ* ○U′(δ).
On définit, pour tout q ∈ Q, la fonction τq ∶ X → X par τq = id si q ∉ F et, si q ∈ F ,

τq = (πX ○ µ(q) Xs) la transposition envoyant πX ○ µ (q) le registre de sortie associé à q sur Xs

et inversement et laissant tous les autres registres fixés.
Les mises à jour de T ′ sont alors définies, pour toute transition δ = (p, a, q) ∈ ∆, par

f′δ = τp ○ fδ ○ τq et a′δ = aδ ○ τq. On définit v ′0 = v0 ○ τq0 et, pour tout q ∈ F , µ′(q) = (Xs , πΣ* ○µ(q)).
T ′ est bien un SST à registre de sortie constant et dom(JT ′K) = dom(JT K) car l’automate

sous-jacent reste inchangé et U(δ) et U′(δ) possèdent le même domaine ∀δ ∈ ∆. Il reste à
démontrer que JT ′K = JT K.

Soit u = a1 . . . an ∈ dom(JT K) et soient (qi, vi)i∈J0,nK (resp. (qi, v ′i)i∈J0,nK) l’unique exécution de
T (resp. de T ′) sur u. On notera, pour tout i ∈ J1, nK, δi = (qi−1, ai, qi) ∈ ∆. On notera aussi
Xn = πX ○ µ(qn) (resp. X ′n =Xs) et, pour tout i ∈ J1, nK, Xi−1 = fδi(Xi) (resp. X ′i−1 = f′δi(X

′
i))

On remarque que, pour tout i ∈ J0, nK, X ′n−i = τqn−i(Xn−i). En effet, par récurrence sur i,

19
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X ′n =Xs = τqn(πX ○ µ(qn)) = τqn(Xn) et si X ′n−i+1 = τqn−i+1(Xn−i+1) alors

X ′n−i = f′δn−i+1(X
′
n−i+1) = τqn−i ○ fδn−i+1 ○ τqn−i+1(X ′n−i+1)

= τqn−i ○ fδn−i+1 ○ τqn−i+1(τqn−i+1(Xn−i+1)) = τqn−i ○ fδn−i+1(Xn−i+1)
X ′n−i = τqn−i(Xn−i)

Par définition, JT K(u) = vn(Xn)πΣ* ○ µ (qn) et JT ′K(u) = v ′n(X ′n)πΣ* ○ µ (qn). Il suffit alors
de démontrer que v ′n(X ′n) = vn(Xn).

D’une part vn(Xn) = vn−1(Xn−1)aδn(Xn) = ⋅ ⋅ ⋅ = v0(Xs)∏n
i=1 aδi(Xi), d’autre part

v ′n(X ′n) = v ′n−1(X ′n−1)a′δn(X
′
n) = ⋅ ⋅ ⋅ = v ′0(X ′s)

n

∏
i=1

a′δi(X
′
i)

= v0 ○ τq0(τq0(Xs))
n

∏
i=1

aδi ○ τqi(τqi(Xi))

v ′n(X ′n) = v0(Xs)
n

∏
i=1

aδi(Xi) = vn(Xn)

∎

5.1 SST à flows indépendants
Définition 5.1: On dit qu’un SST T = (A,X ,U, v0, µ) est à flows indépendants si le flow de
toute transition de T est constant et ne dépend pas de ses états,

i.e. pour toute lettre a, ∃ga ∈ F(X ,X) telle que ∀δ = (p, a, q) ∈∆, fδ = ga.

Proposition 5.2 L’ensemble des SST à flows indépendants réalisant une fonction rationnelle
est en bijection avec l’ensemble des bimachines réalisant cette fonction. Cette bijection associe
à tout SST une bimachine dont l’automate gauche est l’automate sous-jacent du SST et dont
le nombre d’états de l’automate droit correspond au nombre de registres.

5.1.1 Construction des bimachines correspondantes

Nous allons décrire ici une procédure permettant de transformer tout SST à flows indépen-
dants en une bimachine et inversement, prouvant ainsi la proposition précédente.

SST vers bimachine

Soit T = (A,X ,U, v0, µ), où A = (Q,{q0} , F,∆), un SST à flows indépendants et à registre
de sortie constant Xs ∈ X . Construisons une bimachine B = (L,R, ω, λ, ρ) équivalente à T , où
L = (L,{l0} , FL,∆L) et R = (R, IR,{r0} ,∆R) :

— L’automate gauche de B est l’automate sous-jacent de T , i.e. L = A.
— L’automate droit R est défini en fonction des registres par R = X , IR = dom(v0), r0 = Xs

et ∆R = {(fδ(r), a, r) où δ = (p, a, q) ∈∆} (Par hypothèse, fδ ne dépend que de a, donc
a ⋅R r est bien défini).

— On définit ω(l, σ, r) = aδ(r) où δ = (l, σ, l ⋅L σ) ∈∆, pour tous l ∈ L, r ∈ R et σ ∈ Σ, tels que
l ⋅L σ et σ ⋅R r sont définis.
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— Pour tout r ∈ IR, on définit λ(r) = v0(r).
— Pour tout l ∈ FL, on définit ρ(l) = πΣ* ○ µ (l).
On a alors JBK = JT K.

Démonstration Soit u = a1 . . . an ∈ dom(JBK) ∩ dom(JT K). Montrons que JT K(u) = JBK(u).
Considérons l’exécution acceptante (qi, vi)i∈J0,nK de T sur u. Si on note ∀i ∈ J1, nK, δi =

(qi−1, ai, qi) ∈∆, Xi−1 = fδi(Xi) avec Xn =Xs et wi = aδi(Xi).

On a pour tout i ∈ J1, nK, par définition,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

qi = qi−1 ⋅L ai
Xi−1 = ai ⋅RXi

ω(qi−1, ai,Xi) = wi

Donc pour tout i ∈ J1, nK, {
qi = q0 ⋅ a1 . . . ai
Xi−1 = ai . . . an ⋅Xs

et ω(q0 ⋅ a1 . . . ai−1, ai, ai+1 . . . an ⋅Xs) = wi.

On a alors

vn(Xs) = vn−1(Xn−1)wn = vn−2(Xn−2)wn−1wn = ⋅ ⋅ ⋅ = v0(Xs)
n

∏
i=1

wi

= v0(u ⋅Xs)
n

∏
i=1

ω(q0 ⋅ a1 . . . ai−1, ai, ai+1 . . . an ⋅Xs)

vn(Xs) = λ(u ⋅Xs)ω(q0, u,Xs)
Donc

JT K(u) = vn(Xs)πΣ* ○ µ (qn) = λ(u ⋅Xs)ω(q0, u,Xs)ρ(q0 ⋅ u) = JBK(u)
Il reste à démontrer que dom(JBK) = dom(JT K). Si u ∈ dom(JBK) alors u ∈ dom(JT K).
En effet, nous pouvons considérer l’exécution acceptante (qi, vi)i∈J0,nK de T sur u définie, pour

tout i ∈ J1, nK, par qi = l0 ⋅ a1 . . . ai et vi(r) = λ(a1 . . . ai ⋅ r) ∏i
j=1 ω(l0 ⋅ a1 . . . aj−1, aj, aj+1 . . . ai ⋅ r),

∀r ∈ dom(vi) avec

dom(vi) = ((a1 . . . ai)−1IR) ∩ (
i

⋂
j=1
(aj+1 . . . ai)−1dom(ω(l0 ⋅ a1 . . . aj−1, aj,−)))

où (a1 . . . ai)−1IR = {r ∈ R ∣a1 . . . ai ⋅ r ∈ IR} et (aj+1 . . . ai)−1dom(ω(l0 ⋅ a1 . . . aj−1, aj,−)) =
{r ∈ R ∣ (l0 ⋅ a1 . . . aj−1, aj, aj+1 . . . ai ⋅ r) ∈ dom(ω)}.

Cette suite définit bien une exécution de T sur u car, ∀i ∈ J1, nK
— δi = (qi−1, ai, qi) = (qi−1, ai, qi−1 ⋅L ai) ∈∆.
— dom(vi) = a−1i ⋅R dom(vi−1) = f−1δi (dom(vi−1))
— ∀r ∈ dom(vi), vi(r) = vi−1(ai ⋅R r)ω(qi−1, ai, r) = vi−1(fδi(r))aδi(r)
Cette exécution est acceptante car qn = l0 ⋅ u ∈ FL = F et πX ○ µ (qn) =Xs = r0 ∈ dom(vn) car

u ∈ dom(JBK).
Réciproquement, si u ∈ dom(JT K), soit (qi, vi)i∈J0,nK l’unique exécution de T sur u. Par

définition, pour tout i ∈ J1, nK, δi = (qi−1, ai, qi) ∈ ∆ = ∆L donc qi = qi−1 ⋅L ai est défini et, en
particulier, tous les qi = l0 ⋅ a1 . . . ai sont définis et qn = l0 ⋅ u ∈ F = FL.

De plus, pour tout r ∈ dom(vi), vi(r) = vi−1(fδi(r))aδi(r) = vi−1(ai ⋅R r)ω(qi−1, ai, r). Donc
ai ⋅R r et ω(qi−1, ai, r) sont définis. En particulier, ai+1 . . . an ⋅ r0 ∈ dom(vi) ∀i ∈ J0, nK, car
πX ○µ (qn) = r0 ∈ dom(vn) et fδi(dom(vi)) = ai ⋅R dom(vi) ⊆ dom(vi−1). Donc an ⋅R r0 ∈ dom(vn−1)
et an−1 ⋅R (an ⋅R r0) ∈ dom(vn−2) et . . . et ai+1 . . . an ⋅ r0 ∈ dom(vi).

i.e. tous les ai+1 . . . an⋅r0 et ω(l0⋅a1 . . . ai−1, ai, ai+1 . . . an⋅r0) sont définis et u⋅r0 ∈ dom(v0) = IR.
Donc u ∈ dom(JBK) et les domaines sont donc bien égaux. ∎
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Bimachine vers SST

Considérons maintenant une bimachine B = (L,R, ω, λ, ρ), où L = (L,{l0} , FL,∆L) et
R = (R, IR,{r0} ,∆R) et construisons un SST T = (A,X ,U, v0, µ) équivalent à B, avec A =
(Q,{q0} , F,∆). La construction est symétrique à la précédente :

— L’automate sous-jacent de T est l’automate gauche de B, i.e. A = L.
— Les registres et leurs mises à jour sont construits à partir de R : X = R et on définit

U(δ)(r) = (a⋅Rr, ω(l, a, r)), pour tous δ = (l, a, l⋅La) ∈∆ et r ∈ dom(a⋅R−)∩dom(ω(l, a,−)).
— Pour tout r ∈ IR on définit v0(r) = λ(r).
— Pour tout l ∈ FL = F on définit µ(l) = (r0, ρ(l)) et on notera le registre de sortie Xs = r0.
On a bien JT K = JBK.

Démonstration La preuve de l’égalité des domaines et la construction de l’exécution de T à
partir de celle de B reste la même que dans la démonstration précédente.

En reprenant les mêmes notations, on trouve que :

JT K(u) = vn(πX ○ µ (qn))πΣ* ○ µ (qn) = vn(r0)ρ(qn)

= λ(u ⋅ r0)
n

∏
i=1

ω(l0 ⋅ a1 . . . ai−1, ai, ai+1 . . . an ⋅ r0) ρ(l0 ⋅ u)

JT K(u) = JBK(u)
∎

Cette correspondance nous permet alors d’obtenir le résultat suivant :

Théorème 5.3 Soit f une fonction rationnelle réalisée par un SST à flows indépendants et à
registre de sortie constant.

Le nombre minimal de registres nécessaires à la réalisation de f est égale au nombre d’états
de l’automate droit minimal Rf qui lui est associé.

Plus concrètement, il est possible de transformer le SST donné en bimachine, puis, d’appli-
quer la procédure de minimisation des bimachines décrite dans [13], et enfin de construire le
SST correspondant à cette bimachine minimale.

Il est à noter qu’il est possible de minimiser l’automate gauche de la bimachine afin d’obtenir
un SST possédant un automate sous-jacent minimal mais ceci peut engendrer une croissance
du nombre de registres. En effet, la taille de l’automate droit d’une bimachine est généralement
inversement proportionnelle à celle de son automate gauche et vice versa. Cela suggère une
relation inversement proportionnelle entre le nombre de registres d’un SST et la taille de son
automate sous-jacent.

5.2 Bimachines asynchrones
Nous pouvons ignorer la contrainte d’indépendance des flows en modifiant le modèle de

bimachines considéré. Nous appellerons ce nouveau modèle bimachine asynchrone car il peut
être vu comme une bimachine dont l’automate droit est exécuté après la fin de l’exécution de
l’automate gauche. Il est constitué d’un transducteur séquentiel S étiquetant les entrées par ses
états et d’un transducteur co-séquentiel C, défini sur les mots étiquetés, lisant l’entrée de droite
à gauche et produisant la sortie.
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Définition 5.2: Une bimachine asynchrone, d’alphabet Σ, est un 5-uplet B = (S,C, s , i , t) où :
— S = (QS ,{q0} , FS ,∆S) est un automate fini déterministe sur l’alphabet Σ,

i.e. ∆S ⊆ QS ×Σ ×QS
— C = (QC, IC,{qf} ,∆C) est un automate fini co-déterministe sur l’alphabet Σ ×QS ,

i.e. ∆C ⊆ QC × (Σ ×QS) ×QC
— s ∶∆C → Σ* est la fonction de sortie.
— i ∶ IC → Σ* est la fonction de sortie initiale.
— t ∶ FS → Σ* est la fonction de sortie terminale.

Une exécution de B sur un mot u = a1 . . . an ∈ Σ* est une suite finie d’éléments de QS ×QC,
(qi, pi)i∈J0,nK telle que pour tout i ∈ J1, nK, (qi−1, ai, qi) ∈∆S et δi = (pi−1, (ai, qi−1), pi) ∈∆C.

L’exécution est acceptante si q0 est l’état initial de S (resp. pn = qf est l’état final de C) et
qn ∈ FS (resp. p0 ∈ IC).
B réalise une fonction JBK ∶ Σ* → Σ* définie, sur les mots u ∈ Σ* tels qu’il existe une exécution

acceptante (qi, pi)i∈J0,nK de B sur u, par

JBK(u) = i(p0)
n

∏
i=1

s(δi) t(qn)

5.2.1 Construction des SST correspondants

Nous pouvons maintenant démontrer, par une construction similaire à la précédente, la
correspondance entre les bimachines asynchrones et les SST réalisant les fonctions rationnelles.

SST vers bimachine asynchrone

Soit T = (A,X ,U, v0, µ), où A = (Q,{q0} , F,∆), un SST à registre de sortie constant
Xs ∈ X . Construisons une bimachine asynchrone B = (S,C, s , i , t) équivalente à T , où S =
(QS ,{q0} , FS ,∆S) et C = (QC, IC,{qf} ,∆C) :

— L’automate déterministe de B est l’automate sous-jacent de T . i.e. S = A.
— L’automate co-déterministe C est défini en fonction des registres par QC = X , IC = dom(v0),

qf = Xs et ∆C = {(Y, (a, p),X) ∣ ∃ δ = (p, a, q) ∈∆ telle que fδ(X) = Y } (A étant détermi-
niste, la transition δ est unique. C est donc bien co-déterministe car fδ est une fonction).
Les transitions étant étiquetées par les états de A, l’hypothèse d’indépendance des flows
n’est plus nécessaire.

— Pour toute transition δC = (Y, (a, p),X) ∈∆C associée à une transition δ = (p, a, q) ∈∆, on
définit s(δC) = aδ(X).

— Pour tout X ∈ IC, on définit i(X) = v0(X).
— Pour tout q ∈ FS , on définit t(q) = πΣ* ○ µ (q).
On a alors JBK = JT K.

Démonstration Soit u = a1 . . . an ∈ dom(JT K). Reprenons les mêmes notations que dans la
démonstration de la construction précédente. i.e. (qi, vi)i∈J0,nK désigne l’exécution de T sur u,
∀i ∈ J1, nK, δi = (qi−1, ai, qi) ∈∆, Xi−1 = fδi(Xi) avec Xn =Xs et wi = aδi(Xi).

La suite (qi,Xi)i∈J0,nK est alors l’exécution acceptante de B sur u (donc, en particulier,
u ∈ dom(JBK)). En effet, S = A donc (qi)i∈J0,nK est une exécution acceptante de S sur u et, par
définition, Xn =Xs = qf , X0 ∈ dom(v0) = IC et δ′i = (Xi−1, (ai, qi−1),Xi) ∈∆C pour tout i ∈ J1, nK.
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On a alors vn(Xs) = v0(Xs) ∏n
i=1wi = i(X0) ∏n

i=1 s(δ′i) et donc

JT K(u) = vn(Xs)πΣ* ○ µ (qn) = i(X0)
n

∏
i=1

s(δ′i) t(qn) = JBK(u)

La preuve de l’inclusion de dom(JBK) dans dom(JT K) est analogue au cas des bimachines.
Elle vient du fait que si (qi,Xi)i∈J0,nK est l’exécution acceptante de B sur un mot u = a1 . . . an ∈
dom(JBK), il est possible de construire une exécution acceptante (qi, vi)i∈J0,nK de T sur u. Si on
note, pour tout i ∈ J1, nK, αi = (ai, qi−1) et δ′i = (Xi−1, αi,Xi) ∈ ∆C, on peut définir vi, pour tout
registre X ∈ dom(vi), par vi(X) = i(α1 . . . αi ⋅C X)∏i

j=1 s(αj . . . αi ⋅C X
αjÐ→ αj+1 . . . αi ⋅C X) avec

dom(vi) = ((α1 . . . αi)−1IC) ∩ (
i

⋂
j=1
(αj+1 . . . αi)−1∆C,αj

)

où (α1 . . . αi)−1IC = {X ∈ QC ∣α1 . . . αi ⋅X ∈ IC}
et (αj+1 . . . αi)−1∆C,αj

= {X ∈ QC ∣αj ⋅C (αj+1 . . . αi ⋅C X) est défini}.
Cette suite définit bien une exécution de T sur u car, ∀i ∈ J1, nK

— δi = (qi−1, ai, qi) = (qi−1, ai, qi−1 ⋅L ai) ∈∆.
— dom(vi) = α−1i ⋅C dom(vi−1) = f−1δi (dom(vi−1))
— ∀X ∈ dom(vi), vi(X) = vi−1(αi ⋅C X)s(αi ⋅C X

αiÐ→X) = vi−1(fδi(X))aδi(X)
Cette exécution est acceptante car qn ∈ FS = F et πX ○ µ (qn) = Xs = qf = Xn ∈ dom(vn) car

u ∈ dom(JBK). ∎

Bimachine asynchrone vers SST

Comme précédemment, nous avons une construction symétrique permettant de passer d’une
bimachine asynchrone à un SST. Soit B = (S,C, s , i , t) une bimachine asynchrone, avec S =
(QS ,{q0} , FS ,∆S) et C = (QC, IC,{qf} ,∆C). Construisons un SST T = (A,X ,U, v0, µ) équivalent
à B, où A = (Q,{q0} , F,∆) :

— L’automate sous-jacent de T est l’automate déterministe de B. i.e. A = S.
— Les registres et leurs mises à jour sont construits à partir de C : X = QC et on définit,

pour toute transition δ = (p, a, q) ∈ ∆, U(δ)(X) = (Y, s(δ′)), sur les X ∈ QC tels que
∃δ′ = (Y, (a, p),X) ∈∆C.

— Pour tout X ∈ IC on définit v0(X) = i(X).
— Pour tout q ∈ FS = F on définit µ(q) = (qf , t(q)) et on notera le registre de sortie Xs = qf .
On a bien JT K = JBK.

Démonstration Comme pour les bimachines, la preuve de l’égalité des domaines et la
construction de l’exécution de T à partir de celle de B reste la même que dans la démons-
tration précédente et en reprenant les mêmes notations, on trouve que :

JT K(u) = vn(πX ○ µ (qn))πΣ* ○ µ (qn) = vn(Xn)t(qn)

= i(α1 . . . αn ⋅C Xn)
n

∏
i=1

s(αi . . . αn ⋅C Xn
αiÐ→ αi+1 . . . αn ⋅C Xn) t(qn)

JT K(u) = JBK(u)

∎



Conclusion

Dans ce travail, nous avons abordé plusieurs problèmes concernant les fonctions rationnelles
par une approche basée sur les bimachines. Nous avons obtenu les résultats suivants :

— Pour la sous-classe des fonctions multiséquentielles, nous avons démontré que l’automate
droit était insuffisant pour décider de l’appartenance d’une fonction donnée à cette sous-
classe.

— Nous avons obtenu une borne exponentielle sur le degré de séquentialité.
— Nous nous sommes intéressés au problème de la minimisation de registres des SST et nous

avons obtenu un résultat positif grâce à la correspondance entre les bimachines et les SST
à flows indépendants.

— Nous avons introduit le modèle de bimachines asynchrones, correspondant aux SST réa-
lisant les fonctions rationnelles.

Deux problèmes intéressants restent encore ouverts :
— Le premier concerne la caractérisation algébrique des fonctions multiséquentielles. Nous

avons montré, dans le quatrième chapitre, qu’il existait toujours un automate droit per-
mettant de décomposer le domaine des fonctions multiséquentielles en parties pouvant
être traitées séquentiellement. Il serait intéressant de trouver une procédure permettant
de raffiner l’automate droit minimal afin d’obtenir un automate droit vérifiant cette pro-
priété.

— Le second problème est celui de la minimisation des bimachines asynchrones. Il faudrait
réussir à appliquer les méthodes de [7] ou [13] à ce modèle alternatif de bimachines. Cela
permettrait de résoudre le problème de la minimisation de registres dans le cas général
des SST réalisant les fonctions rationnelles.
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Annexe A

Procédure de déterminisation faible

Soit T = (A, s , i , t), où A = (Q, I,F,∆), un transducteur fonctionnel.

A.1 Déterminisation
Décrivons, en premier lieu, la procédure de déterminisation, introduite dans [3], permettant

d’obtenir un transducteur séquentiel D(T ) équivalent à T , dans le cas où JT K est une fonction
séquentielle.

Cette construction généralise la construction par sous-ensembles d’un automate détermi-
niste. Les états de D(T ) sont des ensembles de couples (q,w) ∈ Q × Σ*. En lisant un mot u,
D(T ) produit le plus long préfixe commun des sorties des différentes exécutions de T sur u,
notons le w, et atteint un état contenant, pour chaque exécution, un couple dont la première
composante est l’état de T qu’elle permet d’atteindre et dont la deuxième est le mot restant
après avoir retiré w à la sortie de cette exécution.

On notera D∞(T ) = (A′, s ′, i ′, t ′), où A′ = (Q′,{q′0} , F ′,∆′) est un automate déterministe (à
ensemble d’états infini). On prend alors :

— Q′ = Pf(Q ×Σ*) l’ensemble des parties finies de Q ×Σ*.
— q′0 = {(q,w−10 i(q)) ∣ q ∈ I} où w0 = ⋀q∈I i(q).
— F ′ = {q′ ∈ Q′ ∣πQ(q′) ∩ F ≠ ∅}.
— Pour tous p′ ∈ Q′ et σ ∈ Σ, on définit :

Rp′,σ = {(q, uv) ∈ Q ×Σ* ∣ ∃(p, u) ∈ p′ tel que p
σ∣vÐ→T q}

wp′,σ = ⋀πΣ*(Rp′,σ)
Les transitions de D∞(T ) sont alors définies par :

p′ ⋅ σ = {(q,w−1p′,σw) ∈ Q ×Σ* ∣ (q,w) ∈ Rp′,σ}

Pour les sorties :
— Pour toute transition δ = (p′, σ, p′ ⋅ σ) ∈∆, on définit s ′(δ) = wp′,σ.
— La sortie initiale est définie par i ′(q′0) = w0 = ⋀q∈I i(q)
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— La sortie terminale est définie, pour tout q′ ∈ F ′, par t ′(q′) = wt(q) où (q,w) ∈ q′∩(F ×Σ*)
(T étant fonctionnel, cette valeur ne dépend pas du choix de (q,w)).

Il a alors été démontré dans [3] que T et D∞(T ) sont équivalents. De plus, si on note
D(T ) le transducteur obtenu à partir de D∞(T ) en ne gardant que les états accessibles et co-
accessibles et si JT K est une fonction séquentielle, alors D(T ) est un transducteur fini, séquentiel
et équivalent à T .

A.2 Déterminisation faible
Dans le cas des fonctions non séquentielles, la procédure décrite ci-dessus produit un trans-

ducteur infini. Elle peut cependant être adaptée au cas des fonctions multiséquentielle afin
d’obtenir une décomposition de T en union disjointe de transducteurs séquentiels. Cette nou-
velle procédure a été décrite, et appelée déterminisation faible, dans [16]. On suppose que T
possède un unique état initial.

Deux états p et q de T sont dits fortement connectés, on notera p ∼ q, s’il existe une
exécution de T de p à q et inversement. Les classes d’équivalence pour la relation ∼ sont
appelées les composantes fortement connexes de T . Une transition reliant deux états dans deux
composantes fortement connexes différentes est dite transitoire.

Dans la construction précédente, pour tout état q′ ∈ Pf(Q × Σ*), on définit son rang, noté
rg(q′), comme l’ensemble des composantes fortement connexes de T accessibles à partir des
états de πQ(q′).

La déterminisation faible consiste à remplacer toutes les transitions de D∞(T ) qui ne pré-

servent pas le rang, i.e. q′
σ∣uÐ→ q′ ⋅ σ avec rg(q′ ⋅ σ) ⊊ rg(q′), par les transitions q′

σ∣uvÐÐ→ {(q, ϵ)}
pour tout (q, v) ∈ q′ ⋅ σ. Le nouveau transducteur ainsi obtenu sera noté W∞(T ).

On notera W(T ) le transducteur obtenu à partir de W∞(T ) en ne gardant que les états
accessibles et co-accessibles. Il a été démontré dans [16] que si JT K est multiséquentielle alors
W(T ) est un transducteur fini équivalent à T .

De plus, W(T ) possède un unique état initial et ses transitions non déterministes (i.e. telles
qu’il existe une autre transition ayant le même état de départ et la même lettre d’entrée) sont
toutes transitoires. On dit qu’il est séparable. On peut alors le décomposer en une union disjointe
de transducteurs déterministes. Pour ce faire, on considère le graphe orienté Ψ(W(T )) dont les
sommets sont les composantes fortement connexes de W(T ) et dont les arêtes correspondent à
ses transitions transitoires.

Pour tout chemin p dans Ψ(W(T )) commençant dans une composante fortement connexe
contenant l’état initial de W(T ), on note W(T )p le transducteur obtenu à partir de W(T )
en supprimant toutes les transitions transitoires n’apparaissant pas dans p. On peut alors
décomposer W(T ) comme la réunion disjointe des W(T )p pour tous ces chemins p.
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