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Introduction

S’il fallait tenter de résumer briévement par ses usages ce qu’est un ordinateur, le plus simple
serait sans doute de le désigner comme un « bidule-automatisé-a-tout-faire-ou-presque ». Cette
universalité avérée confére aux ordinateurs une part décisive dans le fonctionnement de bien
des systémes, de la programmation d’un grille-pain & la simulation de mondes virtuels, en pas-
sant par le pesage du linge dans une machine & laver, la correction automatique de trajectoire
d’une automobile, 'estimation prévisionnelle d’un vote, le calcul d’'un modéle météorologique,
ou le séquencage du génome, pour ne citer que ces exemples... Pour autant, ce phénoméne dont
I'accélération a été remarquable au cours des cinquante derniéres années, résulte d’une évolution
historique de longue haleine conjugant & la fois découvertes scientifiques, contraintes économiques
et développements technologiques, a la croisée de différentes branches des mathématiques et de la
physique. De ce point de vue, il est intéressant d’envisager ’histoire de I'informatique sous ’angle
d’une sorte de théorie de I’évolution des mécanismes de calcul : le développement de nouvelles
idées scientifiques conjuguées aux évolutions économiques marquant une époque donnée forment
un environnement favorisant ou contraignant I’émergence de nouvelles formes de machines.

Puisqu’il est question d’« automatisme », il est naturel de faire remonter a posteriori I'origine
de l'informatique aux premiers dispositifs permettant d’effectuer une téche sans intervention
humaine. A cet égard, de nombreux mécanismes sont potentiellement en mesure de revendiquer le
statut d’ordinausore... Et ¢’est sans aucun doute d’abord du cé6té du décompte, du dénombrement,
et de la mesure que se font sentir la nécessité et la possibilité d’'une mécanisation.

— La capacité de compter, et dés I’ére paléolitique, la nécessité de dénombrer (par exemple le
nombre de tétes d'un troupeau), donne naissance aux premiéres techniques de numération :
d’abord le systéme décimal issu, comme le signale avec humour [TISSERANTO3| de la pre-
miére calculatrice de poche connue (la main), le systéme binaire connu en Chine trois mille
ans avant J.C. (sous I'expression du Yin et du Yang) et dont on trouve trace sur les figures
magiques de ’empereur Fou-Hi, puis la numération positionnelle accompagnée du zéro,
développée en Inde environ trois cents ans avant J.C. et diffusée grace a la traduction vers
820 apres J.C. des ouvrages d’Al-Khuwarizmi, mathématicien de Bagdad. Parallélement
aux progrés de la numeération, la mise au point de bouliers (en Asie) et abaques (bassin
méditerranéen) facilitent et accélérent les calculs.

— La mesure précise du temps est par ailleurs I'un des premiers problémes qui se soit prété
a une tentative d’automatisation. L’utilisation du cadran solaire, en quelque sorte énorme
horloge naturelle, finira par céder la place & la conception d’horloges artificielles dont un
exemple remarquable est la clepsydre, inventée par Ctésibios au troisiéme siécle avant J.C. :
de 'eau s’écoule dans un réservoir contenant un flotteur qui pointe sur des graduations qui
correspondent aux heures de la journée et de la nuit; un pointeau flottant, intercalé entre
le cylindre et la canalisation d’arrivée d’eau, assure la régularité du systéme de telle sorte



que d’une part chaque fraction mesurée soit égale & la suivante, et que d’autre part, deux
clepsydres placées dans des conditions initiales similaires pointent & tout moment sur la
méme graduation. Des horloges mécaniques sont réalisées dés le dixiéme siécle, et au dou-
ziéme siécle apparaissent en Hollande des carillons dont la mélodie peut étre choisie, choix
préfigurant la notion de programme. Au seiziéme siécle, les jacquemarts sont en mesure de
marquer les heures. Au dix-septiéme siécle, Galilée (1564-1642) invente 1’horloge & pendule
qui améliore la régularité du mouvement, tandis que Huygens (1629-1695) congoit un peu
plus tard I’horloge a balancier.

Les progrés techniques de I'horlogerie permettent d’envisager son utilisation dans le cadre
d’autres champs d’application : le dix-huitiéme siécle voit I'avénement des automates mé-
caniques, dont un exemple célébre est le joueur de flite de Vaucanson, capable d’exécuter
jusqu’a douze airs différents. Congu a partir d’un dispositif pneumatique et mécanique,
il comporte un cylindre a cames qui permet le mouvement des doigts suivant un ordre
déterminé et qui conditionne les positions des lévres pour obtenir une variation dans le
débit produit par la soufflerie. Le programme est inscrit sur le cylindre qui controéle les
mouvements, le changement de cylindre permettant ’exécution d’airs différents. Le dé-
veloppement de l'industrialisation au début du dix-neuviéme siécle, et la nécessité d’une
automatisation des procédés de tissage, conduisent & la conception de métiers a tisser utili-
sant un codage binaire pour la reproduction de motifs a partir de cartes perforées (d’abord
des planchettes en bois percées de trous pour le métier de Falcon en 1728, puis des cartes
en carton perforées articulées pour le métier de Jacquard en 1850), procédé qui sera repris
ultérieurement pour le codage de 'information sur les premiers calculateurs électroniques.
Les progrés réalisés dans la fabrication des automates conjugués aux progrés mathéma-
tiques permettent & partir du quinziéme siécle d’envisager la fabrication d’une forme par-
ticuliére d’automate, destinée au calcul arithmétique. La machine a multiplier introduite
par Napier (1550-1617), inventeur des logarithmes, constitue une transition entre le boulier
et les premiéres machines & calculer mécaniques. La premiére machine capable d’effectuer
additions, soustractions, et multiplications, est mise au point en 1623 par Wilhelm Schi-
ckard (1592-1635) a Pattention de Kepler; cette horloge calculante est destinée au calcul
des éphémérides. Additions et soustractions y sont réalisées grace a un systéme de roues
dentées, complétées par un procédé de Napier pour les multiplications. Elle permet de
mémoriser des calculs intermédiaires, et une clochette prévient du dépassement de capa-
cité de la machine. Elle disparait en 1624, en raison de la guerre de trente ans qui ravage
I’Allemagne du sud a cette période, et ne sera reconstituée qu’en 1960, & partir des plans
d’origine. La machine & calculer la plus connue & cette époque est la pascaline due a Blaise
Pascal (1623-1662) : il la congoit en 1642 afin de décharger son pére, collecteur des im-
pots, de calculs fastidieux. Basée également sur un systéme de roues dentées, elle effectue
des additions et soustractions & six chiffres, et convertit différentes monnaies de I’époque.
Elle est aussi capable de réaliser des multiplications par répétition des additions, comme
le montrera Moreland en 1666. La pascaline est considérée comme le premier addition-
neur a retenue automatique. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) construit en 1673 une
machine plus perfectionnée, capable d’effectuer les quatre opérations et méme d’extraire
des racines carrées, le tout par une série d’additions sous la dépendance d’un compteur.
Leibniz réinvente aussi le systéme binaire, et 'applique & I’étude des figures de Fou-Hi. La
premiére commercialisation d’une machine a calculer, baptisée arithmomeétre, due & Charles
Xavier Thomas de Colmar (1785-1870) et congue sur le principe de la machine de Leibniz,



intervient en 1821 : mille cing cents exemplaires sont vendus en trente ans.

La technologie des automates au début de I’ére industrielle est telle qu’elle semble pou-
voir repousser toujours plus loin les capacités des machines. C’est dans ce contexte que
Charles Babbage (1791-1871) tente de rapprocher machine & calculer et systéme de com-
mande de Jacquard en vue de réaliser un mécanisme permettant ’exécution en séquence
de plusieurs opérations arithmétiques, et donc la réalisation de calculs complexes. Il tente
d’abord de réaliser une machine & différence destinée au calcul de tables de navigation
ou de tir, mais face aux difficultés techniques et faute de moyens, le projet partiellement
réalisé, est abandonné aprés une dizaine d’années de travail. Babbage a alors 'idée d’une
machine plus générale, la machine analytique, permettant d’enchainer ’exécution d’opé-
rations arithmétiques en fonction d’instructions données par l'utilisateur. La conception
de la machine analytique préfigure ’architecture générale des ordinateurs modernes : on
y trouve une unité de traitement (le « moulin ») commandée par une unité de controle,
une mémoire (le « magasin »), une unité d’entrée constituée de cylindres inspirés des jac-
quemarts et pouvant recevoir des cartes perforées (opérations et nombres), une unité de
sortie pouvant tracer des courbes et perforer un résultat sur des cartes. Babbage sera aidé
dans la conception de sa machine par Ada Lovelace (fille du poéte Lord Byron) qui peut
étre considérée comme la premiére programmeuse de I’'Histoire : c’est elle qui défini le prin-
cipe de I'’enchainement d’itérations successives pour la réalisation d’une opération, baptisé
algorithme en hommage au mathématicien Al-Khuwarizmi. La machine de Babbage est
certainement le projet d’automate le plus ambitieux du dix-neuviéme siécle, mais il ne
sera pas réalisé du vivant de Babbage (un prototype sera partiellement réalisé par le fils
de Babbage en 1888, avant qu’un nouvel exemplaire soit totalement reconstruit dans les
années quatre-vingt a partir des plans d’origine). Au moins deux raisons expliquent I’échec
de Babbage dans la tentative de réalisation effective de sa machine. D’une part la com-
plexité du projet s’avére trop importante au regard de la technologie de I’époque. D’autre
part, la machine qui traite de I'information sous forme digitale, va & contre-courant de la
conception analogique du traitement de I'information en vigueur & I’époque, qui fait suite
aux travaux de Joseph Fourier (1768-1830) sur la représentation des fonctions continues a
partir de sommes trigonométriques.

Alors que la machine de Babbage, malgré la modernité de certains des idées mises en
oeuvre dans sa conception apparait comme une impasse, de nouveaux développements
scientifiques vont fournir les outils théoriques et technologiques permettant ’émergence
d’une lignée de machine qui conduira a l'ordinateur. En 1854, Georges Boole (1815-1864)
introduit la formulation mathématique des propositions logiques qui, appliqué au systéme
binaire congu par Leibniz, sera a la base du fonctionnement des ordinateurs. Les progrés
accomplis en physique dans I’étude et la fabrication de I’éléctricité vont étre décisifs. En
1890, pour les besoins du recensement de la population aux Etats-Unis, Hermann Holle-
rith (1860-1929) construit une machine électromécanique appropriée, utilisant des cartes
perforées et pouvant compter et trier celles-ci afin d’établir des données statistiques. La
détection ou la présence d’'une perforation est réalisée au moyen d’aiguilles qui traversent
les trous et ferment chacune un circuit électrique en trempant dans un godet de mercure.
Cette machine est la premiére d’une lignée de machines mécanographiques, utilisées pour le
calcul et surtout, la gestion. Hollerith fonde en 1896 la Tabulating Machine Company, qui
devient en 1924 la célebrissime I.B.M. (International Business Company). Dans le méme
temps, d’autres inventeurs améliorent les machines a calculer, dont William Burroughs



(1857-1898) et Door F. Felt (1862-1930). Ce dernier adapte aux machines a calculer le
principe du clavier qui commence a étre utilisé pour les machines a écrire. Sur la voie
de Babbage, Leonardo Torres y Quevedo (1852-1936) propose la réalisation d’une version
électromécanique de la machine analytique, mais faute de moyens, c’est un nouvel échec.
Le rythme des innovations s’accélére. En 1930, Vannemar Bush construit au M.I.T. un
analyseur différentiel capable de résoudre des équations différentielles rencontrées dans
I’étude des circuits électriques. La méme année, Georges Stibitz réalise un additionneur
binaire a relais, le modéle K, s’appuyant sur les travaux de Boole. Néanmoins & ce moment,
les ordinateurs analogiques, dont le fonctionnement est basé sur 'utilisation de quantités
physiques continues telles que la tension, ou la vitesse de rotation des axes pour représenter
les nombres, apparaissent comme le futur de 'informatique. Ces machines ont I’avantage,
par rapport aux premiéres approches numériques, de pouvoir traiter des problémes plus
complexes, incluant méme une certaine forme de parallélisme. Les débuts de 1’électronique,
a la veille et pendant la seconde guerre mondiale, vont changer la donne. De fait, chacun
des progrés majeurs réalisé dans le domaine de 1’électronique permettra la naissance d’une
nouvelle génération de machines. Parallélement, les logiciens Alan Turing et Alonzo Church
définissent en 1936 chacun de leur c6té des modéles théoriques équivalents qui délimitent
les frontiéres de la calculabilité.

La premiére génération d’ordinateurs voit le jour entre 1938 et 1956. Elle est liée a I'appa-
rition des premiers tubes & vide, condensateurs et relais électroniques. En 1938, de facon
étonnament solitaire, Konrad Zuse met au point une machine binaire programmable mé-
canique, le Z1. C’est le premier calculateur universel binaire contrélé par programme, mais
il ne fonctionnera jamais vraiment correctement, faute de crédits de développement.. En
1939, il perfectionne sa machine en remplagant une partie des piéces mécaniques par des re-
lais électromécaniques, et obtient ainsi le Z2. Le Z3 et le Z4 sont construits en 1941 et seront
utilisés pour des calculs aéronautiques. Le Z4 a une mémoire de 512 mots de 32 bits. En
1939, John Atanasoff et Clifford Berry réalisent un additionneur binaire & 16 bits, utilisant
pour la premiére fois la technologie des tubes & vide. Pendant la seconde guerre mondiale,
Max Newman et ses collégues, parmi lesquels Alan Turing, concoivent Colossus, premiére
machine programmable totalement électronique, composée uniquement de tubes & vide, et
destinée au décryptage des codes de communication militaires allemands. L’existence de
cette machine sera tenue secréte jusque dans les années 1970, et il apparait que les travaux
de I’équipe de Newman seront décisifs pour la victoire des alliés. En 1941, John Atanasoff
et Clifford Berry construisent le premier ordinateur binaire a lampes, I’ABC' (Atanasoff-
Berry Computer). Parmi les derniers calculateurs électromécaniques, le Mark 1, développé
en 1944 conjointement par [.B.M. et I’Université de Harward sous la direction de Howard
H. Aiken (1900-1973) est une énorme machine inspirée de la machine de Babbage. Elle pése
cing tonnes, mesure 16,60 métres de long et 2,60 métres de haut, occupant une surface de
trente-sept métres carrés, et consommant 25kW. Elle comporte 3000 relais et 760000 piéces
mécaniques. Pour la petite histoire, en 1945, un insecte qui coince un relais provoquant
un dysfonctionnement, est a l'origine du mot « bug », utilisé aujourd’hui universellement
pour désigner une erreur qui s’est glissée dans un programme. En 1946, Prespert Eckert
John Mauchly achévent I’ ENIAC (Electronic Numerical Integrator And Computer), sou-
vent considéré comme le premier ordinateur électronique universel. Il est composé de 17468
tubes a vide, pése 30 tonnes, occupe 72 métres carrés, consomme 160 kW, est cadencé a
100 kHz et est capable d’exécuter 100000 additions ou 357 multiplications par secondes.



Différentes machines vont suivre : le Manchester Mark 1 en 1949, ' EDVAC, puis ' EDSAC,
qui contrairement & I’ENIAC ne posséde qu'une unité de calcul et tourne a 0,5MHz. En
l'occurence, ’architecture des ordinateurs actuels dérive globalement de ces trois derniéres
machines. En 1952, IBM produit son premier ordinateur pour la défense américaine, I’/BM
701, puis en 1953, un ordinateur scientifique, I'IBM 650, et en 1955 le premier ordinateur
commercial implémentant 'arithmétique des nombres a virgule flottante, I'/BM 70.

— L’invention du transistor par William Shockley, John Bardeen, et Walter Brattain en 1947,
donne naissance & la seconde génération d’ordinateurs, dans lesquels les lampes, fragiles
et encombrantes, sont remplacés par des composants plus petits et plus fiables permettant
une diminution sensible de la taille et de la consommation. Le premier ordinateur utilisant
des transistors est le TRADIC en 1955. L’apparition du circuit intégré (inventé par Jack
St. Clair Kilby en 1958) va permettre de poursuivre la miniaturisation des composants, et
susciter la troisiéme génération d’ordinateurs. On y trouve des machines telles que I'/BM
360, le PDP 8 de Digital Equipment Corporation, ' HP-2115 d’Hewlett-Packard. Enfin,
I'invention du microprocesseur en 1971, suscite la quatriéme génération d’ordinateurs et
permet d’augmenter encore le degré de miniaturisation, jusqu’a ’apparition des premiers
micro-ordinateurs, véritable révolution assurant a chacun un accés personnel & l'informa-
tique. L’ INTEL 4004, premier microprocesseur a 4 bits est en 1971 le premier circuit
intégré incorporant unité de calcul, mémoire, gestion des entrées-sorties, et comporte 2300
transistors. Le premier micro-ordinateur est le Micral N, construit en 1973 par une petite
entreprise frangaise, R2E. En 1975, sort I’ Altair, utilisant un processeur Intel 8080, en 1976
apparait I’ Apple I, puis en 1977, I’ Apple II. A partir, de 1978, IBM commence a s’intéresser
au marché de la micro-informatique, et sort en 1981 le premier IBM PC. Suivront encore le
Commodore 64 et I’ Amiga, de Commodore International, et les premiers clones compatibles
PC lancés par Compaq. En 1983, Apple propose Lisa, premier micro-ordinateur doté d’une
interface graphique, et précurseur du Macintosh, tandis que le PC compatible s’impose au
grand public au travers de constructeurs comme Hewlett-Packard, Compaq, Dell, ou NEC.

Si I’évolution actuelle des machines en termes de performances est prévisible jusqu’a un certain
terme (en particulier par la Loi de Moore), il est difficile de prévoir le futur de l'architecture
des ordinateurs au dela du seuil connu d’intégration des composants. Les recherches menées
actuellement ouvrent des pistes dans le domaine de la physique quantique, tandis qu’en bio-
informatique des tentatives de codage et de manipulation de I'information sur les quatres bases
fondant ’ADN ont été réalisées avec un certain succés. Il n’est pas impossible que les ordina-
teurs du futurs bénéficient d’une nouvelle révolution scientifique qui modifiera encore une fois le
cours de leur évolution. Les chapitres suivants se contentent d’explorer succintement les concepts
fondamentaux communs au standard des architectures actuelles. Par ailleurs, le lecteur intéressé
par I'histoire de I'informatique et des ordinateurs peut se référer notamment a [BRETON90|, ainsi
qu’a l'excellente page de lencyclopédie en ligne [WIKIPEDIA|, dont est issue la majeure partie
des informations de cette courte introduction.



Chapitre 1
Information et calcul

Sl est établi que I'informatique repose sur 'utilisation d’ordinateurs!, a contrario il est

évident que le role et le fonctionnement d’un ordinateur n’ont de sens qu’au regard de la notion de
traitement de I'information. Ainsi les descriptions les plus généralistes d’un ordinateur s’accordent
toutes sur le concept minimal de machine congue pour permettre le traitement de l’information.
L’imbrication des deux notions, informatique—ordinateur, améne donc directement aux questions :
— Qu’est-ce que l'information ?
— De quel traitement sagit-il 7
C’est a ces deux questions que tente de répondre de facon extrémement sommaire le présent
chapitre.

1.1 Traitement de ’'information

En l'occurence, et pour aborder la premiére de ces questions, nous adoptons ici en premiére
approche la définition proposée dans [MEYERBAUDOINSO| : on appelle information tout critére
de choix parmi les éléments d'un ensemble, c’est-a-dire tout critére permettant de restreindre la
taille d’'un ensemble ol 'on recherche la réponse & une certaine question.

Par exemple, sur des questions aussi diverses que le calcul de la résistance d’un pont en béton
armé, le choix d’une orbite optimum pour un satellite de télécommunication, la traduction d’un
texte d'une langue a une autre, des informations pertinentes seront au choix et respectivement
la donnée du coeflicient de résistance du béton, la longueur, la hauteur du pont, la densité du
trafic de passage, ou la hauteur et le type de 'orbite, la masse du satellite, son autonomie, ou
encore les lexiques respectifs des langues considérées, les régles de grammaire et de conjugaison
et leurs exceptions. ..

A ce stade, apprendre que la couleur du pont est rouge, que le satellite porte I'inscription
« made in France », ou que le texte & traduire contient 57 fois la lettre « e » n’apporte pas
d’information puisqu’aucun moyen ne nous est ainsi fourni de réduire ’ensemble de recherche.
La recherche d’une solution, c’est a dire le traitement de I'information par I’étre humain, revient
donc essentiellement en ’application d’un ensemble de méthodes permettant une réduction de la
quantité d’information & partir des données de départ.

LQuoique ?



recherche d'une
solution

Nous sommes en mesure d’aborder la deuxiéme question : sur un ordinateur, « machine congue
pour permettre le traitement de 'information », il sagit alors de simuler d’une facon ou d’une
autre ces méthodes de réduction de I'information. Pour ce faire, il faut disposer

— d’une représentation physique de I’ensemble des données D, soit D' ;

— d’une représentation physique de I’ensemble des solutions S, soit S’ ;

— d’une représentation physique des méthodes de réduction de I'information, opérant sur D’

et fournissant un résultat S’; c’est a dire un calcul.
Pour pouvoir lancer le traitement physique et interpréter son résultat, on doit en outre disposer
de deux codes de représentation :

— 'un pour représenter une donnée de D (abstraite) par un élément de D’ (physique) ; c’est

un codage ;

— lautre pour interpréter un élément de S’, résultat d’un calcul, comme la représentation

d’une solution appartenant a .S'; c’est un décodage.

recherche d’'une
solution

|/ ]

codage décodage

¥ calcul
.

y = décodage(calcul(codage(x)))

Un programme de traitement de I'information sera donc la donnée d’ensembles physiquement
représentables® D' et S’ congus respectivement comme le codage et le décodage de D et S, d’un
calcul opérant sur D" et S’, tels que

solution(z) = décodage( calcul( codage(x)))

Dans la mesure ot I’'on montre que jusqu’a un certain point les opérations de codage et de
décodage se résument elles méme & un calcul, un ordinateur apparait donc essentiellement comme
un dispositif de calcul évolué. Mais qu’est ce qu’un calcul ?

2 N -
c’est-a-dire, entre autres, finis. ..



1.2 La machine de Turing

C’est Alonzo Church et Alan Turing, qui en 1936 et de fagon indépendante apportent chacun
avec leurs propres outils théoriques une réponse a cette question. Church propose un paradigme
formel appelé Lambda calcul et montre que toute fonction récursive, ni plus ni moins, est re-
présentable au sein de ce calcul. De son c6té, Turing, bien avant la construction des premiéres
calculatrices électroniques introduit un modéle théorique original appelé depuis lors machine de
Turing. Turing montre ’équivalence de son modéle avec le lambda calcul, ce qui permet d’obtenir
trois modeéles de la calculabilité strictement équivalents :

— La théorie des fonctions récursives ;

— Le lamba calcul ;

— La machine de Turing.

De ces trois modéles, la machine de Turing est sans nul doute le plus intuitif, et c’est ce modéle
que nous présentons ici.

Définition 1.1 Une machine de Turing se compose précisément

— d’une unité centrale, laquelle peut prendre un certain nombre d’états internes en mombre
fini;

— d’un ruban de longueur infinie sur lequel sont inscrites les données de départ a traiter
(des symboles pris dans un ensemble fini déterminé) et sur lequel la machine peut écrire de
nouveaur symboles ;

— d’une téte de lecture—écriture qui opére sur un symbole du ruban a la fois, et qui, en fonction
de ’état courant de 'unité centrale, peut remplacer le symbole lu par un nouveau symbole
et éventuellement se déplacer d’une case vers la gauche ou vers la droite sur le ruban.

Etat
G courant D Tete de lecture — écriture
- E—

————— LR ) ruen
Caractére Lu
Etat
| - o
do U IS i
Unité centrale
Qn B R

La machine fonctionne par pas discontinus et instantanés. Dans une situation déterminée par un
état interne et un symbole lu sur le ruban, elle évolue en changeant d’état et en agissant sur le
ruban ; des régles de transition (autrement dit, un programme) déterminent cette évolution. Plus
précisément :

Définition 1.2 Un programme est complétement déterminé par :
— La donnée d’un ensemble fini I' de symboles, incluant un sous-ensemble 3 C I' de symboles
d’entrée, ainsi qu’un symbole spécial appelé « blanc », noté b, avec b € '\ X.
— Un ensemble fini Q) d’états, incluant un état spécial de départ qo et au moins un état final
qr-



— Une fonction de transition 0 : (Q \ {qr}) xT' — Q x T' x {G, D, } matérialisé par un
ensemble de régles de la forme

état courant, symbole lu — nouvel état, symbole écrit, mouvement du ruban.

L’entrée d’une machine de Turing est une séquence de symboles pris dans > telle que chaque
symbole composant la séquence est placé un par un sur le ruban qui contient des caractéres b
partout ailleurs. Le calcul commence dans I’état initial gg et se termine dans I'état final gp. On
peut alternativement considérer deux états finaux gy et gy tels que gy est atteint si la réponse
& un programme de calcul est « oui », gy est atteint si la réponse a ce programme de calcul est
«non » (par exemple, telle séquence d’entrée posséde-t’elle telle propriété 7).

Exemple 1.1 Comment effectuer une addition sur une machine de Turing ¢ Une maniére de
faire (pas la seule...) est de coder les nombres a additionner sous forme de séquences de 1 suc-
cessifs, par exemple 2 s’écrivant 11, 3 s’écrivant 111, et ainsi de suite... On considére donc
Y =T = {1}, et le caractére « blanc » b. L’idée est alors d’écrire un programme capable de
concaténer les deux séquences a additionner en une seule qui en est l'union. Par exemple de la
somme des séquences 11 et 111 résulte la séquence 11111. Un tel programme est, par exemple :

q,b — qo,0,D
70,1 — q,b,D
@, — q,1,D
n,1 — @,1,D
72,0 — qr,b
2,1 — qp,1

Cet ensemble de regles est une matérialisation de la fonction de transition : & gauche de la fleche
se trouvent I’état courant de la machine et le symbole lu par la téte de lecture—écriture ; a droite de
la fleche se trouvent I’état dans lequel passe la machine aprés lecture, le nouveau symbole o écrire
sous la téte de lecture—écriture, et enfin le mouvement effectué par la téte sur le ruban (d’une
case vers la gauche ou vers la droite, ou mouvement nul). L’exécution du programme commence
dans ’état qy et se termine dans [’état qr. Des représentations équivalentes de ce programme
existent :

— Sous forme d’une table de transition :

Symbole lu b 1
Etat courant
‘) 90,0, D | qo,b, D
¢ 2, 1,D | ¢1,1,D
72 qr, b qr, 1

Chacune des entrées de la table, en ligne (états) et en colonne (symboles lus sur le ruban),
définit une situation correspondant a une des tétes de régle envisagées dans le programme.
Les cellules de la table sont associées aux transitions définies par chacune des queues de
régles correspondantes, et déterminent les transitions vers de nouveauz états ainsi que les
opérations effectuées sur le ruban.



— Sous forme de diagramme d’états finis :

A chacun des états est associé un noeud du graphe, les transitions entre états ainsi que
les opérations effectuées sur le ruban étant matérialisées par les arcs orientés reliant les
noeuds. L’état final est signalé comme un noeud particulier.

La trace de ’exécution du programme sur l’addition de 11 et 111 est :

Etape 1 Etape 2
q0 q1
T T T T T T T
—— Symbole lu b . T —— Symbole lu b .
Etat courant ——_ Etat courant ——_
% 90,6, D | q1,b, D % 90,6, D | q1,b, D
q 2, 1,D | q,1,D q @, 1,D | q,1,D
) qr,b qr, 1 a2 qr,b qr, 1
Etape 3 Etape 4
a2 qr
b‘b‘l‘b‘l 1‘1‘1;‘1;‘1;‘1;‘1) b‘l‘l‘l‘l 1‘b‘b‘b‘b‘b‘b
T Symbole lu b 1 T Symbole lu : 1
Etat courant Btat courant ’
90 90,6, D | q1,6, D 90 90,6, D | q1,6, D
q q2.1,D | q1.1,D q ¢2.1,D | q,1,D
[ qr.b qr, 1 [ qr.b qr. 1

Un calcul étant précisément ce qui peut étre accompli sur une machine de Turing, la machine de
Turing représente la plus petite architecture possible pour un ordinateur, et peut donc étre vue
sous son aspect fonctionnel comme l'intersection de tous les ordinateurs possibles. En délimitant
précisément les frontiéres de la calculabilité, elle est théoriquement capable de simuler® tout
ordinateur passé, présent ou futur. En fait et malgré sa simplicité, elle représente sous son aspect
matériel bien plus qu'un ordinateur, car elle dispose & travers son ruban d’une capacité de
mémorisation infinie.

La théorie des machines de Turing et ’étude de la calculabilité vont bien au-dela de cette
présentation succinte?. Sans aller plus loin dans cette voie, nous illustrerons néanmoins a divers

3si nécessaire en un temps trés long...

4Une étude plus approfondie peut étre menée, par exemple, au travers les ouvrages de référence de Minsky
[MINsKY67]| ou de Lewis et Papadimitriou [LEWISPAPADIMITROUS]|
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moments le fonctionnement de certains éléments réels d’architecture par leur équivalent sous
forme de machine de Turing.

Ayant abordé la calculabilité et donc pressenti la fonction fondamentale d’un ordinateur, la
question est maintenant de savoir sous quelle forme réaliser effectivement une machine & calculer,
ce & quoi s’attachent les chapitres qui suivent...

11



Chapitre 2

Numeération et codage

Les machines a calculer auquelles on s’intéresse sont des dispositifs physiques dont le fonction-
nement repose sur 'emploi du courant électrique. Cette simple remarque, aussi évidente qu’elle
paraisse, est lourde de conséquences. En effet, 'information la plus simple que ’on puisse repré-
senter sur un tel dispositif est (schématiquement) « le courant passe » ou « le courant ne passe
pas! ». Autrement dit, Iordinateur traite de l'information digitale, le support de I'information
étant un systéme & deux états d’équilibre 0 et 1 correspondant aux informations élémentaires
du systéme, appelées bits (contraction des mots anglais « binary » et « digit ». Toute informa-
tion est alors représentée par une combinaison de bits. A n bits correspondent 2" configurations
binaires possibles différentes (le nombre d’applications d’un ensemble de cardinal n dans I’en-
semble {0, 1}, de cardinal 2). Un mot est une séquence ¢,_1 ...qo de n bits, ¢,—1 étant le bit de
poids fort, et qo le bit de poids faible. En particulier, un mot de 8 bits est appelé octet. Enfin,
nous appelons désormais codage I'opération qui établit une correspondance biunivoque (appelée
code) entre les informations a représenter et les configurations binaires possibles. L’ensemble des
développements de ce chapitre s’appuient sur les résultats théoriques donnés en annexe B.

2.1 Le codage des caractéres

De nombreux standards existent. Le plus simple et le plus répandu est le code ASCII (Ame-
rican Standard Code for Information Interchange). Il permet de représenter sur un octet? des
données alphanumeériques, dont les caractéres latins, les chiffres décimaux, et d’autres informa-
tions comme, par exemple, le retour chariot (une table compléte du codage ASCII est donnée
en annexe A). Le code ASCII a évolué vers le standard ISO 8859-1 (Latin 1), qui utilise huit
bits pour représenter entre autres les caractéres accentués. Un autre standard trés répandu est
Unicode, qui utilise deux octets pour coder aussi des jeux de caractéres non latins, cyrilliques,
hébreu, asiatiques.

2.2 Le codage des entiers naturels

Un résultat élémentaire de numération sur les entiers nous dit que tout entier a s’exprime
comme la décomposition polynomiale d’une suite de coefficients entiers dans une base b donnée

'En réalité ce sont des tensions électriques servant de seuils qui sont mesurées.
2En fait sept bits plus un bit de parité.
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(cf. Théoréeme B.2, annexe B). Puisque nous ne disposons que des deux symboles 0 et 1, la base
2 s’impose comme le seul systéme de numération adapté a la représentation interne des entiers
naturels. Autrement dit, avec b = 2, le théoréme B.2, annexe B, devient :

Corollaire 2.1 (Théoréme B.2) Pour tout a € N, supérieur ou égal a 2, il existe une séquence
unique qq . . . g1 telle que :

a = 12" '+ @22+ a2+q
n—1
= Z%‘-QZ
=0

avec gn—1 =1 et ¢; € {0,1} pour 0 <i<n—2.

qo, coefficient de plus petit indice, est le bit de poids faible ; q,,—1, coefficient de plus grand indice,
est le bit de poids fort.

Exemple 2.1 L’entier 4319 se décompose en base 2 :
4310 =122 +02* +1.22 + 022+ 1.2 +1.2°
Autrement dit, 431y s’écrit en binaire 1010115.
Théoréme 2.1 Sur n bits, on peut représenter les entiers naturels a tels que 0 < a < 2™ — 1.

Preuve : Le plus grand entier représentable sur k bits est :

n—1 -
Z 2t —9n _ 1
=0

Q.E.D.

Ainsi, sur un octet on peut représenter tous les entiers naturels de 0 & 255. Deux octets
permettent de représenter tous les entiers naturels de 0 & 32 767. Un mot de 32 bits permet de
compter de 0 & 4 294 967 295. On a aussi le résultat suivant?

Corollaire 2.2 Pour tout entier naturel a, il existe un entier n strictement supérieur a 0, tel
que 2" < a < 2™

Si I'utilisation du code binaire est proche de la réalité physique, il s’agit d’une représentation
malcommode & utiliser pour I’étre humain : la longueur du codage et le manque de discrimination
di a l'utilisation de deux caractéres seulement est facilement source d’erreurs dans la communi-
cation. Aussi une représentation compacte, plus aisée a4 manipuler, mais permettant un passage
immeédiat au code binaire est évidemment bienvenue : le systéme de numération héxadécimale
représente le meilleur choix pour tout systéme informatique qui utilise des mots dont le nombre
de bits est divisible par 4, ce qui est le cas de la quasi-totalité des ordinateurs actuellement sur
le marché (mots de 8, 16, 32, et 64 bits).

3Ce résultat se généralise & une base quelconque.
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Représentation hexadécimale

Le systéme de numération héxadécimale requiert 16 chiffres : les 10 premiers chiffres sont
empruntés au systéme décimal et les 6 derniers sont les lettres A & F de I'alphabet latin. La
table suivante fournit I’équivalent de chaque chiffre héxadécimal dans le systéme de numération
décimal et le code de numération binaire sur quatre bits (appelé Décimal Codé Binaire ou encore

code DCB) :

Décimal | DCB | Héxadécimal
0 0000 0
1 0001 1
2 0010 2
3 0011 3
4 0100 4
5 0101 5
6 0110 6
7 0111 7
8 1000 8
9 1001 9
10 1010 A
11 1011 B
12 1100 C
13 1101 D
14 1110 E
15 1111 F

En hexadécimal, b = 16, et le théoréme B.2 devient :

Corollaire 2.3 (Théoréme B.2) Pour tout a € N, supérieur ou égal a 16, il existe une sé-
quence unique qq . .. qn_1 telle que :

a = quo1.16" 4+ 4+ 42.16% + 1.16 + qo
n—1
=0

avec qn_l e {1727 37 47 57 67 77 87 97 A7 B7 C7 D’ E’ F} et
q; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F} pour(0<i<n-—2.

Exemple 2.2 L’entier 4319 se décompose en base 16 :
43 = 2.16' + B.16°

Autrement dit, 431y s’écrit en hexadécimal 2Bg

2.3 Conversion d’un entier naturel

La conversion d’un nombre exprimé en décimal en une base b quelconque peut étre réalisée
par I'une des deux méthodes suivantes :
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— la méthode des divisions successives ;

— la méthode des soustractions successives.
La mise en ceuvre de chacune de ces deux méthodes n’est qu’une variation a partir du résultat du
théoréme B.1. La méthode des divisions successives calque la démonstration du théoréme B.2.
La méthode des soustractions successives repose, elle, sur le corollaire B.1.

Méthode des divisions successives

L’idée est de diviser par b I’entier a dont on veut obtenir la représentation dans la base b, puis
de diviser le quotient obtenu par b, et de répéter I'opération jusqu’a ce que le quotient obtenu
soit nul. La suite des restes des divisions successives correspond a la représentation de a dans la
base b. En effet :

a = qn_l.bn_l + qn_g.bn_2 + ...+ QQ.b2 + ql.b1 + Qo
= (Gno1b" P guo b P+ @2+ q) b+ g
N
a1 (quotient) (reste)

La derniére égalité dit que qq, c’est a dire le chiffre le moins significatif de la représentation en
base b de I'entier a, est le reste obtenu par suite de la division euclidienne de a par b. De la méme
fagon, considérons le quotient aj, obtenu lors de la premiére division. On a :

a1 = G b g o " b
= (@1 " P+ g ) b+ @
~ ’ ~—
as (quotient) (reste)

ou ¢, c’est & dire le prochain chiffre dans la représentation en base b, est donné par le reste de
la division du quotient a; par b. En poursuivant les divisions, on suit ’algorithme de conversion
de la représentation décimale d’un entier en base b. Plus précisément :

1. Tentier décimal a est divisé par b, ce qui donne pour quotient aq et pour reste qq;
2. sia; > 0, il est divisé par b, ce qui donne pour quotient as et pour reste ¢ ;

3. lopération de division mentionnée ci-dessus est renouvelée sur chacun des quotients obtenus
jusqu’a obtenir un quotient a,, = 0;

4. les restes obtenus successivement sont les chiffres de la représentation en base b de 'entier
a, avec ¢o comme chiffre le moins significatif, g; comme chiffre suivant, et ainsi de suite.

Autrement dit, en base b, a s’écrit gp—1...q1 qo (avec 0 < g1 <bet 0 < ¢ <b,0<i<n-—2).
Exemple 2.3 Conwversion du nombre 4319 en binaire :

43 = 21241

21 = 10.2+1

10 = 5240
5 = 2241
2 = 1240
1 = 02+1

4310 = 2.(2.(2.(2.(2.(20+1) 4+ 0) + 1) +0) + 1) + 1 donc 4319 s’écrit en binaire 1010115.
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Meéthode des soustractions successives

La méthode des soustractions successives est souvent plus rapide que la méthode des divisions
successives, pour peu que soit connue la suite des puissances successives de la base b dans laquelle
est effectuée la conversion. Cette remarque la rend plus particuliérement adaptée a la conversion
en base 2. On rappelle (généralisation du corollaire B.1) que tout entier naturel a peut étre
encadré par deux puissances successives de b (par exemple en binaire, il existe k € N* tel que
2k—1 < g < 2F). Le principe de la méthode consiste & soustraire a a la plus grande puissance de
b immédiatement inférieure & a, puis a répéter I'opération avec le résultat obtenu jusqu’a ce que
le résultat de I'opération soit nul. Plus précisément :

1. La puissance de b inférieure a a la plus proche (par exemple ™) est soustraite de a, ce qui
donne pour résultat s,, ;

2. si s, > 0, la puissance de b inférieure a s,, la plus proche (par exemple bP,p < m)est
soustraite de s,,, ce qui donne pour résultat s, ;

3. Popération de soustraction mentionnée ci-dessus est renouvelée sur chacun des s; obtenus
(0 < i <'m) jusqu'a obtenir un certain i = z tel que s, = 0;

4. les restes obtenus par soustractions successives sont les chiffres de la représentation en base
b de l'entier a, avec s,, comme chiffre le plus significatif, s, comme chiffre suivant, et ainsi
de suite jusqu’a s, le chiffre le moins significatif.

Autrement dit, en base b, a s’écrit s,, sp ... s..

Exemple 2.4 Conversion du nombre 4319 en binaire :

25 < 43 < 26, 43 — 25 = 11
22 < 11 < 2%, 11 - 22 = 3
2l < 3 < 22, 3 — 2l =1
20 < 1 < 2! 1 - 20 = 0

)

43 = 22428421490
1.2° 402 +1.22 +0.22 +1.21 +1.20

autrement dit 431y s’écrit en binaire 1010115.

Conversion binaire—hexadécimal

Les 16 chiffres du code hexadécimal se codent en binaire sur 4 bits. En utilisant cette corres-
pondance on peut convertir de 'hexadécimal en binaire, a chaque chiffre héxadécimal correspond
une combinaison binaire de 4 bits. Inversement, en découpant la combinaison binaire a conver-
tir, par paquets de 4 bits a partir du poids le plus faible et en associant & ce paquet le chiffre
hexadécimal correspondant, on peut convertir du binaire en héxadécimal.

Exemple 2.5 1981 s’écrit 110001102 en binaire, 1100 0110 et donc C614 en hexadécimal.

C 6
43109 s’écrit 1010115 en binaire, 0010 1011 et donc 2B1g en hexadécimal.
~— ~—

2 B
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2.4 Opérations binaires

Les opérations arithmétiques élémentaires d’un seul bit sont simples et suivent les tables
présentées ci-dessous. Certaines situations impliquent la génération d’une retenue et son report
vers le bit de poids supérieur le plus proche. La division binaire, semblable a la division décimale,
s’effectue par une succession de comparaisons, de soustractions et de multiplications. Enfin, on
notera les opérations particulieres que sont le décalage logique a gauche et le décalage logique a
droite.

Table d’addition binaire

0+0 = 0
0+1 = 1
1+0 = 1
1+1 = 1 0
retenue
Exemple 2.6
1 11 1o 1
+ 1 1
1 0 0 O
Table de soustraction binaire
0—-0 = 0
1-0 = 1
1-1 = 0
0-1 = 1 1
~—
retenue
Exemple 2.7
1 0 1 1
- 10 1
0 1 1 0
Table de multiplication binaire
O0x0 = 0
O0x1 = 0
1x0 = 0
I1x1 = 1
Exemple 2.8
1 0 1 1
X 1 0 1
1 0 1 1
o o 0O
1 0 1 1
1 1 0 1 1 1
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Table de division binaire

0+0 : indéfini
0+-1 = 0
1+0 : indéfini
11 = 1
Exemple 2.9
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1
0 0 1
0 0
0 1 0
1 0
0 O

Opérations de décalages

Les deux opérations suivantes de décalage sont définies : sil (Shift Logical Left, ou déca-
lage logique a gauche), sir (Shift Logical Right, ou décalage logique & droite). Etant donnée la
représentation d’un entier sur n bits (¢,—1 ¢n-2-.-qo), on a :

Sll(Qn—l qn—2--- q0) = (4n—2..-49o 0
slr(gn—1qn—2---90) = 0Gu—1...q1

L’interprétation arithmétique des décalages est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 Etant donnée q,_1 Gn_2 . ..qo la représentation sur n bits d’un entier naturel a,
on a :

stgn-1qn-2---90) = 2Xa
sir(gn-1qn-2---q) = a-+2

Preuve : Immédiate, en effectuant les multiplications ¢,_1¢n—2...q0 X 2 et 0¢gp_1...q1 X 2.
Q.E.D.

Dépassement de capacité

L’addition est opération fondamentale effectuée par 'UAL (Unité Arithmétique et Logique)
d’un ordinateur : toutes les autres opérations, soustraction d’entiers naturels, addition et sous-
traction d’entiers relatifs, multiplication, division devront étre congues pour exploiter efficace-
ment I'additionneur naturel. Or toute addition effectuée par 'UAL I'est sur un nombre fixe
de bits correspondant par convention a la taille maximum du type d’entier représentable (par
exemple, souvent 16 bits pour un entier, 32 bits pour un entier long. . .). Lorsque I'addition UAL
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produit une retenue au dela du n®™® bit de poids le plus fort autorisé par la représentation, il se
produit un dépassement de capacité : le résultat de la somme des deux entiers considérés n’est
pas représentable sur la taille de mot choisie, et le résultat produit est erroné. Par exemple, sur
quatre bits, ’'addition UAL de 0111 et 1100 donne 0011 avec retenue 1 : en effet, 7+ 12 = 19
qui ne peut étre représenté sur quatre bits. Toutefois la détection d’un dépassement de capacité
sur 'addition de deux entiers naturels est immédiate : notons par @ l’addition telle qu’effec-
tuée conventionnellement par 'UAL sur une taille fixe de mots de n bits; as et by étant les
représentations binaires des entiers naturels a et b, on a :

as +by = a9 @ by + (R.Qn)g ou R € {0, 1}

Si I'addition de deux entiers naturels produit un dépassement de capacité, R = 1, sinon R = 0.
Nous verrons que ce critére n’est plus aussi simple si I’on considére la somme d’entiers relatifs.

2.5 Représentation des nombres signés

On a vu que n bits permettent de parcourir un ensemble de 2" configurations binaires per-
mettant de représenter tout entier naturel compris entre 0 et 2 — 1. La représentation des entiers
signés implique de diviser cet ensemble de configurations par 2, car on veut pouvoir représenter
autant d’entiers positifs que d’entiers négatifs, ce qui nécessite d’utiliser une moitié des configura-
tions binaires disponibles pour les entiers positifs et ’autre moitié pour les entiers négatifs : 271
configurations seront donc dévolues a la représention des entiers négatifs et 2" ! configurations
resteront disponibles pour la représentation des entiers positifs.

_2n—1 ) — 2n—1 -1

/

anpaleurs distinctes

Autrement dit, n — 1 bits seront utilisés pour coder les entiers positifs comme les entiers
négatifs, la distinction sur le signe découlant donc du positionnement & 1 ou 0 du n®™° bit de
poids fort, appelé dés lors bit de signe :

qnfl qn72 o ql q0
—~— —_———
bit de signe  wvaleur absolue (n — 1 bits)

Afin de rester cohérent avec la représentation des entiers naturels donnée précédemment, on
décide conventionnellement de positionner le bit de signe a 0 pour les entiers positifs et & 1 pour
les entiers négatifs. La question qui reste alors a résoudre est celle de I'ordre & adopter sur les
2"~ configurations binaires utilisées pour coder les entiers négatifs (bit de signe est a 1). Trois
solutions sont habituellement envisagées :

— le codage en signe et valeur absolue

— le codage en complément a 1

— le codage en complément a 2

Codage en signe et valeur absolue

Il s’agit du codage le plus intuitif. L’idée est d’associer une seule configuration binaire & la
valeur absolue de chaque entier, la distinction entre la représentation négative et la représentation
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positive de cet entier étant assurée par le bit de signe. Par exemple, sur quatre bits, on codera +1
par 0001 et —1 par 1001. L’inconvénient de ce codage est qu’il implique deux représentations de
zéro : une représentation positive donnée par 0000 et une représentation négative donnée par 1000.
Il y a donc gaspillage d’une configuration binaire. Mais surtout, les opérations algorithmiques
utilisées dans la mise en ceuvre de I'addition et de la soustraction sont différentes. Malgré sa
simplicité apparente, il s’agit & tout point de vue d’un codage peu économique, mais dont on
verra une application dans le cadre du cadre du codage des nombres flottants.

Codage en complément a 1

Dans le codage en complément a 1, le changement de signe s’effectue en inversant les 0 et les
1 : toute occurence de 0 devient 1, et toute occurence de 1 devient 0. Par exemple, sur quatre
bits, +1 étant codé par 0001, —1 est codé 1110. On constate, en procédant ainsi qu’'une moitié
des configurations binaires disponibles est effectivement dévolue a la représentation des entiers
négatifs et que le bit de poids fort est bien le bit de signe. Par contre, tout comme dans le codage
en signe et valeur absolue, deux représentations distinctes de zéro coexistent : par exemple sur
quatre bits, un zéro positif codé 0000, et un zéro négatif codé 1111. Il en découle le méme type
de difficulté dans la mise en ceuvre des opérations arithmétiques élémentaires.

Codage en complément a 2

L’idée a la base du complément a deux est précisément ’obtention d’une représentation des
entiers négatifs qui permette un codage uniforme des opérations d’addition et de soustraction :
un entier négatif est tel qu’additionné & I'entier positif correspondant, on obtienne bien un zéro
unique, le méme que celui obtenu lors de la soustraction de cet entier par lui méme. Autrement
dit, la représentation de ’entier négatif en question doit pouvoir étre obtenue en soustrayant la
représentation positive de cet entier a zéro. Par exemple sur quatre bits, +1 étant codé 0001, on
aura :

|
o|lo o
o|lo ©
o|lo o

1
1
0

Le codage de —1 est alors normalement obtenu par la soustraction 0 — 1 en binaire :

0 0 0 0
o 10 1o 1
1 1 1 1 1

Il est facile de constater a partir de cet exemple que la soustraction de tout entier positif & zéro
génére une retenue qui se propage au-dela du bit de poids le plus fort, correspondant & un dépas-
sement de capacité. En 'occurence, c’est bien la génération de cette retenue qui permet de diviser
I’ensemble des configurations binaires en deux et permet de constituer le bit de poids fort en bit
de signe, abstraction faite du dépassement de capacité. Si on ignore le dépassement de capacité,
on obtient bien une représentation des entiers négatifs compatible avec les comportements atten-
dus de I’addition et de la soustraction. Or, du point de vue arithmétique, ignorer un dépassement
de capacité sur le n 4+ 1°™ bit revient & considérer un codage des entiers modulo 2". Autrement
dit, on représente 2" configurations binaires distinctes sur un cercle, chacune représentant une
des classes d’équivalence de la relation de congruence modulo 2" (cf. annexe B, paragraphe B.4).
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Par exemple sur quatre bits, c’est-a-dire pour n =4 :

1111 0000 oot

1110 0010
1101 0011
1100 0100
1011 0101
1010 0110

1001 1ggp 0111

Une moitié¢ des configurations accessibles sert a représenter les entiers positifs (de 0 a 2"~! —
1), lautre moitié les entiers négatifs (de —2"71 a —1). Puisque la relation de congruence est
compatible avec 'addition, toute configuration x accessible sur le cercle est telle qu’additionnée
avec la configuration représentant sa valeur opposée, Z, on obtienne 0 modulo 2" : ¢ + 7 =
0 (mod 2™). Par exemple : 0001+ 1111 = 0 (mod 2™) et par conséquent 1111 est la représentation
sur quatre bits de —1. Sur le cercle modulo 27, il est aisé de constater que chaque paire de valeurs
opposées se trouve sur une méme ligne horizontale :

1111 0000 gpo1

1110 0010
1101 0011
1100 0100
1011 0101
1010 0110

1001 1ggp 0111

Sur quatre bits, on obtient donc le codage suivant des entiers relatifs sur le cercle :
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1111 0000 gpo1

1001 1009 0111

Le théoréme suivant permet le calcul de la représentation en complément & deux d’un entier
naturel & partir de sa représentation en complément & 1 :

Théoréme 2.3 Etant donné un entier naturel a € [—2"~1 + 1,21 — 1], la représentation de
—a en complément a 2 est obtenue a partir du complément a 1 de a auquel on ajoute 1.

Preuve : Supposons a > 0 (sinon il suffit d’inverser les roles de a et —a). On a
n—1
a= Z q;.2"
=0
Le nombre a’ obtenu en ajoutant 1 au complément a 1 de a est :
n—1
a =1+ 32
=0

en notant ¢; le conjugué du bit ¢;, et en remarquant que l'opération ne produit pas de retenue
pour a > 0. Par conséquent

n—1
at+a =1+ (q+q)2 =2
1=0
donc a’ est la représentation de —a. Q.E.D.
Exemple 2.10
a : 0 0 0 1
Complément a1 : 1 1 1 0
ajodt de 1 Do+ 1
-a : 11 1 1
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Extension de signe

Théoréme 2.4 Etant donné un entier relatif a représenté sur n bits par ¢n—1Gn—o-.-qo, a est
représenté sur m (m > n) bits par qn—1 - .. qn-1Gn-2- - - qo-

Preuve : La proposition est évidente si @ > 0. Si a < 0, les deux nombres ont le méme complé-
ment a 2. Q.E.D.

Cette opération est appelée extension de signe : le bit de poids fort ¢,_1 est recopié sur les
m — n bits manquants. Par exemple, 7 est représenté par 0111 sur quatre bits, et par 00000111
sur un octet ; —2 est représenté par 1110 sur quatre bits, et par 11111110 sur un octet.

Dépassement de capacité

Si la représentation en complément a deux permet d’unifier addition et soustraction des
entiers relatifs, elle ne résoud pas pour autant la question du dépassement de capacité qui peut
se produire au sein de 'UAL. La question est de savoir si 'addition UAL est compatible avec la
représentation en complément & deux, ou plus précisément, si ’addition binaire est isomorphe a
Iaddition UAL : Comp2 désignant la fonction qui & un entier relatif associe sa représentation en
complément a 2, a-t’on

Comp2(a + b) L Comp2(a) & Comp2(b)

On sait d’ores et déja que cela n’est pas toujours vrai pour les entiers positifs. Cela ne 'est
pas non plus pour les entiers négatifs : par exemple sur quatre bits, 'addition UAL de —7
(1001) et —6 (1010) donne 0011, soit 3 et non —13. De méme, l'addition UAL de 7 (0111)
et 2 (0010) donne 1001, qui représente —7 et non 9 : on voit que le critére de détection d'un
dépassement de capacité sur I'addition des entiers naturels (génération d’un bit de retenue sur le
n®me bit) n’est pas applicable tel quel aux entiers relatifs. Pour I'addition des relatifs, le théoréme
suivant [GERMAINETIEMBLE| fournit un critére de correction qui généralise le critére obtenu pour
I’addition des entiers naturels.

Théoréme 2.5 L’addition UAL de deux entiers relatifs a et b fournit toujours un résultat correct
si a et b ne sont pas de mémes signes. Si a et b sont de méme signe, le résultat est correct si le
bit de signe est égal a la retenue.

Preuve : 1l s’agit de vérifier que
Comp2(a + b) = Comp2(a) & Comp2(b) (2.1)

si et seulement si les conditions du théoréme sont vérifiées. On distingue trois cas :

Cas 1:(a>0,b<0). Alors —2" 1 <a+b<2lcar 0 <a<2"let 21 <b<o0;
donc ag + b est représentable. On a Comp2(a) = az, Comp2(b) = (2" + b)2 = (2")2 + bo
d’out

Comp2(a) @& Comp2(b) = az + by + (2")2 — (R.2")2
ol R est le dépassement de capacité généré par 'addition binaire ag + bs.
— Ily a retenue si a+b+ 2" > 2", autrement dit, si a+b > 0. D’une part Comp2(a+b) =
(a+b)2 = az+ba, car a+b > 0 est représentable. D’autre part, Comp2(a)@® Comp2(b) =
as + by puisque R = 1. Par conséquent Comp2(a + b) = Comp2(a) ® Comp2(b).
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— Iln’y a pas retenue si a+b+2" < 2", autrement dit, si a+b < 0. Dans ce cas Comp2(a+
b) = as+ba+(2")2, car a+b < 0 est représentable. On a aussi Comp2(a) @ Comp2(b) =
as + by + (2")3 car R = 0. Par conséquent Comp2(a + b) = Comp2(a) & Comp2(b).

Cas 2:(a>0,b>0). Alors 0 < a + b < 2"; par conséquent a + b est représentable si

0 <a+b< 2" ! et non représentable sinon. On a Comp2(a) = az, Comp2(b) = bs.

L’addition UAL ne produit jamais de retenue : les bits de poids fort sont tous deux a 0,

d’out

Comp2(a) ® Comp2(b) = ag+ by — (R.2")9
= ag+by

puisque R = 0. D’autre part Comp2(a + b) = ag + b2 si a + b est représentable, puisque
a+b> 0. Donc I'équation (2.1) est vraie si et seulement si a + b < 2771, autrement dit si
le bit de poids fort est égal a 0, comme la retenue.

Cas 3 : (a<0,b<0). Alors —2" < a+ b < 0; par conséquent a + b est représentable si
2"=1 < a4+ b < 0 et non représentable sinon. On a Comp2(a) = as + 23, Comp2(b) =
by + (2™)2. L’addition UAL produit toujours une retenue, les bits de poids fort étant tous
deux & 1, d’ott

Comp2(a) ® Comp2(b) = ag+ (2")a +by+ (2")2 — (R.2™)
= ax+by+(2")
puisque R = 1. D’autre part Comp2(a + b) = ag + by + (2")2 si a + b est représentable,

puisque a 4+ b < 0. Donc I'équation (2.1) est vraie si et seulement si a + b > —2"~!, donc
si2" +a=>b>2""1 autrement dit sile bit de poids fort est égal & 1, comme la retenue.

Q.E.D.

2.6 Représentation des nombres fractionnaires

Tout nombre fractionnaire s’écrit comme la somme d’une partie entiére (supérieure ou égale

a 1) et d’'une partie fractionnaire (comprise entre 0 et 1). Or, le principe de la décomposition
polynémiale d’un entier en base b s’étend de facon immédiate & la partie fractionnaire d’un
nombre, exprimée comme une somme de puissances négatives de b (puisque par définition la
partie fractionnaire est inférieure a 1). Autrement dit :

a = Guo1.b"  H gno b4 bt 4 go.b°
+g b g b i+ g, b

n—1 A m A
= Zqi.bl + Zq_j.b_]
i=0 j=1

IR —
partie entiere  partie fractionnaire

avec g et gj € {0,...,b—1}pour0<i<n—1letl<j<m.
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Exemple 2.11

3
(1)10 = 0.10°+7.107' +5.1072
—25,7610 = —2.10'+ —5.10° +7.107' +6.102
1
(5)5 = 05°+25 1 4252053 4

Q

05°+25 1 +252 425 4 trois décimales apres la virgule
0204027 +1.272 41272 40274 +1.27°

3.10° + 1.107" + 4107 + ...

3.10° +1.1071 +4.1072 & deux décimales apres la virgule

0,01101,

710

L’ensemble des nombres fractionnaires est donc un sous-ensemble des rationnels. Dit autre-
ment, un nombre fractionnaire désigne un nombre rationnel (le quotient de deux entiers naturels)
quand le développement polynomial de ce nombre est fini, ou dans le cas contraire, son approxi-
mation a partir d’'un développement fini. Il permet donc aussi I'approximation finie d’'un nombre
irrationnel.

La conversion d’'un nombre fractionnaire s’effectue par la conversion de la partie entiére,
puis par la conversion de la partie fractionnaire. La conversion des nombres entiers a été vue
précédemment, on note f, la partie fractionnaire :

f=qabl4qgob24+. .  +qg pb™

en multipliant par b, on obtient :

bf= g Hgoabl4 . 4g b ™
N—— ~~ ~
partie entiere partie fractionnnaire

on a donc déterminé g_1. Notons maintenant f’ la partie fractionnaire de f :

fl=qob 4+ . +qg_pmb ™!

en multipliant par b, on obtient :

b.f = q_o.b° +q3b b 4 g b2
SN—— ~~ ~
partie entiere partie fractionnaire

on a donc déterminé g_o et on répéte ainsi l'opération jusqu’a la détermination de g_,,. La
représentation de f en base best ¢ 1 ¢_2,...,¢_m-

Exemple 2.12 Conversion de 0,75 en binaire : la partie entiére de 0,75 est 0, la partie frac-
tionnaire est 0,75 :

0,75x2 = 1,50 —q_; =1
0,50 x 2
0,002 = 0,00 —g_5=0

1,00 5 g o =1

0,75 s’ écrit donc en binaire 0,1105.
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Exemple 2.13 Conversion de 1,57 en binaire : la partie entiére de 1,57 est 1, la partie frac-
tionnaire est 0,57 :

0,57x2 = 1,14 —q_=1
0,14x2 = 0,28—>¢ =0
0,28x2 = 0,56 —¢g_3=0
0,56 x2 = 1,12 —>qg4=1

0,12x2 = 0,24 —>q_5=0
1,57 s’ écrit en binaire 1,10010,.

Il existe deux formats de codage des nombres fractionnaires : la représentation en virgule fixe
et la représentation en wvirgule flottante.

Représentation en virgule fixe

En virgule fixe, la virgule n’est pas représentée, elle est virtuelle : c’est le programmeur

S . A . 1 s e 1 .
qui décide du nombre de chiffres avant et aprés la virgule. S’il s’agit d’un codage trés naturel
d’un nombre fractionnaire, il présente cependant un inconvénient : il faut penser & conserver un
certain nombre de chiffres avant et aprés la virgule faute de quoi un dépassement de capacité
risque de se produire. Mais la nécessité de conserver ces chiffres, peut d’une part amener &
une approximation assez mauvaise du nombre & représenter, et d’autre part ralentit le temps
d’exécution des différentes opérations.

Exemple 2.14 Soient a = 4328 et b = 3612 deux nombres entiers de 4 chiffres, en virgule fize
pour pouvoir calculer correctement leur produit, il faut penser & conserver au moins 8 chiffres
avant la virgule, car le produit, a x b = 15632736, nécessite 8 chiffres.

Représentation en virgule flottante

En virgule flottante, le systéme de représentation est indépendant du nombre de chiffres
significatifs.
g S m be

~ —~— ~~

signe  mantisse  base et exposant

T

La mantisse m est exprimée dans la base b. La précision est le nombre de chiffres de la mantisse,
Pexposant est un nombre entier signé. En machine, b = 2. Un nombre décimal a une infinité de
représentations mantisse—exposant :

Exemple 2.15 Par exemple, en notation décimale
3,14 = 3,14 x 10° = 0,314 x 10 =314 x 1072.. ..

Clairement, la représentation des nombres fractionnaires pose un probléme de précision. L’or-
dinateur travaillant sur des représentations finies, plusieurs difficultés se présentent :
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1. D’une part, on est souvent amené & approzrimer la valeur d’'un nombre. Par exemple, que
ce soit en base 10 ou en base 2, 1/3 n’est pas représentable précisément, ni en virgule fixe,
ni en virgule flottante, puisque I’ensemble des nombres fractionnaires représentables en
machine (appelés usuellement, mais a tort, réels dans le jargon informatique) est un sous-
ensemble propre des rationnels. La question est alors d’arriver & minimiser l'erreur issue

de larrondi, c’est-a-dire minimiser I’erreur absolue (= wvaleur approchée — valeur réelle)

et Uerreur relative (= w) qui en résulte, correspondant au pourcentage de

| valeur réelle|
déviation de I'arrondi par rapport a la valeur exacte.

2. D’autre part, et on le sait déja, il n’est pas possible de représenter en machine des nombres
arbitrairement grands ou petits en valeur absolue. Or, la longueur d’un mot de type donné
étant fixée par 'architecture, le choix du nombre de positions binaires attribuées a l’expo-
sant d’une part, et a la mantisse d’autre part, représente un compromis : si 'on attribue
plus de positions a I’exposant, on augmente la plage de représentation, mais la précision se
trouve diminuée. Inversement, si ’on attribue plus de positions & la mantisse, la précision
se trouve augmentée, mais la plage de représentation est plus restreinte.

3. Enfin, et puisqu’il sagit de nombres, il est nécessaire de disposer d’un format unique per-
mettant d’assurer leur comparaison. Sachant que les algorithmes de comparaison procédent
(naturellement) & une comparaison chiffre a chiffre (en binaire bit & bit) a partir des poids
forts, comment par exemple comparer efficacement 31,4 x 107! et 4,13 x 10! ? On constate
sans difficulté sur cet exemple que l'utilisation d’un format de représentation unique (par
exemple 3,14 x 107 et 41,3 x 10°) rend cette comparaison immédiatement plus aisée.
Le choix d’une valeur unique d’exposant, qui facilite ici la lecture par un étre humain,
n’est toutefois pas la solution la plus adéquate & une représentation en machine. Dans ce
dernier cas, on préfére utiliser un cas particulier de représentation scientifique (un seul
chiffre avant la virgule dans la mantisse), appelé représentation normalisée (un seul chiffre,
différent de 0, avant la virgule dans la mantisse). Par exemple, 4,13 x 10! est en repré-
sentation normalisée (ce qui n’est pas le cas pour 41,3 x 10°). La normalisation produit &
la fois une représentation unique et une répartition équilibrée des nombres. A la suite de
|GOLDBERGI1|, considérons a titre d’illustration I’exemple (simpliste) de normalisation de
nombres flottants exprimés en base 2 sur 3 bits de mantisse avec un exposant sur 2 bits
pouvant prendre les valeurs successives —1,0,1,2 (correspondant & un codage en excés a
3, dont le principe est exposé un peu plus loin). En considérant uniquement des nombres
positifs, les mantisses disponibles aprés normalisation sont :

1,00, = 1o
1,01, = 1,25y
1,10, = 1,510
1,11, = 1,751

chacune étant multipliée avec I'une des quatre valeurs possibles de base—exposant parmi
271,20 21 22 soient seize nombres normalisés au total. Les valeurs successives obtenues
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sont :

1271, 1,25271, 1,521, 1.75.271 soient 0,5 920 0,625 928 0,75 23 0,875
1200 1,250, 1,520, 1.75.20  soient 1 <2 1,25 22 15 22 175
1.2, 1,25.21, 1,521, 1.75.21  soient 2 <% 25 2% 3 %% 35

122, 1,25.22, 1,5.2%, 1.75.22 soient 4 «— 5 = 6 = 7

La figure suivante décrit les nombres représentés :

031 2 4
|
|

Les barres foncées correspondent au cas ol la mantisse vaut 1. Dans chaque intervalle,
I’espacement est double du précédent : la différence entre deux nombres consécutifs n’est
pas constante, mais l'erreur relative créée par un arrondi est, elle, constante. Remarquons
encore qu’en base 2, et en représentation normalisée, le seul chiffre différent de zéro avant
la virgule étant nécessairement 1, on peut considérer qu’il est inutile de gaspiller un bit
pour l'indiquer. La mantisse comporte donc souvent conventionnellement un 1 implicite,
et dans ’exemple précédent, deux bits suffisent alors & la représentation de la mantisse
(ou inversement, trois bits permettent de gagner en précison). En laissant momentanément
de coté la question de la représentation de zéro (non normalisé par définition), peut-on
se contenter des seules représentations normalisées 7 Dans l'exemple traité ci-dessus, un
« vide » important apparait entre zéro et le plus petit nombre normalisé accessible, en
I'occurence 1/2. Cela signifie que toute valeur prise dans la plage [0, 1/2[, trop petite pour
étre représentée, est approximée par 0. Bien siir, I’exemple utilisé décrit ici une situation
plutdt grossiére, et il suffit d’augmenter le nombre de bits alloués & ’exposant pour gagner
en plage de représentation : par exemple, en passant l'exposant de deux & trois bits, il
devient possible de représenter des nombres sous forme normalisée entre 1/4 et 8. On peut
alors légitimement penser qu’il suffit d’élargir la plage de représentation liée & 1’exposant
autant que nécessaire pour approximer de facon plus « satisfaisante » les nombres proches de
zéro. Pour autant, aussi loin qu’on aille, il est aisé de constater qu'un déséquilibre subsiste
sur l'erreur relative d’un arrondi, selon qu’il est effectué dans l'intervalle des nombres
normalisés, ou dans l'intervalle qui sépare zéro du premier nombre normalisé accessible.
Une conséquence grave découlant de cette situation est que la soustraction en machine
de deux nombres normalisés peut donner pour résultat zéro alors que ces nombres sont
distincts. Par exemple, x = 1,015.27" et y = 1,009.27! sont deux nombres normalisés
distincts, dont la différence x —y = 0,625 — 0,5 = 0,125 = %. La soustraction effectuée
en machine est x © y = 0 parce que la différence x — y, trop petite pour étre représentée
ici par un nombre normalisé, est arrondie & zéro. On a donc z © y = 0 alors que = # y!
Autrement dit, deux codes identiques du point de vue mathématique peuvent produire des
résultats différents : par exemple |[GOLDBERGI1], le fragment de code if not(x=y) then
z=1/(x-y) risque de conduire & une division par zéro inattendue, alors que if not (x-y=0)
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then z=1/(x-y) ne produit pas d’erreur. Il est donc essentiel de préserver la propriété

(z=y)e (z-y=0) (2.2)

La solution consiste a autoriser 1'utilisation de valeurs dénormalisées entre zéro et le premier
nombre normalisé accessible de fagon a remplir le « vide » existant entre ces deux valeurs.
Dans notre exemple, cela revient & placer ’ensemble des nombres dénormalisés disponibles,
solent a priori seize nombres compris entre 0 (inclus) et 1/2 (exclus). En réalité, sagissant
de nombres dénormalisés, 'unicité de la représentation acquise a la normalisation n’est pas
conservée, et sur les seize représentations possibles, seules quatre ne correspondent pas a
des représentations de nombres déja obtenus. Plus précisément, a partir des quatres valeurs
disponibles de mantisse

0,00, = Oy
0,01, = 0,25
0,10, = 0,519
0,11, = 0,751

et des quatre valeurs possibles de base exposant parmi 271, 20,2122 on obtient les valeurs
successives suivantes :

0,125 0,125
—

0,125
>

-1 -1 -1 -1 : 1 1 1 _ 3
0.27%, 0,25.27%, 0,5.27+, 0.75.2 soient 0 3 7 < 1ts=3%
Les douze représentations dénormalisées restantes (0.2°, 0,25.2°, 0,5.2, 0.75.20, 0.2!,
0,25.2', 0,5.21, 0.75.21, 0.22, 0,25.22, 0,5.22, 0.75.22) correspondent & des valeurs déja

obtenues. Quatre nombres dénormalisés (dont zéro) sont donc & placer :

]
—1— ool
—_— el
— 1 ol
— === o=

et on obtient finalement la répartition suivante :

WL e
T
T I '

dénormalisés normalisés

031 2 4
|
|

Il est aisé de vérifier la validité de la propriété 2.2 pour x et y normalisés en montrant que
la plus petite différence que 'on peut obtenir entre x et y est égale au plus petit nombre
dénormalisé différent de zéro constructible par cette méthode. Si 'approche utilisée garantit
bien la validité de la propriété 2.2 sur les nombres normalisés, elle suscite aussi quelques
remarques... En premier lieu, 'utilisation d’un 1 implicite pour le bit de partie entiére des
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nombres normalisés implique de distinguer les nombres dénormalisés par un moyen qui ne
fasse pas appel a la partie entiére (en 'occurence zéro pour un nombre dénormalisé). Une
possibilité est par exemple d’utiliser une valeur spécifique d’exposant. En second lieu, si
la propriété 2.2 est vérifiée pour les nombres normalisés, par contre la différence de deux
nombres dénormalisés peut elle-méme étre trop petite pour étre représentée, méme de fagon
dénormalisée, et peut donc générer un arrondi & zéro. Il est donc important de tenir compte
de la plus petite valeur représentable, et de la facon dont on proceéde & un arrondi.

La prise en compte de toutes les questions liées a la représentation et au traitement des flottants
a suscité de trés longs débats entre constructeurs de machine et utilisateurs du calcul scientifique.
C’est la raison pour laquelle le standart actuel, la norme IEEE 754, initiée en 1977, n’a fina-
lement été complétement adoptée qu’en 1985. Cette norme fait d’ailleurs actuellement I'objet
de nouvelles révisions, sous le nom IEEE 754r. Le standard IEEE* prescrit 1'utilisation de la
représentation normalisée en signe et valeur absolue pour la mantisse, le positionnement des bits
d’exposant entre le bit de signe et les bits de la mantisse, et distingue deux formats : simple et
double précision, chacun de ces deux formats pouvant étre en outre étendus.

Simple précision (32 bits)
8 23
s | E (exposant) | M (mantisse)

Double précision (64 bits)
11 52
s | E (exposant) | M (mantisse)

Il aisé de constater que le positionnement relatif des différents champs (bit de signe, exposant,
mantisse) est destiné a faciliter la comparaison de deux nombres flottants. Un algorithme de
comparaison, partant donc des bits de poids forts, traitera d’abord les signes, puis les exposants,
et enfin les mantisses sous forme normalisée : clairement, dés quun bit du premier nombre
& comparer est inférieur ou supérieur au bit de méme rang du second nombre & traiter, la
comparaison est terminée. Sans plus de précision toutefois, deux problémes demeurent a priori :
— Une difficulté surgit dans le cas de la représentation du zéro. Evidemment, la mantisse du
nombre zéro doit contenir dans toutes les positions binaires correspondantes des chiffres 0.
Théoriquement, son exposant peut avoir n’importe quelle valeur, mais compte-tenu de la
fagon dont s’expriment les nombres qui s’approchent de zéro (c’est-a-dire par des valeurs

de puissances négatives de plus en plus élevées), il est cohérent que la valeur de I'exposant

pour zéro soit la puissance négative la plus élevée possible. Un tel zéro est appelé zéro
propre. Si 'exposant est donné en complément & deux, et en dehors de toute tentative de
normalisation, la représentation du zéro propre en simple précision (par exemple) est alors :

0 10000000  00000000000000000000000
~N

signe  exposant mantisse

Cette représentation ne contient pas le bit 0 dans toutes les positions, ce qui constitue un
inconvénient au moment du test et pose un probléme de compatibilité avec la représenta-
tion de zéro en virgule fixe (représentation qui ne contient que des zéros dans toutes les
positions).

4 Acronyme de Institute of Electrical and Electronics Engineers
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— Plus grave encore, un nombre ayant un exposant négatif apparaitra supérieur & un nombre
ayant un exposant positif. Le probléme provient de la comparaison bit a bit des des re-
présentations binaires : par exemple 11000000 apparaitra supérieur a ’exposant 01000000,
alors qu’en complément & deux, le premier est négatif, et le second positif.

Pour remédier a ces problémes, le standard IEEE utilise un exposant corrigé e, donné en valeur
par exces d'une constante égale au nombre de positions binaires positives, moins une, affectées a
l’exposant. Par exemple, en simple précision, donc sur 8 bits, la constante utilisée est 256/2—1 =
127. Par conséquent, e représentant la valeur réelle de I'exposant en complément & deux, e =
interprétation de E en naturel — 127. L’utilisation d’un exposant corrigé permet la translation
de 127 valeurs négatives vers des représentations positives considérées comme équivalentes, et on
obtient la correspondance suivante :

Binaire e (excés E (interprétation
a 127) non signée)
00000000 | —127 (€mmin) 0
00000001 —126 1
01111111 0 127
10000000 +1 128
11111111 | +128 (emag) 255

11 est facile de constater que cette approche permet bien d’obtenir une représentation homo-
géne de zéro : linterprétation en naturel du plus grand exposant négatif représentable sur 8 bits
étant 127 (8 bits positionnés a 1), Pexposant corrigé e = 127 — 127 = 0, d’oi une représentation
flottante de zéro dont tous les bits sont positionnés a 0, mais dont 'exposant exprime bien la
puissance négative la plus élevée possible.

Puisqu’en simple précision, e est I'interprétation de E en excés a 127 (e = Ejg — (28/2 — 1),
on a ey = —127, emar = +128. En double précision, e est I'interprétation de E en excés a 1023
(e = E1p —2'6/2 — 1), on a donc e, = —1023, emaz = +1024.

Une question reste en suspend : en effet, le choix par le standard IEEE d’un déplacement
de 127 valeurs a droite (en simple précision) n’est pas le plus naturel a priori. Puisque sur
256 configurations binaires disponibles en complément & deux, on compte de —128 a +127, il
semble censé de considérer alors un déplacement de 256/2 = 128 positions vers la droite (le
nombre de positions négatives disponibles), au lieu du déplacement de 256/2 — 1 = 127 positions
adopté. Autrement dit, pourquoi enlever 1, c’est-d-dire prendre le parti de ne compter qu’a
partir de —1277 En l'occurence, le standard IEEE fait le choix de réserver les valeurs extrémes
de e a la représentation de valeurs exceptionnelles, dont les nombres dénormalisés. On distingue
ainsi le cas epin < € < €maz, associé aux nombres normalisés, le cas e = ey, associé aux
nombres dénormalisés (dont zéro), et enfin le cas e = epq, associé a la représentation de valeurs
particuliéres : —oo, +00, d'une part et NaN(Not a Number) d’autre part.

— La présence des infinis permet de simuler la cloture topologique de R : par exemple, la
division d’un nombre distinct de zéro par zéro renvoie un des infinis. Le codage d’un infini
est caractérisé par le bit de signe, le champs de 'exposant valant e;,q., et la mantisse étant
égale a zéro.

— La valeur particuliere NaNpermet la détection d’une opération invalide : tentative de di-
vision de zéro par lui méme, division d’un infini par un infini, multiplication de zéro par
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un infini, soustraction de deux infinis, extraction de la racine carrée d’un nombre négatif...
Toute opération dont un des opérateurs est NaNrenvoie NaN. Le codage d'un NaNest
caractérisé par le fait que le champs de 'exposant vaut e,,4z, la mantisse étant différente
de zéro.

L’ensemble des cas possibles est finalement répertorié dans le tableau suivant :

‘ Cas | e (enexcés) | M ‘ valeur
Normalisé | epin < € < emaz | quelconque (—=1)° x 1, M x 2°
Dénormalisé € = Emin #0 (=1)® x 0, M x 2°min
Zéro € = emin 0 (=1)*x0
Infini € = emaz 0 (=1)° x o0

NaN € = €maz #0 NaN

Exemple 2.16 Soit le nombre +87,125 qu’on veut représenter comme un flottant en simple
précision. On convertit en binaire, séparément sa partie entiére et sa partie fractionnaire :

8710 = 1010111,
0,125 = 0,001,

d’ot 87,12519 = 1010111,0015. En effectuant la normalisation, on obtient
1010111,0015 = 1,0101110015 x 26

donc
- 1,010111001 représente la mantisse (dont le 1 en partie entiére est a laisser implicite)
— 110 représente ’exposant
— lexposant corrigé est 10000101 (133 =6 + 127).

Par conséquent, la représentation de +87,125 comme un flottant en simple précision est :

0 10000101 01011100100000000000000
La représentation de —87,125 ne différe que par le bit de signe :

1 10000101 01011100100000000000000

Les tailles des champs dévolus & la représentation de la fraction et de I’exposant donnent un
ordre de magnitude important. Le plus grand nombre flottant représentable en simple précision
est donné par :

(142 4224, 4272 x ot _ 1—27% 5 9+127
= 11
— 2 X (1 _ 2724) X 2+127
— (2-27%) x 21T
9128 _ 9104

3,402 823 466.10%8

Le standard IEEE impose le repérage des situations suivantes :
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— dépassement de précision (underflow)

— dépassement de capacité (overflow)
Le repérage et un bon traitement de ces situations exceptionnelles peut étre vital dans certains
cas. Le crash du vol 501 de la fusée Ariane aprés quarante secondes de vol en juin 1996 en est
un exemple particuliérement patent : dii & un mauvais traitement d’un dépassement de capacité,
il a cotité la bagatelle de 500 millions de dollars, et mis & mal un programme de développement
d’une dizaine d” années pour un cotit estimé a 7 billions de dollars... L’origine du probléme s’est
avéré étre une erreur de programmation dans le systéme de référence inertielle : un flottant codé
sur 64 bits, et donnant la vitesse horizontale de la fusée, était converti en entier signé sur 16
bits. L’entier obtenu étant plus grand que 32767 (le plus grand entier positif représentable en
complément & deux sur 16 bits), la conversion échouait, déclanchant une exception non traitée.
Le plus remarquable est que tous les tests logiciels avaient été passés avec succés par le pro-
gramme en question, mais qu’ils avaient été effectués avec les données d’Ariane 4, fusée moins
puissante et donc moins rapide qu’Ariane 5, pour laquelle la vitesse horizontale restait inférieure
au maximum de 32767 (cf. [ARNOLDIS])...

Outre le traitement de situations exceptionnelles, la norme stipule quatre modes possible d’ar-
rondi :

— Arrondi au nombre pair le plus proche (mode par défaut)

— Arrondi a zéro

— Arrondi au nombre supérieur le plus plus proche

— Arrondi au nombre inférieur le plus plus proche
La standard IEEE 754 précise de quelle fagon réaliser un certain nombre d’ opérations arithmé-
tiques sur les flottants. Les opérations les plus courantes (comparaison, addition, soustraction,
multiplication, et division) sont traitées de la fagon suivante :

Comparaison. Le format de codage d’un flottant (signe, exposant en valeur par excés, mantisse)
permet, on I'a vu, d’effectuer la comparaison de deux flottants bit & bit a partir des poids
forts.

Addition et soustraction. L’addition et la soustraction de deux flottants sont réalisées & par-
tir d’une dénormalisation du flottant le plus petit afin de rendre les exposants égaux en
minimisant une possible perte de précision. Les mantisses sont ensuite additionnées ou
soustraites, avant renormalisation. Plus précisément, ’algorithme suivi est le suivant :

Début
x et y, deux flottants a additionner ou
soustraire, respectivement sous la forme :
signe_x exp_x mant_x
signe_y exp_y mant_y;
Si (exp_x > exp_y)
alors exp_G = exp_x;
exp_p = exp.y;
mant_G = mant_x;
mant_p = mant_y;
sinon exp_G = exp_y;
exXp_p = exXp_X;
mant_G = mant_y;
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mant_p = mant_x;
diff = exp_G - exp_p;
slr(mant_p) sur diff bits;
mant_res = mant_G +/- mant_p;
arrondir mant_res;
Si (underflow ou overflow)
alors lever une exception;
sinon normaliser : exp_res et mant_res modifiés;
résultat = sign_res exp_res mant_res;
Fin

Par exemple, I'addition des deux flottants en simple précision x = 1,01000...0 x 27° et
y =1,11010...0 x 273 est effectuée de maniére suivante :
— Calcul de la différence entre I'exposant le plus grand et 'exposant le plus petit : exp, —

exp, = —3+5=2
— Alignement de la mantisse du plus petit nombre sur la valeur d’exposant le plus élevé
d’ott décalage de deux positions a droite de la mantisse de plus petit exposant, ce qui
dénormalise y : mant, = 0,01010...0.
— Les exposants étant maintenant égaux, il est possible de procéder a ’addition des man-
tisses :
mantres = 0,01010...0+1,11010...0

= 10,0010...0
— Arrondi par défaut (nombre pair le plus proche), et renormalisation :
mantres = 1,00010...0
exPres = —4
— L’addition des flottants x et y donne : résultat = 1,00010...0 x 274
Remarque : L’addition flottante n’est pas associative... Etants donnés par exemple trois
nombres flottants en simple précision
r = 1,5x10%
= —1,5x10%8
z =1
r+(y+2)#@+y)+2
En effet, compte-tenu des limitations imposées sur la précision et des approximations né-
cessairement réalisées au cours des calculs, la différence de magnitudes entre x ou y d’une
part, et z d’autre part, améne aux séquences de calcul différentes suivantes :
4+ (y+2) = 1,5 x10% 4+ (=1,5x 10%® +1)
~ 1,5 x 10% + (—1,5 x 10°®)
=0
(x4+y)+2z = (1,5 x10% 4+ —1,5 x 10%) +1
= 041
=1
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Multiplication. Le produit de deux flottants a pour résultat le produit des signes de chacun
des flottants, suivi du produit des mantisses, et enfin de I’addition des exposants respectifs.
Plus précisément, 1'algorithme de multiplication est le suivant :

Début
x et y, deux flottants a multiplier,
respectivement sous la forme :
signe_x exp_Xx mant_x
signe_y exp_y mant_y;
Effectuer en paralléle 1) et 2)
1) traitement des mantisses et des signes :
mant_res = mant_x.mant_y;
signe_res = signe_x.signe_y;
2) traitement des exposants :
exp-res = exXp_X + exp_y - valeur par excés;
arrondir mant_res;
Si (underflow ou overflow)
alors lever une exception;
sinon normaliser : exp_res et mant_res modifiés;

résultat = sign_res exp_res mant_res;
Fin

Par exemple, la multiplication des deux flottants en simple précision 2 = 1,01000...0x27°
et y =1,11010...0 x 273 est effectuée de maniére suivante :

1. Produit des mantisses, des signes, et calcul paralléle de 'exposant résultant :

mant; X mant, = 1,010000...0 x1,110100...0
N—— ——
18 bits 18 bits
= 10,00100010000...0
——
36 bits
exp, + exp, +127 = -3 -5+127 =119

2. La mantisse est normalisée : on obtient 1,00100010000 0. ..Q X2, autrement dit, et sa-

36 bils
chant que la mantisse est exprimée sur 23 bits, 1,00100010 0. .. 0, avec pour exposant

16 bits
résultant 120.

Division. La division est effectuée de maniére standard & partir d’une suite de soustraction
successives. L’algorithme est le suivant :

Début
x et y, deux flottants a diviser,
respectivement sous la forme :
signe_x exp_x mant_x
signe_y exp_y mant_y;
Soient Z_x e Z_y le nombre de zéro sur les poids forts de x et y;
Effectuer en paralléle 1) et 2)
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1) traitement des mantisses et des signes
sll(mant_x) sur Z_x bits;
sll(mant_y) sur Z_y bits;
mant_res = mant_x/mant_y;
signe_res = signe_x.signe_y;
2) traitement des exposants :
exp_res = exp_Xx - exp_y + valeur par excés - Z_x + Z_y;
arrondir mant_res;
Si (cas exceptionnel)
alors lever une exception;
sinon normaliser : exp_res et mant_res modifiés;
résultat = sign_res exp_res mant_res;
Fin

Une description précise de la norme IEEE 754, détaillant en particulier ’arithmétique étendue
et la gestion des erreurs, est présentée dans [GOLDBERGI1|.

2.7 Autres codages : codes de Gray, codes détecteurs, codes cor-
recteurs

De nombreux types de codages des nombres sont envisageables. Si les codes binaires étudiés
dans les paragraphes précédents sont cohérents par rapport a des besoins calculatoires arithmé-
tiques, ils sont inadaptés a d’autres applications comme par exemple le cryptage, le transport de
données, la numérisation rapide & partir de capteurs. ..

Codes de Gray

Illustrons le probléme avec l'exemple suivant : on souhaite minimiser le nombre de commu-
tations de bits effectuées par un compteur au moment du passage d’une configuration binaire &
la suivante. Avec le codage binaire des entiers sous forme de décomposition polynémiale en base
2, ce critére n’est pas respecté : par exemple, lorsqu’on passe de la valeur 7 (01113) a la valeur
8 (10002), quatre bits sont changés d’'un coup. Il est pourtant possible d’assurer la commutation
d’un seul bit & la fois quelque soient les entiers n et n+ 1 considérés. La famille de codes assurant
une telle propriété est celle des codes de Gray. Un tel code fut utilisé en 1878 par I'ingénieur
Emile Baudot dans la conception de son télégraphe; toutefois c¢’est Frank Gray, chercheur du
Bell Labs, qui en réalisa en 1953 la premiére étude mathématique.

Définition 2.1 Tout ordre défini sur les 2™ configurations binaires de mots de n bits tel que le
passage d’une configuration & la suivante ne change qu’un seul bit est un code de Gray®.

Exemple 2.17 Un code de Gray sur 3 bits est (000,010,011,001, 101,111,110, 100).

Parmi les codes de Gray, le code binaire réfléchi est remarquable en ce sens qu’a la propriété
caractéristique d’un code de Gray, il ajoute la propriété d’adjacence : deux configurations binaires
successives ne différent que par un bit de méme rang.

®De facon alternative et pour les spécialistes : Tout cycle hamiltonien sur un hypercube de dimension n
détermine un code de Gray. ..
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Exemple 2.18 Le codage binaire réfléchi des entiers de O a 15 est :

décimal | binaire pur | binaire réfléchi
0 0000 0000
1 0001 0001
2 0010 0011
3 0011 0010
4 0100 0110
5 0101 0111
6 0110 0101
7 0111 0100
8 1000 1100
9 1001 1101
10 1010 1111
11 1011 1110
12 1100 1010
13 1101 1011
14 1110 1001
15 1111 1000

L’algorithme suivant permet de générer du code binaire réfléchi sur n bits :

Début
séquence = ‘‘0 177;
rang = 1;

Tant que rang < n :

réaliser une copie de la séquence;
inverser 1’ordre de la copie;
concaténer ‘‘0’’ & la gauche de chaque élément de la séquence;
concaténer ‘‘1’’ & la gauche de chaque élément de la copie;
séquence = concaténation(séquence,copie);
rang = rang + 1;

Fin

Le code binaire réfléchi sert notamment a la fabrication des tables de Karnaugh, qui seront vues
dans le chapitre suivant.

Les codes détecteurs

Il est pratiquement impossible d’éviter 'apparition d’erreurs dans un ordinateur, erreurs de
transmission, de traitement, pannes d’éléments internes ou externes.

Une méthode simple et efficace pour détecter un bit en erreur dans un caractére ou un
mot est le contréle de parité. 11 s’agit d’ajouter aux n bits d’'un mot ou d’un caractére, un bit
supplémentaire appelé bit de parité. Dans le cas du contréle impair de parité, on ajoute un bit
de telle sorte que le nombre total de bits égaux a 1 soit impair. Dans le cas du contréle pair de
parité, on ajoute un bit de telle sorte que le nombre total de bits égaux a 1 soit pair.
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Exemple 2.19 Le code ASCII, avec un contréle de parité pair :

bit de parité | 26 25 2% 23 22 2l 20 | cqractére
1 1 1 0 0 0 0 1 a
1 1 1 0 0 0 1 0 b
0 1 1 0 0 0 1 1 c
1 1 1 1 1 0 1 0 z
0 1 0 0 0 0 0 1 A

Le controle de parité permet dans le cas d’une erreur, de détecter I'erreur, c’est & dire de savoir
qu’il y a eu une erreur sans pour autant la corriger. Pour cela, on attribue aux mots du code une
propriété qui disparait dans le cas d’une erreur. Le principe est le suivant : on fabrique d’abord les
messages sous forme de mots binaires de méme longueur et on ajoute une nouvelle composante, la
somme modulo 2 des composantes. Par exemple, 10110 devient 101101 ou encore 11000 devient
110000. La derniére composante est appelé bit de parité, 0 si la somme des composantes du mot
initial est paire, 1 dans le cas contraire. De ce fait, dans chaque nouveau mot le nombre de 1 est
pair, c¢’est-a-dire que la somme modulo 2 de toutes les composantes est nulle. Si & la réception
cette somme n’est pas nulle, c’est qu’il y a au mois une erreur. Si cette somme est nulle, et dans
I’hypothése que I'on n’a pas pu faire plus d’une erreur, alors le mot requ est correct.

Une autre méthode est celle de la répétition. Elle consiste par exemple a envoyer deux fois de
suite le méme mot. Si 'on suppose qu’il y a eu au plus une erreur sur ’ensemble des deux mots
(condition plus contraignante que dans le cas du bit de parité), la détection se fait en constatant
que les deux mots recus sont différents. On pourra méme corriger en envoyant trois fois le méme
mot, mais il faudra supposer qu’il y a eu au plus une erreur sur ’ensemble des trois mots (de
plus en plus contraignant). Dans ce cas il y aura necessairement un mot répété deux fois a la
réception et ce sera le bon.

Sur ce dernier exemple on voit apparaitre un probléme important : pour corriger plusieurs
erreurs et pour des mots de grandes longueurs®
transmission car il augmente considérablement la longueur des mots & transmettre, et donc le
temps de transmission. On cherchera donc, en plus de la possibilité de correction, un codage le
plus économique possible en longueur des mots.

Toute la théorie du codage correcteur d’erreurs vise a généraliser de maniére économique les
procédés élémentaires de bit de parité et de répétition.

, ce procédé devient rapidement onéreux en

Les codes correcteurs

Protéger les transmissions des erreurs de fagon efficace, est précisément 1'objet que se fixe la
théorie des codes correcteurs d’erreurs. La necessité d’utiliser plus de symboles est due a l'intro-
duction de la redondance qui est 'un des maitre-mots du codage correcteur d’erreurs. Comme
dans le langage courant c’est la redondance qui permet de se protéger contre la perte d’informa-
tion. C’est pourquoi les mots d’'une langue sont suffisamment longs, ce qui permet qu’ils soient
suffisamment différents les uns des autres, afin que I'on puisse les reconstituer lors d’une écoute
imparfaite. Impossible de confondre « féli..tations » pour félicitations avec « congéd..ment » pour
congédiement. De méme, on enfonce le clou au téléphone en disant, par exemple : C comme
Carole, O comme Odile, D comme Daniel, A comme Alfred, G comme Galois, E comme Europe,
C.0.D.A.G.E. : codage.

5La longueur d’un mot est le nombre de symboles qui le constituent.
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Dans le méme ordre d’idées, examinons ce qu’on peut faire avec des “0” et des“1”. On sup-
posera maintenant, et dans toute la suite, que les « mots » ont toujours le méme nombre de
symboles (ou de lettres, si 'on préfére). Ce nombre détermine la « longueur » des mots.

Exemple 2.20

Messages | Code
a 000
b 010
c 001
d 110
€ 101

Supposons que le mot envoyé soit 001 et que le mot recu soit 011, c’est a dire avec une erreur
dans la deuxiéme position. Il est impossible de savoir quel est le message initial, car 011 peut
tres bien provenir également 010 avec une erreur dans la troisieme position. La raison de cela est
évidemment que 001 ressemble trop a 010.

Au contraire, un bon exemple (pédagogique) est donné par le tableau ci-dessous.

Exemple 2.21 On a représenté 5 mots, Cy,Co, Cs, Cy, Cs de longueur 6, et en dessous de chacun
d’euz, tous les mots erronnés possibles qui peuvent en provenir en faisant une erreur.

Ch Cy Cs Cy Cs
110011 | 010100 | 000111 | 101101 | 011001
010011 | 110100 | 100111 | 001101 | 111001
100011 | 000100 | 010111 | 111101 | 001001
111011 | 011100 | 001111 | 100101 | 010001
110111 | 010000 | 000011 | 101001 | 011101
110001 | 010110 | 000101 | 101111 | 011011
110010 | 010101 | 000110 | 101100 | 011000

On constate que les différents ensembles de mots erronnés sont deux & deux disjoints. Il n’y
a donc pas d’ambiguité possible dans le cas d’une seule erreur et 'on peut donc corriger le mot
re¢u par simple comparaison avec les mots du code Cp,Cq,Cs,Cy,C5. Un seul d’entre eux différe
du mot recu en une seule position.

Pour généraliser dans la suite ’exemple précédent, on va s’intéresser a la transmission de
messages qui peuvent se décrire au moyen d’un n-uple (x1,x9,...,x,) ol les z; appartiennent
a un ensemble A, appelé alphabet. Chaque n-uple ainsi obtenu s’appelle alors un mot, 'entier
n s’appelle la longueur du mot, et 'ensemble des mots ainsi fabriqués s’appelle un code (sur
lalphabet A). L’alphabet le plus utilisé est 'ensemble des nombres 0 et 1.

A partir d’'une telle représentation des messages, on peut tenter de décrire des propriétés
concernant la possibilité de détecter et corriger des erreurs éventuelles apparues en cours de
transmission. Inversement, en choisissant convenablement l’alphabet et le code, on peut aussi
tenter d’améliorer la transmission & propos des erreurs. En particulier, on peut choisir, dans ce
but, un alphabet et un code dotés de structures algébriques et combinatoires particuliéres.

Soit A un ensemble fini, non vide, et n un entier naturel non nul. A™ désigne I’ensemble des
x = (x1,x9,...,2T,) avec x; € A.
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Définition 2.2 Soient = et y deux éléments de A™. On appelle distance de Hamming entre
x et y, le nombre de composantes pour lesquelles ces éléments différent. Plus précisement si

x = (z1,22,...20) ety = (Y1,Y2,-..Yn), alors :
d(z,y) =t{i € {1,2,...,n} tel que z; # y;}

f désignant la cardinalité de ’ensemble considéré.

Définition 2.3 Un code sur A de longueur n est un sous-ensemble C de A™. L’ensemble A est
appelé Valphabet, n la longueur du code C' et les éléments de C' sont appelés les mots du code.

Exemple 2.22 Le code
¢ =1{(0,1,1,0,1,0),(1,1,1,0,1,1),(1,1,1,1,1,1),(1,1,0,0,0,0), (0,1,1,1,0,0) }
est un code de longueur 6 sur ’alphabet A = {0, 1}.

Lorsqu’on utilise un code pour transmettre des messages, si = (z1,z2,...2,) est un mot
envoyé et 2/ = (2),2},...2)) le mot requ, éventuellement entaché d’erreurs, alors le nombre
d’erreurs commises sur les composantes du mot z est d(z,z’), d’aprés la définition de la dis-
tance de Hamming. Lorsqu’on suppose qu'il n’y a pas plus de e erreurs commises’, c¢’est-a-dire,
d(xz,z") < e, on pourra corriger ces erreurs, autrement dit retrouver x, a la condition que chaque
mot erroné regu ne puisse provenir que d’un seul mot du code.

C’est dans une note interne de 1948, qu’Hamming donne le moyen de construire des codes
corrigeant une erreur ayant le meilleur rendement possible R = k/n, k étant le nombre de
symboles du message a transmettre. L’alphabet {0,1} est délibérément choisi afin d’utiliser le
controle de parité. Le calcul d’un controle de parité partiel, appelé syndrome, est effectué a
partir de certains symboles du message & coder et de certains symboles de controle. Le syndrome
comportant n — k symboles doit correspondre aux différentes possibilités d’erreur et doit donner
la position de I'erreur exprimée en binaire.

Exemple 2.23 (Le code de Hamming (7,4)) Le code de Hamming de longueur n = 7, per-
met de coder des messages comportant k = 4 symboles, en ajoutant n — k = 3 symboles de
controle.

La construction du syndrome constitué de 3 symboles, repose sur la représentation binaire des

entiers :

— Le 1gsymbole, c’est a dire le symbole le plus a droite, représente le résultat du premier
controle de parité, il correspond aux positions 1, 3, 5, 7, 9, ... car les représentations
binaires de ces nombres comportent un 1 en 1gposition.

— Le 2gsymbole représente le résultat du second controle de parité, il correspond auzx positions
2, 3,6, 7, 10, ... car les représentations binaires de ces nombres comportent un 1 en
2gposition.

— Le 3gsymbole représente le résultat du troisiéme controle de parité, il correspond aux posi-
tions 4, 5, 6, 7, 12, ... car les représentations binaires de ces nombres comportent un 1 en
3gposition.

"Hypothése qui peut étre justifiée par une étude probabiliste du domaine de la théorie de I'information.
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Les symboles de contréle ne sont pas placés apres les symboles du message a coder, mais le
igsymbole de controle est placé en position 2'=1 afin de préserver lindépendance des symboles de
controle. Le codage et le décodage s’effectuent respectivement de maniére suivante :

Codage du code de Hamming (7, 4) Soit le message 1010 a coder, les symboles du message
sont placés ailleurs que sur les positions 1, 2, 4.

11213141667
1 010

Le 1gsymbole de contréle correspond a la parité des positions 3, 5, 7, donc
1+404+0=1 (mod?2).

Le 2gsymbole de contréle correspond a la parité des positions 3, 6, 7, donc
1+14+0=0 (mod?2).

Le 3gsymbole de contréle correspond a la parité des positions 5, 6, 7, donc
0+14+0=1 (mod?2).

Le mot du code correspondant est :

1121831415667
1011|1010

Un mot envoyé ne peut étre affecté par plus d’une erreur. Si il n’y a pas d’erreur de trans-
mission le syndrome est égal a 000.

Décodage du code de Hamming (7, 4) Soit 1011000 le mot re¢u alors que le mot transmis
est 1011010. Le syndrome est calculé de la fagon suivante : Le 1gsymbole de controle cor-
respond a la parité des positions 1, 3, 5, 7, donc

1+1404+0=0 (mod2).

Le 2gsymbole de contréle correspond a la parité des positions 2, 3, 6, 7, donc
0+14+04+0=1 (mod?2).

Le 3gsymbole de contrile correspond a la parité des positions 4, 5, 6, 7, donc
140+0+0=1 (mod?2).

Le syndrome est 110 erreur se trouve donc en position 6 (exprimée en binaire), le mot
transmis est bien 1011010.

Ce code, ayant le meilleur rendement possible pour coder un message de quatre symboles R =
4/7 = 0,57, est cité, en 1948, par C. Shannon dans son article fondamental sur la théorie de
linformation.
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Chapitre 3

Introduction a 'algébre de Boole

La conception des circuits logiques qui constituent la couche physique d’un ordinateur néces-
site la construction d’opérateurs logiques dont la description reléve d’une théorie mathématique
appelée algebre de Boole. Outre ce chapitre qui lui est exclusivement consacrée, on trouvera
d’autres éléments introductifs a I'algébre de Boole dans, par exemple, [DANCEAMARCHAND92|
et [DARCHE(2].

On consideére 'ensemble {0, 1} que I'on munit des opérations somme logique, produit logique
et inversion logique.

3.1 La somme logique

La somme logique est définie par la table d’addition suivante :

+101]1
001
1 (1)1

Soient x et y deux variables booléennes (c’est a dire que x € {0,1} et y € {0,1}), on associe
une variable booléenne d’identificateur x + y dont les valeurs sont données par la table de vérité
suivante qui est la table de vérité de l'opérateur logique OU :

T y| Tty
010 0
01 1
110 1
111 1

La somme logique posséde les propriétés algébriques remarquables suivantes :
— associativité : V(z,y,2) € {0,1}3 (z+y) +2=a+ (y + 2);

— commutativité : V(z,y) € {0,1}2 2 +y =y + x;

— ¢élément neutre : Vo € {0,1} 2 +0 =0+ z.
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3.2 Le produit logique

Le produit logique est défini par la table de multiplication :

01
0
1101

Soient = et y deux variables booléennes, on associe une variable booléenne d’identificateur
.y dont les valeurs sont données par la table de vérité suivante qui est la table de vérité de
l'opérateur logique ET :

x|y | xy
070] O
0]1] 0
110] 0
111 1

Le produit logique posséde les propriétés algébriques remarquables suivantes :
— associativité : V(x,y,2) € {0,1} (v.y).2 = z.(y.2) ;

— commutativité : V(z,y) € {0,1}? 2.y = y.;

— élément neutre : Vo € {0,1} 2.1 = 1.z.

3.3 L’inversion logique

L’inversion est notée avec une barre et est définie par 0 = 1 et 1 = 0. Soit = une variable
booléenne, on associe une variable booléenne d’identificateur T dont les valeurs sont données par
la table de vérité suivante qui est la table de vérité de 'opérateur logique NON :

z |01
7|1

Les propriétés de l'inversion logique sont les suivantes :
~Vee{0,1} z+T=1;
~Vz €{0,1} 2.7 =0.

3.4 Propriétés dérivées

Tout ensemble muni de deux éléments particuliers 1 et 0 et des trois opérations somime,
produit et inversion logiques vérifiant toutes les propriétés énoncées précédemment est une algébre
de Boole.

Les propriétés suivantes sont des propriétés dérivées d’une algébre de Boole :

— dualité

tout énoncgé exprimé en fonction de + et de 0 est vrai lorsque 1’on remplace + par . et 0
par 1;
— unicité
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les éléments neutres 0 et 1 pour la somme et le produit logiques, respectivement, sont

uniques ;

I'inverse de tout élément est unique;
— involution

Ve €{0,1} T = x;
— idempotence

Vo € {0,1} 2+ x = =,
Ve e {0,1} z.x = x;
— élément absorbant
Vee{0,1} z+1=1,
Vo € {0,1} 2.0 =0;
— absorption
V(z,y) € {0,1}? 2 + 2.y = m,
V(z,y) € {0,1}2 z.(x +y) = x;
— simplification
V(z,y) € {0,1}* 2+ Ty =z +y,
Y(z,y) € {0,1}2 2.(T +y) = v.y;
— formules de De Morgan
V(z,y) € {0,122 +y =77,
V(z,y) € {0,1}’ Ty =7 +7;
— distributivité du produit sur la somme
V(z,y,2) € {0,1}% 2.(y + 2) = (z.y) + (.2);
— distributivité de la somme sur le produit
Y(z,y,2) € {0,113 x + (y.2) = (x + y).(x + 2).

3.5 La somme logique exclusive

La somme logique exclusive est définie par la table d’addition suivante :

@01
001
111]0

Soient x et y deux variables booléennes, c’est a dire que = € {0,1} et y € {0,1}, on associe
une variable booléenne d’identificateur x & y dont les valeurs sont données par la table de vérité
suivante qui est la table de vérité de 'opérateur logique OU-exclusif :

T|y|lrDy
00 0
01 1
110 1
111 0

La somme logique exclusive posséde les propriétés algébriques suivantes :
— associativité : V(z,y,2) € {0,1}3 (z@y) D 2z=20 (y D 2);

— commutativité : ¥(z,y) € {0,1}2 2@y =y D x;

— ¢élément neutre : Vz € {0,1} 2@ 0=0® 2z = z;
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— élément symétrique : Vo € {0,1} x & 2 = 0.
L’ensemble {0,1} muni de la somme logique exclusive a une structure de groupe abélien.

3.6 Propriétés liant somme, inversion, et somme exclusive

— distributivité du produit sur la somme exclusive :
Y(z,y,2) € {0,133 2.(y ® 2) = (2.y) ® (v.2) ;
— relations avec l'inversion :
V(z,y) €{0,1’ 18y =70y =287;
V(z,y) €{0,1}’ 720y =2Dy.
L’ensemble {0,1} muni de la somme logique exclusive et du produit logique a une structure

d’anneau?.

3.7 Expressions booléennes

Définition 3.1 Soient x1,x9,...,x, un ensemble de variables booléennes, on appelle expression
booléenne sur les variables x1,xo, ..., T, toute variable exprimée a l’aide des opérations + , . et
de linversion.

Exemple 3.1 Voici un exemple d’expression booléenne : (x.y + z).(y + 2).

Les propriétés des expressions booléennes sont les suivantes :

— La somme de 2 expressions booléennes est une expression booléenne ;
— le produit de 2 expressions booléennes est une expression booléenne;
— l'inverse d’une expression booléenne est une expression booléenne.

Théoréme 3.1 L’ensemble des expressions booléennes sur un ensemble de variables x1,xo, ..., 2z,
est une algébre de Boole.

3.8 Fonctions booléennes et formes canoniques

Définition 3.2 On appelle fonction booléenne, la fonction définie de la fagon suivante :
f:{0,1}" — {0,1}
(X1, yxn) —  f(T1,...,20).

Définition 3.3 On appelle terme minimal ou minterm sur un ensemble de variables booléennes,
le produit logique de ces varitables ou de leur inverses logiques tel que chaque variable, ou son
mverse, n’apparait qu’une seule fois.

Exemple 3.2 Dans le cas ot n = 3, un minterm est de la forme x; . x; . x, avec (i,5,k) €
{1,2,3}. Dans la suite on omettra d’écrire le “.” pour spécifier le produit logique, un minterm
s’écrira x; xj x). Les 23 minterms sont les suivants :

r1.22.3, £1.09.203, T1.22.T3, L1.22.23

1 . . . ..
C’est un anneau unitaire, puisque par convention un anneau est unitaire.
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Théoréme 3.2 Soit f une fonction booléenne de n variables x1,...,x, alors f s’écrit comme
une combinaison linéaire des 2™ minterms :

flxy,.oo xn) = f(0,...,0)Z7... T+ -+ f(1,..., 1) 21...2p.

Les coefficients sont obtenus en remplagant dans f(x1,...,x,), chaque variable par 1 si celle-ci
figure dans le minterm correspondant, chaque variable par 0 si son inverse figure dans le minterm
correspondant.

Exemple 3.3 Une fonction booléenne de 3 variables s’écrit :
f(@1,22,23) = f(0,0,0).27.72.73 + f(0,0,1).71.72.03+
£(0,1,0).71.29.73 + f(0,1,1).Z1.20.23 + f(1,0,0).21.72. T3+
f(1,0,1).x1.72.23 + f(1,1,0).21.22.73 + f(1,1,1).21.29.23.

Corollaire 3.1 Toute fonction booléenne de n wvariables, x1,...,T,, s’écrit de facon unique
comme une somme de minterms ou chacun figure une fois au plus, c’est ce qu’on appelle la
forme canonique disjonctive.

Exemple 3.4

fx,y,2) = (@+7+2).T+y)z

On remarque que dans cet exemple, f(1,1,0) = £(0,0,0) =1 et
1(0,0, 1) = f(O,l,O) = f(LO?O) = f(0,1, 7) = f(1,0, 1) = f(17171) =0.

Il existe une forme canonique duale, appelée forme canonique conjonctive :

Définition 3.4 On appelle terme mazimal ou maxterm sur un ensemble de variables booléennes,
la somme logique de ces variables ou de leur inverses logiques tel que chaque variable, ou son
inverse n’apparait qu’une seule fois.

Exemple 3.5 Dans le cas ou n = 3, un mazterm est de la forme x; + xj + xy, avec (4, ], k) €
{1,2,3}. Les 23 mazterms sont les suivants :

T1 + T2 + T3, T1 + T2 + X3, TL + X2+ T3, T1 + T2+ T3
T1+ T2+ 23, x1 + 22+ X3, x1 + T2+ T3, 1+ T2+ T3

Théoréme 3.3 Soit f une fonction booléenne de n variables x1,...,x, alors f s’écrit comme
un produit des 2" sommes, ot dans chacune figure l'un des 2™ maxterms :

flxy, .. mn) = (f(0,...,0) + @1 +---+z,). - (f(1,...,1) + Tz +---+Tp)

Les coefficients sont obtenus en remplagant dans f(x1,...,x,), chaque variable par 0 si celle-ci
figure dans le maxterm correspondant, chaque variable par 1 si son inverse figure dans le maxterm
correspondant.
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Exemple 3.6 Une fonction booléenne de 3 variables s’écrit :
f(xl,CCQ,Cﬂg) = (f(0,0,0) + 1+ 22+ CEg)(f(0,0, 1) + 1+ 22 —{—$_3)
(f(1,0,1) + T1 + a2 +73).(f(1,1,0) + Ty + T2 + x3).(f(1,1,1) + T1 + T2 + T3).

Corollaire 3.2 Toute fonction booléenne de n wvariables, xi,...,x,, s’écrit de fagon unique
comme un produit de maxterms ou chacun figure une fois au plus, c’est ce qu’on appelle la
forme canonique conjonctive.

Exemple 3.7

flx,y,z) = zy+z

(@ +2).+2)
(r+yyg+z2).(xT+7+ 2)
(z+24+yY).Y+2+27)
(
(

r+z+y)(e+2+7).U+z24+2). T+ 2+7)
r4+z+y)(r+7+2).(T+T+2)

(
= (
On remarque que dans cet exemple, f(0,0,0) = f(0,1,0) = f(1,1,0) = 0 et f(0,0,1) =
f(1,0,0) = £(0,1,1,) = f(1,0,1) = f(1,1,1) = 1.

Toute fonction booléenne de n variables peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
2" minterms, cela peut se représenter par une table de vérité comportant n + 1 colonnes et 2"
lignes comme suit :

entier | minterm | x1 | o | ... | Ty | f(21,...,2p)
0 |@r..7,]0]0]..[0] f0,...,0
o 1wy, [ 1|11 fL. 1)

Exemple 3.8 La table de vérité de la fonction booléenne de trois variables est :

entier | minterm | 1 | xo | x3 | f(z1,2z2,23)
0 T1.T2.T3 | O | O | O £(0,0,0)
1 T1.T2.w3 | 0 | 0 | 1 £(0,0,1)
2 T1ax2x3 | 0| 1 10 £(0,1,0)
3 T1.x0.2¢3 | O 1 1 f£(0,1,1)
4 r1.T2.T3 | 1 | 0 | O f£(1,0,0)
5) r1.x9.23 | 1 0 1 f£(1,0,1)
6 T1.22.73 | 1 1 0 f(1,1,0)
7 ri.x9.23 | 1 1 1 f(1,1,1)
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3.9 Image d’une fonction booléenne

Définition 3.5 On appelle image de la fonction f(x1,...,x,), notée : f, le vecteur formé par
les 2™ coefficients de la forme canonique disjonctive dans [’ordre croissant de la représentation
binaire des entiers de 0 a 2™ — 1, c’est a dire de f(0,...,0) a f(1,...,1).

Exemple 3.9 L’image de f(x,y,2) = z.y.Z +T.7.Z est : f = 10000010.

Les propriétés de I'image sont :
fg=:f:g
f g =iftyg

3.10 Simplification des fonctions booléennes

La conception des circuits logiques nécessite ’expression d’une fonction booléenne correspon-
dant & la fonction logique souhaitée, puis la simplification de cette fonction booléenne de fagon
a réaliser le circuit le plus simple possible et le moins cotiteux possible. Il existe de nombreuses
méthodes de simplification implémentables, parmi lesquelles ’algorithme de Nelson, I’algorithme
de Quine-McCluskey, et I'utilisation des BDDs. Toutefois, dans le cadre de ce cours, nous nous
contentons d’étudier les méthodes dites manuelles : simplifications algébriques d’une part et
tables de Karnaugh d’autre part.

Simplifications algébriques

La simplification algébrique d’une fonction booléenne s’effectue directement & partir des pro-
priétés de l'algébre de Boole.

Exemple 3.10

flx,y,z) = Tyz+zygz+zrzyzZ+tay.z
= zTyYyztzryzt+ryzt+ryzt+ryz+ry.z
= (ZTyz+tzyz)+ (zyz+zy.2)+ (ryzZ+z.y.2)
= TH+z)yz+G+yzz+(Z+2)ay
= yz+xr.z+2y

Simplification par les tables de Karnaugh

Une table de Karnaugh est une table associée a la valeur de la fonction booléenne dont les
cases correspondent aux différentes lignes de la table de vérité.

Table de Karnaugh a 2 variables

z1
€2
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Table de Karnaugh a 3 variables

. 12 00 01 11 10
0 7(0,0,0) | £(0,1,0) | £(1,1,0) | £(1,0,0)
1 £(0,0,1) | £(0,1,1) | f(1,1,1) | f(1,0,1)

Table de Karnaugh a 4 variables

T2 00 01 11 10
T3 T4
00 7(0,0,0,0) | £(0,1,0,0) | f(1,1,0,0) | f(1,0,0,0)
01 7(0,0,0,1) | £(0,1,0,1) | f(1,1,0,1) | f(1,0,0,1)
11 7(0,0,1,1) | £(0,1,1,1) | f(1,1,1,1) | f(1,0,1,1)
10 7(0,0,1,0) | £(0,1,1,0) | f(1,1,1,0) | f(1,0,1,0)

Les lignes et les colonnes d’une table de Karnaugh sont écrites dans I'ordre binaire réfléchi, ce qui
met en évidence la propriété d’adjacence, c’est-a-dire, deux cases adjacentes de la table contenant
la valeur booléenne “1” correspondent & 2 minterms qui ne différent que par I’état d’une seule
variable. Soit x; cette variable,

flz1, o X1, i X1y ey T) = e XL T T T T Ty
= +x1xz_1(x_z+x,)x,+1xn+

= ...+ T. 1Tl T

En utilisant la propriété x; + x; = 1, on obtient, a partir de 2 minterms, un produit qui ne
contient plus la variable x;. Les tables de Karnaugh sont construites pour mettre en évidence
graphiquement la propriété d’adjacence. La simplification s’opére en regroupant, par un nombre
égal & une puissance de 2, les cases adjacentes contenant la valeur 1. De plus, les regroupements
se font de telle sorte qu’un maximum de valeurs 1 soient englobées dans un minimum de re-
groupements. Autrement dit, on cherche & réaliser les plus gros regroupements possibles, et en
plus petit nombre possible. Enfin, il est important de noter que la propriété d’adjacence permet
de regrouper des valeurs 1 aux extrémités du tableaux. On obtient autant de minterms dans
I’écriture simplifiée de la fonction qu’il y a de regroupements dans la table.

Exemple 3.11 Soit la fonction
f(.%'l, X9, 1‘3) = 21.22.Z3 + X1.T2.03 + T1.22.23 + T1.T2.23

La table de Karnaugh correspondante est :

L2000 | 01 | 11
3

—_
—_
—_
=~ =
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1l y a trois regroupements, dont un qui réunit les 1 des deux extrémités de la deuzieme ligne. Une
forme simplifiée de la fonction est : f(x1,z2,x3) = ©1.T3 + 1.03 + T2.23

Exemple 3.12 Soit la fonction

flx1,me, 23, 24) = T1.T3.23.24 + T1.09.T3.24 + T1.22.23.T4 + T1.09.23.24 +

X1.02.23.24 + T1.22.23.04 + T1.22.203.04 + T1.22.23.24

La table de Karnaugh correspondante est :

L2 00 o1 ] 11 ] 10
€T3 T4
00 1]
01 1] [[1]
11 1 1]
10 1

On peut remarquer que les regroupements sont bien les plus gros possibles et que chacun des 1
composant le regroupement central est contenu dans un autre regroupement ; par conséquent, et
compte-tenu du critere de minimisation du nombre de regroupements, le regroupement central de
quatre 1 n’est pas retenu dans l’énoncé de la forme simplifiée. Une forme simplifiée de la fonction
est donc : f(x1,22,23,2T4) = T1.09.T3 + T1.T3.24 + T1.22.23 + T1.73.24

3.11 Reéalisation d’un circuit logique

Il est commode de donner une représentation graphique d’une fonction booléenne sous la
forme d’un schéma normalisé, réalisé a I'aide d’un ensemble de portes logiques associées aux opé-
rateurs booléens de base. Chacune de ces portes comporte une ou plusieurs entrées (les variables
booléennes sur lesquelles porte 'opérateur en question) et une sortie. Le branchement en cascade
des sorties de certaines portes sur les entrées d’autres portes permet de représenter n’importe
quelle fonction booléenne sous la forme d’un circuit logique associé & cette fonction. Autrement
dit, I’ensemble de toutes les entrées du circuit sont les variables booléennes sur lesquelles porte
la fonction, et la sortie du circuit correspond & la réalisation de la fonction. De méme, plusieurs
circuits logiques peuvent étre combinés comme les composants élémentaires d’'un ensemble plus
important, par exemple une unité arithmétique et logique.
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La représentation suivante des portes logiques de base est issue de la norme ANSI/IEEE Std
91-1984, qui a pour objectif de faciliter la représentation de circuits intégrés complexes :

Porte IDENTITE — 1 [—
Porte NON — 1 M~ ou —D_
Porte OU : >1
Porte ET : & —
Porte OU-EXCL | =1 {—

La démarche suivie dans la conception d’un circuit passe globalement par les étapes suivantes :
1. Spécification de la fonction logique a réaliser (en frangais ou tout autre dialecte familier. . .).
2. Tables de vérité, si nécessaire, ou lorsque c’est possible.

3. Simplifications booléennes.
4

. Tracé du circuit (éviter 'esthétique « spaghettis »).

Exemple 3.13 On considére la fonction logique suivante :
1. f(z,y,2) =ZTYyzZ+TyzZ+axyz+zyz+zyz

2. La table de vérité correspondante est :

0[0]0 1
0101 0
0j11]0 1
0|11 0
110]0 1
1101 1
11110 1
1111 0
3. Apres simplification, f(x,y,z) =z y+Z
4. Le circuit correspondant est :
R
Y —N > 1 f(ma Y, Z)
I
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Chapitre 4

Quelques circuits combinatoires

Un circuit combinatoire est un circuit logique dont 1’état des sorties ne dépend que des valeurs
assignées aux variables d’entrée au moment considéré (par opposition aux circuits séquentiels,
étudiés au chapitre suivant, et dont les sorties dépendent non seulement des entrées, mais aussi
de I'histoire du circuit). Le présent chapitre décrit succintement le développement théorique de
quelques structures combinatoires de base qui jouent un réle fondamental dans la conception des
différents blocs d’un ordinateur : décodeurs, multiplexeurs, démultiplexeurs, réseaux logiques
programmables, et additionneurs. L’accent est mis sur les étapes de conception d’un circuit
combinatoire : spécification de la fonction logique réalisée, traduction en tables de vérité quand
c’est possible, optimisation par rapport a certains critéres (comme la minimisation du nombre
de portes, ou 'emploi d'un certain type de portes seulement), tracé du circuit. Enfin, analyse
de certains circuits montre que d’autres outils, plus faciles & comprendre ou utiliser, peuvent étre
employés (par exemple les tables de fonctionnement en lieu et place des tables de vérité dans le
cas d'un multiplexeur).

4.1 Décodeur

Un décodeur est un circuit comportant :

— n entrées;

— 2™ sorties, dont une toujours a 1;

— telle qu’elle est celle dont le numéro est I'entier codé par la configuration binaire des entrées.

— S1

En-1—

L . Szn_j

Autrement dit, un décodeur permet de sélectionner une sortie 5;,0 < i < 2" — 1, avec
i = valeuryo(Ey, ..., Ep).

Exemple 4.1 Soit un décodeur 3-8 (3 entrées, 8 sorties) et tel que la configuration binaire des
entrées soit Fo =1, E1 =1, Ey = 0, soit 110. L’entier codé par EoFE1Eqy est 6, par conséquent la
sortie Sg est sélectionnée, elle vaut 1.
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Spécification du circuit logique réalisant une fonction de décodage. Pour fixer les idées, on décide
de réaliser un décodeur 2—4. La table de vérité comporte deux entrées Fq et Ej, quatre sorties
S3,55,51,.9) telles que la sortie dont le numéro d’indice de la sortie est codé par la configuration
binaire des entrées F4FE est mise a 1.

Ey | Ey || So|S1|S2] 53

— = O O
— O = O
o o O =
oS O = O
o= O O
— o O O

On déduit immeédiatement les équations booléennes des sorties en fonction des entrées :

So = EiEp
S1 = Ei.E
Sy = E..E
Sy = Ei.Ep
d’ou le circuit :
N
Eo é
2 | | t |
& & & &
\ \ \ \
So S1 S2 S3

4.2 Multiplexeur

Un multiplexeur est un circuit comprenant :

— n fils de contréle C,,,Cy,_1,...,Cy;

— 2™ entrées;

— Une sortie S qui prend la valeur de 'une des entrées, de telle sorte que la configuration
binaire des n fils de controéle code le numéro d’indice de cette entrée.

MUX [—= S

—

iR

@G &

Autrement dit, un multiplexeur permet de connecter une entrée E;,0 <1i < 2" — 1, a la sortie S
de telle sorte que ¢ = valeur;o(Cy, ..., Cp).
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Exemple 4.2 Soit un multiplezeur 8—1 (8 entrées, 1 sortie) et tel que la configuration binaire
des trois variables de controle soit Co = 1,C1 = 1,Cy = 0, soit 110. L’entier codé par CoC1CY
est 6, par conséquent la sortie S prend la valeur (1 ou 0) qui se trouve sur l’entrée sélectionnée
Eg.

Spécification du circuit logique réalisant une fonction de multiplerage. Pour fixer les idées, on
décide de réaliser un multiplexeur 4—1. Parce que les entrées sont mutuellement exclusives, il est
possible d’envisager la construction d’une table de vérité simplifiée, appelée table de fonctionne-
ment, et dont la colonne de sortie, plutét que de contenir des 1 et des 0, contient les variables
d’entrées. La table en question contient donc deux variables de controle C; et Cf, et une sortie
S qui prend la valeur de 'une des quatre entrées Fs, Es, F1, Fy quand la configuration binaire
C1Cy code le numéro d’indice de la dite entrée.

Ci[Co ] S|
00 [ E
01| B
1|0 | B
1|1 | B

Bien str, il existe, équivalent & cette table de vérité un peu inhabituelle, une table “classique”
comportant une colonne assciée a Ey, une a E7, une a Fs, et une a FEj3, ainsi que les colonnes
associées a (1 et Cy et la colonne de sortie S... Mais cette table est moins aisée & manipuler. En
effet, elle “masque” la propriété qui nous intéresse directement (connexion de la sortie a I'une des
entrées en fonction des variables de contrdle), et il est plus laborieux d’en extraire la fonction
booléenne. L’équation boléenne de sortie se déduit sans difficulté de la table de fonctionnement
réalisée ici :

S = aﬁoEo + E-CO-El + Cl-?O-E2 + C1.Cy.E5

d’ou le circuit :

Eo

4 14

C1 G

Remarque : Un multiplexeur permet de réaliser n’importe quelle fonction booléenne de ses va-
riables de controle (pas toujours de maniére économique). Il suffit pour cela de fixer les valeurs
des variables d’entrées au regard de la fonction qu’on désire réaliser. Par exemple, sur un multi-
plexeur 4-1, en fixant £y =0, Fy =1, E5 = 1, E5 = 0, on obtient la fonction :

f(C1,Cp) = C1.Cy + C1.Cy

qui représente le OU-exclusif des deux variables C1, Cj.
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4.3 Demultiplexeur

Un démultiplexeur est un circuit comprenant :

— n fils de contréle C,,,Cy,_1,...,Cy;

— 2™ sorties Sy, ...S9m_1;

— Une entrée E qui donne sa valeur a 'une des sorties, de telle sorte que la configuration
binaire des n fils de controéle code le numéro d’indice de cette sortie.

- S

E — DEMUX

s

%G G

Autrement dit, un démultiplexeur permet d’aiguiller 'entrée E vers la sortie S;,0 < ¢ < 2" — 1,

= S,n

27 -1

de telle sorte que ¢ = valeur;o(Cy, ..., Cp).

Exemple 4.3 Soit un démultiplexeur 1-8 (1 entrée, 8 sorties) et tel que la configuration binaire
des trois variables de controle soit Co = 1,C1 = 1,Cy = 0, soit 110. L’entier codé par CoC1CY
est 6, par conséquent la sortie Sg est sélectionnée. Elle prend la valeur (1 ou 0) qui se trouve sur
Uentrée E.

Spécification du circuit logique réalisant une fonction de démultiplerage. Comme d’habitude (!),
on décide de réaliser (par exemple...) un démultiplexeur 4-1. La table de vérité comporte deux
variables de controle C et Cy, quatre sorties Sp, S1, 59,53 dont une prend la valeur de 'entrée
E quand la configuration binaire C'yCy code le numéro d’indice de cette sortie. En suivant cette
contrainte, on obtient une table de fonctionnement dont la colonne de sortie, plutdét que de
contenir des 1 et des 0, contient les variables d’entrées.

Ci|Col| So|S1]|S2| S
O(fE[0|0]O0
E| 0|0
0 0O]0|E]O
1 0]01|0]|£FE

= = O O
—_
o

Remarque : D’une certaine maniére, le démultiplexage peut étre vu comme un raffinement de la
fonction de décodage : la sortie n’est plus systématiquement mise a 1 (cas du décodage), mais
prend la valeur de l'entrée F.

Les équations booléennes de sortie se déduisent sans difficulté de la table de vérité :

Sy = C1.Cyo.E
S = C1.Cy.E
Sy = C1.Cy.E
Sy = C1.Cy.E

d’ou le circuit :

95



N
Co A
N
C, o
: ? ? ? l
& & & &
{ { { {
So S So S3

4.4 Reéseaux logiques programmables

Les réseaux logiques programmables sont des matrices de type ET-OU-NON qui peuvent étre
programmés pour réaliser n’importe quelle fonction logique. Il existe deux grandes familles de
réseaux logiques programmables : les PLA (Programmable Logic Arrays) et les PAL (Program-
mable Array Logic).

— Un PLA est constitué de la réunion de portes ET, OU, NON, liées ensemble pour réaliser
une structure logique combinatoire sous la forme ET-OU, ou sous la forme NON-ET-OU.
Deux connexions, I'une directe, 'autre complémentée, partent de chaque entrée vers toutes
les portes ET. Un autre niveau de connexion fait les liaisons entre chaque sortie d’une
porte ET et toutes les entrées des portes OU. Les sorties des portes OU, qui représentent
les sorties du circuit, sont elles aussi doublées, données a la fois sous forme directe et
complémentée. Les trois niveaux de connexions (entrées vers les portes ET, portes ET vers
les portes OU, portes OU vers les sorties) sont réalisés a I’aide de microfusibles. Durant la
programmation, certains des microfusibles sont détruits tandis que d’autres restent intacts,
de fagn a réaliser la forme canonique disjonctive des fonctions combinatoires imposées.

— Un PAL est un PLA ne disposant que d’un seul niveau de microfusibles (au lieu de trois)
entre les entrées et physiques et les portes ET. Les sorties des portes ET sont liées durant
le processus de fabrication directement aux portes finales OU, sans 'utilisation de micro-
fusibles. Autrement dit, les portes ET ne peuvent étre partagées, et chaque porte OU doit
avoir ses propres portes ET.

Les réseaux logiques programmables sont utilisés surtout pour la matérialisation de structures
combinatoires complexes.

4.5 Additionneur

La réalisation d’un additionneur complet (1 bit avec 1 bit avec retenue d’entrée) passe par la
réalisation d’'un demi-additionneur (1 bit avec 1 bit sans retenue d’entrée). Le demi-additionneur
est un circuit qui réalise 'addition de deux bits. La somme s’obtient sur deux bits, S pour le
poids faible, R pour le poids fort (la retenue). A partir de la table de vérité suivante :

A RS

—lol—=loll

0
0
1
1

il en) Newl Nan)

0
1
1
0
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on obtient :

S = AB+ AB
= A®B

R = AB

Le demi-additionneur est réalisé par le circuit suivant :

A
B

=15

& /R

Le demi-additionneur correspond a ’addition de deux bits isolés. Pour réaliser ’addition de
deux nombres binaires, il faut tenir compte lors de I’addition de deux bits de rang n de la retenue
de rang n — 1. L’opérateur qui réalise ’addition de deux bits, en tenant compte d’une éventuelle
retenue en entrée, s’appelle étage d’additionneur. Il posséde trois entrées A, B, et R’ et deux
sorties S et R :

A|B|R |R|S
0(0]0| 010
0]1]0)0]1
110101071
111,104} 17]0
001 )0]1
01110
1101141710
111411

On déduit les équations :

S = ABR +ABR +ABR +AB.R
R.(A.B+ A.B)+ R'.(A.B+ A.B)
R.(A®B)+ R.(A® B)

= RoAeB

R = ABR +ABR +ABR + AB.R
o /
= (A®B).R+AB
R Ry

La retenue comporte donc deux termes :

— Ry = A.B qui représente la retenue générée dans 1'étage d’additionneur;

~ R; = (A® B).R' qui représente la retenue propagée par I'étage d’additionneur.
On peut alors construire 1'étage d’additionneur en réalisant la somme de A et B dans un pre-
mier demi-additionneur, puis en additionnant au résultat la retenue R’ en provenance de 1’étage
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précédent. On obtient la somme S et deux retenues : Ry générée dans 1'étage, Ry propagée par
I’étage, réunies dans un OU logique pour obtenir la retenue R :

R’ S
1/2-Add
A
1/2-Add >1— R
B

Le schéma d’un additionneur pour deux nombres sur quatre bits est :

B B B B

f As f Ay YA, O 4,
I
l Ry R Ry l
Add Add Add Add <~— 0
Dépassemerﬂ l 1 1 l
Ss So St So
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Chapitre 5

Circuits séquentiels, registres,
compteurs

Un circuit séquentiel est un circuit combinatoire dont les valeurs des variables de sortie
dépendent non seulement des valeurs de variables d’entrée, mais aussi de wariables internes,
autrement dit de variables réalisant un rebouclage du circuit combinatoire sur lui-méme, comme
cela est représenté dans la figure suivante :

At : temps de propagation rétroactif

L’introduction d’une boucle de rétroaction a pour effet de rendre nécessaire la prise en compte
d’un temps de propagation des valeurs des variables internes qui permette une stabilisation du
circuit dans un état donné. On obtient ainsi la définition suivante : un circuit séquentiel est
un circuit dont I'état des sorties & un instant ¢ donné dépend & la fois des valeurs assignées
aux variables d’entrée et de l’état qu’avaient les sorties & l'instant ¢ — 1. La stabilisation du
circuit séquentiel dans un état donné, lorsqu’elle est possible, induit un effet de mémorisation,
c’est pourquoi on utilise ce type de circuit pour représenter le fonctionnement des registres
d’un ordinateur. L’élément de mémoire est défini comme un circuit séquentiel & deux états, 0
et 1, utilisé pour stocker le contenu d’un bit : I’état du circuit est modifié par des signaux de
commutation aux entrées; il posséde deux sorties dont I'une est le complément de l'autre.

Les circuits séquentiels se divisent en deux catégories : asynchrone et synchrone. Dans un
circuit asynchrone, les variables du systéme évoluent librement au cours du temps, autrement
dit I'action des entrées est prise en compte dés leur changement d’état. Au contraire, un circuit
synchrone est tel que 1’évolution des variables dépend d’une impulsion d’horloge comme un des
signaux d’entrée :
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Al : temps de propagation rétroactif

Par conséquent, les entrées d’un circuit synchrone ne sont sensibles aux signaux qui leur sont
appliqués que pendant un court intervalle de temps déterminé par le signal d’horloge.

De fait, les changements synchrones rendent plus fiables le fonctionnement des circuits sé-
quentiels, c’est pourquoi les circuits séquentiels synchrones sont utilisés pour la réalisation de la
plupart des blocs fonctionnels d’'un ordinateur. Inversement, les circuits asynchrones sont peu
nombreux et les exemples étudiés dans la suite (bascules RS, D, JK, et T') servent essentiellement
& introduire leurs pendants synchrones.

5.1 Circuits asynchrones

Bascule RS asynchrone

La bascule RS est un circuit séquentiel & deux entrées R et S (pour Reset et Set respective-
ment), défini par le schéma suivant :

R
pl=>1 Q
At
q
>1 P
S
Les équations des sorties sont :
Q = R+tp = RJ
P = S+4q = S3

Dans ces équations, g et p caractérisent I’état actuel du circuit, et @ et P ’état suivant du
circuit, état qui se produit aprés 'application des signaux aux entrées. Notons qu’il existe une
version duale comportant des portes NON-ET & la place des portes NON-OU. 1l est intéressant
d’illustrer le fonctionnement de la bascule RS par une étude de cas.
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Exemples de fonctionnement de la bascule RS

Exemple 5.1 | R=0,S5=1—R=1,5=1

On suppose la bascule dans un état stable, avec R =0, S =1, et on commute ’entrée R a 1. La
bascule passe successivement par les états suivants :

0
0l>1 1
R=0,S=1
|
>1 0
1
1
0l=>1 0
At:q#@Q R=1,5=1
|
>1 0
1
1
0l=>1 0
Propagation du signal
0
>1 0
1

On constate sur cet exemple que la mise a 1 de ’entrée R correspond effectivement a I’émission
d’un signal Reset, la bascule mémorisant ’état O ; les sorties QQ et P n’étant plus complémentées,
la bascule ne fonctionne clairement pas comme un élément de mémoire.
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Exemple 5.2 |[R=1,S=1-R=1,5=0

On repart de la configuration obtenue dans l'exemple précédent. L’entrée R étant positionnée a
1, on commute l'entrée S de 1 a 0. La bascule passe successivement par les états suivants :

of=1 0
R=1,5=1
0
>1 0
1
1
NES 0
At:p#P R=1,5=0
0
>1 1
0
1
0
Propagation du signal
1
0

Avec la mise 4 0 de Uentrée S (Set=0), la bascule mémorise bien [’état O ; cette fois les sorties
Q et P sont complémentées.

En résumé, et a partir des deux exemples précédents, on constate que :
— Avec S =1 (Set), la bascule mémorise la valeur 1.
— Avec R =1 (Reset), la bascule mémorise la valeur 0.
— En raison du temps de propagation rétroactif At, la bascule passe par une phase d’insta-
bilité (¢ # Q ou p # P) avant de se stabiliser dans un état déterminé.
— La bascule ne vérifie pas la derniére contrainte caractéristique d’un élément de mémoire
(les sorties ) et P ne sont pas complémentaires l'une de l'autre dans tous les cas).
En fait les problémes entrevus jusqu’ici ne sont pas les seuls, comme le montre ’exemple suivant.
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Exemple 5.3 | R=1,5=1—-R=0,5=0

On fait passer simultanément les entrées R et S de 1 a 0.

1
0 >1 0
R=1,5=1
0
. >1 0
0 0l>1 1
R=0,5=0
0
>1 1
0
0 =1 0
oscillation. . .
1
0 >1 0
0
ol=>1 |
oscillation. . .
0
>1 1
0
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0
0
oscillation. . .
0
0
0
o=1 1
oscillation. . .
0
>1 1
0

On constate une instabilité chronique de la bascule.

En basculant simultanément les entrées de R=S=1aR=5=0:
— La bascule entre dans une phase d’oscillation permanente due au fait qu’a tout instant
¢+ Qetp#P.
— A aucun moment les sorties () et P ne sont complémentaires I'une de 'autre, ce qui contredit
totalement la derniére propriété caractéristique d’un élément de mémoire.

Etude systématique

Une étude systématique du comportement du circuit passe par la détermination de ses états
stables : un circuit est dans un état stable s’il peut rester dans le méme état pour un temps
indéfini, ce qui s’exprime ici par les conditions suivantes :

Q=q et P=p

La détermination des états stables est réalisée a partir d’'une forme particuliére de diagramme
de Karnaugh, appelée matrice d’états assignés, réalisée en fonction des entrées présentes et de
I’ensemble des valeurs courantes des sorties du circuit. Dans chaque cellule du diagramme, on
positionne Iétat futur de la bascule (les valeurs futures des sorties) a partir des entrées considérées
et de I’état courant de la bascule (les valeurs courantes des sorties), comme illustré par la figure
suivante :
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entrées courantes

juosoxd 1ej9
1 y

Ainsi, la matrice d’états assignés réalisée pour la bascule RS étudiée ici est telle que dans chaque
cellule de la matrice la valeur de la sortie @) est inscrite dans la partie gauche et la valeur de la
sortie P dans la partie droite.

s 00 | 01 | 11 | 10
qp

00

01 01

11

10

Par exemple, dans le cas pour lequel les valeurs des entrées R et S sont respectivement 0 et 0 et
I’état courant est décrit par ¢ = 0, p = 1, la cellule correspondante se trouve a U'intersection de
la colonne 00 et de la ligne 01 ; les équations de sorties donnent alors :

Q =
P

—
Il

1.0=0
d1=1

Sl o
@]

[ Tallies]
ST ST

On place donc 01 dans la cellule en question. On remarque que pour les valeurs de cette cellule
Q = q et P = p, par conséquent elle désigne un état stable. En procédant ainsi pour chaque
cellule du tableau, et en marquant ’ensembles des états stables, on obtient la matrice d’états
assignés suivante :

s 00 | 01 11 10

00 11 | 10 [@8] o1
or [l | oo [ oo | 0N |

11 00 | 00 | 00 | 00

10 |8 [ B8 [ oo | oo

Les transitions d’un état de la bascule & un autre représentent alors un ensemble de chemins
dans la matrice. En reprenant les exemples précédents, on a :

ap
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Exemple 5.1 (suite) ‘R =0,5=1—-R=1,5=1

ap

00 1 [ 10 [0 ] o1
01 N | o0 [ oo [N |

00 | 01 11 10

N 00 11 | 10 [J00] ] o1
R or || oo | oo |J0H|

1 11 00 | 00 | 00 | 00

1 >1 0 10 '!/90 00

ap

| 0f=1 0 RS 00 | o | 11| 10
ap

00 11 | 10 [J8]] o1

01 N | o0 [ oo |[JON |

0 11 00 | 00 { 00 | 00

p— 0 10 [ 08 | G [N o0 | oo

En partant de U'état stable QP = 10 et en faisant passer les entrées de R =0, S =1 a R =1,
S =1, on passe par ’état instable QP = 00 (premier arc). Un état instable ne peut exister qu’un
trés court laps de temps, et q passe alors de 1 a0, ce qui implique un déplacement vertical dans la
matrice jusqu’a l’état stable gp = QP = 00 (deuziéme arc). Il est a noter que, durant ce régime
transitoire, les signaux de sortie restent inchangés.
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Exemple 5.3 (suite) ‘R =1,5=1—-R=0,5=0

1
0=t 0 RS 00 [ on | 11 | 10
ap
00 1 [ 10 [0 ] o1
o [J6l| oo | oo | Ol
0 11 00 | 00 | 00 | 00
1 >1 0 10 |01 H8 | oo | oo
0 >1 1 RS
0= 00 | 01 | 11 | 10

ap ——
00 11 | 10 \- 01
01 N [ o0 [ oo [N |

0 11 00 | 00 | 00 | 00
0 1 |00 || o0 | o0
0

0 RS 00 | o1 | 11 | 10

ap ——
00 [,11 ] 10 \- 01
01  [(BH] oo | oo |J0H |

11 200 [ 00 | 00 | 00

00 | 01 11 10

ap —
00 [ 11y] 10 | o
o (W) o0 | oo | T

0 11 *007] 00 | 00 | 00

. >1 1 10 [0 |8l | oo | 00

La bascule entre dans une phase d’oscillation entre les deux états instables QP = 11 et QP = 00.

L’ensemble des chemins dans la matrice d’états assignés permet la construction d’un graphe
de transitions sous forme de diagramme d’états finis : & chaque état de la bascule correspond
un état du graphe, les états stables pouvant étre vus comme des états finaux. Le graphe de
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transitions obtenu & partir de la matrice ci-dessus est le suivant :

En résumé :

— Pour la combinaison R = 0 et S = 0 aux entrées, il existe deux états stables. Le changement
R=1,5=0— R=0,5 =0 conduit a I’état stable QP = 01; le changement R = 0,5 =
1 — R =0,5 =0 conduit & I’état stable QP = 10. Cette particularité exprime ’essence
de la fonction de mémorisation élémentaire du circuit : si 'on passe d’une situation dans
laquelle le signal actif est transmis & une seule entrée a une situation dans laquelle des
signaux inactifs sont transmis aux deux entrées, le circuit mémorise ’état imposé par la
derniére situation active.

— Pour la combinaison R = 1 et S = 1 aux entrées, le circuit se trouve dans ’état stable
QP = 00, ce qui met en évidence que P # Q.

— Pour le changement R =1, =1 — R = 0,5 = 0, le circuit entre dans une phase d’os-
cillation permanente entre les états 00 et 11 sans jamais atteindre d’état stable. On peut
remarquer a ce propos que dans la pratique, si on peut considérer qu’a une échelle donnée
la commutation des deux variables est simultanée, il est en principe toujours possible de
trouver une échelle assez fine pour que I'une varie avant 'autre. Toutefois, méme en posant
I’hypothése que les commutations ne peuvent étre réellement simultanées, on constate qu’il
existe a partir de ’état 11 deux chemins possibles menant a deux états stables différents :

S 00 01 11 10
00 11 |70 | ol | o1
o [Tl 00 |00 |0

11 00 1\ 0 00 | 00
10 00 | 00

ap

— Si on suppose que la durée minimale d’un état est supérieure ou égale au temps de réponse
du systéme, c’est-a-dire au temps nécessaire pour qu’il atteigne un état stable, I’état instable
00 ne peut plus étre atteint.
En conclusion il apparait nécessaire d’éviter toute combinaison des entrées qui méne a 1’état 11.
Plusieurs solutions sont envisageables, dont la plus immeédiate est la bascule D, et une solution
plus élaborée, la bascule JK. ..
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Bascule D asynchrone

La bascule D est une bascule RS dont une des entrées est connectée a I’autre via une inversion
logique.

p|=>1 Q

Il s’agit d’une bascule asynchrone qui fonctionne bien comme un élément de mémoire car :
— Les sorties sont complémentées.
— La bascule mémorise la derniére valeur de 'entrée.

Le diagramme de transitions de la bascule D est trés simple :

I¢o @ 0)}

La bascule fonctionne de fagon transparente c¢’est-a-dire que la sortie () recopie ’état de I'entrée.
La bascule étant asynchrone, elle présente peu d’intérét car elle n’opére que comme un retardateur
de signal.

Bascule JK asynchrone

La bascule JK est une bascule dont on attend le comportement suivant :

—siJ =0et K =0 alors la sortie @) ne change pas d’état ;

—siJ=0et K =1 alors la sortie () passe a 0;

—siJ=1et K =0 alors la sortie () passe a 1;

—siJ=1et K =1 alors la sortie Q passe a Q.
La table d’excitation suivante résume ce comportement, QQ; et (Q;+1 représentant les valeurs de
la sortie ) aux instant ¢ et t + 1 respectivement, en fonction des entrées J et K :

J| K| Qe | Q¢
0] 0 Qy *
011 0 *
110 1 *
11 Q: *
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Une bascule J K peut étre réalisée a partir d’'une bascule RS en rebouclant les sorties sur chacune
des entrées :

&
J Jup Q

) R Q
K &J_

Le diagramme d’états finis de la bascule est le suivant :

o+ ‘ @’ 0

*1
1*
Bascule T asynchrone

A partir de la table d’excitation d’une bascule JK asynchrone, on constate que l'état de
la sortie est inversé (Qu+1 = Q¢) lorsque J = K = 1. Une bascule T (Trigger) est obtenue a
partir d'une bascule JK, en injectant le méme signal sur les entrées J et K. On obtient la table
d’excitation suivante :

T | Qi1 | Qu
0 Qt *
1] @
correspondant au circuit suivant :
J — @
T
K —Q

Le diagramme d’états finis de la bascule est le suivant :

AT

Les bascules T sont utilisées en particulier dans la conception des compteurs.
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5.2 Circuits synchrones

Une bascule synchrone est controlée par un signal d’horloge de type impulsion : le signal se
trouve a la valeur logique 0, passe & la valeur logique 1, puis repasse a la valeur logique 0, de fagon
périodique et réguliére. Le temps de commutation entre valeurs basse et haute étant négligeable,
on peut sans aucun probléme considérer que la transition est instantanée. L’impulsion d’horloge
prend donc idéalement I’allure d’un signal carré périodique :

Front antérieur Front postérieur
~ e P

——

Durée

L’observation du signal d’horloge permet immédiatement d’envisager deux techniques de com-
mutation des bascules synchrones.

— Les bascules verrou : ces bascules sont considérées comme actives pendant toute la durée
du signal haut (en logique positive). Autrement dit, une bascule verrou bloque la derniére
information qui se trouve aux entrées, avant que 'impulsion d’horloge effectue la transition
de 1 & 0. Pour obtenir une seule transition par impulsion d’horloge, ce qui est fréquemment
demandé en pratique, il est nécessaire que le ou les signaux d’entrée demeurent constants
pendant toute la durée active de 'impulsion. Cette condition est, en général, assez difficile
a remplir.

— Les bascules & commutation sur front : ces bascules sont actives au seul moment de la
transition sur front (antérieur ou postérieur) du signal d’horloge. La commutation sur
front pose le probléme du choix du front actif; en fait, la plupart des bascules commutent
sur front postérieur, et sont généralement réalisées par la connexion de plusieurs bascules
de type verrou et l'ajout de rétroactions supplémentaires (cf. les exemples donnés plus
bas). Une autre technique consiste a utiliser un circuit détecteur de front [TISSERANTO3].
Ce type de circuit produit en coincidence avec le front antérieur ou le front postérieur une
impulsion de largeur juste suffisante pour permettre un basculement d’état. Les figures
suivantes illustrent respectivement le principe d’un détecteur de front antérieur et d’un
détecteur de front postérieur : I'idée est de prendre en compte le faible retard induit par
la traversée d’un inverseur.

a) Détecteur de front antérieur

IL
IL

71



b) Détecteur de front postérieur

I
I

Y

Graphiquement, on distingue une bascule verrou d’une bascule & commutation sur front par
I'introduction d’un symbole supplémentaire au niveau de ’entrée d’horloge. Par exemple, pour

une bascule JK :

J __| L Q
I
K __| L Q

a) bascule verrou

J ] L Q
L —
K _| L Q

b) bascule & commutation
sur front antérieur

J ] L Q
L o>
K _| L Q

¢) bascule & commutation

sur front postérieur

Les exemples qui suivent illustrent quelques-unes des plus courantes parmi les bascules syn-

chrones :

Bascule D verrou

La propagation du signal d’entrée se fait sur la valeur haute du signal d’horloge (logique positive)
qui fait alors office d’autorisation en écriture. La durée du cycle doit étre supérieure ou égale a
la durée de propagation dans la bascule : Cycle d’horloge > At.
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Bascule D a commutation sur front antérieur

&
& & 0
o |
& Q
& pu
D &

La bascule D & commutation sur front antérieur est ici constituée de trois bascules RS NON-ET
sous forme d’un étage d’entrée et d’'un étage de sortie. La rétroaction effectuée au niveau de
I’étage d’entrée permet la commutation de la bascule sur le front antérieur.
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Bascule JK verrou

<
il
&
N
O

5
|

=~
il
=
=
Ql

Bascule JK a commutation sur front postérieur

<
I‘I
&

>
I‘I
&

La bascule JK a commutation sur front postérieur est ici constituée de deux bascules RS NON-
ET sous forme d’un étage d’entrée et d’un étage de sortie. La premiére bascule lit I'information
qui se trouve aux entrées, immédiatement aprés le front antérieur de I'impulsion d’horloge :
quand l'impulsion d’horloge se trouve au niveau bas (valeur logique 0), les sorties des premiéres
portes NON-ET de I'étage d’entrée se trouvent a la valeur logique 1; aprés la transition de 0
a 1 de I'impulsion d’horloge ces portes sont débloquées et les signaux d’entrée J et K entrent
sur la premiére bascule qui effectue la lecture de I'information. Simultanément, en raison de la
présence d’un inverseur, I’étage de sortie est isolé de I’étage d’entrée. Quand 'impulsion d’horloge
effectue la transition de 1 a 0, I'étage d’entrée se trouve a nouveau isolé des entrées d’informa-
tion tandis que 'information sauvegardée dans la premiére bascule est transmis & la deuxiéme
bascule. L’information stockée dans ’étage d’entrée est donc transférée vers ’étage de sortie par
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I'intermédiaire du front postérieur de I'impulsion d’horloge. Du point de vue externe, le circuit
constitue une seule bascule qui commute sur le front postérieur.

5.3 Registres, transfert d’information, bus de données

Le circuit séquentiel synchrone affecté au stockage temporaire d’une information de plusieurs
bits est appelé registre. Un registre est constitué d’une collection de bascules de méme type,
actionnées par la méme impulsion d’horloge. Le nombre de bascules constituant un registre
détermine sa capacité.

Registre verrou D

F3 Fo Eq Eo
| | | |
i e B
| ] ]
S3 Sa2 S1 So

Un registre de type verrou est utilisé comme mémoire tampon, c’est-a-dire pour stocker 'infor-
mation pendant un temps assez court, avant de I’acheminer vers une autre destination.

Transfert entre registres

Lecture
J J J J
KA KA KA KA
.

Si la condition Lecture est vraie et que I'impulsion d’horloge arrive, I'information stockée par le re-
gistre source est copiée dans le registre destination. Cette information est saisie dans les sorties du
registre destination, aprés le front postérieur de 'impulsion d’horloge (cf. [DANCEAMARCHAND92]).
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Banc de registres

I I I I
W W W W
—p_e  Hp.°H  HP.eH P eh
I I I |
I I I I
% W % W
D e+  Hp.eH Hp.eH Hp.eH
A — | | | |
[ [ [ [
% W % W
D _eH  Hp.eH Hp.eH  Hp.eH
4y — | | | |
[ [ [ [
W W W W
HooH  HP.oH  HPLH  HP.9H
I I I |
Mo
- p, - Lp Jd Lp Jd Lp -

Le décodeur 2 — 4 permet de sélectionner un registre parmi les quatre composant le banc de
registres. Le signal d’horloge joue le réle d’autorisation en écriture.

Bus de données

Un bus (abbréviation de liaison omnibus) est utilisé pour connecter entre eux plusieurs re-
gistres : il s’agit d’un ensemble de fils sur lesquels les informations binaires sont maintenues sous
forme de tension par I'un des registres source. Un bus comporte au choix un, ou deux fils par
bit, portant respectivement la sortie, ou les sorties complémentées de chaque élément mémoire
auquel est relié le bus. L’utilisation d’un bus reliant quatre registres est présentée dans la figure
ci-dessous (cf. [DANCEAMARCHAND92|) :

Ligne n — 1

Ligne 1
Ligne 0
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Chacune des sorties, tout comme chacune des entrées, de chaque bascule composant chaque
registre est connectée a une ligne du bus & l'aide d’une porte ET controlée par un signal de
commande. Par exemple, le transfert d’information du registre 2 vers le registre 0 nécessite que
les signaux de commande Cd2; et Cd0g soient & 1 et que les autres signaux de commande soient
a 0 : les sorties des bascules du registre 2 ainsi que les entrées des bascules du registre 0 se
trouvent connectées simultanément au bus, ce qui permet le transfert paralléle de I'information
au moment de 'arrivée de I'impulsion d’horloge, non représentée sur ce schéma.

Les portes ET qui controlent la connexion entre un registre et le bus sont généralement
remplacées par des barrieres a trois états, qui permettent au registre de poser un 0, un 1, ou
de se déconnecter électriquement du bus. Une entrée de controle séparée est utilisée soit pour
ouvrir la barriére de sortie, soit pour la mettre dans un état de haute impédance (électriquement
déconnectée) :

Entrée Sortie

Entrée

de controle

La communication & travers un bus a l'aide de barriéres & trois états placées par exemple en
sorties de registres, est alors représentée de la fagon suivante :

Lignen — 1

Ligne 1
Ligne 0

Cd1 Cd2

5.4 Compteurs et séquenceurs

Un compteur est un registre dont le contenu est incrémenté a chaque impulsion d’une horloge.
Il s’agit donc d’un ensemble de bascules interconnectées avec un circuit combinatoire affecté
au mode de changement d’état durant le processus de comptage, un compteur a n bascules
pouvant passer successivement par 2" états distincts. Outre leur fonction initiale de comptage,
les compteurs permettent aussi de construire des séquenceurs dont le réle est la distribution du
signal d’horloge dans un circuit complexe. On classe les compteurs en fonction :
— du type de codage de I'information stockée (binaire, modulo n, binaire-décimal) ;
— du mode de commutation des bascules durant le processus de comptage (asynchrone ou
synchrone) ;
— du mode d’avancement du compteur durant le processus de comptage (direct, inverse,
réversible).
Le compteur le plus simple utilise directement le systéme de numération binaire, c’est-a-dire qu’il
compte en binaire les impulsions d’horloge qui lui sont transmises & 'entrée de comptage, modulo
n. Les deux exemples suivants illustrent le fonctionnement d’un tel compteur sur quatre bits,
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d’abord en mode asynchrone, puis en mode synchrone. Ces compteurs sont construits a partir
de bascules JK a commutation sur front postérieur.

Compteur binaire modulo 16 asynchrone

On sait qu’'une bascule JK a commutation sur front postérieur, utilisée en mode 7' (J = K),
passe a l’état complémentaire & chaque front postérieur du signal d’horloge. En transmettant
I'impulsion d’horloge & la bascule servant au codage du bit de poids le plus faible, et en reliant
successivement chaque sortie d’'une bascule codant un bit de poids inférieur a l'entrée de la
bascule servant au codage du bit de poids immédiatement supérieur, 'impulsion se propage de
proche en proche & I’ensemble des bascules, et on obtient le compteur recherché :

0 Q1 Q2 Q3
J 7 J

L’évolution des sorties (QoQQ1Q2@3 en fonction du signal d’horloge est représentée par le chrono-

gramme ! suivant :

Q

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

R e Bl e e B e B

Q1 | | | L _
Q21 i i i L_
Q31 i L_

On voit que chacune des sorties divise la fréquence du signal d’entrée correspondant par deux :
c’est sur cette propriété du circuit que repose la capacité de comptage en binaire. Afin de mieux
comprendre le comportement du circuit, considérons par exemple son évolution aprés comptage
de la troisiéeme impulsion d’horloge : Qg = 1, Q1 = 1, Q2 = 0, Q3 = 0. Au front postérieur
de la nouvelle impulsion d’horloge (la quatriéme), la bascule Q) passe a I'état complémentaire,
soit g = 0. Cette commutation produit donc un front postérieur a la sortie de la bascule,
front qui actionne I'entrée de commutation de la bascule Q1 : du coup, la bascule )1 passe a
son tour & I’état complémentaire, soit Q1 = 0. La commutation de la bascule Q1 de I'état 1 &
I’état 0 produit, elle aussi, un front postérieur qui oblige la bascule Q2 & passer a I'état 1. Cette
commutation ne produit pas de front postérieur, et par conséquent, la bascule Q3 conserve son
état initial.

Lschéma donnant 'état des sorties d’un circuit en fonction du temps
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L’obtention de la liste compléte des états successifs des sorties & partir du chronogramme est
immédiate :

Numéro d’impulsion | Q3 | Q2 | @1 | Qo
état initial 0 0 0 0
1 0 0 0 1

2 0 0 1 0

3 0 0 1 1

4 0 1 0 0

) 0 1 0 1

6 0 1 1 0

7 0 1 1 1

8 1 0 0 0

9 1 0 0 1

10 1 0 1 0

11 1 0 1 1

12 1 1 0 0

13 1 1 0 1

14 1 1 1 0

15 1 1 1 1

16 0 0 0 0

Bien que chaque bascule fonctionne individuellement de maniére synchrone, le fonctionnement du
compteur est, lui, asynchrone, puisque 1’état de chacune des bascules ne dépend que des entrées
correspondantes, sans référence globale a une impulsion d’horloge.

Compteur binaire modulo 16 synchrone

L’exemple proposé est tiré de [DANCEAMARCHAND92|. A la différence du compteur asyn-
chrone vu précédemment ot I'horloge n’agit que sur une bascule, ici chaque impulsion d’horloge
synchronise ’ensemble du circuit. L’idée est donc de construire une table d’excitation qui, outre
les sorties du circuit, tienne compte de 1’état de [’ensemble des bascules & chaque impulsion
d’horloge. A partir de la table d’excitation d’une bascule JK individuelle, on introduit dans la
table d’excitation du circuit les signaux qui doivent étre nécessairement assignés aux entrées des
bascules 0, 1, 2, et 3, pour que la succession des états soit respectée. Par exemple, aprés comptage
de la troisiéme impulsion, les bascules doivent étre respectivement dans I'état Qg = 1, Q1 = 1,
Q2 = 0, Q3 = 0. L’arrivée d’une nouvelle impulsion d’horloge (la quatrieme) doit provoquer
la transition vers un nouvel état dans lequel Qo = 0, @1 = 0, Q2 = 1, @3 = 0. Au cours de
cette transition, la bascule Q3 ne change pas d’état, alors que les autres bascules doivent chan-
ger d’état. En consultant la table d’excitation d’une bascule JK, on observe que les transitions

suivantes :
Qg :0a0
QQ :0al
Q2 :1a0
QO :1a0
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ont lieu lorsque les conditions suivantes sont imposées :

J3:O, K3:>k
JQZO, K2:>f<
J=% K =1
JOZ*, K(]:l

En considérant de la méme maniére et de fagon exhaustive toutes les transitions imposées par le
processus de comptage, on obtient la table d’excitation suivante :

Numéro d'impulsion | Q3 | Q2 | Q1 | Qo || J3 | K3 | Jo | Ko | J1 | K1 | Jo | Ko

état initial 0 0 0 0 o[ *|o0o| *]0]| * 1 *
1 0 0 0 1 0 * 0 * 1 * * 1

2 0 0 1 0 0 * 0 * * 0 1 *

3 0 0 1 1 0 * 0 * * 1 * 1

4 0 1 0 0 0 * * 0 0 * 1 *

5 0 1 0 1 0 * * 0 1 * * 1

6 0 1 1 0 0 * * 0 * 0 1 *

7 0 1 1 1 1 * * 1 * 1 * 1

8 1 0 0 0 * 0 0 * 0 * 1 *

9 1 0 0 1 * 0 0 * 1 * * 1

10 1 0 1 0 * 0 0 * * 0 1 *

11 1 0 1 1 * 0 1 * * 1 * 1

12 1 1 0 0 * 0 * 0 0 * 1 *

13 1 1 0 1 * 0 * 0 1 * * 1

14 1 1 1 0 * 0 * 0 * 0 1 *

15 1 1 1 1 * 1 * 1 * 1 * 1

16 0 0 0 0 0 * 0 * 0 * 1 *

Il est alors possible d’établir les huit diagrammes de Karnaugh qui correspondent aux entrées :

QoQ1 Qo1
00 (0111110 00 (0111110
Q2Q3 Q2Q3
01 * * * * 01
11 * * * * 11 1
10 1 10 * * * *
QoQ1 Qo1
00 (0111110 00 (0111110
Q2Q3 Q2Q3
00 1 00 * * *
01 1 01 * * * *
11 * * 11 1
10 * * * * 10 1
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QoQ1 QoQ1
0,03 00011111 10 0,05 00011111 10
00 * * 1 00 * 1 *
01 * * 1 01 * 1 *
11 * * 1 11 * 1 *
10 * * 1 10 * 1 *
QoQ1 QoQ1
0,05 00011111 10 0,05 00011111 10
00 * * 1 1 00 1 1 * *
01 * * 1 1 01 1 1 * *
11 * * 1 1 11 1 1 * *
10 * * 1 1 10 1 1 * *

Apres simplification, on obtient les équations suivantes :

J3 = Q0.Q1.Q2, K3z =Q0.Q1.Q2
Jo = Qo.Q1, Ky = Qo.Q1

J1 = Qo, K1 = Qo
Jo=1, Ky=1
D’ou le circuit :
Qo Q1
) J l J r&HJ
K K? J KA
nn : l

Générateur de séquences

On appelle générateur de séquences 'association d’un circuit combinatoire et d’un circuit
séquentiel. Le dispositif résultant permet de créer des signaux de commande décalés dans le
temps, et constitue ainsi le coeur de l'unité de controle d’un ordinateur : les mots binaires
générés sont en effet & la base du fonctionnement des architectures cablées et microprogrammeées.
Le séquenceur ayant la structure la plus simple résulte de ’association d’un compteur et d’un
décodeur :
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n—1 ------ q2 |4q1 |90

Compteur

n. |

Un compteur comportant n bascules pourra passer par 2" états distincts successifs, le décodeur
relié aux sorties du compteurs comportant alors n entrées et 2" sorties permettant de distribuer
successivement 2" signaux de commandes %, t1, . . . ton_1 dans diverses parties d’une architecture.
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Chapitre 6

Architecture du processeur

6.1 Introduction

Un ordinateur est un dipositif servant a I'exécution d’un programme, programme qui se
présente sous la forme d’un ensemble d’instructions rangées dans la mémoire principale : chaque
instruction est successivement lue a partir de la mémoire, c’est-a-dire transférée a 'UC (pour
Unité Centrale) pour y étre décodée puis exécutée. Ce processus se fait par Uintermédiaire de
cycles rythmés par une horloge. On distingue :

— un cycle de recherche, au cours duquel une instruction est extraites de la mémoire pour

étre copiée vers un registre du processeur, appelé registre instruction, et noté IR ;

— un cycle d’exécution, au cours duquel 'instruction en cours est interprétée par le dispositif

de commande et des signaux sont générés et envoyés au sein de ’UC pour permettre le
traitement de cette instruction.

83



Si le cycle de recherche nécessite un nombre constant d’impulsions d’horloge, le cycle d’exé-
cution peut requérir une ou plusieurs impulsions d’horloge suivant la complexité de I'instruction.
Les opérations élémentaires effectuées durant une seule impulsion d’horloge sont appelées micro-
opérations, et décrites a I'aide d’un formalisme simple, le langage transfert.

6.2 Jeux d’instructions et modéle d’exécution

6.3 Equivalence machine & accumulateur — machine de Turing

Il est relativement facile de montrer que les différents modéles d’exécution considérés au
paragraphe précédent peuvent étre simulés sur une machine a accumulateur. Nous montrons
ici qu’'une machine a accumulateur possédant une mémoire virtuellement infinie est par ailleurs
équivalente a une machine de Turing, en montrant d’abord qu’une telle machine a accumulateur
peut simuler toute machine de Turing, et qu’inversement une machine de Turing est en mesure
de simuler toute machine a accumulateur.

Simulation d’une machine de Turing par une machine a4 accumulateur

Etant données une machine de Turing et une machine & accumulateur, la mémoire de la pre-
miére est utilisée pour simuler le ruban de la seconde, comme dans la figure suivante [DEWDNEY93] :
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Acc | |

1 Position

2 FEtat

3

4

5

6

7

8

Partant de la bijection ainsi obtenue entre mot-mémoires de la machine a accumulateur et cellules
du ruban de la machine de Turing, il ne reste plus qu’a écrire pour la machine & accumulateur
un programme qui simule les opérations de la machine de Turing : & chacune de ces opérations
correspond un ensemble d’instructions de la machine a accumulateur qui doivent produire sur
la mémoire de cette machine l'effet que produisent les opérations en question sur le ruban de la
machine de Turing. A cet effet, il est nécessaire que le programme de la machine & accumulateur
soit en mesure de se souvenir a la fois de la position de la téte de lecture-écriture, et de ’état
courant de la machine de Turing, comme cela est représenté dans la figure.

Simulation d’une machine a4 accumulateur par une machine de Turing

6.4 Modes d’adressage, alignement

6.5 Séquencement des micro-opérations

Les instructions composant le programme que 'ordinateur doit exécuter sont chargées dans
des emplacements consécutifs de la mémoire principale. Au cours du cycle de recherche, I'UC va
chercher les instructions une & une et exécute la fonction demandée. L’'UC mémorise ’adresse
mémoire de l'instruction suivante a exécuter par 'intermédiaire d’un registre spécialisé, appelé
PC (pour compteur de programme). Aprés avoir obtenu une instruction, le contenu du PC est
mis & jour pour désigner 'instruction suivante de la séquence d’instruction & exécuter. Si 'on
suppose, pour simplifier, que chaque instruction occupe un mot mémoire, alors I’exécution d’une
instruction se décompose en trois étapes, correspondant a l’exécution d’un ensemble de micro-
opérations :

1. Obtention du contenu de la case mémoire désignée par PC : IR « [[PC]|

2. Incrémentation du compteur de programme : PC «— [PC| + 1

3. Effectuer les actions spécifiées par 'instruction rangée dans IR.

Les deux premiéres étapes correspondent au cycle de recherche, la troisiéme étape au cycle d’exé-
cution. A ce stade, il est important de rappeler que les différents blocs composant ’'UC peuvent
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étre organisés et interconnectés de facons différentes, en fonction du nombre de registres & dispo-
sition au sein de 'UC, et selon que I'on considére une architecture & un bus unique, ou plusieurs
bus. Cependant, & quelques exceptions prés, la plupart des opérations composant le cycle de
recherche et le cycle d’exécution peuvent réalisées en exécutant une ou plusieurs des fonctions
suivantes dans un ordre prédéfini :

Obtention d’une case mémoire et chargement dans un registre de I'UC.

Rangement d’un mot de données contenu dans un registre de ’'UC dans une case mémoire
déterminée.

Transfert d’'un mot de données d’un registre & un autre ou vers I’Unité Arithmétique et
Logique.

Exécution d'une opération arithmétique ou logique, et rangement du résultat dans un
registre de 'UC.

6.6 Controle cablé

6.7 Controle microprogrammé
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Chapitre 7

Evaluation des performances

La mesure et la possibilité de comparaison des performances obtenues par une machine dé-
terminent les choix de conception d’une architecture. Si toute mesure de performance repose in
fine sur la mesure du temps que passe 'unité centrale a exécuter un ensemble de taches choi-
sies, différentes unités de mesures sont envisageables en fonction des caractéristiques que 'on
cherche a évaluer. D’autre part, la comparaison des performances obtenues & partir d’un dispo-
sitif d’amélioration permet de mesurer I’accélération effectivement obtenue par I'implémentation
de ce dispositif, et représente donc un outil théorique absolument nécessaire. Les concepts pré-
sentés dans ce chapitre sont développés notamment par John Hennessy et David Patterson dans
|[HENNESSY PATTERSON96|.

7.1 Equation de performance de 1’Unité Centrale

L’équation de performance de ’'UC dépend de la période d’horloge, exprimée sous forme :
— de durée (par exemple : 2ns);
— de fréquence (par exemple T00MHz).

Le temps UC d’un programme s’exprime donc de deux maniéres :

(1) Temps d’exécution UC = Nb de cycles UC x Temps cycle d’horloge
Nb de cycles UC

(2) Temps d’exécution UC = Fréquence d’horloge

Or, en plus du nombre de cycles utilisés pour 'exécution d’'un programme, on peut compter le
nombre d’instructions exécutées, symbolisé par la constante NI. D’autre part, a partir du nombre
de cycles et du nombres d’instructions exécutées, on peut calculer le nombre moyen de cycles
par instruction, représenté par la variable CPI. On a :

_ Nb de cycles UC
(3) CPI= NT

d’out : Nb de cycles UC' = NI x CPI, et en remplagant dans 1’équation (1) :
(1) Temps d’exécution UC = NI x CPIx Temps cycle d’horloge

) ISP S _ NIxCPI
(2°) Temps d’exécution UC = Tréquence dhorloge
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Remarque :

— L’équation de performance de I’'UC montre quels sont les facteurs sur lesquels un concepteur
de circuit peut agir pour obtenir un gain de performance; Par exemple, une amélioration
de 10% dans la fréquence d’horloge, le CPI ou le NI conduit & une amélioration de 10% du
temps UC.

— Malheureusement, les technologies de base impliquées dans une modification sont interdé-
pendantes ; on peut relever le constat suivant :

— la Fréquence d’horloge dépend de la technologie matérielle ;
— le CPI dépend de l'architecture et de la structure du jeu d’instructions;
— le NI dépend de la structure du jeu d’instructions et du compilateur.
Heureusement, beaucoup des techniques accessibles pour accroitre les performances amé-
liorent essentiellement une composante avec un impact petit ou prévisible sur les deux
autres.
Il est & noter que I’équation de performance de 'UC peut étre encore raffinée de la maniére
suivante :

On considére

NI, = le nombre de fois ou linstruction i est exécutée dans un programme
CPI;, = le nombre moyen de cycles nécessaires a l’exécution de l’instruction 1
On a alors :

(4) Nb de cycles =7 (CPI, x NI,)

d’ou, en remplagant dans les équations (1) et (2) :

(1) Temps d’exécution UC' =7 (CPI, x NI,) x Temps cycle d’horloge
" (CPLxNI)

99 )i h . _
(2”) Temps d’exécution UC = Fréquence dhorloge

et dans I’équation (3) :

(3%)

> (CPI, x NI,)
NI

NI,
= izl( CPIL x 1)

CPI

7.2 Unités de mesure de la performance : MIPS et MFLOPS

On désigne par MIPS, le million d’instructions exécutées par seconde. On a :

NI

Temps d’exécution x 106
Fréquence d’horloge
CPI x 106

Nb de MIPS =

A priori les machines rapides ont un débit MIPS plus élevé. Toutefois :
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— Le nombre de MIPS dépend du jeu d’instructions ce qui rend difficile la comparaison de
machines ayant des jeux d’instructions différents.

— I1 dépend des programmes sur un méme ordinateur.

— Il peut varier en sens inverse de la performance si on ne prend pas garde au contexte de
la machine sur laquelle sont faites les mesures (cas typique : une machine avec du matériel
flottant optionnel).

Dans le cas de programmes pour lesquels le traitement des flottants revét une importance parti-
culiére, il est en général plus pertinent d’utiliser comme unité de mesure le MFLOPS, qui désigne
le million d’opérations flottantes par seconde. On a

Nb d’opérations flottantes réalisées

Nb de MFLOPS =
¢ Temps d’exécution UC x 106

Le MFLOPS dépend de la machine et du programme (bien qu’on considére ici non pas des
instructions mais des opérations).

7.3 Mesure de ’accélération : la loi d’Amdahl

L’accélération indique quel est le gain en vitesse pour une tache utilisant une machine munie
d’un dispositif d’amélioration par rapport a la méme machine sans ce dispositif. Appelons Temps
d’exécution ancien, le temps d’exécution de la téche sans utiliser le dispositif d’amélioration.
De facon similaire, appelons Temps d’exécution nouveau, le temps d’exécution de la téche en
appliquant le dipositif d’amélioration. On a :

Temps d’exécution ancien

Accélération = —
Temps d’exécution nouveau

En fait, et de maniére plus précise, ’accélération dépend de :
1. La fraction du temps total de calcul pendant laquelle I'amélioration peut étre utilisée
(appelée fraction améliorée, < 1).
2. Le gain apporté par le mode d’exécution amélioré, c’est a dire le gain en vitesse si le
programme entier s’exécutait en mode amélioré (appelé accélération améliorée, > 1).
On a:

fraction de temps d’utilisation du dispositif

Fraction améliorée = —
Temps d’exécution nouveau

Temps d’exécution ancien

Accélération améliorée = — . —
temps d’exécution total avec dispositif

En détaillant, on voit que :

Temps d’exécution nouveau =
fraction de temps d’utilisation du dispositif +

fraction du temps restant sans dispositif (7.1)

Le temps d’utilisation avec dispositif si le dispositif était applicable tout au long de la tache
est donné par Temps d’exécution ancien/Accélération améliorée; le temps réel d’utilisation sur
la fraction améliorée est alors donné par

(Temps d’exécution ancien/Accélération améliorée) x Fraction améliorée
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autrement dit :

fraction de temps d’utilisation du dispositif =

s . Fraction améliorée
Temps d’exécution ancien X

Accélération améliorée

D’autre part, la fraction de temps pendant laquelle le dispositif n’est pas appliqué s’exprime
en retranchant du temps d’origine le temps pendant lequel le dispositif s’applique, donné par
Temps d’exécution ancien X Fraction améliorée, d’on :

fraction du temps restant sans dispositif
= Temps d’exécution ancien —
Temps d’exécution ancien X Fraction améliorée

= Temps d’exécution ancien x (1 — Fraction améliorée)
En remplagant alors dans 'expression du Temps d’exécution nouveau donnée par I’équation 7.1 :

Temps d’exécution nouveau

= Temps d’exécution ancien x (1 — Fraction améliorée) +

L . Fraction améliorée
Temps d’exécution ancien X

Accélération améliorée
= Temps d’exécution ancien X

Fraction améliorée

((1 — Fraction améliorée) + — —
Accélération améliorée

On obtient alors (Loi d’Amdahl)

1
Accélération =

Fraction améliorée
ccélération améliorée

1 — Fraction améliorée + Y

Exemple 7.1 Un dispositif d’amélioration est 10 fois plus rapide que la machine de base, mais on
ne peut l'appliquer que 40% du temps. Quelle est l’accélération obtenue en intégrant ce dispositif ?

On a :

Fraction amélioré¢e = 0,4

Accélération améliorée = 10

L’accélération globale obtenue est donnée par la loi d’Amdhal :

1
1
0,64
= 1,56

Accélération =
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Annexe A

Le code ASCII

Le codage d’un caractére donné dans la table ci—aprés est obtenu par juxtaposition de la
combinaison des bits de la colonne & celle de la ligne ot est situé le caractére concerné. Par
exemple, le code du caractére D est 1000100, celui du caractére %, 0100101. Les chiffres décimaux
sont exprimés par le groupe de trois bits 011, suivi de leur équivalent en DCB. Enfin le code
ASCII contient une série de caractéres de commande, comme par exemple le retour chariot
(CR), le retour arriére (BS), ou encore la tabulation horizontale (HT), indispensables dans tout

processus d’édition de texte ou de communication.

On utilise conventionnellement I’ensemble d’acronymes suivants pour les différents caractéres

de commande disponibles :

NUL nul

SOH début d’en téte
STX  début de texte
ETX fin de texte

EOT fin de bande

ENQ demande

ACK accusé de reception
BEL sonnerie

BS retour arriére

HT tabulation horizontale
LF saut de ligne

VT tabulation verticale

FF saut de page

CR retour chariot

SO hors—code

SI en—code

DLE échappement transmission

DC1
DC2
DC3
DC4
NAK
SYN
ETB
CAN
EM
SUB
ESC
FS
GS
RS
Us
SP
DEL
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controle dispositif 1
controle dispositif 2
controle dispositif 3
controle dispositif 4

accusé de reception négatif
synchronisation

fin de bloc de transmission
annulation

fin de support
substitution

échappement

séparateur de fichier
séparateur de groupe
séparateur d’article
séparateur de sous—article
espacement

effacement



Le code ASCII est alors :

000 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111

0000 | NUL | DLE | SP | 0 @ P ) P
0001 || SOH | DC1 ! 1 A Q a q
0010 || STX | DC2 " 2 B R b T
0011 || ETX | DC3 | # 3 C S ¢ S
0100 || EOT | DC4 | $ 4 D T d t
0101 || ENQ | NAK | % 5 E U e u
0110 || ACK | SYN | & 6 F A% f v
0111 | BEL | ETB ’ 7 G| W| g w
1000 | BS | CAN | ( 8 H X h X
1001 | HT | EM ) 9 I Y i y
1010 || LF | SUB | * : J 7 j zZ
1011 VT |[ESC | + | 5 [ K | [ [ k | {
1100 | FF FS < L \ 1 ]
1101 || CR GS - = | M ] m }
1110 || SO RS . > N ~ n -
1111 SI Us / ? O B o | DEL
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Annexe B

Bases de numération sur les entiers

B.1 Division euclidienne dans N

Lemme B.1
(Va € N)(Vb € N*)(3k € N)(a < k.b)

Preuve : De 1 <b, on déduit a < a.b d'ot a+b<a.b+b. Deplus, 0 <bdota<a+b Ona

donc
a<a-+b

atb<abtb } dota<ab+b

soit a < (a + 1).b. Par conséquent il existe au moins un entier k tel que a < k.b. Q.E.D.

Théoréme B.1 Quels que soient a € N et b € N*, il existe un couple unique (q,r) € N x N tels
que a =b.g+71 et 0 <r<b.

Preuve : Soit E, 'ensemble des entiers k tels que a < k.b. D’aprés le lemme précédent E # );
comme sous-ensemble de N il admet donc un plus petit élément. Cet élément n’est pas nul, on le
note ¢+ 1 d’ott @ < (¢ + 1).b. L’élément g + 1 étant le plus petit élément de F, ¢ n’est pas dans
E, d’ott a > ¢.b. Donc il existe un entier ¢ unique tel que

b.gq<a<b.(qg+1)

Si on pose a — b.q = r (g étant unique, r l'est aussi), on a

a—bqg=r
b.gq<a<b.(qg+1)
qui équivaut a

a=bqg+r
0<r<b

On a effectué la division euclidienne de a par b, q est le quotient, r le reste. Q.E.D.
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B.2 Développement polynémial d’un entier naturel

La représentation d’un entier naturel dans un systéme de numération donné se fonde sur le
choix de b symboles (b > 1), appelés chiffres du systéme de numeération. Le systéme en question
est dit de base b, et la représentation d’un entier dans ce systéme repose sur le résultat suivant :

Théoréme B.2 Soit b € N, b > 1. Pour tout a € N, supérieur ou égal a b, il existe une séquence
unique de n entiers naturels qqo . .. qn_1 tels que :

a=qp 10" . @b+ qab+q
avec 0 < g1 < betVie {0,1,...,(n—2)},0<gq; <b.

Preuve : Soit a € Nya > b (b > 1). En effectuant la division euclidienne de a par b, il existe un
couple unique (g1,79) € N* x N tel que a = ¢1.b+ 19

0 S;TO S;b
avec
O<qgr<a

1. si g1 < b le théoréme est démontré

2. si 1 > b, il existe un couple unique (g2,71) € N* x N tel que ¢1 = g2.b + 1

{ 0 SETO S;b
avec
O<qgr <a

(a) si g2 < b le théoréme est démontré

(b) si g2 > b on effectue la division euclidienne de g2 par b et on procéde ainsi de suite
jusqu’a ce que le quotient g,—1 < b (ceci se produira nécessairement car la suite des
quotients qi1,q2, ..., qn—1 est décroissante).

On obtient successivement

(0) a = q1-b+ g avec 0<rg<b0<qg <a

(1) q1 = g2.b+ 11 avec 0<rm <blo<qgp<q

(2) g2 = q3.b+ 1o avec 0<rs<b0<q3<qo

(n—=1) gn2 = qunab+rp2 avec 0<7,9<b,0< g1 <qn2
En multipliant les égalités (0), (1), (2),...,(n — 1) respectivement par 1, b, b?, ..., b" 72 et en
les additionnant membre & membre, on obtient

a=qn 10" Ly oV b b+

avec 0 < qp—1 < betVie {0,1,...,(n—2)},0 < r; <b. La décomposition est unique car les

couples ¢;, r;_1 successifs sont uniques. @Q.E.D.

Soit b la base du systéme de numération choisi, et soit a un entier naturel dans le systéme de
base b. La représentation de a en base b s’effectue conventionnellement de la fagon suivante :
— Si a < b, U'entier naturel a est représenté par I'un des b symboles définissant le systéme de
numération de base b.
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— Sia > b, a s’écrit de maniére unique sous la forme
a=qn 10" . @b+ qab+q

avec 0 < gp—1 <betVie {0,1,...,(n—2)},0 < ¢g; < b. Par convention, l’entier naturel a,
dans le systéme de numération de base b est alors écrit :

a4 = Qqn—1---429190

Exemple B.1 Dans le systeme de numération de base 5, les symboles utilisés sont 0,1,2,3, 4.
L’entier naturel a noté 4302 correspond au développement

a=45"+35"+05" +2.5
Exemple B.2 Soit le nombre 9456, écrit en base 10 (b= 10) et ¢; € {0,...,9}

9456 = 9.10° + 4.10% + 5.10' + 6.10°

Notation

Par convention on indice la représentation d’un nombre dans une base par la représentation de
cette base dans le systéme décimal. Par exemple, on notera la représentation de I'entier 377 par :
37710 en base 10, ou 43025 en base 5.

Le théoréme B.2 donne lieu au corollaire suivant :

Corollaire B.1 Soit b € N,b > 1. Pour tout a € N, il existe un entier n tel que
" <a <"
Preuve : Soit a, un entier naturel quelconque, a s’écrit de maniére unique sous la forme
a=qgn 10" '+ . @b+ qab+q
avec 0 < gp—1 < betVi € {0,1,...,(n—2)},0 < ¢g; < b. On obtient immédiatement I’encadrement
' <a< b

Q.E.D.

B.3 Division euclidienne dans 7Z

Théoréme B.3 Quels que soient a € Z et b € 7%, il existe un couple unique (q,r) € Z X Z tels
que a =b.gq+71 et 0 <r<b.

Preuve :

Cas1 a>0
On est ramené a la division euclidienne dans N et I'on sait (théoréme B.1) qu’il existe un
couple unique (g, r) d’entiers naturels tels que

a=bg+r et 0<r<b
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Cas 2 a <0
Considérons la division euclidienne dans N de | a | par b. Il existe un entier naturel ¢’ unique
tel que
b.d <l|a|<b.(d+1)
(a) sib.qg =lal, a="b.(—¢) et en posant ¢ = —¢', a = b.q

(b) si b.q # |al, on a b.q < |a| < b.(¢ +1) soit b.g’ < —a < b.(¢ + 1), ou encore
b.(—¢ —1) < a < b.(—¢"). En posant ¢ = —¢' — 1, on obtient b.q < a < b.(¢ + 1).
Autrement dit :

(Va € Z)(Vb e N*)(lg € Z)(b.g < a < b.(¢+ 1))

En posant a — b.q = r (g étant unique, r l'est aussi), on a :

a—bqg=r
bgq<a<b.(qg+1)

équivalent a

a=bqg+r
0<r<b

Q.E.D.

B.4 Congruences modulo n

Définition B.1 Etant donnés v € 7, y € Z, et n € N*, x est dit congru & y modulo n (noté
x =y (modn)) si et seulement s’il existe un entier rationnel k tel que x =y + k.n.

Remarque : La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence. L’ensemble des
classes d’équivalence est noté Z/nZ.

Théoréme B.4 Soient x € Z, y € Z, n € N*.
x =y (modn) ssi x ety ontle méme reste dans la division euclidienne par n

Preuve :

(<) Supposons que z et y ont le méme reste dans la division euclidienne par n. On a :

r = n.q-+r
y = n.g +r

d'ot x —y =n.(q — ¢'), autrement dit z =y +n.(¢ — ¢'), i.e. x =y (mod n).

(=) On procéde par contraposée : montrons que si = et et y ont des restes différents dans
la division euclidienne par n, alors x n’est pas congru a y. En raisonnant par ’absurde,
on suppose que = et y ont des restes identiques dans la division euclidienne par n, i.e.
r=n.q+rety=ng +r. Alorsz—y=n.(¢—¢), ie =y (modn) : contradiction!
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Q.E.D.

Un entier rationnel x est dit donné modulo n pour dire qu’il est congru au reste de sa division
par n, autrement dit qu’il appartient a la méme classe d’équivalence que ce reste (par exemple
si 9 est donné modulo 4, il est congru a 1 modulo 4). 11 est en fait commode de se munir de
l'opération modulo, définie de maniére suivante :

Définition B.2 Etant donnés x € 7, et n € N*,
x modulo n=1vy ssi v=n.k+y,avecr € Z,k € 7

Remarque : La relation de congruence est compatible avec 'addition et la multiplication dans Z.
En effet : V(z,2') € Z X Z, V(y,y') € Z X Z,

4 le= 2’ (mod n)
y =19 (mod n)
alors x+y=a2"+9 (modn) et x.y=2"9y (modn)

Les classes d’équivalence de Z/nZ sont caractérisées par les restes de la division euclidienne par
n : les restes de la division euclidienne par n ne pouvant étre que 0,1,...n — 1, Z/nZ contient
n éléments qu’on note 0,1,...n — 1, autrement dit Z/nZ = {0,1,...n — 1}.

Exemple B.3 Tout entier rationnel a pour reste dans la division euclidienne par 4, soit 0, soit
1, soit 2, soit 3. Les éléments de Z/AZ sont donc :

0 = {...,-8,-4,0,4,8,12,...}
1 = {...,-7,-3,1,5,9,13,...}
2 = {...,-6,-2,2,6,10,14,...}
3 = {...,-5,—1,3,7,11,15,...}

Remarque : L’élément noté 0 dans Z/47 est différent de I’élément noté 0 dans Z/57Z. En effet :

= {...,-8,-4,0,4,8,...} dans Z/47
= {...,-10,-5,0,5,10,...} dans Z/5Z

O O

Représentation sur un cercle

Il est parlant de visualiser les éléments de chaque classe d’équivalence sur un cercle; en
tournant sur ce cercle dans le sens conventionnel des aiguilles d’une montre, et en ajoutant un a
chaque fois, on passe d’une classe d’équivalence a une autre. Par exemple pour Z /47 :
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La position des différents éléments de chaque classe d’équivalence sur le cercle est matérialisée
par le nombre de tours successifs réalisés sur le cercle. Par exemple, en comptant & partir de —4 :

Tour 1
—4 —4 —4
s N
O OO
/N
Tour 2
0 0 0
- N
-1 —1 1 1 3 1
2N
-2
Tour 3
4 4 4
7 N
3 3 5 5 7 5
2 / \ 6

On voit par exemple que —4 (tour 1), 0 (tour 2), et +4 (tour 3) appartiennent a la méme classe
d’équivalence.
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Annexe C

La norme IEEE 754

C.1 Représentation IEEE 754

|GERMAINETIEMBLE| La norme IEEE 754 comporte deux aspects : la définition d’une repré-
sentation commune des nombres fractionnaires (ou «réels» ), et des contraintes sur la précision des
calculs. Il existe deux formats : simple et double précision, chacun de ces deux formats pouvant
étre en outre étendus.

Simple précision (32 bits)
8 23
s | E (exposant) | M (mantisse)

Double Précision (64 bits)
11 52
s | E (exposant) | M (mantisse)

— En simple précision, e est I'interprétation de F en excés a 128 (e = F19 — 127). On a donc
emzn — _127, emax — +128.
— En double précision, e est linterprétation de E en excés a 1024 (e = Ej9 — 1023). On a
donc ey, = —1023, epar = +1024.
On distingue cas normalisé (€, < € < €maz) et cas exceptionnel (€ = €, OU € = emaz)-

Cas normalisé Pour e, < € < emqz, le codage s’interpréte de la fagon suivante :
— Le bit de poids le plus fort correspond au bit de signe.
— La mantisse utilise un 1 implicite; donc pour une partie fractionnaire fi fo... fn, la
mantisse m est définie par

n
m=1f1fao fa=1+> fi:27 =1fi fa.. fn)2 27"
=1
— Au total le nombre est évalué par :
T = (—1)8 X 1,f1 f2fn x 2¢
Par exemple, C'890000016 code —2'8x (14+273). En effet : C'890000016 = 1100 1000 1001 0000

On a donc

99

... 00002.



1. bit de signe =1
2. E =100100015 = 145, donc e = 17
3. f=0010...0, donc m = 1,001y =1+273

Cas exceptionnel La table suivante montre que les valeurs extrémes sont réservées a la repré-
sentation des nombres non représentables en mode normalisé :

‘ Cas ‘ e ‘ f ‘ valeur ‘
Normalisé | epin < € < eémaz | quelconque (=1)* x 1, f x2°
Dénormalisé € = emin #0 (—=1)* x 0, f x 2°min
Zéro € = emin 0 (=1)*x0
Infini € = emaz 0 (—=1)% x o0

NaN € = €max #0 NaN

— Il existe un plus grand nombre exactement représentable en normalisé :
T =1,1...1 x 2¢maz—1

Les nombres plus grands sont représentés par les mots ou le signe est positif, e = eyq4 €t
f = 0. L’interprétation de tous ces mots est identique : +o00. Pour les nombres négatifs,
on a une représentation analogue de —oo.

— Il existe un plus petit nombre strictement positif représentable en normalisé. Cependant,
la représentation dénormalisée permet de représenter des nombres plus petits. On notera
que le bit implicite n’est plus 1, mais 0, d’ott 'appellation dénormalisé.

— Il existe deux représentations de 0, suivant le bit de signe.

— Enfin, un code est réservé pour représenter le résultat d’une opération aberrante, par
exemple 0/0. Ce code est NaN.

C.2 Opérations flottantes

Les opération flottantes impliquent un traitement simultané des mantisses (c’est a dire des
parties fractionnaires) et des exposants. Les principales opérations sont les comparaisons et les
opérations arithmétiques : addition, soustraction, multiplication, et division sont réalisées par des
opérateurs matériels spécifiques. Le standard IEEE 754 ne prescrit rien sur I'implémentation. Il
spécifie simplement les bits d’une représentation, et du résultat des opérations arithmétiques
flottantes. Ainsi le langage java offre un calcul flottant conforme IEEE 754 indépendamment de
toute plate-forme matérielle.

Comparaisons L’utilisation du bit de signe permet le test rapide du signe. La notation en excés
pour 'exposant permet de comparer les flottants en utilisant la comparaison des entiers
naturels.

Addition et soustraction L’addition implique une dénormalisation du nombre le plus petit
pour que les exposants deviennent égaux, suivie d’'une addition des mantisses, qui est suivie
éventuellement d’une renormalisation. La dénormalisation et la renormalisation peuvent en-
trainer une perte d’information. L’addition peut entrainer la sortie du champs des nombres
représentables en normalisé : par exemple x,, + Ty,.
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Multiplication Soit deux nombres flottants x1 = s1mq 2°! et x9 = s9m9 2°2. Le produit z1.x9
est donné par s somqmg2°11¢2. Il y a multiplication des mantisses, ce qui correspond
4 une multiplication entiére, ou 'on arrondit pour obtenir un résultat correspondant au
nombre de bits de la partie fractionnaire. Compte-tenu du codage en exceés, I'addition des
exposants correspond & I'opération F 4+ FEo—c ot les E; sont interprétés comme des entiers
naturels, ¢ = 127 en simple précision et 1023 en double précision. La encore, il peut y avoir
perte d’information, lors de ’arrondi, ou sortie du champs des nombres représentables,
lorsque 'exposant est trop grand ou trop petit.

Traitement des situations anormales Comme on vient de le voir, les calculs peuvent en-
trainer soit un dépassement de capacité, le résultat n’étant pas représentable au format
normalisé, soit une erreur, le résultat étant arrondi. La norme IEEE 754 vise & permettre
a un programme d’adopter un comportement adéquat dans ce type de situation anormale.
Les résultat non-représentables sont pris en compte par I'arithmétique étendue et la repré-
sentation dénormalisée. Les erreurs sont prises en compte par une contrainte de précision.

Arithméthique étendue L’idée de 'arithmétique étendue est qu’il peut étre profitable
de laisser survivre un programme qui a, par exemple, effectué une division par 0.
L’exemple plus simple est un solveur qui cherche les zéros d’'une fonction dont ’en-
semble de définition n’est pas commodément calculable. Le solveur travaille en éva-
luant la fonction en divers points. S’il tombe sur une valeur en dehors de ’ensemble de
définition de la fonction, il peut fort bien calculer 0/0 ou y/—1. Cette erreur n’est pas
nécessairement génante, si le solveur peut recommencer en un autre point, indépen-
damment. La norme définit une arithmétique étendue a trois valeurs supplémentaires,
—00, +00, et NaN. Les régles utiliées sont les régles usuelles, par exemple :

(+00) + (+00) = 400

— (+0) 4+ (=) = NaN

— (£00) X (£00) = (£o0) avec régle des signes.

— Toute opération dont un des opérateurs est NaN a pour résultat NaN.

Du point de vue de 'application, si une des opération produit un résultat trop grand

en valeur absolue, ou bien mathématiquement incorrect (0/0), le résultat tombe dans

I'ensemble {—o0, 400, NaN}, et les calculs peuvent étre poursuivis en utilisant P’arith-

métique étendue. Tout FPU conforme IEEE 754 doit implémenter cette arithmétique

étendue.

Représentation dénormalisée La différence de deux nombres normalisés peut ne pas
étre représentable au format normalisé. Par exemple, en simple précision (e, =
127), 2 = 1,1...11 x 27126 et yy = 1,...10 x 27'26 sont représentables en normalisé
(respectivement par 00FFFFFFyg et 00FFFFFEg). Mais ¢ —y = 0,0...01 x
27126 p'est pas représentable en normalisé. On pourrait tout simplement arrondir

le résultat au plus proche représentable, soit 0. Mais supposons que le FPU réalise

correctement la comparaison de deux flottants en testant 1’égalité de tous leurs bits.

Le test x = y donne fauz, et le test x — y = 0 donne wvrai. Deux codes identiques du

point de vue mathématique auront des résultats différents : par exemple, le code if

not (x=y) then z=1/(x-y) pourrait aboutir a une division par 0, et le code if not

(x-y=0) then z=1/(x-y) ne produit pas d’erreur. La représentation dénormalisée

permet précisément la représentation de ces nombres trop petits : 0,0...01 x 27126 =

0,0...10 x 27127 qui se représente comme 00000002;¢. Dans ce cas les deux test ont
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le méme résultat. La différence de deux nombres dénormalisés peut elle-méme étre
trop petite pour étre représentée, méme en dénormalisé, et donc peut étre arrondie &
0 (voir le paragraphe consacré a la précision ci-aprés).

C.3 Drapeaux et gestionnaires d’exceptions

Le standard IEEE 754 fournit un fonctionnement par défaut, qui est de continuer le calcul
dans l'arithmétique étendue. Continuer I'exécution est souvent la solution appropriée, mais pas
toujours. Sur erreur arithmétique flottante, une application peut donc souhaiter trois comporte-
ments : arrét immédiat, ou contréle par elle-méme, ou non-traitement.

Un exemple typique d’application d’application qui demande un arrét immeédiat est celui du
calcul de # En simple précision, quand x = 2% (représentable par 600000001¢), 22 produit
oo et le résultat est 0, alors qu’il est de l'ordre de 1/, qui est parfaitement représentable ;
le résultat est donc complétement erroné et continuer l'exécution en général sans intérét (et
éventuellment coiiteux en temps machine). Un exemple typique d’application qui demande un
traitement nuancé est une application qui génére des nombres dénormalisés : elle ne souhaite
pas s’interrompre prématurément & chaque résultat dénormalisé, mais veut s’interrompre si elle
obtient un 0 comme résultat de la soustraction de nombres dénormalisés.

Le standard prescrit que les événements anormaux soient enregistrés dans des drapeaux
(flags), et recommande fortement que des gestionnaires d’exceptions soient installés. Les dra-
peaux permettent un traitement personnel a I'utilisateur (éventuellement rien) ; les gestionnaires
d’exception fournissent un traitement par le logiciel de base («systéme »), qui permet en parti-
culier I'arrét immédiat. La figure suivante présente ces drapeaux :

‘ Flag ‘ Condition ‘ Reésultat
Underflow Nombre trop petit | 0, £e;,, ou nombre dénormalisé
Overflow Nombre trop grand +o00 ou Tmar
Division par 0 Division par 0 +oo
Invalid Operation | Résultat = NaN et NaN
Opérateurs # NalN
Inexact Résulat arrondi Résultat arrondi

Des instructions du processeur permettent de les tester. Finalement, des routines des biblio-
théques numériques offrent une interface utilisateur vers ces instructions, par exemple la [ibm
qui est la librairie numérique standard associée au langage C. L’utilisateur peut donc choisir
de ne pas tester les drapeaux, ou de les tester et d’appliquer un algorithme de son choix. La
norme prescrit que les drapeaux soient persistants (sticky) : a la différence des drapeaux entiers,
un drapeau positionné ne sera remis & 0 que par une instruction explicite. Les drapeaux et les
librairies numériques permettent donc le controle par ’application.

Un traitement générique, en général I'arrét immédiat, est rendu possible si chaque dépasse-
ment de capacité flottant peut déclencher une exception. Le drapeau n’est alors pas positionné.

Le choix entre positionnement des drapeaux (avec poursuite de I'exécution du programme
utilisateur) et exception est programmable. Les micro-processeurs offrent des bits de controle
qui font généralement partie d’'un mot de controle du processeur, et des instructions pour les
positionner, qui permettent ce choix. Il y a un bit de contréle par exception. Lorsque 'erreur
ne produit pas ’appel d'un gestionnaire d’exception, on dit que I'exception est masquée. Par

102



exemple, 'exception Résultat Inexact est presque toujours masquée : la plupart des calculs effec-
tuent des arrondis et le programme doit continuer. L’interface d’'un langage de haut niveau vers
les instructions de masquage est réalisée par des options du compilateur.

C.4 Précision

Les opérations d’alignement et d’arrondi perdent de 'information, ce qui peut étre sans effet,
ou catastrophique. Par exemple sur trois digits décimaux de mantisse, soient = 2,15 x 102 et
y = 1,25 x 107°. En alignant y sur z et en arrondissant, y = 0 et 2 © y = 2,15 x 2!2, ce qui
est le résultat arrondi correct (& correspondant a l'opérateur de soustraction sur trois digits) .
Mais pour = 1,01 x 10! et y = 9,93 en alignant y sur = et en arrondissant, y = 0,99 x 10!
et x ©y = 0,02, alors que le résultat sur trois digits 10,1 — 9,93 = 0,17. Deux digits sont donc
faux : U'erreur sur le dernier digit s’est propagée.

Une mesure de précision est le ulp (units in last position). Dans le calcul précédent, 'erreur
est de 15 ulp.

Le standard IEEE impose que les opérations d’addition, soustraction, multiplication et divi-
sion soient arrondies evactement : tout se passe comme si le résultat était calculé exactement,
puis arrondi au plus prés. Ceci requiert que 'unité de calcul dispose de plus de bits que le
format, pour stocker temporairement des informations. Il a été montré que trois bits suffisent
(garde, garde supplémentaire et sticky bit).

Le contrat assuré par le standard IEEE ne garantit évidemment rien sur le cumul des erreurs
dans une séquence de calculs. L’étude de la qualité numérique des résultats d’un algorithme est
une branche de 'analyse numérique.

L’exemple le plus simple est 'associativité, que le calcul flottant ne respecte pas. Considérons
I’exemple suivant, toujours avec une mantisse de trois digits décimaux : d’une part

—2,15 x 102 @ (2,15 x 1012 @ 1,25 x 10°) = —2,15 x 10'2@® 2,15 x 10'2 = 0,

d’autre part
(—2,15 x 102 © 2,15 x 10'2) © 1,25 x 10° = 1,25 x 10°.
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Annexe D

Relations fondamentales de 'algébre de
Boole

Relation Intitulé
Vee{0,1} z+z=1 tautologie
Ve €{0,1} 2.2 =0 contradiction
Vee {0,1} ==z involution
Vee{0,1} z+z==x idempotence
Ve e {0,1} z.x =z
Vee{0,1} z+1=1 élément absorbant
Vo e {0,1} z.0=0
V(z,y) €{0,1}’ 2 +ay=2a absorption
V(z,y) € {0,1}2 2.(z +y) ==
V(z,y) € {0,122+ 2y=x+y simplification

V(z,y) € {0,1}2 z.(z +y) = 2.y

V(z,y) €{0,1}’ 2 +y =279 formules de De Morgan

V(z,y) €{0,1}’ Tg=2+y
Y(x,y,2) € {0,133 2.y + 2) = (z.y) + (.2) distributivité de . sur +
V(z,y,2) € {0,133 2+ (y.2) = (x +y).(x + 2) distributivité de + sur .

V(z,y) €{0,1}? 20y =Ty +27y expression de @ en fonction de . et +
Vee{0,1} z00=00z==x élément neutre pour &
Vee{0,1} z®dx =0 élément symétrique pour @

Y(z,y,2) € {0,132 2.(y ® 2) = (z.y) © (2.2) distributivité de . sur &
V(z,y) €{0,1Y’ 20y =T0y=207 relations avec 'inversion

V(z,y) €{0,1}’ 70y =2Dy
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Annexe E

Ailde-mémoire MIPS

E.1 Registres

R

Nom Numéro | Utilisation A sauvegarder
$zero 0 | constante 0
$at 1 | réservé a l'assembleur
$v0o-$vi 2-3 | retours de fonctions non
$a0-$a3 4-7 | passage de paramétres oui
$t0-$t7 8-15 | registres généraux non
$s0-$s7 16-23 | registres généraux oui
$t8-$t9 24-25 | registres généraux non
$x0-$k1 26-27 | réservé au noyau systéeme
$gp 28 | pointeur global oui
$sp 29 | pointeur de pile oui
$fp 30 | pointeur de frame oui
$ra 31 | adresse de retour de fonction oui
E.2 Formats d’instruction
6 bits 5 bits 5 bits 5 bits 5 bits 6 bits
op IS rt rd décal fonct
6 bits 5 bits 5 bits 16 bits
op s Tt immédiat

105




6 bits

26 bits

op

adresse

E.3 Gestion de la mémoire

$sp — TFFF FFFCyg

$gp — 1000 800016

1000 000016

PC — 0040 000016

016

Allocation mémoire

pile

|
|

données dynamiques

données statiques

texte

réservé
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$sp —

Pile des contextes

argument 6

argument 5

registres sauvegardés

variables locales




E.4 Instructions

Nom | Exemple Format Description

add | add $s3, $s2, $si1 R s3=s2+s1 ;

addi | add $s3, $s2, 100 I s3=s52+100 ;

and | and $s3, $s2, $s1 R s3=s2&&s1 ;

beq | beq $t0, $t1, Etiquette I if (t0=t1) goto Etiquette;

bne | bne $t0, $t1, Etiquette I if (t0!=tl) goto Etiquette;

j j Etiquette J goto Etiquette;

jal | jal Etiquette J ra=PC+4 ; goto Etiquette;

jr jr $ra J Saut a 'adresse contenue dans le registre ra,

cette adresse étant alignée sur une frontiére de mot
la la $t0, Etiquette pseudo-instr. | lui $t0, adresse Etiquette»16
ori $t0, $t0, adresse Etiquette & OxFFFF

lui lui $t0, OxFF14 I t0=0xFF14«16 ;

lw lw $s0, 32($sp) I s0=Mem[sp+32] ;

mul | mul $s3, $s2, $si R s3=82%*s1 ;

nor | nor $s3, $s2, $si R s3="(s2[s1) ;

or or $s3, $s2, $s1 R s3=s2]|s1;

ori ori $s3, $s2, OxFFFF I s3=s2| OxFFFF ;

sll sll $s2, $si1, 4 I s2=s1«4 ;

slr slr $s2, $s1, 4 I s2=s1»4 ;

slt slt $t0, $s1, $sO R if (s1<s0) t0=1; else t0=0;

slti | s1t $t0, $s1, 2 I if (s1<2) t0=1; else t0=0;

sub sub $s3, $s2, $s1 R s3=s2-s81;

sw sw $s0, 32($sp) I Mem [sp+32]=s0 ;

xor | xor $s3, $s2, $si R s3=s2||s1;
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