


I. Jeux de parité.

Définition .

↳tude paritéetenenen
des entiers qu'en appelle priorités,
et dont l'objectif est "latu

↑

grande priorite qui apparait*
souvent est paire".

êt
Exemple:

&OIT
4 4

un

région gagnante
per

Eve-



&
Remarque : les jeux de parité généraliscut
Les jeux de Büchi (prio 1 , 2) et
Les jeux de co-Büchi (prio 0. 1) .

Ar
programme

dans cette section.

1) Algorithme de Zielonka (exponentiel
2) Positionality et complexité NP-coND

3) d'itération de valeur /IV)I 4)Algorithe e
lioré avec des arbres

universels et algo quasi-polynomial.



"Algorithme de Zielanka (1998).

Edée: généraliser les techniques d'attracteurs
Vues

par
les jeux de Büchi aux

jeux de parité.

Soit d la plus grande priorité , an

suppose que
d est

paine.

On définit A = Attro (- ) , puis G
comme étant le

jeu obtenu en

· retirant A
· retirant les arètes de prioritéde

&
AE



La priorité maximale de C'est Ld ,
dans en peut la résoudre inductivement

Ibase de l'induction : jeux de Bichi , déjà
traités),

On appelle Réve la région gagnante
par Eve dans le jeu Gl

,
ide

pour R'Adam

⑫
-

C'

se cas : R'Adam =I



* positionnellement

Lemme1 : ei GAdem est vide
,
alas

*
Eve

gage
↳
jeu depuis tous les

sommets
.

Preuve : on utise la stratégie
-

positionnelle suivante :

2 sur C' : stratégie gagnante
positionnelle obtenue

par
induction !

· sur A : stratégie d'attracteur

vers priorité d

Montrons
que

c'est une stratégieIgag naute, On carsidive un chemin

consistent avec la stratégie.

Cas 1 : le chemin va infiniment
-

souvent dans A
. Alors à chaque

fois gr'on passe dans A , an voit

priorité d. Dans le plus grande
priorité we infiniment souvent et d



qui est paire . Donc le chemin

satisfait l'objectif.

- : On
par un nombre finiI Las S

de gois dans A .
Alors on a

un suffice qui reste dans C'et

qui est consistent avec la stratégie
J' Comme l'objectif de parite
ignere les préfixes finis ,

le

L chemin est gagnant.

gagne
le jeu de paritéImme? Aden

s Le sommets de MAden

Preuve: c'est vrai can RAdem est eu

piège par Eve.



On en déduit l'algorithme de

Zielanka
, qui est un algorithme

récursif :

① Calculer A = Altr() main de

/prio que
② Résader récursivement C'

, qui
est dateur à partir de G eu

retirant A et les arêtes de priorité d

③ Si RAdam ,

la région gog
naute

d'Adam ,
est vide

,
alors tat et

gagnant pour Eve et on s'arète

⑭ Sinon
,
calculer l'attracteur (

par
Adam ver RAdenet

récursivement G) B .

↑
pluspatte



Schématiquement:

G

*E
Ritron =+/ &Radend

tout et

per
Eva

sogethtm
on résort récursivemen
G" -



Clairement Adem
gagne depuis B .

Il

weite à montre le comme suivant.

Lemme: · un commet gagnant per Eve dans

C"et auri gagnant par Eve dans C'.

· iden
par

Adam.

Preuves· Par Eve c'est facile , c'est vrai

simplement can G" est un piège par
Aden (complémentaire d'un attracteur

· Par Adam
,

on suit la stratégie dans
G"

,
et

-> si an vente dans G"
,
c'est ben

-> in on s'échappe , alas on

rejoint B qui est aussi gagnant pour
Adem

,
dans c'est ben aussi.

llaire
:Lesjeuxde peritesaut positionen



-

>un

exemple①
1 DE1

· t
g

4 4 4

Jeu initial Attractera

·4 4
4

On retire A, Attracteur pen
Eve ver

sugrandeintenant 2.
⑤ 1 DE1

⑥
1 g· S

4 4 4

On retire A plus gre et Attracteur parAde
vers



O ·et
Attracten,par

se

-ros-jeupartat.

⑨
1 DE1

DE1

⑰

4 !
⑧

4

4

4

4

· ·t4
Attracteur

par
Eve

vers 2. I n'y a
rien d'autre , dan↳retdejee
c'est la region gagnant
⑭ 1·si

ma
D

4

On conclut par ce sous-jen,
Attracteur par

Adam

et an dépile l'appelle récurit.
vers R'Adam



⑬ DE1

· ·
On le retire du jeu,

·ramiS
4

4

4

DE1 I 4

DE1

·
Onhe retire

,
max AttractemDaneen se

prio =2.

·⑰ 4

DE1

·
Radam -

n'Adon= &
, Reve Conclusion -

Eve caque partant.



plexité :

f(n ,
d) = 0(m) + f(n , d- 1) + f(n -1 , d)

-> berne exponentielle O(m . (ntd)"
+4) .

Exercice : traver un jeu qui prend-

un nombre exponential d'étapes .

#Complexitédes jeux de parité.

PARITY -GAME :

1 INAUT jeu de parité , commet vo

Eve gagne-t-elle depuis vo ?

Quelle ent la complexité de e problème ?



Trime: PARITY-GAME E NPccoND
.

Parei Metronqueet dansNaka)
que

c'est positionnel . Ca doune

un certificat : un stratégie positionnelle
gagnante depuis vo

Por vérifier le certificat , il faut
déterminer si dans le graphe obtenue

me fois que
la strative est fixée,

tas les cycles aut pritité maximale

paire. On a das le problème

EVEN-bYCLES :

I INPUT : graphe avec des priorités.
OUTPUT : est-ce

que
sur chague cycle,

la priorités matimale est paire
?

On admet (exercice)
que EVEN-CYCLESED,

et denc PARITY-GAME ENP.



On procède de la meme manière avec

te pt de ve d'Adam pour
martier

↑ ARITY-GAME E coNP . D

Historiquement , on trave généralement
des algos polynomiant par les pbs
dans NP- coND

, (factorisation,
programmation fineaire

, isomorphisme de

graphe
... ). D'ailleurs certains

experts pensent que P = NP- coNP .

Malgres tat ça , an we connaît pas

d'algo polynomial par les jeux de parité.
C'est un domaine de recherche très

actif depuis les années 1990.

Pups2017 m disposedsepar
Calude

, Jain , Khassainov , Li et Stephan



3) Algorithme d'itération de valeure .

Idée : minimiser le nombre de priorités
impaires rencontrées avant enre

priorité plus importante

Def : étant donnée une suite de priorités,
on définit sa signature comme le

recteur nombre de d-1 avant un d

d-2
-

d - --I i I
nombre de 1 avant un 32

Exemple : avec d= 6.

·

= 21 213433214531023 -- -

↳signature (2)



· 3232323232 ---

↳ signature pas définie .

lamme :
par une

suite de priorités
qui satisfait parité (la plus grand
pris vue infiniment savent st paine),
la signature est bien définie.

Preuve: dans une suite de priorités qui
satisfait parité, is existe ene position
in telle

que
:

· on voit prio p paire à la position is
·
tates les positions is out prio <p

.

Alorspar tarte prio impaire , n
eet e

plus grande , et dans la signatie est



bien définie. &

On peutordonner les signatures :

plus petits meilleure par Eve

On considére que
les 3 sent "largement

1

pires que
les 1

, que
les 5 sont

Les 3
,
etc."largementpires"e l'ordre Lexicographique.

Exemple : (i) = ( : ) : (
:

))

Def : étant donnée une signature ↓ et

une priorite p ,
on définit la

p-francature de 5 comme
étant la

signature obtenue en retirant les

coordonnées correspondant à des prio <p .



Exemples : · (-tracture de ( = (5)
· 5- trancatrede ():I
On

pose
eurite

↓E
,

D' Es Petrancatre p-tracteret

Idem par
<
p
et =

p.

Exemples :
· ( =2()

· (i) = ()(8)
Def : Une meure dans un jeu o

dans un graphe , est une fonction

I& qui assigne une signature à
chaque sommet.



Def : Fixous me mesure U. Une

arite ~Is n'est valide si

·

p et paire et((r) >p4(r) a
· p
t impaire et 4(r) >o Yv .

Emm
en

valide
.

Dof : on dit qu' un sommet et valide si :

· c'est un sommet d'Ere avec une

arète sortante valide , a

· c'est un sommet d'Aden dont

tates les arêtes sortantes sont valides.

Une mesure est valide inas les sommets le sout.

Dans le cas d'un graphe, an considère
que

tas les commets appartiennent à Adam.



(5) ↳

Exemple :

*1G
(()"

Remarque : par
certains sommets (en fait,

ce sent les sommets gagnants per
Adam)

, par possible de traven we

mesure valide !

Algorithme d'itération de valeurs :

↳ partir de ( : ) et progressivement
mettre a jar jusqu'à obtenir une

mesure valide.

Def : me n-mesure est une mesure

telle que tates be coordonnies sont In



Théorème : (11 Soit G en graphe avec-

des priorités , de taille n .
Alors

G satisfait parité ES
n-mesure valide.I Alors
il existe une

(2) Soit G un jeu de parité de taille n.

Eve
gague depuis Is

il existe une

tas les sommets n-mesure valide.

Prenve : on commence par
(1).

:SoitGugraphedetantesommet,
on pose

G(r) = Signature du chemin in depuis
qui a la plus grande signature.



C'est bien défini can ite satisfait
parité. Pour montrer

que l est valide,

il faut vérifier que tates
les arète

sent valides. Prevous une arite ver !

Alors v Tus définit un chemin
,

danc par définition

((r) <, signaturedeTr

Si
p et impaire, on a

signature de v>Th >p signature deT = y()

de mame si
p
est paire , on a

signature de ~Th p signature de T= eut

On
en déduit dans les deux cas que
l'arête n' est bien valide.



El reste à montrer
que Il est

bien une

n-mesure . Supposons par l'absurde que
par en centain v ((v) o une coordonne

zw / c'est-à-dire
que sur le chemin

#r , plus de n occurrences d'une

prio impaire p sont rencontrées avant
esue prio plus grande .

On
en déduit l'existence d'un cycle

dont la priorité maximale est
p ,
et

dans le graphe ne satisfait pas parité,
re contradiction.

=: Supposons qu'il existe me merve

valide 4 . On montre
que

G satisfait
parité. Prevous un chemin dan G

Pr Pe Pr

v+V
-+ v- ...,

soit
p
la plus grande priorité qui

apparait infiniment souvent.



Comme tates les arites sont valides,
on a par tot i :

pi paire => Y(Vi) Epi &(rin)
·

pi impaire -> H(vi)
pi
Trin) .

Supposons par
l'absurde

que p est impoive,
et prevous is tel

que par
tat

is is on a pi - p.

Observous
que per pilp ,

an a :

· U(vi) <pichin) => Y(v) >pein)
· U(vi) >

p : Y(rin) => Y(vi) IpUn

On a donc
, par fat is to

,

U(v: ) < p U/vin) ,

et infiniment souvent (dès que pi = p),

C(vi) > Ulvin) .



Cela n'est
pas possible.

On
prove maintenant (2) .

Soit G

un jeu de parité de taille n

=> : Supposons que Eve
gagne depuis

tas les sommets. On prend un

strategic positionnelle gagnante T.
On applique (1) an graphe Gy de
5
, Le que donne une mesure 4

n-valide par log .
Alors la mesure

U est aussi n-valide par G.

E : Réciproquement, supposons qu'il
Yexiste me mesure valide par

G.

Par chape sommet d'Eve
, on a une

arète sortante valide : wa donne un

stratégie positionnelle & telle que l
est me meare valide per G ,

et

danc
por (2) Go satisfait parité. On

conclut que
t est une stratégie

gagnante. D
.



Par gérer les commets gagnants par Aden,

on rajoute la signature
T

. Une

anote vejv' telle
que ((v) =T

n'est valide que si( (r)
=
T

.

Zemme: soit G e jeu et o une

mesure valide. Alors l'ensemble des

sommets quine sont pas envoyés sun T
est

un piège por Adam.

Preuve : soit B cet ensemble . Les arites

de R vere 'R we sent pas valides.

Comme les sommets d'Eve out une arite

sortante valide et
que

les sommets

d'Adam out tates leurs arites sortantes

valides
,
R et bien un priège par Adem.



Algorithme :
· U1r) 70 per tat v.

· Tant
que 4 n'est

pas
valide :

· Prendre un sommet v
pas

valide

· C(0) = Incr (((r) ·I
· Return ElT) .

Où Encr (s) est la plus petite -signature
plus grande que

s.

Theerime : l'algorithme returne la

région gagnante pour Eve .

Preve : La mesure calculée we peut
jamais excéden la plus petite



mesure valide. On conclut grace an
The précédent .

Complexité : 0) nm . n
.
nd/)

si un

calcul nomble
validité d'incrémentations .

Arbresuniversels et algo QD.

Idée : signature = feuille dans l'arbre complet

5

·
1 MAMAXA .. AN ndl fuille

Peut-on retirer des familles et garder un
algo correct ?



Def : arbre de taille n et hauteur h
,

par l'exemple :

hauteur3Me
Def :ondit que

T se plagedon en
obtenir T en suppriment

des feuilles de T !. On note T+ T !

Exemple:A
T

M-*
Def : un arble Test (n ,

h) - universel

si tas les arbres à n feuilles de

hauteur he se plangent dans
T

.



Exemples :· arbre n-completet universel.

8 / est (3 ,2) -universel;
↑ I

car on y plage /M il

Théorème :
Étant donné un arbre

#2)-universel
,
on peut résoudre

les jout de parité en temps

8) um .

i (u , d() . n . t (n , (2) (

↑ ↑ ↑
taille

calcul da temps de de l'arbre.
validité calcul d'un

incrément ???

polynomial ~ polynomial
Preuve : On applique l'algo précédent eu
remplaçant le signatures par

des

failles de l'arbee
. Sa marche car



un arbe correspondant aux signatures
d'une stratégie gegnante se plange
par universalité. I

Thecreive : (1) Il existe un arbre

(n ,h)- universel de taille

n (entlog,e
12 tat arbe Inh)-univered a

taille an moins

lathy
Remarque : c'est un 0(126) .

Preuve
: on prave (1)

. Soit Turful
l'arbre défini inductivement par Tha)

=·

et



-In , -1) .

The
T(T7

,
n)

On
prave qu'il est (n ,

hl-universel.
Soit T un arbre de taille In et hauteur hi

On considère le premier enfant de T tel
que

il y a plus de TM/27 feuilles avant cet

enfant :

finitie
De



Donc To et To out taille <Tr7 et

hauteur h, et In a taille In et

hauteu h-1
.

Par induction
,

T
..
T
=
-> T (W27

, h)
+ -> T(n ,

m - 1),

et donc T -> T(u ,
h)

, d'a
l'universalité.

Par l'analyse de la taille
,
on pose

k = logn , puis il suffit de vérifier que

2k/h+ ( 12 . 28-1httezht
ce qui nous est donné

par
la formule de

triangle de Pascal.




