


Def: une stratégie 5 est dite

sitionnellesiDe deen

apparaissant dans #T.

On définit les stratégies positionnelle
par

des fonctions
5 : V -> E

EveI
que

+ (u) = v= v

telles
que par

tat at Vere,

+ X
mame sommet v.

objectif : "Voir un 1"Exempleo in, Eve goen et

M
une strat positionnel



Exemple2 :
"Th

Objectif : "alternen a et b".

Ici
,
Eve

positionnellesGagne, maislsta

[I par
#

mesI avecalors
stratégie positionnelle.

Exemples : o "alterner a et b" n'est

pas positionnel.

C'est mémoire 2 .

Per allet lin,

traver objectif qui n'a pas mémoireI finie. (



· accessibilité : "voir un 1"

· sécurité : "ne pas voir de
1"

J Büchi : "voir une infinité de 11[↳
ga Cobüchi : "Voir un ub fini de 1"
· Parité : "Le plus grand

ub

apparaissant or est pair
"

positionnels. (Cf site du cars)

ILesobjectifs positionnels sont intéressants

car an peut facilement représenter
Les stratégies



=eudaccessibilité
ta en et

#Définitions.

Lef : un jeu deratibilité est un jeuLavec objectif "voir en 1".

↳et unjeudewrit st unen
RemarqueEvejeutunenen ae
un jeu de sécurité et vice-versa .

Exemples : o of plus tot.
convention :

↓ e o B
s& B - = -

·parpe
Les strate positionnelle

- on peut dessiner

=



2solution des jeux d'accessibilité.

Ide: partir des 1 et
propager

la

région gagnante vers l'arrière.

On définit 10
par

↳ Guevelistere]
avec en 1

tates les arêtes
v Gr-Vaden/sortantes aut en 1

Ce sont les sommets on Eve peut gagner
immédiatement.

Pis
par

inductions

Liv = Gue Vevel existeanitesortanteaves 13
U - f

3~ SutVadem/cataratesortantevaea



Exemple:

n
Thecrime : La région gagnante par Eve
est

I
L= Li

De plus , on a des strat
. positionnels

par
Eve et par

Adam
.

Preuve : deux étapes .

D'abord
,
montrer

-

par
induction sur i que les sommets

I
de L sent gagnants. Au

passage ,
tionalité

per
Eve

.pos

Ensuite
,
montres

que
les sommets



par
dans L sant gagnants par Adam,

Etape1 : Par induction sur i.

· i = 0 . Par et Vere , il suffit deI
aVel strat positionnelle.

vers

prendre Th = ~ El (qui existe

par définition).
Par veVAden tates

Les arêtes sortantes sont des 1
,
donc

Eve immédiatement
.

gagna
hypothèse d'induction

[ · Supposons que par
tat jui , Eve

gagne positionnellement sur Lj . On
mante

que
c'est aussi

ve

as
per

Li

Par veVere ,
an prend 5(ul=-> h,

1 définition. Cela
· Lil qui existe par
assure

d indu gagner par hypesle

Par rtVadan s
tates les arêtes vant



iLj s dac on conclut grâce

à l'hypothise d'induction
.

La stratégie construite 5 assure quesur
tort chemin consistent

,
i décrait à

chaque étape jusqu'à atteindre to etI gagver
-

Etape2 : soit &L,ad veL .

On cherche a construire one strat.

positionnelle [ per Adam.

· si -VAdam .

Alas
par définition,

il existe unewrite avec un qui
Va vers "L

,
car binar on aurait

vt L
.

On
pose

[(r) = une telle arète.

· Si weVere .

Alors tarte write

sortante va vers L .



I Le stratégie construite t assura que
par

dat chemin consistent
, on reste

dans "L et on ne voit jamais
da 1. A

.

Remarque: - Par Adam (jeu de sécurité),
la stratégie gagnante est très simple :

il suffit de rester dans sa région
gagnante en prenant des arêtes 0.

Algorithmede résolution

On implémente les idées d'au desus.

&marque : on utilise
pas

Le "Layers Li",
mais les idées sent similaires.

n= b de sommets m = ub d'arête =Ou



Algorithme 1 (naif) :

-

① + d

· Tout qu'il existe

Ov bien or avec 1I ~ - Vere avec rue arate vers L

~f Vadem dont tates les arètes

vot very La out un 1 :

I · prendre un tel v

1. L = Luful ·

· retourner L
. Irégiongagneet en

7

Complexite :
0(nm)

Idées : 1) backtrack via prédécesseur
-

2) par
les sommets d'Adem,

compter les arêtes qui vant ver "L



#Algorithme2 (optimal)
· Led Complexité 0(m)
·Q
· Par fact ve Vere :

Si il existe avete -Er1 + a = a -2) .

· Partat,VVidaarite sortanteahI Si Nb Libertés [v] = 0 :

L at au(u) .

· Tant
que

Q:
V = Q .

pop
.

L = Le Gui
tout Oprédécesseur un de :

(a ut VEre :

Q = Q - [u)
Si ut VAdam :

UbLibertés [u] = UbLibertes (u] -1
Si Nb Libertes [u) = OI I L Q- Quhuy .



Attracteurset pièges.

Def : Soit G un jeu et S un ensemble
-

de sommets ou d'arites. L'attracteur
par

Eve vers S est la région gagnante-
l'objectif "voir un commet or une arèteI pere S".Laratégie d'attracteur vers S

est la stratégie positionnelle associée .

Iden

Adam .

par

Nation : Attr (5) ao mame Altr(s)
idem

: Altry (5) o Attr, (5).

Therime: il existe un algorithme en temps
O(m)

Le pa,calculerle
attractersa et

Preuve: of section précédente.



Def : un rigper Adam est un
-

ensemble de sommets PCV tel
que

· Fut 41Vevel Ju-> P
.I · VwEPhVAden ,

Fr-
+

+'
,
o't P

.

Iden
piège par

Eve.

temple : Piègee
Li

Lemme : Soit G un jeu
et D un piege&

par Adam
. Supposons a

v'Eve
gagne

dans
_

b
_

'ex
-

restreint___P depuisS
tos les sommets de P

. Alors elle gagneImusi dans G depuis tas les sommets
de P

,
autrement dit

PE région gagnante.



&

Preuve : Soit & une stratégie gagnante perP

Eve dans le jen restrant à P
.
On

Etend Tp de manière arbitraire an
reste du jeu , cela donne une stratégie
T On montre par

induction facile
que

les chemins commençant dans P

of consistents avec t restent dans P

et sont consistents avec Tp I car 4

est un piège par Adem) .
Les

chemins satisfont donc l'objectif , d'a
le résultat. D

Ainsi
, quand on a un piège P pour

Adem
,
il suffit de résadre le jeu restreint

à P
. Idem avec en piège par Eve

On va savent se servir de cette technique
notamment en combinaison avec lelemme

suivant.



Lemme : Le complémentaire d'un attracteur-

par Eve est un piège par Eve .

De

même
,
le complémentaire d'un attrac-I teur par Adam est un piège pour

Adam .

Prenve : Soit A un attracteu
par

Eve
,
on

-

cherche à montrer
que

"A est un piège
par

Eve.

· Soit vt Vadem" "A . Si tates Le

arêtes sortantes de v allaient vers

A
,
v scrait dans l'attracteur . Danc

v a une arite versA.

· Soit vf VEre"A. Sir avait une
arête vers A alors v serait dans

l'attracteur
. Dan tates les arites de

v vont vers "A.

Remarque: c'est la devièmeétape de la

preuve du The sur les jeux d'accessibilité.



#. Jeux de Büchi
.

#Définition .

↳undeBi estejedansvent"
Exemple : région gagnerEve

~&

Résolutiondes jeux
de Büchi .

Soit So le complémentaire de l'attracteur

de Eve
vers les 1

.
Autrement dit,

S
.
est la région gagnante par Adam

pour l'objectif "we
pas

voir de 1".



*: positionnelement.

Lemme : in So est vide
,
alors Eve

-le jende Büchi
e

site

Preuve : Supposons S
.

= & ·
Cela vent

-

dire
que depuis n'importe quel sommet,

I Eve pet assurer de voir un 1
.

avec

la stratégie positionnelle d'attracteur vers
les 1 . Donc cette même stratégie
gagne aussi par l'objectif de Bücki.

Supposons maintenant que S
.
est non vide-

Notons que
Adam

gagne
le jeu de Bichi

restreint à So avec une stratégie
positionnelle . Comme So est un piège
peur Eve ,

Adam
gagne

le jeu de
Büchi depuis fas les commets de So

.



On pose donc

A
o
= Attra (S.)

et G
.

= G 1 Ao
,

t'privé de"

c'est-à-dire
que

G
,
est le 'eu

J
de Bichi obtene après avoir retiré A

..

Enenite
, an pose

Si = G
,
1 Attr(- ),

c'est-à-dire
que Sa est la zona dans

G
,
à Adan peut éviter de voir un 1,

puis
An = Attra (S)

etG = Gu 1 An



Et ainsi de suite : par
tat i,

· Si : G : 1 Attri (E)
· Ai = Altrh: (Sil
· Gin = G : 1 Ai .

Remarque :
Cela définit un algorithme,

qui
s'arète à l'étape : telle

que
Si =

Schématiquement:

*Et



#
Avec les zones :

Ao

·-TO
un

-

G
,

On
pose is la dernière étape de

l'algorithme , c'est-à-dire tel que
Si = d . (Au-dess , io = 2) .



Thecrime : La région gagnante par
Eve est

deux javen
Gi De plus,et en e

positionnelles optimales .

Preuve : deux closes à montrer :

-

() Adam
gague positionnellement sur

↓ Ai

(21 Eve
gagne positionnellement sur Gi.

Commençons-(1). On
a déjà vu

que
Adam gagnait positionnellement surI

il suffit d'appliquer la stratégie
So Par étendre à Ao = Attr (s) ,

d'attracteur.



Par iso
,
on raisonne par

induc tion .

Le as de base est
S

supposons qu'Adam gagne positionnellement
sur =

Aj ,I
discute ci-des. Soit iso et

on cherche â montrer
que

c'est

ausi le cas sur Ait
Git

-

#i
On commence par

montrer go'Adam
gagne positionnellement depuis Air
dans l jeu Gin C'est vrai car

· dans Si , an Erite (positionnellemeit)
de voir en 1

,
et

· dans Ain ,
on attire (positionnellement



vers Sin

On etend le résultat à G grace a

l'hypothèse d'induction : si Era choisit

de quitter Gir , an arrive dans

↓ Ai
,

j = dI à l'a sait déjà que
Adam

gague
·

étape: Eve
gagne depuis Gi

⑯Sti.....
Comme Six est vide, cela implique
9
r Eve gagne depuis n'importe quel
Sommet dans le jeu restreint à Gio

(of lemme page
18) .



I
Par étendre à G

,
il suffit de

remarquer que Gio est le complémentaira
al un attracteur

per Adam Aid
,

et dans c'est un piège par Adam .

↓clusionsde Bichi positionnels.
· jeux de Co-Bichi (objectif
"voir if un nombre fin de fois")I aussi positionnels .

· algorithme en temps O (mn).
· vive les attracteurs !


