Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 26.

Exercice 1 (Du concret!)
On consideére R3 muni de sa structure naturelle d’eve.
On définit le plan P : x — y + 2z = O et le vecteur u : (2,1,1).

1. Calculer la distance entre u et P.

2. Calculer la projection de u sur P.

Exercice 2 (Déterminants de Gram)

1. Question préliminaire : soit A € M,,(R).
(a) Montrer que VX € M,, 1(R), AX =0 < "AAX =0.
(b) En déduire que rg A =rg tAA.
2. Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel. Sin € N*, etx1,...,x, € E, on pose
G(z1, - an) = [(@ilz;)1<i 4<nl
(a) Montrer que (1, ..., x,) est libre si et seulement si G(z1, . .., x,) # 0. (d’abord en utilisant 1/, puis
directement)

(b) Montrer que si (21, ...,x,) estlibre, alors G(z1,...,x,) > 0.

3. Soit (z1,...,2z,) € E™ une famille libre. On note F' le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille
(z1,...,x,). Etablir la formule

Gz, 21,...,Zn)

Exercice 3 L
Pour P, € R[X]?, on pose (P|Q) = / P(t)Q(t)dt.
0

1. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

2. Former une base orthonormale de Ry [ X ]| relativement a ce produit scalaire.

1
3. Calculer inf 4, ¢)cprs / (2% + ax® + bx + c)*dz.
0

Exercice 4 (Théoreme ergodique de Von Neumann)

Soit E un eve. On dit qu’une suite (2, ),cn de points de E est convergente si et seulement si il existe un élément
[ de E tel que la suite de réels (||z,, — {||)nen converge vers 0.

Soit v un endomorphisme de E tel que Vz € E, ||u(z)|| < ||x]||, et on pose v = u — id .

1. Montrer que kerv @ Im v = E.
2. Soit z € [Im (u — idg)]*. En évaluant ||u(z) — x||%, montrer que x € ker (u — idg). En déduire que
ker (u — idg) et Im (u — idg) sont supplémentaires orthogonaux dans F.
1
n+1

n
Z uF (x)) pen converge vers la projection orthogonale de z sur ker (u—
k=0

3. Etablir queVx € E,lasuite (

idp).



Exercice 5
Dire si les applications suivantes sont des produits scalaires :
- E=R% (2,2') | (y,y) = azy + bzy' + ca'y + dz'y’ (étudier (1,t) | (1,t), t € R).
- E=R" (21,..,2n) | (Y15, Yn) = az Ty + bz Y, (On montrera que (3 z;)* < an?)
( i#]

- E=R,[X],(P|Q) =) PHQ().
=0

Exercice 6
Soit p un projecteur d’un espace euclidien F.
Montrer que p est orthogonal si et seulement si Va € E, ||p(x)]]| < ||z]|.

Exercice 7 (Projection sur un sev de dimension finie)
Soit £ un ev muni d’un produit scalaire (de dimensuib éventuellement infinie) et (w1, ..., u,) une famille ortho-
normé de E. On note F' = Vect (uq, ..., uy).

1. Soit z € E. Montrer que Z(x, u;)? < ||z||%. Quand a-t-on égalité ?
i=1
2. Application : soit f : [0, 2] — R continue. On appelle coefficients de Fourier de f les réels :

T 2w
f)cos(kt)dt et si(f)= f@)sin(kt)dt.
t=0 t=0

cp(f) =

2

27 2 0 2 2
Démontrer I’inégalité de Bessel : fA(t)at > <olf) + Z ce(/)”+ si(f) .
=0 27 P T

Exercice 8 (Forme linéaire)
1
On munit R [X] du produit scalaire (P|Q) = / P()Q(¢)dt. Soit ¢ : Ro[X] — R; P — P(0).

0
Justifiez I’existence de A € Ry[X] tel que V P € Ry[X], o(P) = (A|P).
Calculez A.

Cours : (4) Si F est un sev de I’eve E, alors E est somme directe de F' et '+, et (F1)+ = F.

Cours : (1) Inégalitéde Cauchy-Schwarz vérifiée par un produit scalaire ¢ sur F (R-espace vectoriel) : énoncé,
démonstration et cas d’égalité.

Cours : (6) Isomorphisme canonique entre un eve E et son dual.



