Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 21.
Eleve 1 :
Cours : (4) Pour u,v € L(E, F), [rgu —rgv| <rg(u+v) <rgu+rgv

Exercice 1 ( Systeme avec parametre)
Etudier I’existence de solutions du systeme

x + vy + (I—-m)z = m+2
14+m)z — y + 2z = 0
2z - my + 32 = m+2

Exercice 2
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient f et g deux endomorphismes de E.

1. On suppose que f et g vérifient: go f = 0etg+ f = idg. Montrerque rg f +rgg = n.

2. On suppose que f et g vérifient: rg f +rgg < net f + g = idg. Montrer que f et g sont
des projecteurs.

Exercice 3
L1 Y1
Etudier le systtme linéaire AX = Y, avec X = : Y = : € M,1(C) et
Tn Yn
2 -1 0 0
—1
A= 0 0 € M, »(C)



Eleve 2 :
Cours : (2) Pour fy,. .., f, dans F, il existe un unique v € L(E, F') telle que Vi, v(e;) = fi.

Exercice 4
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3.

1. Soit f un endomorphisme de E tel que f # 0 et f? = (. Déterminer dim ker f.

2. Méme question avec un endomorphisme g tel que g% # 0 et f2 = 0.

Exercice 5 ( Systeme avec parametre)
Etudier I’existence de solutions du systeme

ar + by + 2z =1
r + aby + z =D
r + by + az =1

Exercice 6
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

1. E=ker f& Im f
2. ker f2=ker f
3.Im f2=Im f



Eleve 3 :

Cours : (3) Pour G supplémentaire de Ker v dans E, U : x € G — u(z) € Im u est un
isomorphisme de de G dans Im w.

Exercice 7
L1 Y1
Etudier le systtme linéaire AX = Y, avec X = : Y = : € M,1(C) et
Tn Yn
0 1 1
1 e e
A=| € M, ,(C).
oo
1 -« 1 0

Exercice 8 Soit £/ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). Montrer que f est
la différence de deux automorphismes.
On pourra traiter successivement les cas suivants :

1. feGL(E).
2. ker fGIm f = FE.

3. Cas général. On pourra montrer 1’existence d’un automorphisme u de E tel que f o u
vérifie les hypotheses de 2.



