Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 19.
Eleve 1 :
Cours : (7) Théoreme des quatre dimensions.

Exercice 1
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et (ey, e2, €3) une base de E. On note u 1’endo-
morphisme de F tel que u(e;) = ey — e3, u(es) = e3 — ey et u(esz) = e; — es.

1. Déterminer Im w et Ker u.
2. Montrer que Im u et Ker u sont supplémentaires dans E.

3. w est-il un projecteur ?

Exercice 2
Soit F un K-espace vectoriel de dimension finien > 1, et f € L(F) tel que dimker (f—idg) =
n—1.0npose G = Im (f — idg).

1. Montrer que G est stable par f.

2. Montrer qu’il existe A € Ktel que Va € G, f(z) = Az.

3. Montrer que F = ker (f —idg) ® Im (f —idg)

4. Pour tout vecteur z de E, exprimer f?(z) en fonction de z, f(x) et \.

5. Que peut-on dire si A = 0?

Eleve 2 :
Cours : (5) De tout systeme générateur de F, on peut extraire une base de F.

Exercice 3
Soit £/ un K-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de F tels que poq = gop etker p = ker q.
Montrer que p = q.

Exercice 4 Soit /' un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et v un endomorphisme de
E tel que u" ! #£ 0 etu” = 0.

1. Soit zy € E tel que u"'(xq) # 0. Montrer que la famille (zq, u(x), ..., u" ! (xg)) est
une base de F.

2. Soit k € N tel que 1 < k < n. Montrer que la famille (u’(x)),_x<i<n_1 €t une base de
ker u*.

3.0nposeC={fe€L(E)|fou=uof}.
(a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de L(E).
(b) Montrer que ¢ : C — E, f — f(x() est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

(¢) En déduire une base de C.



Eleve 3 :
Cours : (4) Tout endomorphisme s de E tel que s o s = idg est une symétrie de F.

Exercice 5
Soit £ un K-espace vectoriel. Déterminer I’ensemble des couples (f, g) d’endomorphismes de

E tels que : fea=1
gof=y

Exercice 6 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et F' et G deux sous-espaces
vectoriels de £ de méme dimension. Etablir que F’ et G admettent un supplémentaire commun
dans E.



