Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 18.
Eleve 1:

Cours : (4) Si S = {x1,...,x,} estun systeme libre de F et x € F tel que S U {x} soit lié,
alors il existe un unique n-uplet (ai,...,a,) € K" telque x = a1.x1 + ... + a,.7,.

Exercice 1
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ? (on précisera le corps de base)

L. {f €c’([0,1],R)| f(0) = 0}
2. {fu e CV|Vn € N, uy, 0 = au, + b, } (ol a et b sont deux complexes fixés)
3. {f e R®|3(a,0) € R*tel que Vz € R, f(x) = acos(z + 0)}

Exercice 2
Soit F et F' deux K-espaces vectoriels, G et H deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E,ue L(G,F)etve L(H,F).

1. Montrer qu’il existe un unique élément f de L(E, F') tel que fio = uet fijg = v.

2. Que dire de deux éléments g et h qui coincident sur G et H ?

Exercice 3
Soit £ un K-espace vectoriel, et f € Lx(F).

1. Montrer que ker f = ker f2 <= Im fNker f = {0p}
2. Montrer que Im f =Im f? < Im f+ker f = E

Eleve 2 :

Cours : (6) Si E; (resp. F) estun s.e.v. de E (resp. de F),etu € L(FE, F), alors u(F7) est un
s.e.v.de Fetu !(F)) estuns.e.v. de E.

Exercice 4
On considere I’espace vectoriel £ des fonctions de R vers R dérivables sur R. On pose de plus

F={feE[f(0)=[(0)=0}
et on note G I’ensemble des applications affines de R vers R.

1. Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Montrer que F' et G sont supplémentaires dans F.

Exercice 5
Soit £ = C°(R,R),etp: E — F  définie par o(f) : R — R
fo=e(f) z —z.f(z)

1. Montrer que ¢ est une application linéaire.

2. Déterminer ker ¢ et Im .

Exercice 6
Soit F un K-espace vectoriel, et u € Li(F) tel que u? — 3u + 2idp = 0.
Etablir que £ = ker (u — idg) @ ker (u — 2idg)
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Eleve 3 :

Cours : (3) Si E et E5 sont deux s.e.v. de F, alors Fy N Ey = {0p} <= Vx € E| + Es,
A(x1,x0) € Ey X By tel que © = x1 + 5.

Exercice 7

Soit E = {f : R — R, f de classe C! sur R, et 27-périodique }
et = {f:R — R, f de classe C° sur R, et 27-périodique}.

On considere enfin Iapplication ¢ : E — Ftelleque Vf € E, ¢o(f) = f'.

1. Montrer que £ et F' sont des espaces vectoriels.
2. Montrer que ¢ est une application linéaire.

3. Déterminer ker (.
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4. Montrer que Im ¢ = {f € F telle que / f(t)dt = 0}.
0

Exercice 8
Soit £ un K-espace vectoriel, et f € Lx(F). Soient n € N* et \q,. ..\, des scalaires deux a
n

deux distincts. Soit enfin (z;);en, € err (f — Niidg).
i=1

Montrer que si la famille (x;);en, est liée (i.e. I(u;)ien, € K™\ Ogn \Zm x; = Op), alors
=1
pour tout 7 € N,,, x; = Op.



