Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 14.
Eleve 1:

Cours : (1) Preuve par récurrence sur n naturel non nul du fait que, si P est un polynome
de K[X] avec n zéros distincts dans K, notés z1, ..., xz,, alors il existe ) € K[X] tel que

P = Q.H(X — ).

Exercice 1
Factoriser X8 + X4 + 1 sur R.

Exercice 2

1. Soit P € K[X]. Démontrer que P — X divise P o P — X.
2. Résoudre dans C : (2% +3z+1)* + 322+ 82 +4 =0.

Eleve 2 :

Cours : (6) Si P est un polyndme non constant de C[X| de degré d entier naturel non nul, et si
k estdans {1,...,d}, alors pour a complexe, on a :
aestun zéro d’ordre kde PssiV0 < j <k —1,PY(a) =0et P*(a) #0

Exercice 3 (Polynomes positifs sur R)

Soit £ ={P e R[X]tq3Q,R € R[X]tq P = Q* + R*}.
1. Montrer que £ est stable par multiplication.
2. Montrer que £ = {P € R[X]tqV z € R, P(z) > 0}.

Exercice 4

Soit P € Z[X]| et a,b € Z* premiers entre eux tels que P(%) = 0.

1. Montrer que a divise le coefficient constant de P.
2. Montrer que pour tout k € Z, a — kb divise P(k).

Eleve 3 :

Cours : (2) Existence et unicité du reste et du quotient de la division euclidienne de A par B
non nul dans K[X].

Exercice 5 (P' | P)
Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P’ | P.

Exercice 6
Soit n un entier naturel, et P = (X 4+ 1)" — X" — 1.



1. On suppose que P admet dans C une racine multiple z,. Montrer que 2§ ' = (20+1)""! =
1. En déduire que z, est égal a j ou j2. En déduire enfin que n — 1 est divisible par 3.

2. Cette derniere condition est-elle suffisante pour que P admette une racine multiple ?



