Colles de Mathématiques en MPSI. Semaine 5.
Eleve 1 :
Cours : (1) Equivalents en 0 et en +00 d’une fonction polyndmiale rélle non nulle.

Exercice 1 (Etude des racines d’une famille d’équations)

1. Montrer que I’équation cotan x = Inx possede, pour chaque entier naturel n, une unique
racine z,, dans |nm, (n + 1)x], et que lim (z, —nmw) = 0.
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2. Montrer que T, —nmT ~
n—oo nn

Exercice 2 (Calcul de limites)

1. lim(L)@ne

z—0

1
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2. hII(l)(COS x + sin x)

. juss
3. lim(In z)®"2e
r—e
s mTsin mx—n®sin mx *2
4. }:IL% crmr_nSme avec (m,n) € R, m #n
Eléve 2 :

Cours : (2) Si I contient O et f est une fonction de I dans R dérivable et nulle en 0, alors mon-
trer que, si f/(0) est non nul, f(z) est équivalent en 0 a f/(0).z. Citer ensuite 10 applications
de ce résultat.

Exercice 3 Soit v une fonction v : I — R, ou [ est un intervalle de R* dont O soit élément ou
extrémité. On suppose que lin%u(x) = 0, et que pour des réels A €]0,1[, A € R* et a € N*, on
r—

a:u(x) —u(Ar) ~ Az®.

z B A a
Démontrer qu’alors u(x) o~ et
. . s 12 , . i . 3
Application : considérer u définie sur R* par u(z) = 1 — *2£ et montrer que x —sinx ~ -
T z—0 ©

Exercice 4 Etudier les suites de terme général :

1. u, = (cos \/%7)

2. U, = (cos 2 + bsin %)n (a et b sont des réels fixés).



Eleve 3 :

Cours : (5) Si f et g sont deux fonctions strictement positives et équivalentes de limite nulle
(ou +00), alors In(f) et In(g) sont équivalentes.

Exercice S Soient u et v deux suites réelles telles que u,, ~ wv,. A-t-onu,” ~ v,"?
n—-+o0o n—-+o0o

Exercice 6 Donner un équivalent simple des fonctions suivantes :

— au voisinage de O :
— T (COS I)cotzmQ:E
— x > arccos (1 — x)
— x> (1 —cosz)” —gl-cose
— au voisinage de 400 :

_3;,_><M> -1

In x

SN <arctan(x-i—1)>m 1

arctan x

- T (sin Q;Fil)x

Exercice 7 (Famille de racines..)
On considere I’équation tan z = .

1. Montrer que cette équation admet une racine unique dans |nm — 7, nm + 7| pour tout
n € N.

2. Donner un équivalent de x,, pour n tendant vers +oo.



