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La robuste théorie des langages rationnels est basée sur trois piliers fon-
damentaux : le calcul (automates), la logique, et l’algèbre. Dans ce chapitre,
nous introduisons le lecteur aux extensions de ces trois piliers aux fonc-
tions de mots finis vers mots finis, appelées transductions, en fournissant
les résultats, anciens comme récents, les plus importants de ce domaine de
recherche toujours actif. Nous considérons en particulier deux classes de
transductions : les transductions rationnelles, définies par des automates
finis étendus avec des mots de sorties (qu’on appelle transducteurs finis), et
les transductions régulières, définies par des transducteurs à tête de lecture
bidirectionnelle.

1.1 Introduction

Des liens importants entre le calcul, la logique et l’algèbre ont été
établis pour les langages réguliers (ou rationnels) de mots finis. La classe
des langages réguliers correspond à la classe des langages reconnus par
automates finis, à la classe des langages définissables en logique mona-
dique du second ordre (monadic second-order logic – MSO –) avec un suc-
cesseur [13, 30, 53], ainsi qu’à la classe des langages dont la congruence
syntaxique, une congruence canoniquement associée à tout langage, est
d’indice fini (voir par exemple [52]). Alors que les automates sont bien
adaptés à l’étude des propriétés algorithmiques des langages réguliers, la
vision algébrique a permis de fournir des caractérisations décidables de
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sous-classes de langages réguliers. En particulier, un des résultats impor-
tants est la décidabilité, étant donné un langage régulier (représenté par
un automate), de sa définissabilité en logique du premier ordre : il suffit de
tester si sa congruence syntaxique (qui est calculable), est apériodique, ce
qui est décidable en PSpace. Voir [29] pour plus de détails sur les langages
définissables en logique du premier ordre, et [52] pour d’autres variétés de
monoïdes et fragments de la logique MSO. Dans ce chapitre, notre objectif
est de donner les principaux résultats, certains anciens, d’autres plus ré-
cents, qui étendent ces trois principaux piliers de la théorie des langages
aux fonctions de mots vers mots.

Au point de vue computationnel, les fonctions de mots sont définies
par ce qu’on appelle les transducteurs, qui étendent les automates par des
sorties sur leur transitions. Ils peuvent être vus comme des machines de
Turing à deux bandes : une bande de lecture seule, contenant initialement
le mot d’entrée, et une bande d’écriture seule (toujours de gauche à droite),
qui contiendra, si le mot d’entrée est accepté, l’image, par la fonction, de ce
mot d’entrée, qui est elle-même un mot.

Nous allons prendre en compte deux classes importantes de transduc-
teurs : unidirectionnel et bidirectionnel. Pour la classe des transducteurs
unidirectionnels, la tête de lecture est limitée aux déplacements vers la
droite. Ces transducteurs définissent la classes des fonctions dites ration-
nelles, étudiées depuis longtemps [10]. Dans le cas bidirectionnel, il n’y a
pas de restrictions sur la tête de lecture et la classe que ces transducteurs
définissent est appelée la classe des fonctions régulières. Cette classe a reçu
une attention particulière ces dernières années, et de nouveaux résultats
intéressants, que nous allons décrire, ont été obtenus.

Au niveau logique, les MSO transducteurs ont été introduits par Cour-
celle, dans le contexte plus général des transformations de graphes [18].
Restreints aux structures logiques de mots, ils permettent de définir des
fonctions de mots par des formules logiques. Un mot u sur un alphabet fini
S peut en effet être représenté par une structure logique dont le domaine
est l’ensemble des positions du mot, i.e. l’ensemble {1, . . . , n} où n est la
longueur de u, muni des prédicats x < y et s(x), pour toute lettre s 2 S,
respectivement interprétés par l’ordre entre les positions du mot (l’ordre
naturel entre les entiers) et l’ensemble des positions étiquetées par la lettre
s.

La principale idée des MSO transducteurs est de définir les prédicats
du mot de sortie (ordre et lettres) par des formules (à variables libres)
interprétées sur le mot d’entrée. Nous présentons des résultats établissant
des liens entre transducteurs, unidirectionnels et bidirectionnels, et des
classes de transducteurs MSO.
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Au niveau algébrique, nous allons présenter une notion de congruence
syntaxique pour les fonctions, introduite par Choffrut, qui sera d’indice
fini ssi la fonction est séquentielle, c’est-à-dire qu’elle peut être définie par
un transducteur unidirectionnel déterministe sur l’entrée. Nous présentons
également une généralisation de cette caractérisation algébrique à la classe
des fonctions rationnelles, un résultat dû à Reutenauer et Schützenber-
ger. Nous donnons une application de cette dernière caractérisation au
problème de définissabilité en logique du premier ordre des fonctions ra-
tionnelles. Pour les fonctions régulières, rien n’est encore connu au niveau
algébrique.

Le document s’articule naturellement autour des trois piliers : auto-
mates pour les fonctions de mots (transducteurs), logique et algèbre.

1.2 Transducteurs

Dans ce chapitre, S représente un alphabet fini. Nous notons S⇤ l’en-
semble des mots finis sur S et e le mot vide, c’est-à-dire de longueur nulle.
Pour tout mot u de longueur n, on note dom(u) = {1, . . . , n} l’ensemble
des positions de u (dom(u) = ? si u = e). Pour i 2 dom(u), u[i] 2 S est
la i-ème lettre de u, u[:i] est le préfixe de u jusqu’à la position i (incluse)
et u[i:] le suffixe de u à partir de la position i. On étend ces notations à 0
et n + 1, u[:0] = u[n + 1:] = e. On notera |u| la longueur de tout mot u.
Lorsqu’un mot u est préfixe d’un mot v, on notera u�1v l’unique suffixe de
v tel que u(u�1v) = v. En particulier, u�1u = e.

Une transduction f est une relation binaire sur S⇤, i.e. f ✓ S⇤ ⇥ S⇤.
Dans la suite, nous serons particulièrement intéressés par les transductions
dont le graphe est une fonction (partielle), que nous appellerons transduc-
tions fonctionnelles. Formellement, f est fonctionnelle si et seulement si
pour tout (u, v1), (u, v2) 2 f , on a v1 = v2. On notera alors f (u) = v1 plutôt
que (u, v1) 2 f , et dom( f ) sera le domaine de définition de f .

Exemple 1.2.1. Dans ce chapitre, nous allons utiliser trois exemples filés, les
fonctions feff, fech et fmir, sur l’alphabet S = {a, b}. La fonction feff efface les
lettres a du mot d’entrée, par exemple feff(abba) = bb. On a de plus dom( feff) =
S⇤. La fonction fech place le symbole en dernière position en première position
(’ech’ pour ’échange’). Elle est définie par fech(e) = e et pour tout u 2 S⇤ et
s 2 S, par fech(us) = su. Enfin, la fonction fmir associe à un mot u le mot
obtenu en concaténant u avec son image miroir, notée u, c’est-à-dire fmir(u) = uu
pour tout u 2 S⇤. Par exemple, fmir(ab) = abba.



4 Chapitre 1. Transductions

1.2.1 Transducteurs unidirectionnels

Les transducteurs unidirectionnels sont des machines de Turing équi-
pées de deux bandes sur lesquelles la machine ne peut se déplacer que de
la gauche vers la droite La première bande est en lecture seule et contient
le mot d’entrée. La seconde bande est en écriture seule, et est utilisée pour
écrire le mot produit en sortie.

Par exemple, pour réaliser la fonction feff de l’exemple 1.2.1 à l’aide
d’un transducteur unidirectionnel, la machine va simplement lire le mot
d’entrée de gauche à droite, et pour chaque symbole d’entrée s, écrire s
sur la bande de sortie si s est différent du symbole a. Formellement, un
transducteur unidirectionnel est un 5-uplet T = (Q, I, F, D, t) où Q est un
ensemble fini d’états, I ✓ Q est l’ensemble des états initiaux, F ✓ Q est
l’ensemble des états finaux, D ✓ Q ⇥ S ⇥ S⇤ ⇥ Q est un ensemble fini de
transitions, et t : F ! S⇤ est la fonction de sortie terminale. Une transition
g = (p, a, w, q) 2 D de T est représentée par p

a|w�! q. Intuitivement, ceci
signifie que si le transducteur se trouve dans l’état p, et que le prochain
symbole d’entrée est le symbole a, alors il peut passer dans l’état q et
écrire le mot w sur la bande de sortie. Sans perte de généralité, on suppose
que pour tous p, q 2 Q, a 2 S, il existe au plus un mot w 2 S⇤ tel que
(p, a, w, q) 2 D. La classe des transducteurs ainsi définie est notée NFT,
abréviation de transducteurs finis non-déterministes.

Étant donné un mot u = a1 . . . an 2 S⇤, une exécution de T de p à q
sur le mot u est une séquence d’états r = (qi)i=0..n telle que q0 = p, qn = q

et, pour tout i 2 {1, . . . , n}, il existe une transition de la forme qi�1
ai |wi��! qi

dans D. On dira que l’exécution r = (qi)i=0..n est acceptante si q0 2 I et
qn 2 F. Le mot de sortie associé à une telle exécution acceptante r sur le
mot u, que l’on note outu(r), est définie comme la concaténation des mots
produits par les transitions qui composent l’exécution r, et par l’image
de l’état qn par la fonction de sortie terminale t, c’est-à-dire outu(r) =
w1 . . . wnt(qn) 2 S⇤.

La transduction définie (ou réalisée) par T est la relation JTK composée
des paires (u, w) telles qu’il existe une exécution acceptante r sur le mot u
vérifiant w = outu(r).

Un NFT T est fonctionnel si la transduction qu’il réalise est une fonc-
tion. La classe des NFT fonctionnels est notée fNFT. La classe des fonctions
réalisées par la classe fNFT est appelée la classe des fonctions rationnelles 1.
Un NFT est séquentiel si l’automate d’entrée sous-jacent, obtenu en ignorant

1. Elles sont appelées rationnelles car elles peuvent également être définies par la
notion classique de partie rationnelle d’un monoïde, voir [10].
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les mots produits en sortie, est déterministe. Observons que trivialement
les transducteurs séquentiels réalisent des fonctions. La classe des trans-
ducteurs séquentiels est notée SFT. La classe des fonctions réalisées par la
classe SFT est appelée la classe des fonctions séquentielles.

q e

b | b

a | e

q0

e

q1q2 q3 eq4e
s | bs

s | s

b | e

b | b

s | as

s | s

a | e

a | a

FIGURE 1.1 – Deux transducteurs unidirectionnels T0 et T1 réalisant respective-
ment les fonctions feff et fech. Sur cette figure, s 2 {a, b}.

Exemple 1.2.2. Nous décrivons deux exemples sur l’alphabet S = {a, b}. Le
transducteur T0, représenté sur la gauche de la Figure 1.1, est fonctionnel, séquen-
tiel, et réalise la fonction feff. Sa fonction de sortie terminale est constante et égale
à e. Elle est représentée par la transition sortante issue de l’état q, pointant vers le
symbole e.

Le transducteur T1, représenté sur la droite de la Figure 1.1, est fonction-
nel mais n’est pas séquentiel. Il réalise la fonction fech. Intuitivement, le non
déterminisme est nécessaire pour deviner la dernière lettre du mot d’entrée.

1.2.2 Transducteurs bidirectionnels

Les transducteurs bidirectionnels étendent les transducteurs unidi-
rectionnels de la façon suivante : au lieu d’être uniquement parcourue de
gauche à droite, la bande contenant le mot d’entrée est bidirectionnelle
Par exemple, ceci va permettre au transducteur de se déplacer à la fin du
mot d’entrée, puis de le recopier sur la bande de sortie en le lisant de la
droite vers la gauche. Cette transformation va associer à un mot d’entrée
son image miroir.

Formellement, nous considérons que les transducteurs bidirectionnels
prennent en entrée un mot u 2 S⇤ entouré de marqueurs de début et de
fin de mot, notés ` et a, dont on suppose qu’ils ne font pas partie de S. Ces
marqueurs permettent au transducteur d’identifier le début et la fin du mot.
Nous notons S` l’alphabet S [ {`, a}. Un transducteur bidirectionnel est un
4-uplet T = (Q, I, F, D) où Q, I et F sont comme pour les transducteurs
unidirectionnels. D est un ensemble fini de transitions qui sont des éléments
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de la forme (p, a, w, q, m) 2 Q ⇥ S` ⇥ S⇤ ⇥ Q ⇥ {�1,+1}. En comparaison
avec les transducteurs unidirectionnels, les transitions contiennent en plus
une composante m 2 {�1,+1} qui indique la direction du déplacement
(�1 pour la gauche, +1 pour la droite). Nous exigeons également que les
transitions lisant le marqueur de début de mot se déplacent toujours vers
la droite.

Notons aussi que la définition ne contient pas de fonction de sortie
terminale. En effet, cette fonction n’est pas utile pour la définition des
transducteurs bidirectionnels que nous avons adoptée ici car elle peut être
simulée grâce au marqueur de fin de mot.

La classe de ces transducteurs est notée 2NFT, acronyme de transduc-
teurs bidirectionnels non déterministes à états finis.

q0 q1 q2 q3 q f

s | s,+1 s | s,�1 s | e,+1

`| e,+1 a| e,�1 `| e,+1 a| e,+1

FIGURE 1.2 – Un transducteur bidirectionnel T2 réalisant la fonction fmir.

Une configuration d’un transducteur bidirectionnel T est une paire
(q, i) 2 Q ⇥ N dans laquelle q est un état et i une position sur la bande
d’entrée. On fixe à présent un mot d’entrée u = a1 . . . an 2 S⇤. Une exécution
de T sur l’entrée u0=` u a est une séquence finie de configurations r =
(q0, i0) . . . (qm, im) telle que i0 = 0, im = n + 2, et pour tout k 2 {0, . . . , m �
1}, 0 6 ik 6 n + 1 et 2 (qk, u0[ik], wk, qk+1, ik+1 � ik) 2 D, pour un certain
mot wk. Le mot de sortie associé à une telle exécution r sur ` u a, que l’on
note outu(r), est défini comme la concaténation des mots produits par les
transitions qui composent r, c’est-à-dire le mot fini w0 . . . wm 2 S⇤.

Cette exécution est acceptante si q0 2 I et qm 2 F. Ceci signifie que
pour toutes les configurations, sauf la dernière, la tête de lecture se situe en
face d’un symbole de u0. Pour que l’exécution soit acceptante, la dernière
configuration doit avoir la tête de lecture immédiatement après le marqueur
de fin de mot (im = n + 2).

Comme pour les NFT, la transduction définie par T est la relation JTK
composée des paires (u, w) telles qu’il existe une exécution acceptante r de
T sur ` u a vérifiant w = outu(r).

Comme pour les transducteurs unidirectionnels, nous serons particu-

2. Nous utilisons la notation suivante : u0[0] représente le symbole `, u0[i] pour 1 6
i 6 n représente le symbole u[i], et u0[n + 1] représente le symbole a.



1.2. Transducteurs 7

lièrement intéressés par les sous-classes formées des transducteurs fonction-
nels et séquentiels, notées respectivement f2NFT et 2SFT, et définies respecti-
vement comme les transducteurs dont la sémantique est une fonction, et
ceux dont l’automate d’entrée sous-jacent (bidirectionnel) est déterministe.

La classe des fonctions réalisées par f2NFT est appelée la classe des
fonctions régulières. Cette terminologie provient de l’équivalence avec le
formalisme logique des MSO transductions, qui va être présenté dans la
prochaine section.

Exemple 1.2.3. Considérons le transducteur T2 réalisant la fonction fmir qui est
représenté sur la Figure 1.2. Il transforme tout mot d’entrée u en le mot de sortie
uū, où ū représente l’image miroir du mot u. Les marqueurs de début et de fin
de mot sont importants pour réaliser cette transformation avec un transducteur
séquentiel.

va
lu

at
io

n

expressivité

SFT fNFT 2SFT =f2NFT

NFT 2NFT

⇢

⇢

⇢ ⇢

⇢

fonctions
séquentielles

fonctions
rationnelles

fonctions
régulières

PTIME
[15, 56, 8]

PTIME
[51, 44, 8]

décidable
[20]

indécidable
[4]

décidable
[37, 6]

FIGURE 1.3 – Un panorama des classes de transducteurs considérées.

1.2.3 Panorama des classes de transducteurs

La Figure 1.3 donne les relations d’inclusion existant entre les six
classes de transducteurs que nous avons introduites précédemment. Nous
détaillons d’abord ces inclusions. Les relations étendent naturellement
les fonctions. Les fonctions rationnelles contiennent strictement les fonc-
tions séquentielles, le caractère strict étant par exemple illustré par la fonc-
tion fech. Les fonctions régulières contiennent strictement les rationnelles,
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comme le démontre la fonction fmir. Enfin, contrairement au cas unidirec-
tionnel, lorsque l’on considère des transducteurs bidirectionnels, le non-
déterminisme fonctionnel n’augmente pas l’expressivité par rapport au
déterminisme (égalité entre f2NFT et 2SFT), ce résultat a été démontré
dans [31], et cette équivalence est effective.

Nous indiquons aussi sur cette figure le statut de différents problèmes
de décision concernant l’appartenance à des sous-classes. Nous avons par
exemple démontré dans [37] qu’il est décidable, étant donné un f2NFT,
de déterminer s’il existe un transducteur unidirectionnel équivalent. Ce
résultat de décidabilité est indiqué sur la flèche allant de f2NFT à fNFT.
Concernant ce résultat, la complexité de notre procédure de décision est
non-élémentaire, mais un résultat récent a démontré que ce problème peut
être résolu par une procédure utilisant un espace triplement exponentiel [6].
Les autres résultats de décidabilité et d’indécidabilité sont représentés de
façon similaire sur les autres flèches de la figure.

1.2.4 Problèmes d’équivalence

Transducteurs non déterministes

Tester si deux transducteurs sont équivalents, c’est-à-dire s’ils défi-
nissent la même transduction, est un problème naturel et très important.
Il a par conséquent été étudié par de nombreux auteurs pour différentes
classes de transducteurs. Malheureusement, ce problème est rapidement
indécidable lorsque l’on considère des transducteurs non déterministes.

Le théorème suivant a été démontré dans [45] et la preuve a été simpli-
fiée par Ismaël Jecker (Université libre de Bruxelles), lors d’une discussion
pendant la préparation de ce chapitre.

Théorème 1.2.4. Le problème suivant est indécidable : étant donnés deux NFT
T1 et T2 sur un alphabet S quelconque contenant le symbole 1 2 S, et définissant
respectivement des relations R1, R2 ✓ S⇤ ⇥ {1}⇤, décider si R1 = R2.

Démonstration. Nous allons partir du problème de correspondance de
Post (PCP), dont chaque instance est représentée par un ensemble
{(u1, v1), . . . , (un, vn)} de paires de mots sur l’alphabet {0, 1}, et dont la
réponse est positive si et seulement si il existe une séquence d’indices
s = i1, . . . , ik telle que ui1 . . . uik = vi1 . . . vik .

Avant de faire la réduction, introduisons tout d’abord quelques nota-
tions utiles. On prend S = {1, . . . , n} et pour toute séquence s = i1 . . . ik 2
S⇤, on définit :

us =de f ui1 . . . uik # vs =de f vi1 . . . vik #
.
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On note SOL l’ensemble des solutions de l’instance de PCP.
Enfin, pour tout s, on définit la fonction as : N2 ! N définie pour

tout (i, j) 2 dom(us)⇥ dom(vs) par

as(i, j) =de f |us[i + 1:]|+ |vs|+ |vs[:j]| .

Autrement dit, as(i, j) retourne la longueur du suffixe de us à partir de la
position i + 1, additionnée à la longueur de vs et à la longueur du préfixe
de vs jusqu’à la position j (qui est donc compté deux fois).

—— Observation 0 : Pour toute séquence s, as(i, j) 6 2(|us|+ |vs|).
—— Observation 1 : Pour tout séquence s, as(i, j) = |us|+ |vs| ssi i = j.

Par définition de as, on a as(i, j) = |us|+ |vs| ssi |us[i + 1:]|+ |vs|+
|vs[:j]| = |us|+ |vs|, ssi |us[i + 1:]|+ |vs[:j]| = |us|, ssi |vs[:j]| = |us[:i]| ssi
i = j.

Enfin, on définit la relation

M = {(s, 1as(i,j)) | (i, j) 2 dom(us)⇥ dom(vs) : us[i] 6= vs[j]} .

—— Observation 2 : pour toute séquence s, (s, 1|us|+|vs|) 62 M ssi s 2 SOL.

Démontrons cette observation. Supposons que s 62 SOL. Alors né-
cessairement, on a us 6= vs. Puisque us et vs se terminent par un sym-
bole unique #, on déduit de us 6= vs qu’il existe une position i 2
dom(us) \ dom(vs) telle que us[i] 6= vs[i]. De plus, par l’observation 1,
as(i, i) = |us|+ |vs|, donc (s, 1|us|+|vs|) 2 M.

Réciproquement, si (s, 1|us|+|vs|) 2 M, alors par définition de M, il
existe i, j tels que as(i, j) = |us|+ |vs| et us[i] 6= vs[j] et par l’observation 1,
on a nécessairement i = j, donc us[i] 6= vs[i]. Autrement dit, s 62 SOL.

Basées sur ces observations, nous définissons deux transductions
R1, R2 telles que R1 = R2 si et seulement si SOL = ? :

R1 = {(s, 1x) | 0 6 x 6 2(|us|+ |vs|)}
R2 = {(s, 1x) | 0 6 x 6 2(|us|+ |vs|), x 6= |us|+ |vs|} [ M
.

En effet, on a R1 = R2 ssi pour tout s, (s, 1|us|+|vs|) 2 M, ssi pour tout s,
s 62 SOL d’après l’observation 2.

Pour conclure la preuve, il nous reste à montrer que R1 et R2 sont défi-
nissables par des transducteurs. Le transducteur définissant la transduction
R1 est donné sur la Figure 1.4. Il y a un traitement spécial du dernier indice
car les mots us et vs se terminent par #.
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q q f e

i | 1xi

i | 1yi

FIGURE 1.4 – Transducteur T1 réalisant R1, pour tout i 2 {1, . . . , n}, pour tout
xi 2 {0, . . . , 2(|ui|+ |vi|)} et pour tout yi 2 {0, . . . , 2(|ui|+ |vi|+ 1)}.

Classe de transducteurs domaine partiel domaine total
SFT NL-complet NL
fNFT PSpace-complet NL
2SFT PSpace-complet PSpace-complet

TABLE 1.1 – Problème d’équivalence pour différentes classes de transducteurs
fonctionnels (NL désigne la classe NLogSpace).

Nous expliquons maintenant comment construire un transducteur
pour R2. Comme R2 est une union de deux relations, on peut simple-
ment définir un transducteur pour chaque membre de l’union et prendre
l’union disjointe de chaque transducteur. Pour la relation {(s, 1x) | 0 6 x 6
2(|us|+ |vs|), x 6= |us|+ |vs|}, il faut faire une disjonction de cas : soit on
est strictement plus petit que |us|+ |vs|, soit on est strictement plus grand.
Dans le premier cas, à chaque symbole i lu en entrée (excepté le dernier), il
faut sortir un mot 1x avec x 6 |ui|+ |vi|. Le dernier indice nécessite un trai-
tement spécial car us et vs se terminent par #. On utilise ce cas pour obtenir
l’inégalité stricte (x < |us|+ |vs|) escomptée. L’autre cas (x > |us|+ |vs|) se
traite de manière similaire. Pour la relation M, le transducteur lit en entrée
une séquence d’indices s = i1 . . . ik. Il va deviner deviner une position i et
une position j dans les mots us et vs (en utilisant le non-déterminisme) et
vérifier que la ième lettre de us est bien différente de la jème lettre de vs (pour
cela, il va en fait deviner deux indices a et b dans {1, . . . , k} correspondant
à ces indices i et j). On peut ensuite vérifier qu’on peut produire la sortie
de façon correcte puisque l’on sait si l’on se trouve avant ou après i et j. ⌅

Transducteurs fonctionnels

Lorsque l’on se restreint à des transducteurs fonctionnels, alors le
problème de l’équivalence est décidable pour toutes les classes que nous
avons présentées précédemment. Ceci explique en partie l’intérêt porté aux
transducteurs fonctionnels. Ces résultats sont synthétisés dans la Table 1.1.
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Nous détaillons à présent les résultats présentés dans cette table. Pour
décider si deux transducteurs fonctionnels sont équivalents, on peut procé-
der ainsi : on teste d’une part s’ils ont le même domaine, et d’autre part si le
transducteur défini par l’union disjointe des deux transducteurs est encore
fonctionnel. Le premier problème est bien connu pour les différentes classes
de transducteurs vues précédemment, puisqu’il s’agit du problème d’équi-
valence d’automates finis, unidirectionnels ou bidirectionnels. On sait par
exemple que tester l’équivalence de deux automates finis déterministes est
NL-complet et que ce problème devient PSpace-complet si les automates
sont non déterministes ou s’ils sont déterministes et bidirectionnels.

La fonctionnalité des transducteurs unidirectionnels a largement été
étudiée [51, 44, 8] et il a été démontré récemment dans [40] que ce problème
est dans la classe NL. La preuve utilise des machines à compteurs pour
déterminer, de façon non déterministe, un mot d’entrée u, deux exécutions
r1 et r2 sur ce mot u, et une position de sortie i tels que outu(r1)[i] 6=
outu(r2)[i]. On obtient ainsi les résultats des deux premières lignes de la
table.

Concernant les transducteurs bidirectionnels, Gurari a montré que le
problème de l’équivalence est PSpace-complet [43]. Là aussi, sa preuve uti-
lise des machines à compteurs pour deviner un témoin de non équivalence.
Pour montrer que le problème est encore PSpace-difficile dans le cas où les
transducteurs sont déterministes, on peut procéder comme suit. On réduit
le problème du vide de l’intersection de n automates finis déterministes
A1, . . . , An au problème d’équivalence de deux transducteurs déterministes
bidirectionnels. Le premier transducteur T1 réalise la fonction f1 suivante :
pour tout mot u, f1(u) = # si u appartient à l’intersection des langages des
Ai, et f1(u) = $ sinon. Il est facile de construire T1 de taille linéaire dans la
taille des Ai : celui-ci va simplement lire n fois le mot en simulant succes-
sivement chacun des Ai. Si un des Ai n’accepte pas le mot u, T1 retourne
le symbole $ et sinon, il retourne le symbole #. Le second transducteur
T2 envoie tous les mots d’entrée u sur le symbole $. Par conséquent, on a
immédiatement que T1 et T2 sont équivalents ssi l’intersection des langages
des Ai est vide.

Transducteurs finiment valués

La frontière entre décidabilité et indécidabilité pour le problème d’équi-
valence se situe en réalité bien au-delà des transducteurs fonctionnels. On
peut en effet considérer la classe des transducteurs finiment valués, définie
comme les transducteurs pour lesquels il existe un entier k tel que pour tout
mot d’entrée, le nombre de mots de sortie associés à ce mot est au plus k. Il
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a été démontré dans [21, 55, 27] que le problème de l’équivalence de trans-
ducteurs unidirectionnels finiment valués est décidable. Il est également
affirmé dans [21] que le problème d’équivalence est même décidable pour
les transducteurs bidirectionnels finiment valués.

1.3 Définissabilité des transductions en logique

Un formalisme, basé sur la logique monadique du second-ordre (MSO),
a été introduit par Courcelle dans [18] pour définir des transformations de
graphes. Dans cette section, nous allons restreindre ce formalisme à des
structures de mots finis, afin de définir des transductions de mots. Le lecteur
intéressé pourra se référer au livre [19] pour plus de détails et de résultats
sur ce formalisme dans le contexte plus général des transformations de
graphes.

1.3.1 Mots, structures et MSO

Un mot w sur un alphabet S peut être vu comme une structure lo-
gique de domaine {1, . . . , |w|} (les positions du mots), sur le vocabulaire
contenant les prédicats unaires s(x) pour chaque lettre s 2 S, chacun
interprété par l’ensemble des positions de w étiquetées par s, et le prédicat
binaire x � y interprété par l’ordre naturel entre les positions du mots.
Nous rappelons que MSO sur les mots, est l’extension de la logique du
premier ordre (FO) avec la quantification sur des ensembles de positions.
Dans le cas des structures de mots, la syntaxe est donnée par la grammaire
suivante :

j ::= 9x j | 9X j | s(x) | x � y | x 2 X | ¬j | j _ j s 2 S

où x appartient à un ensemble de variables dites du premier ordre (interpré-
tées par des positions du mots) et X appartient à un ensemble de variables
dites du second ordre (interprétées par des ensembles de positions). Le
lecteur est renvoyé à la littérature, par exemple [52], pour plus de détails
sur la sémantique de MSO. On notera w |= j le fait qu’une formule j
(sans variables libres, dite close) est satisfaite par un mot w (vu comme une
structure).

Une formule close j définit un langage Lj = {w 2 S⇤ | w |= j}. On
dira qu’un langage L est MSO-définissable s’il existe une formule close de
MSO j telle que L = Lj. Le théorème suivant, souvent appelé théorème de
Büchi, établit un lien entre les automates finis et la logique MSO :



1.3. Définissabilité des transductions en logique 13

Théorème 1.3.1 (Büchi, Elgot, Trakhtenbrot [30, 53, 13]). Soit L ✓ S⇤ un
langage. L est régulier si et seulement si L est MSO-définissable.

Ce théorème, dont la preuve est effective (on peut à partir d’un auto-
mate calculer une formule équivalente et réciproquement), a eu de nom-
breuse implications, notamment dans le domaine de la vérification [54].

Lorsque j a des variables libres du premier ordre x1, . . . , xk et du
second ordre X1, . . . , Xm, on étend la satisfaction aux mots w étendus d’une
interprétation n de ces variables (n est une fonction associant à chaque
variable du premier ordre une position de w et à chaque variable du second
ordre un ensemble de positions de w). On notera w, n |= j lorsque le mot
w satisfait la formule j en utilisant l’interprétation n des variables libres.

Exemple 1.3.2. La formule min(x) =de f 8y x � y est satisfaite par tout mot
w et la première position x de w. De manière similaire, on peut définir max(x)
satisfaite par la dernière position.

La formule S(x, y) =de f x � y ^ ¬9z x � z � y définit la relation
successeur entre les positions.

Considérons maintenant la formule suivante :

y(X) =de f 8x8y S(x, y) ! [(x 2 X) $ (y 62 X)] .

Elle est satisfaite, sur tout mot w, par exactement deux ensembles de positions X :
les positions paires et les positions impaires.

La formule

j =de f 9X y(X) ^ 8x min(x) ! x 2 X ^ max(x) ! x 62 X

est satisfaite par tout mot de longueur paire. Cela montre que le langage régulier
des mots de longueur paire est MSO-définissable.

Ajoutons quelques contraintes à cette formule :

jaa =de f 9X y(X) ^ 8x min(x) ! x 2 X ^ max(x) ! x 62 X
^8x (x 2 X ! a(x)) ^ (x 62 X ! a(x)) .

Elle définit le langage des mots de longueur paire ne contenant que des a, ce qui
est dénoté par l’expression rationnelle (aa)⇤.

Modifions légèrement cette formule :

jab =de f 9X y(X) ^ 8x min(x) ! x 2 X ^ max(x) ! x 62 X
^8x (x 2 X ! a(x)) ^ (x 62 X ! b(x)) .

Elle définit maintenant le langage (ab)⇤. A la différence du langage (aa)⇤, le lan-
gage (ab)⇤ peut être simplement défini par la formule du premier ordre suivante :

jFO
ab =de f 8x(min(x) ! a(x)) ^ (max(x) ! b(x))

^8y S(x, y) ! [(a(x) ! b(y)) ^ (b(x) ! a(y))] .
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Plus généralement, on peut se demander quand une formule MSO est équivalente
(au sens sémantique) à une formule de FO. Ce problème, décidable, est connu
comme le problème de la FO-définissabilité.

1.3.2 Transducteurs MSO

Dans cette section, nous définissons les transducteurs MSO. Leur
sémantique, qui est assez technique, est donnée de manière intuitive. Le
lecteur est renvoyé vers [18, 31, 34] pour une définition plus détaillée.

Dans un transducteur MSO, la structure logique correspondant au
mot de sortie est définie par une interprétation MSO d’un nombre fixé k
de copies de la structure logique correspondant au mot d’entrée. Dans la
suite, afin d’alléger le texte, nous parlerons de mot plutôt que de structure,
tout en gardant en tête le fait qu’ils sont vus comme des structures. Ce
mécanisme de copie est formalisé par le fait que les positions du mot de
sortie sont des copies (de 1 à k) des positions du mot d’entrée. La position
correspondant à la copie c d’une position d’entrée x sera notée xc. Un MSO
transducteur ne garde pas toutes les copies pour définir le mot de sortie,
mais un sous-ensemble pour chaque c, défini par une formule MSO notée
fc

pos(x), à une variable libre x, interprétée sur le mot d’entrée. Autrement
dit, l’élément xc sera dans le mot de sortie si et seulement si le mot d’entrée
et la position x satisfont la formule fc

pos(x). Par exemple, supposons que
nous prenions deux copies du mot d’entrée et que dans la première copie,
nous gardions toutes les positions étiquetées par a, et dans la seconde copie,
toutes les positions étiquetées par b. Ceci sera spécifié par les deux formules
f1

pos(x) = a(x) et f2
pos(x) = b(x).

Les lettres du mot de sortie ainsi que l’ordre entre ses différentes
positions sont définis par des formules MSO avec une et deux variables
libres (du premier ordre) respectivement, interprétées, comme pour les
formules fc

pos(x), sur le mot d’entrée. Par exemple, sur l’alphabet S =
{a, b}, pour exprimer le fait que toutes les positions du mot de sortie sont
étiquetées par a, on définit les formules fc

a(x) = > et fc
b(x) = ? pour

toute copie c. L’ordre relatif entre les positions du mot de sortie met en
relation des copies, possiblement d’index différents, de positions du mot
d’entrée. Par conséquent, l’ordre est défini par des formules MSO de la
forme fc,d

� (x, y) pour toutes copies 1 6 c, d 6 k.
Enfin, une formule MSO close fdom définit le domaine de la fonction

comme tous les mots qui satisfont fdom. Finalement, un MSO transducteur
sur un alphabet S est un 5-uplet

T = (k, fdom, (fc
pos(x))16c6k, (fc

a(x))16c6k,a2S, (fc,d
� (x, y))16c,d6k) .
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La structure de sortie n’est pas forcément un mot de manière générale
(par exemple si les formules fc,d

� (x, y) définissent un cycle), mais pour
être un transducteur MSO, on demande qu’en plus les structures de sortie
correspondent bien à des mots, ce qui est une propriété décidable (non
expliquée dans ce chapitre).

Avant de donner quelques exemples de transducteurs MSO, remar-
quons que tout mot d’entrée de longueur M sera transformé, par un trans-
ducteur MSO, en un mot de sortie de longueur au plus kM, où k est une
constante qui dépend uniquement du transducteur (c’est le nombre de
copies pour être précis).

mot

d’entrée

copie 1

a b a a b b b a
1 2 3 4 5 6 7 8

a b a a b b b a
f1,1
� f1,1

� f1,1
�

FIGURE 1.5 – Transduction feff définie par Teff.

mot

d’entrée

copie 1

copie 2

a b a a b b b a
1 2 3 4 5 6 7 8

a b a a b b b a

a b a a b b b a

f1,1
� f1,1

� f1,1
� f1,1

� f1,1
� f1,1

� f1,1
�

f1,2
�

f2,2
�f2,2

� f2,2
� f2,2

� f2,2
� f2,2

� f2,2
�

FIGURE 1.6 – Transduction fmir définie par Tmir.

1.3.3 Exemples de transducteurs MSO

Notre premier exemple est un transducteur MSO Teff qui réalise la
fonction feff illustré dans la Figure 1.5 (seulement la relation successeur
entre les positions est représentée). Les copies des positions du mot d’entrée
qui ne sont pas gardées dans la sortie, i.e. qui sont filtrées par les formules
fc

pos(x), sont représentées par des nœuds floutés. Le transducteur Teff est
défini par le tuple

Teff=(1, fdom ⌘>, f1
pos(x)⌘¬a(x), (f1

s(x)⌘s(x))s2S, f1,1
� (x, y)⌘ x�y) .

Comme deuxième exemple, considérons la fonction fmir. Pour la réaliser
avec un transducteur MSO (Figure 1.6), nous avons besoin de deux copies
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du mot d’entrée. Les symboles sont gardés à l’identique, en revanche,
l’ordre entre les positions est inversé dans la seconde copie. Nous devons
aussi exprimer le fait que toutes les positions de la première copie sont
avant les positions de la deuxième copie. Formellement, nous avons le
transducteur Tmir, pour k = 2, défini par les formules suivantes :

fdom ⌘ > fc
pos(x) ⌘ >

fc
a(x) = a(x) fc

b(x) = b(x)
f1,1
� (x, y) ⌘ x � y f1,2

� (x, y) ⌘ >
f2,1
� (x, y) ⌘ ? f2,2

� (x, y) ⌘ y � x

pour tout copie c 2 {1, 2}. Nous remarquons qu’étant donné un mot d’en-
trée u, l’ordre entre les positions du mot de sortie est égal à la relation
binaire O = {(ic, jd) | 1 6 c, d 6 2, i, j 2 dom(u), u |= fc,d

� (i, j)}. Unique-
ment la relation successeur induite par O est représentée sur la figure.

1.3.4 Théorèmes de Büchi pour les fonctions de mots

Fonctions régulières. La première correspondance entre automates et
logique pour les transductions de mots a été prouvée par Engelfriet et
Hoogeboom pour la classe des fonctions régulières :

Théorème 1.3.3 ([31]). Une fonction f est régulière (définissable par un trans-
ducteur bidirectionnel) ssi elle est définissable par un transducteur MSO.

La preuve de ce résultat est techniquement complexe, nous en donnons
les principaux arguments. Pour prouver que toute fonction régulière est
MSO-définissable, l’astuce est de partir d’un transducteur bidirectionnel
déterministe et de construire un transducteur MSO qui, étant donné un
mot d’entrée u, va produire un mot de sortie qui correspond à la suite
des transitions sur ce mot (l’exécution du transducteur sur ce mot). Le
nombre de copies correspond au nombre maximal de fois qu’une position
d’entrée est visitée par le transducteur bidirectionnel. Ce MSO transducteur
est ensuite composé avec un autre MSO transducteur qui va uniquement
garder les mots de sortie des transitions. Les MSO transducteurs étant
clos par composition [18], cela nous donne le résultat. Notons que pour
définir le premier MSO transducteur (celui qui produit les exécutions du
transducteur bidirectionnel), il est nécessaire de pouvoir exprimer, en MSO,
étant données une position d’entrée x et une transition t, que la transition t
va être tirée à la position x par l’exécution du transducteur bidirectionnel
sur le mot. Ceci est une propriété régulière (on peut facilement faire un
automate bidirectionnel tournant sur des mots avec une position marquée
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x et simulant le transducteur bidirectionnel pour décider cette propriété),
et d’après le théorème de Büchi, elle est MSO définissable. Nous faisons
donc ici appel au théorème de Büchi sur les langages.

La réciproque, c’est-à-dire aller des transducteurs MSO vers les trans-
ducteurs bidirectionnels, est plus complexe, et passe par un modèle in-
termédiaire de transducteurs bidirectionnels réalisant des “sauts MSO”
j(x, y), où j(x, y) est une formule MSO définissant une fonction des posi-
tions x vers des positions y. Intuitivement, une telle machine, dont la tête
de lecture est à la position x, peut se déplacer directement (sauter) à une
position y dès lors que j(x, y) est satisfaite sur le mot d’entrée. Passer d’un
transducteur MSO à un tel modèle est assez facile : les formules de sauts
sont obtenues en exprimant la relation successeur de l’ordre défini par les
formules fc,d

� (x, y), ordre restreint aux positions qui sont conservées par les
formules fc

pos(x). Ensuite, l’idée est de passer des “sauts” à des “petits pas”
(de longueur unitaire). Pour cela, il faut enrichir les états du transducteur
bidirectionnel avec suffisamment d’information (calculée à partir du mot
d’entrée) pour qu’à tout moment, le transducteur puisse décider quelles
sont les formules de la forme 9y j(x, y) qui sont satisfaites ou non, où x est
la position courante. Lorsqu’une telle formule est satisfaite, le transducteur
doit alors se déplacer à (l’unique) y qui satisfait la formule de saut. Cette
partie est non triviale, et basée de nouveau sur le théorème de Büchi.

Fonctions rationnelles. En utilisant une restriction adéquate des trans-
ducteurs MSO, il est aussi possible de démontrer un théorème de Büchi
pour les fonctions rationnelles. Intuitivement, cette restriction, appelée
“préservant l’ordre”, demande que, dans la représentation graphique qui
représente le mot de sortie (voir par exemple les Figures 1.5 et 1.6), il
n’y ait pas d’arêtes de la droite vers la gauche. Autrement dit, l’ordre de
l’entrée doit être préservé en sortie. Par exemple, le transducteur MSO
de la Figure 1.5 préserve l’ordre alors que celui utilisé pour la Figure 1.6
non. Cette restriction a été utilisée dans [11, 34] pour démontrer une cor-
respondance entre fonctions rationnelles (définies par des transducteurs
unidirectionnels) et transducteurs MSO préservant l’ordre.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser un autre formalisme plus simple,
mais équivalent aux transducteurs MSO préservant l’ordre [46]. Nous les
appellerons des transducteurs MSO gauche-droite. Un transducteur MSO
gauche-droite est un tuple T = (K, fdom, (fv(x))v2K) tel que K ✓ S⇤ est un
ensemble fini de mots, fdom est une formule MSO close (sur S), et fv(x)
est une formule MSO à une variable libre. La relation définie par T est
l’ensemble des paires (u, w) tel que u |= fdom et u se décompose en n
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symboles u = s1 . . . sn et w se décompose en n mots de K, w = v1 . . . vn,
vi 2 K, et pour tout i 2 {1, . . . , n}, u |= fvi(i).

Par exemple, la fonction feff est définie par K = {e, b}, fdom = >,
fe(x) = a(x) et fb(x) = b(x). Nous pouvons maintenant énoncer le théo-
rème de Büchi pour les fonctions rationnelles :

Théorème 1.3.4 ([11, 34]). Une fonction f est rationnelle si et seulement si elle
est définissable par un transducteur MSO gauche-droite.

Voici les arguments principaux de la preuve. Étant donné un transduc-
teur MSO gauche-droite, on construit un transducteur fini dont les états
calculent assez d’information pour être capable de décider quelles sont les
formules fv(x) satisfaites par la position courante x. Si dans un état q en
lisant une lettre s, l’information q et la lettre s permettent de déduire que
fv(x) est satisfaite par la position courante x, le transducteur produit la
sortie v. La difficulté est de calculer cette information, qui doit être finie :
il suffit de prendre ce qui s’appelle les MSO-types jusqu’à un niveau de
quantification borné, notion bien connue en théorie des modèles finis et qui
sort du cadre de ce chapitre.

La réciproque est plus aisée : étant donné un transducteur fini T,
on prend K l’ensemble des mots de sortie pouvant apparaître sur des
transitions de T, et toute formule fv(x) exprime le fait qu’il existe une
exécution acceptante qui tire une transition t sur la position x, dont la sortie
est v. Ceci est une propriété régulière et qui est donc MSO-définissable par
le théorème de Büchi. Attention, la construction précédente est correcte si
le transducteur T n’est pas ambigu, i.e. qu’il existe au plus une exécution
acceptante sur tout mot d’entrée. Ceci peut être supposé sans perte de
généralité : il est connu que toute fonction rationnelle est définissable par
un transducteur non-ambigu [10, 49].

Nous illustrons la puissance des connections entre transducteurs à
états et logique par l’application suivante. Le problème consiste, étant
donné un transducteur MSO, à décider si ce transducteur MSO est équi-
valent à un transducteur MSO gauche-droite. Autrement dit, si jamais le
transducteur MSO de départ faisait des retours en arrière, est-ce que ces
retours sont réellement nécessaires? Par exemple, la fonction g qui à an

associe a2n peut être réalisée par le transducteur MSO Tmir de la Figure 1.6,
restreint à l’alphabet {a}. La passe retour effectuée par ce transducteur
n’est pas nécessaire : en lisant un a d’entrée on peut produire deux a en
sortie et réaliser cette fonction par une passe gauche-droite. Autrement dit,
la fonction g est réalisable par le transducteur MSO gauche-droite Tg avec
K = {aa}, fdom = 8x.a(x) et faa(x) = >.
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Décider ce problème de définissabilité au niveau syntaxique de la
logique ne semble pas chose aisée. Grâce aux correspondances avec les
transducteurs à états, la question revient alors à se demander, étant donné
un transducteur bidirectionnel réalisant une fonction, si cette fonction est
également réalisable par un transducteur unidirectionnel. Les transduc-
teurs à états étant plus adaptés à des raisonnements algorithmiques, cette
question a pu être résolue positivement dans [37], ce qui donne le théorème
suivant :

Corollaire 1.3.5. Le problème suivant est décidable : soit f une fonction donnée
par un transducteur MSO, est-ce que f est définissable par un transducteur MSO
gauche-droite?

1.4 Définissabilité en logique du premier ordre

Dans cette section, nous allons étudier des problèmes de définissabilité
de transduction dans des fragments logiques, notamment ici la logique du
premier ordre. Nous commençons par rappeler comment ces problèmes
sont résolus dans le cas des langages, et passons ensuite aux transductions
séquentielles. Enfin, nous ferons un rapide état de l’art pour le cas des
fonctions rationnelles et régulières.

1.4.1 Le cas des langages de mots finis

Le problème de définissabilité prend ses origines en logique et a été lar-
gement étudié dans le cadre des langages réguliers de mots finis. Il consiste
à décider, étant donnés une formule MSO close j et un fragment F de MSO
(par exemple, FO), à décider si j est équivalente à une formule de F (voir
par exemple [52, 28] pour des résultats sur le sujet). Une des techniques
puissantes pour décider des problèmes de définissabilité logique consiste à
se ramener à un problème de définissabilité entre classes d’automates, et se
base trois ingrédients correspondants à avoir les propriétés suivantes :

1. l’existence d’une correspondance (effective) entre le fragment lo-
gique F considéré et une sous-classe C des automates finis,

2. la préservation de l’appartenance à C par minimisation. Autrement
dit, il faut que partant d’un automate A 2 C, l’automate minimal
M pour le langage L(A) satisfasse M 2 C,

3. la décidabilité du problème d’appartenance d’un automate à la
classe C.
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En effet, lorsqu’on a ces trois propriétés, pour décider si une formule
MSO close j est équivalente à une formule de F , il suffit de (i) convertir
j en automate fini A (par le théorème de Büchi), (ii) minimiser A en un
automate M et (iii) décider si M 2 C est vrai (ce qui est possible par la
propriété 3). Si de plus on veut effectivement calculer une formule de F ,
il suffit de convertir M en une formule de F , ce qui est possible par la
propriété 1.

Pour la correction de cet algorithme, supposons que j soit équivalente
à une formule de F . Alors d’après la propriété 1, il existe un automate
A 2 C dont le langage L est celui défini par j. D’après la propriété 2, l’au-
tomate (déterministe) minimal pour L est dans C, et de nouveau d’après
1, on peut le convertir en une formule de F définissant le même langage.
L’algorithme va donc retourner ’oui’. Réciproquement, supposons que l’al-
gorithme retourne ’oui’. Alors, comme toutes les transformations faites
dans l’algorithme préservent le langage de départ (celui défini par la for-
mule MSO), on obtient bien un automate de C qui le reconnaît, et d’après la
propriété 1, cela implique que ce langage est définissable par une formule
de F .

FO-définissabilité. Dans le cas du fragment premier-ordre de MSO, nous
exposons une sous-classe d’automates C telle que les propriétés 1 � 3 sont
satisfaites, ce qui implique la décidabilité du problème de définissabilité de
FO à partir de MSO.

Propriété 1. Elle est due à Schützenberger, McNaughton et Papert [50, 47],
qui ont établi une correspondance entre FO et les automates apériodiques
(qui peuvent être supposés déterministes et complets). Un automate est
apériodique s’il existe un entier n0 tel que pour n > n0, toute paire d’états

(p, q) et tout mot u 2 S⇤, on a p un
�! q si et seulement si p un+1

��! q (l’existence
d’une exécution de p à q sur un est équivalente à l’existence d’une exécution
de p à q sur un+1). De manière équivalente, nous pouvons définir une
congruence ⇠A sur S⇤, pour tout automate déterministe A complet, comme
u ⇠A v si et seulement si pour tout état q, on a q.u = q.v, où q.u (resp.
q.v) est l’état atteint par A en lisant u (resp. v) à partir de q. Il est facile
de vérifier que ⇠A est une congruence (exercice), appelée la congruence
de transition de A. On peut alors reformuler la définition de l’apériodicité
(pour les automates déterministes complets) comme ceci :

Définition 1.4.1. Un automate (déterministe et complet) A est apériodique si il
existe un entier naturel n0 tel que pour tout n > n0 et u 2 S⇤, on a un ⇠A un+1.

On dira aussi que la congruence de transition de A est apériodique.
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Propriété 2. Elle énonce que l’apériodicité des congruences de transition
doit être préservée par minimisation, ce qui est bien le cas. Pour le voir,
rappelons que l’automate déterministe complet minimal pour tout langage
régulier L est unique et isomorphe à l’automate dont les états sont des
classes pour la congruence de Myhill-Nerode ⌘L définie par

u ⌘L v si et seulement si u�1L = v�1L

où u�1L est le résiduel de L par u, défini par le langage u�1L = {w | uw 2 L}
(et de manière similaire pour v�1L). Si on note [u] la classe d’un mot u, et
pour U ✓ S⇤, [U] = {[u] | u 2 U}, l’automate minimal est alors donné par
l’ensemble d’états S/⌘L (les classes d’équivalence, en nombre fini d’après
le théorème de Myhill-Nerode, pour tout langage régulier L), l’état initial
[e], les états finaux [L], et la relation de transition [u] s�! [us] pour tout
u 2 S⇤ et s 2 S.

L’automate minimal M pour un langage régulier L n’a pas simplement
la propriété d’être unique et minimal en nombre d’états, mais a aussi la
propriété d’avoir la congruence de transition la plus grossière. Autrement
dit, on a le lemme suivant :

Lemme 1.4.2. Pour tout automate A reconnaissant L et pour tout u, v 2 S⇤, si
u ⇠A v, alors u ⇠M v.

Démonstration. Supposons en effet que u ⇠A v et démontrons que u ⇠M v.
Soit a 2 S⇤. On sait que dans M, [a] u�! [au]. On veut démontrer que
[a]

v�! [au], autrement dit, que au ⌘L av. En revenant à la définition de
⌘L, il faut donc démontrer que (au)�1L = (av)�1L, autrement dit, que
pour tout w, auw 2 L ssi avw 2 L. Puisque u ⇠A v et que ⇠A est une
congruence, on sait que au ⇠A av. En particulier si q0 est l’état initial
de A, alors q0.(au) = q0.(av). Pour conclure, puisque l’automate A est
déterministe, on obtient que auw 2 L ssi q0.(auw) 2 F (F étant les états
finaux de A) ssi (q0.au).w 2 F ssi (q0.av).w 2 F ssi avw 2 L. ⌅

En particulier, d’après ce lemme, si un ⇠A un+1 pour un certain n,
alors un ⇠M un+1, ce qui implique que dès lors que A est apériodique, M
l’est aussi, assurant la propriété 2.

Propriété 3. Étant donné un automate, il peut être décidé en PSpace s’il est
apériodique [29]. Cette complexité est d’ailleurs optimale, puisque le pro-
blème est également PSpace-difficile, même si l’automate est déterministe.
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1.4.2 Les cas des fonctions séquentielles

Dans cette section, nous allons étendre les résultats vus précédemment
des langages aux fonctions séquentielles. Nous dirons qu’une fonction f est
FO-définissable si elle est réalisée par un MSO-transducteur gauche-droite
dont toutes les formules sont du premier ordre. Nous l’appellerons alors
FO-transducteur gauche-droite. Nous allons détailler les étapes permettant
de démontrer le théorème suivant :

Théorème 1.4.3. Le problème suivant est décidable : soit f une fonction séquen-
tielle donnée par un MSO-transducteur gauche-droite, est-ce que f est définissable
par un FO-transducteur gauche-droite?

Il faut d’abord remarquer que les trois propriétés données dans le cas
des langages, pourvu qu’ils existent dans le cas des transducteurs à états
finis, nous donnent un algorithme pour le problème de ce théorème.

Propriété 1 : correspondance logique-transducteurs

Comme on l’a vu, la première propriété est l’existence d’une correspon-
dance entre la logique (ici les FO-transducteurs) et les transducteurs à états.
Comme pour les langages, nous définissons les transducteurs apériodiques
comme la sous-classe des transducteurs dont l’automate sous-jacent (l’au-
tomate obtenu en oubliant les mots de sortie) est apériodique. Il existe alors
une correspondance connue [11] entre FO-transducteurs et transducteurs
(unidirectionnels) apériodiques, qui a été renforcée au cas des fonctions
séquentielles dans [46] :

Théorème 1.4.4 ([11, 46]). Soit f une fonction rationnelle (resp. séquentielle).
Alors f est FO-définissable ssi elle est reconnaissable par un transducteur apério-
dique (resp. transducteur séquentiel apériodique).

Propriété 2 : minimisation

Pour la propriété 2 (la minimisation), là encore nous pouvons faire
appel à des travaux existants [16, 17] qui ont montré l’existence d’une pro-
cédure de minimisation des transducteurs séquentiels, aboutissant à un
transducteur séquentiel unique et minimal. Comme pour les automates,
l’idée est de fusionner des états “équivalents”, i.e. des états à partir des-
quels on accepte le même ensemble de mots. Une différence par rapport
aux automates est qu’avant de pouvoir fusionner des états, on doit poten-
tiellement déplacer certains (préfixes de) mots d’une transition à l’autre
dans le transducteur.
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Exemple. Afin de mieux comprendre le phénomène précédent, prenons
un exemple simple, donné en Figure 1.7. Le transducteur séquentiel repré-
senté en Figure 1.7(a) définit la fonction séquentielle f qui à a2n (n > 0)
associe an+1 et à ba2n (n > 0) associe ban. Les états 1 et 3 ne sont claire-
ment pas équivalents, à cause du domaine (l’un est accepteur, l’autre non).
Observons maintenant les états 1 et 4, on ne peut pas dire qu’ils soient
équivalents, si on considère la fonction définie à partir d’eux. Pour for-
maliser cette notion, notons, pour tout transducteur T reconnaissant une
fonction f et un état q de ce transducteur, fq la fonction “droite” de l’état q,
qui à u associe v dès lors qu’il existe une exécution de T sur u à partir de
l’état q, jusqu’à un état final, et produisant v. Dans l’exemple, nous avons
f1 : a2n+1 7! an+1 pour tout n > 0 et f4 : a2n+1 7! an pour tout n > 0.
Même si f1 et f4 ont le même domaine de définition, on a f1 6= f4. On peut
aussi se rendre compte que f3 6= f2.

Par contre, nous pouvons observer qu’à partir de l’état 1, nous allons
toujours commencer par produire au moins un a. On peut alors décaler la
production de ce a aux arêtes entrantes de l’état 1. Cela donne un transduc-
teur séquentiel équivalent, qui définit donc toujours la même fonction f . Il
est donné à la Figure 1.7(b). Dans ce transducteur, il est facile de voir que
f1 = f4 et f2 = f3. Par conséquent, nous pouvons fusionner les états 1 et
4, ainsi que les états 2 et 3, ce qui donne le transducteur séquentiel de la
Figure 1.7(c), qui est par ailleurs minimal en nombre d’états, et qui produit
“le plus tôt possible” ce qu’il peut produire.

Congruence syntaxique. Comme pour le théorème de Myhill-Nerode
et les langages, la minimisation dans le cas des fonctions repose sur une
congruence sur S⇤ définie pour toute fonction f . Premièrement, pour for-
maliser la notion de “plus tôt possible” décrite dans l’exemple, on définit
la fonction

bf (u) =
^
{ f (uw) | w 2 u�1dom( f )} avec

^
? égal à e.

qui retourne le plus long préfixe commun des sorties définies sur toutes
les continuations possibles de u dans le domaine de f . Étant donné un
mot d’entrée u, on peut alors définir la fonction résiduelle de f par u (qui est
partielle en général), notée u�1 f , comme

u�1 f : w 2 u�1dom( f ) 7! bf (u)�1 f (uw)

où bf (u)�1 f (uw) est le mot f (uw) auquel on a retiré bf (u)�1 (qui en est un
préfixe). Partant de là, pour toute fonction f , sa congruence syntaxique ⌘ f
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0

1 2 e

3 e 4

a | a

a | a

a | e

b | b a | a

a | e

(a) Un transducteur séquentiel avec
f1 6= f4 et f3 6= f2.

0

1 2 e

3 e 4

a | aa

a | e

a | a

b | b a | a

a | e

(b) Transducteur séquentiel équivalent à
celui de la Figure 1.7(a) avec f1 = f4 et
f2 = f3.

0

1

3 e

a | aa

a | ea | a

b | b

(c) Transducteur minimal équivalent à
celui de la Figure 1.7(a).

FIGURE 1.7 – Illustration de la minimisation de transducteurs séquentiels.
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est définie par

u ⌘ f v si et seulement si u�1 f = v�1 f .

Nous laissons en exercice le fait de vérifier que ⌘ f est bien une congruence
(droite). On a alors l’équivalent du théorème de Myhill-Nerode pour les
fonctions séquentielles :

Théorème 1.4.5 ([16, 17]). Une fonction f est séquentielle si et seulement si ⌘ f
est d’index fini.

Minimisation. Étant donnée une fonction séquentielle f , on définit le
transducteur Tf sur l’ensemble d’états S⇤/⌘ f (qui est fini d’après le théo-
rème précédent), d’état initial [e], d’états finaux [dom( f )], avec la fonction
de transition

[u]
s| bf (u)�1 bf (us)�������! [us]

et la fonction terminale [u] 7! bf (u)�1 f (u). Ce transducteur est bien défini
car ⌘ f est une congruence droite. Ce transducteur séquentiel a la propriété
d’être minimal en nombre d’états :

Théorème 1.4.6 ([16, 17]). Pour toute fonction séquentielle f , le transducteur
Tf est minimal et son automate sous-jacent est unique.

L’unicité n’est obtenue que pour l’automate sous-jacent : il est parfois
possible de déplacer des mots de sortie apparaissant sur certaines transi-
tions vers d’autres transitions tout en conservant la structure de l’automate
sous-jacent et la fonction définie (voir [17] pour plus de détails).

Nous ne donnons pas dans ce cours un algorithme effectif de minimisa-
tion et référons le lecteur à [46] pour des détails. Nous mentionnons que la
minimisation se fait en temps polynomial, comme dans le cas des automates
déterministes, via raffinements successifs de relations de congruences. Ce
qui nous intéresse particulièrement, c’est le fait que le transducteur séquen-
tiel minimal est apériodique si et seulement si il existe un transducteur
séquentiel apériodique définissant la fonction (propriété 2). Pour prouver ce
résultat, notons ⇠T la congruence de transition de l’automate sous-jacent à
T, pour tout transducteur séquentiel T. Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 1.4.7. Soit f une fonction séquentielle et T un transducteur séquentiel
définissant f . Si u ⇠T v, alors u ⇠Tf v.

Démonstration. Supposons que u ⇠T v et montrons que u ⇠Tf v. Par défini-
tion de ⇠Tf , nous devons démontrer que pour tout mot a, [a] u�!Tf [au] si et
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seulement si [a] v�!Tf [au]. Autrement dit, il faut démontrer que au ⌘ f av,
i.e. (au)�1 f = (av)�1 f .

Soit w 2 S⇤. Premièrement, démontrons que les domaines de ces
deux fonctions sont égaux. On a en effet que w 2 dom((au)�1 f ) ssi w 2
(au)�1dom( f ) (par définition de (au)�1 f ), ssi q0.(auw) 2 F (où q0 est
l’état initial de T et F son ensemble d’états finaux), ssi (q0.au).w 2 F
(puisque l’automate sous-jacent de T est déterministe), ssi (q0.av).w 2 F
(car u ⇠T v implique en particulier q0.au = q0.av), ssi q0.(avw) 2 F, ssi
w 2 dom((av)�1dom( f )).

Deuxièmement, supposons que w 2 dom((au)�1 f ) = dom((av)�1 f ).
Notons s = ((au)�1 f )(w) et s0 = ((av)�1 f )(w), et démontrons que s = s0.
Regardons ce qui se passe dans le transducteur T lorsqu’on lit auw et avw.
Puisque u ⇠T v, on a en particulier que q0.au = q0.av =de f q. Il existe donc

w1, w2 tels que q0
au|w1���!T q et q0

av|w2���!T q. Notons également

g =
^
{rt(q f ) 2 S⇤ | q f 2 F ^ 9r0 2 S⇤ q

r0|r��!T q f }

où t est la fonction terminale de T. Le mot g est le plus long préfixe commun
de toutes les sorties pouvant être produites à partir de l’état q. Enfin, notons
fq(w) la sortie produite par T à partir de l’état q en lisant w. On a alors :

bf (au) = w1g bf (av) = w2g
f (auw) = w1 fq(w) f (avw) = w2 fq(w) .

De ces équations on peut déduire

s = bf (au)�1 f (auw)
= (w1g)�1w1 fq(w)
= g�1(w�1

1 w1) fq(w)
= g�1(w�1

2 w2) fq(w)
= (w2g)�1w2 fq(w)
= bf (av)�1 f (avw)
= s0 .

Ceci conclut la preuve. ⌅

Nous pouvons alors directement en déduire que si T est apériodique,
i.e. si ⇠T est apériodique, alors Tf l’est également.
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Propriété 3 : test d’appartenance à la classe des apériodiques

Il est possible de tester, étant donné un transducteur séquentiel T, s’il
est apériodique. En effet, par définition de l’apériodicité d’un transducteur,
il est apériodique ssi son automate sous-jacent est apériodique, ce qui est
testable en espace polynomial comme on l’a mentionné pour les langages.

La recette : décider la FO-définissabilité d’une fonction séquentielle

Nous pouvons maintenant mettre toutes les propriétés ensemble pour
obtenir un algorithme de décision pour le problème du Théorème 1.4.3 :

Entrée Un MSO-transducteur gauche-droite j définissant une fonction
séquentielle f

1. convertir j en transducteur séquentiel T
2. minimiser T en Tf

3. tester l’apériodicité de Tf

Prouvons la correction de cet algorithme. Si j est équivalente à un
FO-transducteur, alors d’après le Théorème 1.4.4, f est définissable par un
transducteur apériodique et séquentiel T. D’après le lemme 1.4.7, Tf est
apériodique, et l’algorithme retourne oui. Réciproquement, si l’algorithme
retourne ’oui’, alors Tf est apériodique, donc f est FO-définissable d’après
le Théorème 1.4.4, puisque les différentes transformations opérées par
l’algorithme préservent f .

Exemple. La fonction f définie par le transducteur de la Figure 1.7(a) n’est
pas FO-définissable car le transducteur minimal de la Figure 1.7(c) n’est
pas apériodique. En effet, sur la famille de mots (an)n>0, on a l’existence
d’une exécution de l’état 1 à l’état 1 uniquement pour les mots de longueur
paire.

1.4.3 Fonctions rationnelles et régulières

Le cas des fonctions rationnelles est plus ardu, car pour définir une
fonction rationnelle, le non-déterminisme de l’automate sous-jacent est
nécessaire en général, comme on l’a vu dans la Section 1.2. Or, l’unicité
de l’automate minimal est perdue pour les automates non-déterministes.
Néanmoins, il a été démontré qu’il existait un transducteur pouvant être
obtenu de manière canonique à partir de n’importe quel transducteur fonc-
tionnel dans [48]. Sans donner plus de détails, l’idée principale est d’ajouter
aux transducteurs séquentiels la capacité de calculer de l’information (finie)
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sur le suffixe à la position courante lorsqu’un mot est lu de gauche à droite.
Nous appellerons cette information information en avant. Il a été démontré
par [48] qu’une information unique et minimale suffisait à réaliser toute
fonction rationnelle par un transducteur séquentiel étendu avec cette in-
formation en avant. Autrement dit, pour toute fonction rationnelle f , en
enrichissant le mot d’entrée avec une information canonique et minimale,
il est toujours possible de calculer f de gauche à droite de manière séquen-
tielle. Combiné aux techniques de minimisation des fonctions séquentielles,
ce résultat a permis d’obtenir un modèle canonique et minimal pour les
fonctions rationnelles, néanmoins sans avoir l’unicité. Il a finalement été
démontré dans [36, 35, 46] que cet objet canonique préservait certaines
propriétés structurelles du transducteur de départ, notamment le fait d’être
apériodique, permettant ainsi de décider pour les fonctions rationnelles le
problème de FO-définissabilité (entre autres).

Pour les fonctions régulières, le problème de FO-définissabilité est
ouvert. Des résultats partiels ont été obtenus pour une sémantique plus
forte des transducteurs, la sémantique origine. L’idée est d’ajouter en plus
à la sémantique une fonction o de toute position du mot de sortie vers
une position du mot d’entrée (celle qui l’a générée). Deux transducteurs
équivalents ne le sont pas nécessairement avec la sémantique origine car
les fonctions d’origine sont en général différentes, pour une même paire
de mot entrée/sortie. Il a été démontré dans [11] qu’étant donné un MSO-
transducteur définissant une fonction, il est décidable de savoir s’il existe
un FO-transducteur définissant la même fonction et les mêmes fonctions
d’origine pour chaque paire entrée/sortie.

1.5 Perspectives

Nous avons présenté un ensemble de résultats importants, reliant
des présentations de transductions fondées sur les automates, la logique
et l’algèbre. Il existe cependant de nombreux autres résultats liés à ces
sujets, ainsi qu’un certain nombre de perspectives de recherches, que nous
décrivons ci-dessous.

Extensions. Tout d’abord, les résultats énoncés dans ce chapitre portent
sur les transductions des mots finis vers les mots finis. Un certain nombre
de travaux a consisté à chercher à les généraliser à des structures plus com-
plexes comme les mots infinis, les arbres et les mots bien parenthésés. Le
cas des mots infinis a été étudié dans [2]. Par ailleurs, une série de travaux a
considéré des transformations des mots parenthésés (qui permettent de re-
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présenter des documents XML) vers les mots, en utilisant les transducteurs
à pile visible [41, 23]. On peut également citer les transductions d’arbres,
pour lesquelles plusieurs modèles de transducteurs existent [32, 33].

Sémantiques alternatives. La difficulté du problème d’équivalence de
transducteurs provient du fait que lorsque l’on compare deux transduc-
teurs sur un même mot d’entrée, les mots de sortie peuvent être produits
de manière asynchrone. Une notion d’origine a été introduite dans [11]
pour pallier cette difficulté. On définit l’origine d’une position po du mot de
sortie comme la position pi du mot d’entrée qui est à l’origine de po, c’est-
à-dire la position d’entrée telle que lorsque le symbole de cette position a
été lu, le symbole de po a été produit par le transducteur. La sémantique
avec origine consiste à ajouter cette information aux paires (u, w) de la
transduction. Si deux transducteurs sont équivalents pour la sémantique
avec origine, alors ils le sont pour la sémantique classique, mais le contraire
n’est pas vrai. Cette nouvelle sémantique permet de simplifier l’analyse de
nombreux problèmes liés aux transducteurs. Dans [11], il est montré que le
problème de FO-définissabilité est décidable pour les fonctions régulières,
pour la sémantique origine. Différents problèmes de transducteurs d’arbres
ont également été étudiés avec la sémantique origine dans [39]. Plus récem-
ment, il a été montré que l’équivalence du point de vue de la sémantique
avec origine de transducteurs bidirectionnels non-déterministes est PSpace-
complet [12]. Pour finir, mentionnons qu’une notion de resynchronisation,
qui est une généralisation de la sémantique avec origine, a été introduite
dans [38].

Transducteurs à registres. Un autre modèle a été introduit par Alur et
Černý pour représenter des transducteurs : il s’agit d’automates détermi-
nistes unidirectionnels équipés d’un nombre fini de variables appelées
registres, que l’on peut utiliser pour enregistrer des parties du mot produit
en sortie (ces variables ne peuvent pas être testées). Les différentes classes
de transductions présentées dans ce chapitre trouvent une présentation
dans ce modèle, en restreignant le modèle à des mises à jour sans copie
des registres. Si l’on autorise les copies de registres, on obtient une classe
de fonctions strictement plus expressive que les fonctions régulières, pour
laquelle le problème d’équivalence est encore décidable, et étroitement
lié au problème d’équivalence de langages HDT0L [42, 9]. Un problème
ouvert important consiste à identifier la complexité de ce problème.

Une série de travaux s’est intéressée à la minimisation du nombre de
registres dans ces transducteurs à registres. Étant donné un transducteur à
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registres et un entier k, il s’agit de déterminer s’il existe un transducteur
à registres équivalent ayant au plus k registres. Ce problème a été résolu
pour différentes sous-classes [26, 25], et pour une sous-classe plus large
mais avec des modèles non-déterministes [5]. Le cas général constitue un
problème ouvert important.

Langages de spécification. Les expressions régulières constituent une
présentation alternative des langages réguliers qui est très utile en pratique.
Pour la classe des fonctions régulières, une notion d’expressions régulières
de transformations a été proposée dans [3], la preuve d’équivalence repo-
sant sur le modèle des transducteurs à registres. Un langage déclaratif de
spécification de transformations fondé sur ces expressions a ensuite été
introduit dans [1]. Récemment, des transformations directes des transduc-
teurs bidirectionnels vers les expressions régulières de transformations ont
été proposées dans [7], ainsi que dans [24], qui donne aussi une généralisa-
tion aux mots infinis. Enfin, une logique spécialement conçue pour définir
des transductions avec origine a été définie dans [22]. Il y est démontré que
toutes les fonctions régulières sont exprimables dans cette logique, et que
toute transduction non fonctionnelle exprimable dans cette logique peut
être uniformisée en une fonction régulière.

Représentations algébriques. Comme on l’a vu, la présentation algé-
brique des transductions est un outil important pour caractériser par
exemple des sous-classes logiques comme FO. Cependant, les outils actuels,
fondés sur un transducteur réalisant la transduction, se limitent au cadre
des fonctions rationnelles, et il semble très difficile de les étendre aux fonc-
tions régulières. Une piste de recherche alternative consiste à utiliser des
notions ne dépendant que de la transduction, et non de la machine la réali-
sant. Un premier travail dans cette direction a été publié récemment [14].

Remerciements. Nous remercions chaleureusement les relecteurs de ce
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