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Résumé

Avec le développement de I'informatique, le nombre et le di#s systémes critiques augmentent
constamment. Une proportion importante de ces systemesrgeédes aspects temporisés exprimant
des contraintes quantitatives sur I'écoulement du temes tlavaux présentés dans cette thése s'ins-
crivent dans le cadre de la vérification automatique de syetdemporisés et distribués. Nous consi-
dérons différents modéles obtenus comme des extensioraitbeBates temporisés et des réseaux de
Petri. Dans une premiére partie, nous étudions ces modétefos indépendamment, obtenant de
nouveaux résultats d’'indécidabilité pour les automategpteisés avec transitions silencieuses, et en
s'intéressant aux liens existant entre eux. Nous propagiogsune traduction des automates tempori-
sés étendus vers les réseaux de Petri temporels et compaeararécision les pouvoirs expressifs des
automates temporisés et des réseaux de Petri temporisdsuki@me partie de nos travaux traite de
problemes d’algorithmique de la vérification. Nous propwmson algorithme pour I'analyse en avant
des automates temporisés avec gardes diagonales ainseguition de dépliage pour les réseaux
d’automates temporisés et différentes méthodes pour eanlealun préfixe fini et complet. Enfin,
dans une derniére partie, nous nous intéressons a la ndtmplémentabilité pour les automates
temporisés et proposons un algorithme pour la vérificatmste de la logique temporelle linéaire.

Mots-Clefs : Vérification formelle, Automates temporisés, Réseaux de,P&ystémes distribués,
Expressivité, Algorithmique, Implémentabilité.

Abstract

With the development of computer science, the number andalleeof critical systems always
grow. A large part of these systems presents timing aspgpte®sing some quantitative constraints
on time elapsing. The results presented in this thesisrftail the framework of automated verifica-
tion of distributed and timed systems. We consider differandels obtained as extensions of timed
automata and Petri nets. In a first part, we study these mbd#isindependently, proving new unde-
cidability results for timed automata with silent tranaits, and by looking at links between them. We
propose a translation from extended timed automata to tiete fets, and compare relative expres-
sive power of timed automata and timed Petri nets. The separicf our work deals with problems
in algorithmic of verification. We propose an algorithm forward analysis of timed automata with
diagonal constraints, and a notion of unfolding for netvgasktimed automata together with different
methods for building a finite and complete prefix of it. Figallve are interested in a notion of im-
plementability for timed automata and propose an algoriftinmobust verification of linear temporal
logic.

Keywords : Formal verification, Timed automata, Petri nets, DistidoLsystems, Expressivity, Algo-
rithmic, Implementability.
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Introduction

Paris, bar des trois Moulins, 7h50.
Mai 2007.

- Alors ?

- Hmm...

- Comment ¢a s’est fini ? Tu t'en es sorti ?

— Formaté, une fois de plus!

- Allez ! Fais pas cette téte, c’est pas si grave. Tu prendsiféic

- C’qui me dépasse c’est que l'informatique est partoutwadjbui! Tu prends ta voiture,
le GPS te guide, tu vas a I'hépital, tu passes un scannerghdprle Meteor, y'a plus de
conducteur. Et attends, la j'ai passé deux heures a att@udnepouvoir voter, et je suis
méme pas s(r que ma voix va comptetr...

Enjeux de la vérification

Voila la genre de conversations que I'on peut entendre pade nos jours. Linformatique oc-
cupe une place prépondérante dans de nombreux domaiséa sehté, les transports, I'économie, les
communications et plus récemment le vote électroniqueu&d ces applications ont des enjeux im-
portants comme des vies humaines, des moyens financiercoreda garantie de la démocratie, les
systemes informatiques doivent étre irréprochables. @kp#, ces « systemes critiques » présentent
souvent des imperfections et I'Histoire a connu de hombfeitix divers qui en témoignent.

Thérac-25. Le Thérac-25 est un appareil médical utilisé aux Etats-léhisu Canada a partir de
1976 pour traiter les tumeurs cancéreuses en exposantistpa des radiations. Entre 1985 et 1987,
date a lagquelle tous les appareils ont été retirés, unedér@dents ont eu lieu, provoquant la mort
de plusieurs personnes. Une erreur logicielle a provogeéugaiexpositions importantes, provoquant
ainsi la mort de ces patients. Davantage de détails peutrertréuvés dans [LT93].

Ariane 5. « Le vol inaugural d’Ariane 5 qui eut lieu le 4 juin 1996 s’estd® par un échec. Environ
40 secondes seulement apres le démarrage de la séquenck léelaraceur, qui se trouvait alors
a une altitude de quelques 3700 métres, a dévié de sa timedc@st brisé et a explosé. » Telles
sont les deux premiéres phrases du rapport [Ari96] de la desiom d’enquéte mise en place suite
a I'explosion d’Ariane 5. Celui-ci conclut a une erreur lcgile dans la spécification d’une fonction
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14 Introduction

(une valeur est codée sur 16 bits au lieu de 64 bits) et recomienia développement des méthodes
de vérification.

France Telecom. Des milliers d’appels téléphoniques passés depuis la Ersmat restés sans ré-
ponse au cours des samedi 30 et dimanche 31 octobre 2004utagse, ces appels n'étaient pas
traités par les commutateurs ! C'est I'analyse menée padpsrts de France Telecom qui a permis
de mettre en évidence une erreur logicielle sur un équipedetraitement de la voix sur IP situé a
Reims. Son dysfonctionnement a ensuite provoqué un mésard&autoprotection de vingt-six com-
mutateurs, ralentissant ainsi une grande partie du réseagais. Les ingénieurs ont d0 procéder au
développement d’'un logiciel de remplacement et I'ont impasur chacun des commutateurs, ce qui
a nécessité I'ensemble du week-end.

Vote électronique aux Etats-Unis. Tandis que la France commence a utiliser les machines de vote
électroniques, elles sont fortement remises en cause ais-Bhis. Un rapport complet [Bre06] sur
les dangers du vote électronique a été publié par une comomidexperts du « Brennan Center », de
I'Université de New York de Justice. Cette commission, cos@e@ de membres importants de la com-
munauté scientifigue comme David Dill et Ronald Rivest, édest conclusions critiques concernant
I'utilisation actuelle de ces machines, et propose un ehkele mesures permettant d’augmenter
la confiance dans ce systeme de vote. Plus récemment encqasyvier 2007, une étude [Vot07] a
recensé plus de 1000 dysfonctionnements au cours desoakedi® mi-mandat de 2006. Parmi ces
dysfonctionnements, les logiciels sont plusieurs foisisegn cause, et le gouvernement américain a
récemment décidé d’augmenter les tests de ces machines, dirorganisme de certification a perdu
son accréditation et le code source pourrait étre exigéeauges fabricants.

Méthodes formelles

Il apparait primordial de pouvoir garantir uséreté de fonctionnemede ces systemes critiques.
Les méthodes habituellement utilisées lors du développedeesystémes informatiques (comme des
logiciels) consistent essentiellement a « tester » le fongement du systéeme dans un ensemble
de situations correspondant au cadre d'utilisation « dtteni.e. pour lequel le systéme a été congu.
Cependant, de telles méthodes ne permettent pas de testenpertement du systéeme danstesles
situations, I'ensemble des scénarios étant le plus souviémt Une autre faiblesse de cette approche
provient du manque de précision de ces tests. Les desaspdimuvent informelles utilisées dans les
cahiers des charges ne décrivent pas de facon satisfalsantemportements admissibles et non-
admissibles.

Bien que le test du systeme permette de détecter des erleessnécessaire de compléter les
résultats obtenus par une autre approche. La solution que étadions dans ces travaux s'inscrit
dans le cadre dawéthodes formelled'idée principale de cette approche est de plonger la démear
de vérification du systéme dans un cadre formel afin de peeriattilisation de raisonnements ma-
thématiques lors de I'analyse du systéme. De plus, le cadtbématique permet une description
du systeme et de ses comportements plus rigoureuse. N@enfmis quatre approches qui appar-
tiennent a la classe des méthodes formelles, ce ne sontgpssukes, mais elles comptent parmi les
plus importantes.

Tests basés sur le modéleDans cette approche, la notion de test est encore présamendant,

elle différe du test « classique » par plusieurs aspectdbdXh la propriété a tester ainsi que
la partie fonctionnelle du systéme qui doit étre analyséd smdélisées et décrites dans des
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langages mathématiques. L'objectif consiste alors a gémiérfacon automatique un ensemble
fini de scénarios de tests qui soit couvram, qui assure que si le systéme « passe » ces tests,
alors il vérifie la propriété. Malheureusement, dans de membcas, un tel ensemble couvrant
n'existe pas.

Analyse statique. Largement répandue dans les compilateurs, cette approokeste a analyser
certaines propriétés d'un code de facon statig@esans chercher a calculer I'ensemble des
comportements possibles du systéme. Ceci permet par exefe@’assurer qu’une variable
est bien définie lors de son utilisation, ou encore qu'il iBEx pas d'accés a un tableau en
dehors de son ensemble de définition si celui-ci est de tailistante. Cependant, les propriétés
dynamiques ne peuvent pas étre testées par cette approche.

Démonstration automatique. L'objectif est cette fois de batir un raisonnement logigéendn-
trant la correction du systéme vis-a-vis d’'une propriététt€correction est donc exprimée
comme un théoréme mathématique dans un systeme de prewgeas§istants automatiques
fondés sur des régles de déduction sont ensuite utilisésfaine la preuve de ce théoreme.
Cependant, un opérateur humain doit guider ces assistastpilils ne parviennent pas a dé-
montrer certains lemmes. Ainsi, le processus global n‘asttptalement automatisé.

Vérification de modéles. Dans cette derniere approche, I'ensemble de la procédueai@sna-
tique et permet de garantir que le modéle du systeme vérifiespacification. Celle-ci est
représentée dans un formalisme logique et la démonstrdéda propriété de correction est
obtenue a l'aide d’algorithmes. Ceux-ci peuvent par exernpkrcher a explorer de fagon sym-
bolique I'ensemble des comportements du modéle de sortasauser qu’aucun ne viole la
formule décrivant la spécification.

Toutes les approches présentées précédemment sont eonigiémentaires. La méthode tradi-
tionnelle du test est également importante car elle perndéatdier le systéme réel. Mais elle n'est
pas toujours possible, par exemple lorsque I'utilisatiarsygstéme réel est trop colteuse ou trop dan-
gereuse. La bonne méthode de vérification réside donc dah®ibe d’'un compromis adapté au type
de systéme étudié.

Enfin, soulignons que ces méthodes se répandent de plus £nlgis les milieux industriels.
Des normes officielles exigent que certains systémes sgieifies et les entreprises dont I'intérét est
d’éviter les défauts de conception ou de réalisation, iis@mnt de plus en plus dans ce domaine. Ci-
tons quelques exemples nationaux bien connus. La RATP|eadédwveloppement de la partie critique
du métro Meteor, a utilisé la méthode B. De méme, les partiggues des logiciels développés par
Airbus ou EDF font appel aux méthodes formelles lors desgshde développement.

Vérification de modeles

Nos travaux s'inscrivent dans le cadre de la vérificatiormatique de modéles, approche que
nous allons décrire plus précisément. Celle-ci présenig geandes étapes, qui sont représentées sur
la figure 1.

(1) Modélisation du systéme :le systéme éetudié peut étre donné sous la forme d’un systéehe r
(systeme physique, ou code logiciel) ou sous la forme d'wsemption de son comportement
(un protocole par exemple). Il est traduit dans un formadisnathématique adapté, donnant ainsi
unmodeéle du systemdisonsM.

(2) Modélisation de la spécification :la spécification du systeme est souvent donnée par un cahier
des charges. Elle est aussi traduite dans un formalismeématigue, habituellement une logique,
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donnant un ainsi unformule de la spécificatigrdisonsi.

(3) Verification : des algorithmes de vérification de modéles sont ensuiteégipour déterminer
si le modéle du systéme satisfait la formule exprimant l&iipétion, ce qui est notd/ = .
Si ce n'est pas le cas, des incohérences dans les des@ipliosysteme et des propriétés sont
mises en évidence par I'algorithme. Sinon, nous obtenogarantie que le model&! satisfait
les propriétés exprimées par

Le facteur critique de la vérification de modéles est la diffedes problemes étudiés. Ainsi, pour
des classes trop générales de modéles ou de propriétésxigte’ pas d'algorithmes de vérification.
Et, méme pour des propriétés simples, le passage a I'éd=mluvent difficile puisque la taille des
systemes étudiés peut étre trés grande. La complexité gladtlanes de vérification dépend a la fois
de la classe de modéles considérés et de la logique de sp#aifiprise en compte. D’'une maniére
générale, plus la classe de modéles et/ou la logique sorgssiypes, plus le probleme est difficile et
il est donc nécessaire de trouver le bon compromis entresspité et efficacité.

Systeme Propriétés
(1) (2)
2
(3)
): (—F Erreur) A (G F <10K)
'y
|

Algorithme de vérification

Fic. 1 — La vérification de modeles.

D’autre part, une faiblesse des méthodes formelles prodeeta différence qui peut exister entre
les modeles analysés et les systemes réels. En effet,d'é@@pnodélisation qui consiste a plonger
dans un cadre mathématique le systéme analysé, bien quesaigeeaux approches formelles, sim-
plifie souvent le systéme. |l est donc naturel de s'intéregsé conservation de ces propriétés lorsque
le modéle est « concrétisé » afin d’obtenir un modéle plusheratun systéme réel. Le développe-
ment de techniques assurant I'implémentabilité des medédepermettant un transfert des propriétés
démontrées pour les modéles aux systémes eux-mémesfunstidéfi essentiel.

Nous nous intéressons dans la suite aux formalismes deptestra I'algorithmique de la vérifi-
cation et a 'implémentabilité. Nous présentons plus [@é&maient en quoi consistent ces trois domaines
et les défis majeurs gu'ils présentent.

Modélisation : Des formalismes de description

Lors de la phase de modélisation du systeme et des proprigtéhoix doit étre fait parmi les
nombreux formalismes de description existants. Les fdamals choisis doivent permettre d’expri-
mer les caractéristiques du systéme que nous souhaitaierétiinsi, pour I'étude d’'un protocole
probabiliste, il semble naturel d'utiliser un modéle prioiste comme les chaines de Markov. Ces
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formalismes doivent donc étre suffisamment expressifse@dgnt, il est important de remarquer
gue le choix de ces formalismes a des conséquences sumtiblesdu processus de vérification et
d’'implémentation. En effet, plus les modéles des systémdesepropriétés sont expressifs, plus les
algorithmes de vérification sont coliteux en temps et en espampposé, plus le modéle du systéme
est simple, moins il refléte les contraintes d’'une implémon, et donc plus I'implémentabilité est

difficile.

Ces différents critéres sont antagonistes et il est, ere rgghérale, assez délicat de choisir le
bon modéle pour représenter le systéme et les propriétédrav@ux portant sur les formalismes de
description sont donc fondamentaux afin de permettre dagarte choix et afin d’offrir des modéles
proposant un juste compromis.

Inventer de nouveaux modéles n'est pas difficile : il esttidanent simple d’imaginer de nou-
velles extensions d’'un modéle existant. Cependant, ufe démarche, « vagabonde », n'est pas
profitable. La conception d’'un nouveau modéle doit étre vaetiet il existe pour cela différentes
possibilités. Une étude de cas peut par exemple justifignufal’une structure de données a un mo-
déle classique. D’autres motivations peuvent provenitéade des modeéles existants afin de mieux
comprendre les propriétés qu'ils possédent et cellessguél possédent pas. Ceci permet ensuite de
dégager des attentes concernant le nouveau modéle.

La comparaison des modéles existants constitue une aogtefale ces travaux. En effet, a quoi
bon disposer de plusieurs formalismes sans connaitre feungoirs expressifs relatifs ? Analyser
avec précision les relations en termes d'expressivitéeatdux formalismes permet, par exemple,
de déterminer quels types de systémes peuvent étre exptamésun modéle mais pas dans l'autre.
D’autre part, il peut étre préférable pour certaines ckdgesystémes d'utiliser un modeéle s’il permet
des descriptions plus concises. Enfin, le développemelgidithmes de traductions d'un formalisme
vers un autre permet I'application d’algorithmes d’'unesstaa des objets d’'une autre classe.

Vérification : Des problémes d’algorithmique

L'étape de vérification semble plus simple puisgu’il suffittdiser un outil implémentant un al-
gorithme de vérification adapté aux classes de systemegevpigétés choisies. Cependant, il existe
fréquemment, pour une méme classe, différents algoritrdoesles comportements sont incompa-
rables. Il faut donc maitriser les bases des théories smastes pour se repérer parmi les outils de
vérification automatique de modeles.

Le principal défi de I'algorithmique de la vérification résitien sir dans le développement de
nouveaux algorithmes efficaces en pratique. Ceci peut étreatl car les modeéles considérés sont
complexes et I'analyse exhaustive de leurs comportemertermine pas en général. Nous présentons
quelques technigues utiles dans ce cadre.

Citons les représentations symboliques qui permettent alépuler des éléments de fagon en-
sembliste, permettant des calculs plus efficaces directeme niveau de ces ensembles. Ainsi la
représentation d’ensembles de valuations d’horloges feoose de zones, largement répandue dans
les algorithmes de vérification de systemes temporisés)giezlle de parcourir des ensembles infinis
(méme non dénombrables) d'objets en un temps fini. Le dépelopnt de nouvelles représentations
symboliques et/ou d’algorithmes fondés sur ces repré$mmsaconstitue donc un enjeu important.
Par ailleurs, selon la nature de la propriété étudiée, ldmtques d'analyse du modéle ne doivent
pas étre les mémes. Par exemple, si la propriété ne concgmeagpect restreint du comportement
du systéme, il est possible de simplifier ce systéeme lors deamalyse en faisant abstraction des
caractéristiques qui sont inutiles.
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Enfin, les algorithmes peuvent également prendre en compgglire du modeéle étudié et ses spé-
cificités. Ainsi, lorsqu’un systéme est représenté comnmiaposition d’'un ensemble de systemes
plus petits, I'approche simpliste consistant a calculg@lieement le systeme global correspondant
a cette composition méne a des algorithmes inefficaces @ifficulté, connue comme le probleme
de I'explosion du nombre d’états, peut étre évitée en d@pelot des algorithmes tenant compte de la
description du systéme sous forme de composition.

Implémentation : Du modele au systeme réel

L'étape d’implémentation est d’'une certaine facon le pssas inverse de la modélisation. Au
lieu de simplifier le systéme, il s'agit cette fois de I'efii; de le raffiner, afin d’obtenir un objet plus
proche de la réalité des contraintes physiques associgéesyat@éme matériel. Cette « concrétisation »
peut également étre percue comme un cadre particulier depne de syntheése. Celui-ci consiste a
construire un programme ou un algorithme a partir de sa fépgtgdn, le systéme construit est alors
correct par construction.

Naturellement, il n’est pas souhaitable de devoir réaliser seconde étape de validation sur ce
modele concret, et il faut donc pouvoir transférer les pégs du modele le plus abstrait au modéle
le plus concret.

Nous pouvons distinguer essentiellement deux types ddapps. La premiére consiste a modé-
liser explicitement les différences existant entre le « deoréel » et les modéles mathématiques.
L'étape de vérification tient alors compte de ces aspecislémentaires, et vérifie directement I'im-
plémentation du modéle. Celle-ci est en général plus défiivérifier car sa taille est plus grande.
Une seconde approche consiste a introduire les imprésislops a I'exécution du modeéle abstrait
dans un environnement matériel a travers la sémantique di¢élmabstrait. La taille des modéles
est donc préservée mais les algorithmes classiques decaioifi doivent étre adaptés a la nouvelle
sémantique.

Modeles étudiés dans la thése

Nous nous intéresserons plus particulierement a deuxtéasditjues des systemes : I'aspect tem-
porisé et I'aspect distribué.

Lors de la modélisation de systemes, I'aspect temps-résbasent présent. Plus précisément, le
seul ordonnancement des événements peut ne pas étre spfisacaractériser les comportements du
systéme. Il devient alors nécessaire de quantifier I'écoeie de temps intervenu entre deux actions.
Lesmodéles temporisésermettent de représenter ces systémes.

La représentation d’'un systéme apparait fréquemment sofggrhe d’'une composition de dif-
férents systemes de plus petite taille. Il est donc utile idpoder d’'un mécanisme de composition
dans le formalisme choisi pour représenter le systeme. &llgereprésentation posséde deux avan-
tages. Elle est a la fois plus concise et plus facile a conapesoar elle correspond a un découpage
naturel de différentes composantes du systéme global.f&mn éécrire sans composition un systéme
équivalent a un systéme défini a I'aide de compositions tnducoit exponentiel. Cette construction
revient a définir une notion d'état global du systéeme déntivians quel état se trouve chacun des
sous-systemes. Lesodéles distribuépermettent une représentation sous forme de composition.
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Des modéles temporisés ...

Les modeles reconnus dans la communauté scientifique poepr@sentation de systemes tem-
porisés sont assez nombreux. Nous nous intéressons a'@moieceux, les automates temporisés, les
réseaux de Petri temporels et les réseaux de Petri tenmgorisé

Dans les automates temporisés, le temps est représeniéeadt@a variables explicites (les hor-
loges) qui sont ajoutées au modele standard des automatesCis horloges évoluent toutes a la
méme vitesse, et peuvent étre comparées a des constastds foanchissement d'une transition. |l
est également possible de remettre les horloges a zéro.

Dans les deux extensions temporisées des réseaux de Patiibrmées précédemment, le temps
est introduit de facon implicite. Ainsi, dans les réseauXPegi temporels, un « age » est associé a
chaque transition et représente la durée d'activation deakesition. Cette transition peut alors étre
franchie si et seulement si cette durée appartient a unircentervalle. Dans les réseaux de Petri
temporisés, ce sont les jetons qui possedent un « age » qoomsaint par un intervalle lors du
franchissement d’une transition.

Les langages acceptés par ces modeles sont des langagesiténjipe. des ensembles de mots
temporisés. Un mot temporisé est une séquence d'actiomguantt pour chaque action la date a
laquelle elle a lieu.

L'urgence permet d’'introduire une certaine vivacité dassdystémes temporisé®. une notion
de progrés évitant que le systéme puisse rester indéfinidagist un état sans franchir de transitions.
Dans les automates temporisés, l'urgence est introduiteaaers des invariants qui sont associés de
facon locale aux états de contrdle du systéeme. Dans learededetri temporels, I'urgence est asso-
ciée aux transitions activées : I'écoulement du temps negaeudésactiver une telle transition. Enfin,
les réseaux de Petri temporisés sont dépourvus d'urgertgiletation de conditions d’acceptation
permet de pallier ce manque en forcant par exemple a visitétat infiniment souvent.

... et aussi distribués

Les réseaux de Petri possédent intrinséquement les ndtiéaslocal et de synchronisation. Dans
le cadre non temporisé, ils sont tres largement utilisés daa milieux divers pour la modélisation de
systemes distribués. Les applications couvrent les danaes systémes de production, de transports,
de communicationetc. Les deux modeéles temporisés obtenus comme des extensismésgaux de
Petri conservent ces bonnes propriétés.

En revanche, le modéle des automates finis semble a priorisnamlapté a la modélisation de
systemes distribués. En effet, la notion d'état local nagmsens dans un automate fini seul et il existe
une notion de synchronisation qui permet de faire « comnuamig différents automates finis entre
eux. Ceci permet donc de représenter différentes compssdntsystéme comme des automates finis
puis de décrire leurs interactions a I'aide de cette fonatie synchronisation. Pour les transitions qui
ne sont pas synchronisées, les différents automates smreents. |l est facile d’étendre cette notion
au modele des automates temporisés, obtenant ainsi lantgiéseaux d’automates temporisés

Impact de la combinaison des deux aspects

La combinaison des aspects temporisés et distribués indwertain nombre de difficultés. La
premiére concerne la notion de temps global. Si le systétma@#lisé par différentes composantes,
celles-ci doivent-elles posséder la méme horloge globale’s supposerons que cette hypothése
doit étre satisfaite. Cette horloge globale rend plus d#ficanalyse du systéme puisqu’elle induit
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une dépendance entre les différentes composantes, dastintgsortements ne sont plus totalement
concurrents comme c'est le cas dans le cadre non temporisé.

Un autre point rendu plus délicat par la combinaison descéspemporisés et distribués est la no-
tion d'interblocages. Celle-ci correspond a des situatitens lesquelles le systeme est blodgeéne
peut plus franchir de transitions. Ceci peut par exempleesir a cause d’incompatibilités discretes,
lorsqu’un processus doit franchir une transition syncta@m mais que le processus avec lequel il doit
se synchroniser ne se trouve pas dans le bon état. L'inttiodude contraintes temporelles induit
deux types de difficultés supplémentaires. D’abord, desnipatibilités temporelles peuvent survenir
si les contraintes temporisées associées aux deux toanssiievant étre synchronisées ne sont pas
compatibles. Ensuite, la notion d'urgence peut induireitles blocages temporels puisqu’il est pos-
sible qu’un processus puisse localement laigsenités de temps s'écouler mais que pour un autre
processus, une contrainte d’urgence impose que strictemeins ded unités de temps s’écoulent.
Ceci nécessite donc lors de I'analyse du systéme de prendrenapte les contraintes d’'urgence de
chaque processus, réduisant a nouveau la concurrence.

Contributions de la thése

Nos contributions s’inscrivent dans le cadre de la vérificatle systémes temporisés et distribués.
Les modeles étudiés sont ceux décrits précédemmentes (réseaux d’)automates temporisés, les
réseaux de Petri temporels et les réseaux de Petri tempdxies travaux portent sur chacun des trois
aspects décrits précédemment, I'étude des formalismesdélisation, I'algorithmique de la vérifi-
cation, et 'implémentabilité. Afin d’alléger nos proposus ne donnons pas de références bibliogra-
phiques dans cette partie. Les travaux existants seroritsplus précisément dans les introductions
des différents chapitres.

Etude des formalismes de modélisation

Nous avons travaillé principalement dans deux voies : Remgades fondements théoriques des
automates temporisés et la comparaison des différentslesa@énporisés présentés précédemment.

Analyse des fondements théoriques des automates tempossé Les fondements théoriques des
automates temporisés, et donc des langages tempo#gékers qu'ils reconnaissent, ont toujours
suscité un intérét important. En effet les langages régubtandards (non temporisés) possedent
un certain nombre de caractérisations algébriques etdegigtiles pour leur analyse tandis que les
langages temporisés ne possédent pas de telles cardict@sis&n particulier, leur principal défaut
est gu'ils ne sont pas clos par complémentation. Ceci ramsig#tlicate une définition équivalente en
termes de logiques car les logiques sont (presque) toughoses par négation. |l est alors possible
d’abandonner la négation, de se restreindre a une sosedbixse par complémentation ou encore de
chercher a mieux comprendre le réle de la complémentation.

Suivant cette troisiéme voie, nous étudions des questiomne « un automate temporisé est-il
complémentable ? » ou « un automate temporisé est-il détesabie ? ». || a été démontré que ces
deux problémes sont indécidables, ainsi que d’autres ¢muds liés a la minimisation du nombre
d’horloges ou a I'opération de mélange (« shuffle »). Pagwail, contrairement au cadre non tempo-
risé, les transitions silencieuses augmentent le pouxpiessif des automates temporisés. Il est donc
naturel d’espérer que la classe des langages temporisggtéear des automates temporisés avec
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transitions silencieuses posséde de meilleures propriftgus nous intéressons donc aux probléemes
précédents pour cette classe de langages temporisés.

Nous répondons d’'abord a une question centrale issue deodirction des transitions silen-
cieuses : « Est-il possible de déterminer si le langage ditwnaate temporisé avec transitions silen-
cieuses peut étre accepté par un automate temporisé sasisdre silencieuses ? » Nous démontrons
gue ce probleme est indécidable. Nous étendons ensuitarckas résultats d'indécidabilité précé-
dents au cadre des automates temporisés avec transitiensieises, démontrant ainsi que cette
derniére classe ne posséde pas de meilleures propriétésajasse des automates temporisés. Souli-
gnons que les transitions silencieuses rendent plus tlieaalyse de I'automate. En effet, dans un
automate temporisé, étant donné un mot temporisé, il exist®ombre fini d’exécutions acceptant ce
mot, ce qui n'est plus vrai en présence de transitions sdeses.

Comparaison de modéles temporisés. Notre objectif principal est la comparaison du modéle des
automates temporisés avec les deux extensions des résedetrdintroduites précédemment, car
celles-ci peuvent étre mieux adaptées a la modélisatiogsierses distribués.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au rdedékseaux de Petri temporels.
Ce modele constitue I'extension temporisée la plus uéilstgpour laquelle il existe un grand nombre
de travaux. Naturellement, les liens entre ces deux modeledonc déja été étudiés et ont permis de
montrer que pour la bisimulation, le modeéle des automatapaesés est strictement plus expressif
tandis que pour I'équivalence de langages, les deux modeétgsaussi expressifs.

Par ailleurs, il existe de nombreuses extensions des atésreamporisés. Les contraintes d’hor-
loges dites diagonales permettent de comparer a une cté&atemps qui s'est écoulé entre deux
actions. Ce type de contraintes peut étre utile pour expritese conditions d’ordonnancements de
taches. Une autre extension naturelle consiste a autdgsigaerse a jour des horloges a des valeurs
entieres.

Nous proposons dans ces travaux une traduction quadratesueéseaux d’automates temporisés
étendus avec des contraintes d’horloges diagonales etides énjour intégrales vers les réseaux de
Petri temporels. Cette traduction est méme linéaire dégjlez le modéle n’utilise que I'une ou l'autre
des deux extensions. Notre traduction préserve les langageeptés et peut donc étre utilisée pour
décider de propriétés d'accessibilité ou d'accessibilifgétée. Elle permet également de démontrer
gue les réseaux de Petri temporels sont exponentiellerhentpncis que les automates temporisés.

Dans un second temps, nous étudions le modéle des réseawtrdemporisés. Il est souvent
mentionné que les réseaux de Petri temporisés sont plusssifsr que les automates temporisés.
Pourtant, les automates temporisés et les réseaux dedrepdtisés saufs étendus avec des arcs de
lecture sont bisimlaires. Afin de clarifier les liens entre deux modéles, nous nous intéressons au
modéle des réseaux de Petri temporisés étendus avec dég d&ecture.

Nous montrons d'abord que les automates temporisés etdeawé de Petri temporisés bornés
avec arcs de lecture sont bisimilaires, étendant ainsisldted précédent. Nous montrons également
que le probléeme de couverture est décidable pour les réslealagtri temporisés avec arcs de lecture.

Nous nous intéressons ensuite a des questions d’exptéssiviherchons a déterminer si les arcs
de lecture accroissent le pouvoir d’expression du modé&@esont nécessaires pour exprimer les au-
tomates temporisés. Nous montrons que c’est le cas unigquerer les comportements Zeno. Nous
présentons des constructions permettant de s’affranehied arcs dans le cas des mots finis et des
mots infinis non Zeno. Puisque les comportements Zeno nesgmndent pas a des comportements
physiques réels, ces résultats expriment que le pouvoipréssion des réseaux de Petri temporisés
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est « suffisant » dans le cas général. Cependant ces coiastsusbnt trés complexes et ne sont donc
pas utilisables dans des mécanismes de traduction.

Encore dans le domaine de I'expressivité, nous étudionéléedes mises a jour non détermi-
nistes. Nous obtenons a nouveau que les différences aggEmaivia les comportements Zeno. Dans
ce cas, il est nécessaire de raffiner la granularité du mqutgle s’affranchir des mises a jour non
déterministes. L'équivalence obtenue avec les automaesdrisés nous permet enfin de déduire des
résultats nouveaux sur les automates temporisés.

Algorithmique de la Vérification

Nos contributions a I'algorithmique de la vérification dgstémes temporisés distribués suivent
deux objectifs. D’abord, nous proposons des algorithmagnaiux pour des modéles d’automates
temporisés étendus, contenant par exemple des gardesaliegou des mises a jour d’horloges inté-
grales. Ensuite, nous développons un algorithme de déptiagr les réseaux d’automates temporisés.

Algorithmes pour des modéles d’automates temporisés étend. La transformation linéaire (ou
quadratique) que nous obtenons pour les réseaux d'auteteat@orisés étendus permet d'appliquer
au réseau de Petri temporel construit les algorithmes dgpés pour cette classe. J'ai implémenté
cette traduction dans un prototype permettant de transfod®as automates temporisés donnés selon
le format de l'outil de WRAAL en des modéles respectant la syntaxe de I'outil TINA qui gérm
d’'analyser les réseaux de Petri temporels.

Par ailleurs, nous proposons un algorithme dédié au mo@dleadtomates temporisés étendus
avec des contraintes diagonales. L'algorithme standand [(Bnalyse des automates temporisés est
fondé sur la technique d’analyse en avant a la volée etautdiseprésentation symbolique des zones.
Son caractére « en avant » est essentiel car il permet la olaigm de variables entiéres au cours de
l'analyse.

En présence de contraintes diagonales, cet algorithme plies correct. De plus, les automates
temporisés avec gardes diagonales provoquant une err¢afgieithme sont trés rares. Nous cher-
chons donc a développer un nouvel algorithme ayant le mémeaement que I'algorithme clas-
sigue sur les automates ne provoquant pas d’erreurs.

Pour assurer cette propriété, nous utilisons la méthodoldg raffinement successif fondé sur
I'analyse de contre-exemples. Dans notre cadre, le rafénéonsiste a retirer des contraintes dia-
gonales du systéme. L'analyse des contre-exemples quiitt@enk partie la plus délicate de notre
approche cherche donc a détecter quelles gardes diagmoalesesponsables des erreurs de I'algo-
rithme. Cette partie est réalisée a I'aide d’'une modificatie la structure de données des matrices de
différences bornées permettant de représenter les zones.

J'ai implémenté cet algorithme dans I'outil de vérificatidrPAAL, permettant ainsi de valider
son efficacité.

Construction d’'un dépliage temporisé de réseaux d'automats temporisés. Peu de travaux pro-
posent aujourd’hui des algorithmes d’analyse des rés€autothates temporisés fondés sur des tech-
nigues d’'ordres partiels. L'algorithme d’analyse en agdatvolée qui est le plus utilisé se contente de
calculer en le parcourant 'automate produit équivalentéaeau et ne tire donc pas profit du caractére
distribué du modele.

Nous proposons un algorithme permettant la construction dépliage temporisé d’'un réseau
d’automates temporisés avec invariants et horloges gertddin de résoudre les difficultés mention-
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nées précédemment et introduites par la combinaison destagpmporisés et distribués (notion de
temps global, blocages temporedss), nous introduisons des arcs de lecture dans le dépliageayse
construisons. Ces arcs permettent a la fois de modéliserdssréalisés sur les horloges et d’exprimer
les dépendances vis-a-vis des invariants.

Nous attachons ensuite des zones aux événements de cegeéflies zones représentent les
contraintes temporisées associées au franchissement éeecement et permettent de décrire I'en-
semble des valeurs d’horloges accessibles a I'issue damehissement. Nous obtenons donc avec ce
dépliage temporisé une représentation de toutes les coatfigus accessibles du réseau. Nous propo-
sons de plus une méthode de calcul efficace de cet objet nguhant que des zones de dimension
bornée. Cet aspect est important car I'algorithmique deszest cubique dans leur dimension.

Enfin, nous nous intéressons a la caractérisation d'un prfikde ce dépliage qui soit complet,
i.e. qui représente toutes les configurations accessibles dauéNous proposons deux solutions dif-
férentes a ce probléme. Dans les deux cas, ces préfixes fimefpent de décider en temps linéaire
(dans la taille du préfixe) I'accessibilité d’'une configizatainsi que la possibilité de tirer une transi-
tion.

Implémentabilité

Les automates temporisés, comme les extensions tempodeéaéseaux de Petri, sont gouver-
nés par des sémantiques théoriques et idéalisées tandisuguemplémentation sur des matériaux
informatiques réels est contrélée par des lois physiques.deux types de contraintes ne sont pas
toujours compatibles et les implémentations des autontategorisés que nous considérons peuvent
étre sensiblement différentes de leur sémantique théariqu

Récemment, une nouvelle sémantique a été proposée pounttenades temporisés, intitulée
sémantique AASAP ». Ce nouveau cadre a permis de démontrer une relation ensagisfaction
d’'une propriété d’'accessibilité vis-a-vis de cette sémaet et I'existence d’'une implémentation du
systéme respectant cette propriété. Ceci a méme donnédieié\eeloppement d'une plate-forme
permettant une démarche automatique depuis la descrihtiomodéle a la génération de code « sdr ».

Nous nous placons dans le cadre de cette sémantique poutdesades temporisés. Nous propo-
sons des algorithmes permettant de résoudre le problénaevédéfication robustd,e. tenant compte
de cette nouvelle sémantique, pour des spécifications ginérgles que 'accessibilité comme des
propriétés de Bichi ou des propriétés exprimées dans lquegTL. Les algorithmes que nous pro-
posons sont fondés sur une extension de la constructiorag®thate des régions. Nos algorithmes
demeurent dans la classe de compleRIBPACE et nous démontrons gu’ils sont optimaux. Nous dé-
veloppons également un algorithRSPACE pour la vérification de propriétés temporisées simples,
comme la propriété de temps de réponse borné. Cet algoristad-ho¢ mais il constitue une pre-
miére étape vers la vérification d’'un ensemble plus grandaerigtés temporisées.

Plan de la these

L'ensemble de cette thése est divisé en quatre parties.
Partie I. Cette premiéere partie est constituée des deux premierétiesapt est dédiéela présenta-
tion des modéles temporisggr lesquels sont fondés nos travaux.

Dans lechapitre 1, nous présentons le modéle des automates temporisés.dbauraus donnons
d’abord un ensemble de définitions nécessaires a la désorig systemes temporisés, comme par
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exemple les systemes de transitions temporisés. Nouslingans de plus les notions de synchronisa-
tions, d’équivalences de langage, de bisimulat&tn, Enfin, nous définissons les diverses extensions
des automates temporisés auxguelles nous nous sommessd®mpar la suite : transitions silen-
cieuses, mises a jour intégrales et non déterministestaiotes diagonales et réseaux d’automates
temporisés.

Dans lechapitre 2, nous présentons le modéle (non temporisé) des réseauxtrijepBis deux
extensions temporisées de celui-ci, les réseaux de Papoiels et les réseaux de Petri temporisés.

Partie Il. Dans la seconde partie, nous présentons I'ensemble de sudgatg entrant dans le cadre
del'étude des formalismes de modélisation

Dans lechapitre 3, nous étudions les automates temporisés avec transiiensisuses et dé-
montrons plusieurs résultats d’indécidabilité pour ce éed

Dans lechapitre 4, nous nous intéressons aux liens existants entre les ag®bemporisés et les
réseaux de Petri temporels. Plus précisément, nous poésamte traduction des automates tempori-
sés étendus avec mises a jour intégrales et contraintesndil@g vers les réseaux de Petri temporels.

Dans lechapitre 5, nous tournons notre attention vers le modéle des réseagtdg¢emporisés.
Nous étudions I'extension de ce modéle obtenue en ajoutenaits de lecture, démontrons la déci-
dabilité du probléme de couverture pour ce modeéle, et Réd@ince entre les réseaux saufs de cette
classe et les automates temporisés. Nous présentons emfsétim de résultats d’expressivité.

Partie Ill. La troisieme partie aborde le domainel@dégorithmique de la vérification

Dans lechapitre 6, nous proposons un algorithme original pour décider I'asit#lité des au-
tomates temporisés avec contraintes diagonales. Noumdsnme présentation détaillée de I'algo-
rithme classique d’analyse a la volé en avant sur lequekradggorithme repose. Nous expliquons
pourquoi il nest pas correct en présence de gardes diagpd) aprés avoir décrit les différentes
possibilités pour le corriger, nous présentons notre agygréondée sur le raffinement successif guidé
par I'analyse des contre-exemples.

Dans lechapitre 7, nous nous intéressons a la définition d’'un algorithme ddiatfp pour le
modele des réseaux d’automates temporisés avec invaebhtwloges partagées. Nous présentons
d’abord la construction classique d'un dépliage pour leeaéx d’automates finis puis nous détaillons
les différentes étapes de nos travaux permettant de propossgorithme efficace pour la construc-
tion d'un préfixe fini du dépliage temporisé d’'un réseau diendtes temporisés.

Partie IV . La quatrieme partie enfin concerne la problématiquBimelémentation du systéeme

Cette derniére partie est composéectiapitre 8. Celui-ci commence par présenter le cadre de
la sémantiQuAASAP et énonce ses principales propriétés. Nous présentonigesnes algorithmes
pour la vérification de propriétés co-Blichi, de formul#& et enfin de certaines propriétés tempori-
sées.

Nous donnons enfin une conclusion générale a I'ensemblesdigas@ux, en décrivant plusieurs
grandes perspectives.
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Chapitre 1

Automates temporises

Dans ce premier chapitre, nous introduisons le modéle l& gduramment utilisé pour I'étude
et I'analyse des systemes temporisés, le modele des ae®temporisés. Nous commengons par
introduire quelques notions et définitions préliminairescfion 1.1), puis nous présentons dans la
section 1.2 un modéle plus général permettant de défininkaiséque des automates temporisés, les
systemes de transitions temporisés. Nous définissonsdanssla section 1.3 le modéle classique des
automates temporisés, tel qu'il a été introduit par Alur dt @ans [AD90]. Nous donnons ensuite
les résultats fondamentaux de décidabilité de ce modéttideel.4) et nous présentons dans la sec-
tion 1.5 des extensions de ce modéle, que nous serons amdiiseadans la suite de ce travail. Dans
la section 1.6, nous présentons enfin son extension auxrsystaistribués, les réseaux d’automates
temporisés.

1.1 Préliminaires

Dans cette premiére section, nous introduisons quelquesnedondamentales pour I'étude des
systemes temporisés. En effet, afin de prendre en compteiiems quantitatives de temps, nous
devons utiliser des objets mathématiques adaptés.

1.1.1 Quelques éléments de mathématiques

Nous notonsR (respectivemenR >, R-() 'ensemble des nombres réels (respectivement réels
positifs, réels strictement positifs). De méme, nous dedioms les ensemblé€l Q¢ et Q~o. Nous
notons égalemen¥ I'ensemble des entiers naturels,'ensemble des entiers relatifs Bt I'en-
semble des entiers naturels privé(de

Etant donné un nombre réelc R, nous notongz| sa partie entiére, définie par| = max{i €
Z | i < x}. Sa partie fractionnaire est notée) et définie pafz) = = — |z|. De plus, nous étendons
I'opérateurmoduloaux nombres rationnels strictement positifs. So# Q-¢, alors étant donné un
nombre réek: € R, nous définissons le reste denodulor, notéx mod 7, parz mod r = z—[ £ ]r.
Nous écrivons enfie = y mod r si et seulement gic — y) mod r = 0.

Etant donnée une fonctiofi définie deX dansY’, nous étendons naturellemefits I'ensemble
des sous-ensembles &g par f(X') = {f(z) | = € X'}, pour tout sous-ensemblg’ de X. Nous
définissons également I'image réciprogtie! sur 'ensemble des parties dg parf~1(Y’) = {z €
X | f(x) € Y’} pour tout sous-ensembl€’ deY'.

27
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1.1.2 Alphabet, mots temporisés et mots de délais

Cadre non temporisé. NotonsY un ensemble fini, que nous appelaighabet Les éléments dE
sont appelés leactions L'ensemble des séquences finies (respectivement infidié&€ments de,
appeléesnots finis su (respectivementnots infinis sui:), est noté* (respectivement®). Nous
noterons:>° l'union ¥* U X* de ces deux ensembles. Enfin, nous définissons la longuaunu
w € X°°, notée|w|, par :

o] n Siw=wy...w, € X*

w| =

+o0o Siw e X

De méme, étant donnésc X etw € ¥°°, nous définissons la longueur deena comme le nombre

d’occurrences de dansw, noté|w|, et défini parlw|, = Card({1 < i < |w| | w; = a}), ouCard
dénote la fonction qui donne le cardinal d’'un ensemble.

Mots temporisés. Nous considérons comnumaine de tempgg I'ensembleQ>( des nombres ra-
tionnels positifs ou I'ensembl® >, des nombres réels positifs. Dans toute la s(itegprésente donc
indifferemmentQ>, ou R>(. Uneséquence de datesir T est une séquence = (7;)1<;, Verifiant
pour tout: > 1, 7; € T etr; < 7;41. Cette séquence peut étre finie ou infinie. idat temporisé fini
w = (a;, Ti)1<i<p €Stun élément dg- x T)*, ollo = (a;)1<i<p €StUun Mot fini d&* et = (7;)1<i<p
une ségquence finie de dates $ude méme longueur. La date correspond intuitivement a l'instant
auquel I'actiona; a lieu. Nous définissons de facon similaire les mots tem@siiisfinis. L'applica-
tion naturelle qui @ un mot temporisé (élément(®ex T)>°) associe le mot (non temporisé) sur
(élément dex>) obtenu en effacant les dates est notéaNIrEmP. Etant donné un mot temporisé
w = (a;,7)i>1 € MT(X) et une lettrex € X, nous définissons la longueur deena, notée|w|,,
par la longueuto|, olo = NON-TEMP(w).

L'ensemble des mots temporisés finis (respectivement &)fgury est noteM7 *(X) (respecti-
vementM7¥(X)). L'union de ces deux ensembles est notd& (X). Un sous-ensemble det7 (%)
est appelé utangage temporisé

Mots de délais. Il existe une seconde représentation des mots temporisdsi @st équivalente.
Son principe consiste a indiquer les délais intermédiardse les actions, au lieu de leurs dates. Un
mot de délais finb = (di,a;1).(d2,a2) ... (dn,a,) sur¥ est un élément dél' x ¥)*. La duréed;
représente la date a laquelle I'actien a lieu. La duréel;, pouri > 1, représente le temps écoulé
entre les deux actiong_; eta;. De fagon similaire, nous définissons oot de délais infincomme

un élément dé€T x X)“. Nous définissons enfin, en utilisant les notations prédédeta bijection
Délai qui permet d’associer & un mot temporisé= (a;, 7;)1<i<p UN Mot de délaig = (d;, a;)1<i<p

de méme longueup(peut étre égal &oc) défini par :

T sit=1
Délai(w) = § avecd; = { _ _
T —Ti—1 Sl <1 <p.

Action silencieuse. Un élément supplémentaire peut étre ajouté a I'alphabetdiians,|'action
silencieuse:. Cette action se comporte comme un élément neutre pour leigd@y* muni de la loi

de composition interne définie par la concaténation, ceustifie son appellation. Nous supposerons
que I'élément= n'appartient pas a I'alphabet d’actiobset nous noteron&. I'alphabet W {¢},

ou W désigne I'union ensembliste disjointe. Les définitioncpdentes présentées pour I'alphabiet
s’appliquent a I'alphabet.. Nous obtenons ainsi les notationd7 *(3.), M7 (X.) et MT (%.).
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Nous notonsry, I'application qui associe a un mot temporisé (fini ou infini) . sa projection SuE,
obtenue en effagant les actions étiquetées paest important de remarquer qu’avec cette projection,
un mot infini peut avoir pour image un mot fini. Ceci correspardkes exécutions infinies ne produi-
sant qu’'un nombre fini d’actions « visibles ». Dans la suite@®travaux, nous ne considérerons pas
ces comportements, puisqu’il semble raisonnable de seppp® si le nombre d'actions internes a
un systéme est infini, alors le nombre d’actions visible$ également I'étre.

Comportements Zeno. Une autre classe de mots temporisés mérite d'étre disenduéus défi-
nissons, pour un mot temporisé (fini ou infim)= (aq,71) ... (an, 7). .. la duréedu motw, notée
Durégw), parDurégw) = sup;, 7. Un mot temporisé infiniv défini sur¥ est alors diZenosi sa
duréeDurégw) est finie. Ceci correspond donc a des comportements infiaisés dans un temps
fini. Du point de vue des applications, ces comportementgedbitre exclus puisqu’aucune réalisa-
tion physique ne peut vérifier une telle condition. Nous desions la sous-classe dests temporisés
infinis non Zeneet la notonsM 7“7 (%),

Exemple 1.1(Mots temporisés et mots de délai®yous donnons quelques exemples de mots tempo-
risés afin d'illustrer les classes introduites précédenmmntérons un alphabet = {a,b}. Dans les
définitions suivantes, le mat; appartient a la class&7 * (X)), tandis que le mot, appartient a la
classeMT*(X,) et vérifiens(w2) = wy. De plus, les deux mots temporisés infinig et w, sont
éléments deVI7“ (%), mais seukv, est non Zeno, puisque la séquence de dates qui lui est associé
(i.e. ();>1) diverge verstoo.

w1 = (a, 1)(b’ )(b’ 3)(& 4.9)

ws = (a 1)(e )b 1) (b, 13)(e, 4) (0, £9)(c, 12)

ws = (a,71)...(a,7)... avecr, =1 — 3

wy = (a,0)(b,1)...(a, 2n)(b 2n+1)..

Délai(wy1) = (a,1).(b,0).(b,0.3).(a,3.6)

Délai(wz) = (a,1).(¢,0).(b,0).(b,0.3).(¢,2.7).(a,0.9).(¢,7.1)
Délai(ws) = (a,d1)...(a,dy)... avecd, = 5

Délai(ws) = (a,1).(b,1)...(a,1).(b,1)

1.1.3 Horloges, valuations, remises a zéro et contraintedrloges

Horloges, valuations et remises a zéro. Nous considérons un ensemble fiXiide variables que
nous appelleronsorloges Une valuation d’horlogessur X est une application : X — T qui
associe a chaque horloge une valeur de temps. L'ensembialdedions d’horloges suk est noté
TX. Nous décrivons plusieurs opérations sur ces valuaticmgrémiére représente I'écoulement du
temps. Etant donnée une valeue T et une valuationn € T, nous définissons la valuatian4- ¢
par(v +t)(z) = v(z) + ¢,V € X. La seconde opération consiste a remettre a zéro les valeurs
certain sous-ensemble d’horloges. Pour un sous-ensdirdeeX , nous notons[R « 0] la valuation
définie ainsi :

0 siz € R,

(Wl = OD(=) = {v(ac) siz e X\ R.

L'opération consistant a remettre a zéro I'horlageest notéer := 0. Enfin, nous définissons la
valuation0 par0(x) = 0 pour toute horloge: € X.
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Contraintes d’horloges. Etant donné un ensemble d’horlog&s nous définissonkensemble des
contraintes d’horloges suk’, notéC(X) et engendré par la grammaire suivante :

pu=z~clr—y~clohp|lpVeltt
ouzx,y € X,c € Q,~€ {<,<,=,>,>}. Dans cette définition et dans la suite de ce document,

le symbolett (qui vient de I'anglais « true ») dénote le booléen « vrai »udlatilisons de méme la
notationff pour le booléen « faux ».

Nous appelonsontraintes non-diagonaldes contraintes comparant une horloge a une constante,
i.e.de laformer ~ ¢, avecr € X etc € Q. Au contraire, les contraintes comparant a une constante
la différence entre deux horloges (de la forme- y ~ c avecz,y € X etc € Q) sont appelées
contraintes diagonaled 'ensemble des contraintes d’horloges non-diagonateséC,,4(X ), est en-
gendré par la grammaire :

pui=z~clohplpVveltt
our e X,ceQ,~e{<,<,=,>,>}

Nous distinguons enfin une seconde sous-classe propre tlaintas,'ensemble des contraintes
de borne supérieuraotéC,s(X) et engendré par la grammaire suivante :

pu=z~c|loAhp|tt
ouzxr € X,ceQ,~e {<,<}.

Considérons a présent une contrainte d’horlpgkans laquelle toutes les constantes sont entiéres.
Nous disons que estk-bornée k étant un entier naturel, si toutes les constantes qui apparda
dans sa définition sont bornées (en valeur absolue).par

La relation de satisfactiop= pour les contraintes d’horloges est définie sur I'ensemétevdlua-

tions d’horloges deX . Cette définition procede par induction comme suiti¢signe une valuation de
TX) :

vEx~Cc — v(x)~c
vEr—y~c <= v(z)—v(y) ~c
v E o1 A po — vEpetv g
VEQIVp2 = UEp0UUE P
v =t — tt

Si la relationv |= ¢ est vraie, nous dirons que la valuatiorsatisfait, ou vérifie, la contrainte.
Nous définissons égalemdi@nsemble des valuations d’horloges qui satisfont undredmte ¢, noté
[¢], par[¢] = {v € TX | v = ¢}. Etant donnée une horloge € X et une contrainte d’horloge
¢ € C(X), nous definissons la projection sur I'horlogedes valuations déy], noté [¢],, par

[£]jz = {v() | v € [¢l}-
Etant donnée une contrainte d’horlogec C(X), nous définissons I'ensemble des horloges ap-

paraissant dang, notéHorlogeg ). Cette définition procede par induction sude la maniére sui-
vante :

Horlogegz ~ ¢) = {x}

Horloge§z —y ~¢) = {z,y}

Horlogegy1 A v2) = Horlogegy;) U Horlogegys)
Horlogegy1 V ¢2) = Horlogegy;) U Horlogegys)

Horlogegtt) =0
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1.1.4 Intervalles de temps

Il peut également étre nécessaire d'exprimer des corgmtamporelles sans expliciter la variable
correspondante. Nous utiliserons alors la notiontdivalles de tempdJn intervalle/ de R>( est
un Q>o-(respectivement ui¥-)intervalle si sa borne inférieure appartientQ.( (respectivement a
N) et sa borne supérieure appartier@ay U {400} (respectivemenN U {+oo}). Nous notonsZ
(respectivemeniy) 'ensemble de€)>-(respectivemeni-)intervalles deR>. Nous définissons la
fermeture par le bas d’'un intervallé € Z, notéel!, comme lintervalle{z € T | Iy € I,z < y}.

La fermeture par le bas d’'un élément ddrespectivementy) est un élément d& (respectivement
deZy).

1.2 Systémes de transitions temporisés

Nous définissons dans cette section le modéle le plus gépemalettant de décrire un systeme
présentant une information quantitative du temps.

1.2.1 Définitions

Nous définissons d'abord les systéemes de transitions,solrjathématiques généraux dans les-
quels le temps n’est pas encore représenté.

Définition 1.2 (Systéme de TransitionsEtant donné un alphabef non nécessairement fini, un
systéme de transitiorest un tripletS = (Q, g0, —), oUQ est 'ensemble des états, € @ est I'état
initial et la relation de transition— est un sous-ensemble @ex 3 x Q. Une transitiont = (¢, a,q’)
sera représentée simplement ga#> ¢'.

Etant donné un systéme de transitighs- (Q, qo, —) et un sous-ensembleC @ des états de de
S, nous définissonkensemble des états accessibles dérdepuis’, notéAcc(S, I), etl'ensemble
des états accessibles déafimotéAcc(.S), par :

Acc(S,I) = {qeQ|Jiel,i—*q}
Acc(S) = Acc(4, {q})

ou —* représente la fermeture transitive de la relation

Comportements d’un systéme de transitions. Soit.S = (Q, qo, —) un systéme de transitions. Une
exécution de ce systéme est une séquenee;; — g2 — ... ¢, — ... telle que pour tout indice

i > 1, il existe une transition; = (g;, a;, ¢;+1) dansS. Le mot associé a une telle exécution est le
motw = (a;);>1 et est appelé son étiquette.

Langage accepté par un systéme de transitions.Etant donné un systéme de transitiofis=
(Q, g0, —), nous considérons d’une part un sous-ensembl@,dmpeléensemble d’états finglaoté
Qy, et d'autre part un ensemble de sous-ensembled,deté{Q}, ..., Q"}. Ce second ensemble
constitue uneondition de Blchi généralisgeur S. Si cet ensemble est réduit & un singleton, nous
dirons qu'il s’agit d’'unecondition de BlichiDe plus, chaque ensemhlg. est appelé uensemble
d’'états répétés

Un mot finiw € X* estacceptépar S si et seulement s'il existe une exécution finieslssue de
I'état initial, d’étiquettew, et menant a un état final. Lensemble des mots finis acceptés gst le
langage de mots finis de et est noté&C*(.S).
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Un motinfiniw € X estacceptépar.S si et seulement s'il existe une exécution infinietlissue
de l'état initial, d'étiquettew, et visitant infiniment souvent chacun des ensembles d'éégétés.
L'ensemble des mots infinis acceptés pagst lelangage de mots finis de et est notéC(.5).

Le langage deS, notéL(S), est 'union des deux ensemblés(S) et L¥(S).

Systémes de transitions temporisés. Nous définissons les systémes de transitions temporiséaeom
une sous-classe des systémes de transitions dans lacgridlmes transitions représentent I'écoule-
ment quantitatif de temps. Nous considérons un alphgbet

Définition 1.3 (Systéme de Transitions Temporisé)n systéeme de transitions temporisgt un sys-
téme de transitions' = (@, g0, —), OU @ est 'ensemble des étatg < ) est I'état initial et la

relation de transition— est composée de transitions de déjaid—> ¢ (avecd € T) et de transi-
tions discrétegy — ¢’ (aveca € ). De plus, la relation de transitior- doit vérifier les propriétés
suivantes :

Déterminisme temporel : siq 4, q etq 4, q" avecd € T, alors¢’ = ¢”;
0-délai: ¢ > q:
TR . d / / d’ 7 !’ d+dl /.
Additivité . sig — ¢ et¢ — ¢" avecd, d' € T, alorsq — ¢”;
Continuité : sig 4, ¢, alors pour toutd’ etd” appartenant ar tels qued = d’ +d”, il existeq” € Q
tel queq 4, q"’ 4, q.

Les définitions d’ensemble d’états accessibles pour laérags de transitions s’appliquent aux sys-
téemes de transitions temporisés.

Comportements d’'un systéme de transitions temporisé. Avec ces propriétés, urexécution tem-
- R " " . , . d
poriséed’un systéme de transitions temporis@eut s'écrire sous la forme d’'une séquepce ¢; —

a A g qn n, q, 2 gns1 ... dans laquelle les transitions de délai alternent avec éessitr
tions discrétes. Nous exigeons naturellement que pouiridige: > 1, les transitiongg;, d;, ¢.) et

(¢}, ai, gi+1) appartiennent &. A une telle exécution est associé le mot de délais (a;, di)1<i<|w|

et le mot temporisé associé = Délai~!(5) (rappelons qu®élai est une bijection). D’aprés la défi-
nition deDélai, en écrivanty = (a;, 7;)1<i<|w|, NOUS Obtenons; = 2321 d;. Nous disons alors que
w est lemot temporisé associégetw est notéTempdp). Il est aisé de remarquer que ces deux mots
sont finis si et seulement si I'exécution est finie. Enfin, aiphabet des est I'alphabet:.., i.e. qu'il
contient I'action silencieuse, par projection £x) dew sur X, nous obtenons un mot temporigé
surX.. Tempdp) est alors défini paw’. De plus, le mot de délai associ¢ @ans ce cas est défini par
0" = Délai(w').

Langage accepté par un systéme de transitions temporisé Comme pour les systémes de transi-
tions, nous associons a un tel systéme des conditions gtatioe décrivant les exécutions accep-
tées. Celles-ci sont décrites par un ensemble d’états fipalkst une condition de Biichi généralisée

{Qr,....Q%

Comportements finis. Nous disons qu’une exécution temporisée finide S estacceptante
si elle part de I'état initialy, et se termine dans un état dg. Etant donné un mot temporisé fini
w € MT*(X), nous disons que ce mot estcepté parS si et seulement s'il existe une exécution
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temporisédinie acceptante de S dont le mot temporisé assoclémpdp) est égal av. L'ensemble
des mots temporisés finis ainsi acceptéspast appelé léangage temporisé de mots finis reconnu
par S et est notéL*(.S). Soulignons que nous avons impose ici que I'exécution sug.fAinsi, en
présence de transitions silencieuses, seules les exéxtitibes peuvent accepter des mots finis, ce
qui exclut le cas dégénéré des exécutions infinies dont leamyiorisé associé est fini.

Comportements infinis. Nous disons gu’une exécution temporisée infinte S estacceptante
si et seulement si elle est issue de I'état inijglet si elle visite infiniment souvent chacun des
ensembles répétéy’. Etant donné un mot temporisé infimi € M7 (), nous disons que ce mot
estaccepté pais si et seulement si il existe une exécution temporigéeie acceptante de S dont le
mot temporisé associtempdp) est égal av. L'ensemble des mots temporisés infinis ainsi acceptés
parS est appelé Iégangage temporisé de mots infinis reconnu pagt est noté&C“ (S).

Langage accepté. Nous définissons enfin langage temporisé reconnu p&rcomme l'union
L(S) = L£*(S5) U L¥(S). Une sous-classe que nous serons amenés a étudier est-lenseuthle
constitué des mots infinis non Zeno 4¢€S), noté L% (S). Les différentes relations sont rappelées
ci-dessous :

L*(S) = L(S)NMT*(X)
LY(S) L(S) N MT* (%)
LnZ(S) = L(S)NMT“Z (%)

1.2.2 Composition

Il apparait parfois naturel de définir un systéme comme lgpoaition de différents sous-systémes.
De nombreuses compositions existent pour les systemeamgtions temporisés. Nous choisissons
ici de présenter la composition introduite par Arnold etatifArn94] et fondée sur laynchronisation
des actiongles différents systémes de transitions temporisés.

Définition 1.4 (Fonction de synchronisation)Jne fonction de synchronisation-aire surX est une
fonction partielle suf> U {_L })" & valeurs dan<.

Définition 1.5 (Synchronisation de systémes de transitions temporig&siht donnée une famille
finie den € N5 systemes de transitions temporig#$),<;<, sur un alphabet et une fonction de
synchronisatiom-aire sur, nous définissons lsynchronisation de la famill€S; )<<, vis-a-vis de
f comme le systéme de transitions tempofisé& (Q, o, —) défini, en écrivantS; = (Q;, g, —:)
pour toutz, par :
- Q =1II1<;<,Q; estl'ensemble des états,
— qo = (g})1<i<n est I'état initial et
— pour toutg = (gi)1<i<n, ¢ = (¢)1<i<n € Q,
— transitions discrétes pour touta € %, ¢ — ¢ si et seulement si il existe un élément
(ai)1<i<n € (BU{L})" tel que :
- f(@i)1<i<n) = a,
— pour tout indicei tel quea; # L, ¢; = ¢/,
— pour tout indicei tel quea; = L, ¢; = g;.
— transitions de délai pour toutd € T, ¢ 4, q' si et seulement si pour tout indiégeg; 4, q..
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Différents éléments de cette définition méritent d'étreligonés. D’'abord, la fonction de syn-
chronisation n’intervient que lors des transitions diseséet permet de décrire quelles sont les com-
posantes impliquées dans la synchronisation. De plusdlare telle transitions discréte, les com-
posantes du produit associées au symhbolsont inactives. D'autre part, les transitions de délai se
comportent comme des transitions fortement synchronisé&esmpliquant I'ensemble des compo-
santes.

Remarquons enfin que la taille (nombre d’'états, de tramsitidu systéme synchronisé est expo-
nentielle en la taille de la description de la famille de égsts et de la fonction de synchronisation.

1.2.3 Comparaison

Nous allons par la suite comparer différents modéles teisgmrAfin de disposer d’outils mathé-
matiques, nous définissons des notions permettant de centear systémes de transitions temporisés
et des ensembles de systémes de transitions temporisés.

Définition 1.6 (Equivalences de langages)ous définissons la relation d’équivalenegrespective-
ment=,, =,, =, ,) pour les mots temporises, (respectivement mots tempditgs, infinis, infinis
non Zeno), définie pour tous , S, systémes de transitions temporisés par :

51 = SQ < E(Sl) = £(SQ)

ST = Sy = ﬁ*(Sl) = ﬁ*(SQ)
51 =0 SQ < E‘”(Sl) = ﬁw(SQ)
S1 =u,, S2 = L¥Z (S1) = L¥nz (52)

Ces naotions peuvent étre utilisées pour comparer des slassmodeéles,e. des ensembles de
systemes de transitions temporisés.

Définition 1.7 (Expressivité en termes de langages temporisge)t S; et So deux ensembles de
systémes de transitions temporiség etne des quatre équivalences de langages précédentes. Nous
définissons la relatiors; ¢ So, signifiant queS, est plus expressive qug du point de vue de
I'équivalencef par :

S gg Sy < V5] € 51,355 € Sy tel quesS; =¢ 59

Pour chacune des équivalenc€snous étendons également les relatiens aux ensembles de
systémes de transitions temporisés et définissons l'inolssricte ¢ par :

S1=8S = S1EeSHNSHEe S
S51%e8 = S1SeSHNS#FS

Remarquons que ces relations d’équivalences ne concegneries langages reconnus par les
systemes de transitions temporisés,le résultat de I'exécution des systémes, mais pas leursamemp
tements, indépendamment des conditions d’acceptatianaions de simulation et de bisimulation
permettent de comparer I'ensemble des comportements desgstiémes de transitions temporisés.

Définition 1.8 (Simulation, Bisimulation) SoitS; = (Q1, 4}, —1) €t S = (Q2, ¢, —2) deux sys-
temes de transitions temporisés sur I'alphabetUne relationR C @1 x Q- est unesimulation de
S1 par Sy si elle vérifie les conditions suivantes :

- (qévqg) € R’
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— pour tout(q1,q2) € R, pour toute € ¥ U T, pour toutg; € @ tel que(qi,o,q)) €—n, il
existe un état, € Q- tel que(qq, o, ¢h) €—2 et(q2, ¢5) € R.
Nous disons dans ce cas gfgsimule S; et nous le noton$; C S,. Cette notation se justifie par le
fait que tout comportement dg est un comportement dg.

Une relationR C Q1 x @2 est unebisimulation deS; par Ss si c’est une simulation dé; par
S, et si la relation réciproquérk —! est une simulation d&, par S;. S'il existe une telle relation, nous
disons queS; et Sy sontbisimilaires

Afin de prendre en compte le fait que les transitions silersge correspondent a des comporte-
ments internes que nous souhaitons abstraire lors ded' @udystéme, nous présentons des notions
de simulation et de bisimulatiofaibles moins restrictives. Pour les différencier, nous dirons lgge
notions de simulation et de bisimulation précédentes feotes

Etant donné un systéme de transitions tempa$isé (Q, g9, —) défini surX,, nous définissons
le systéme de transitions temporiSe= (Q)°, ¢5, —-) défini sur¥ par :

-Q°=Q,

= 45 = 9o,

— Pour tousy, ¢’ € ¢, nous avons

- VdeT,q i>a ¢ <= Jp:q—"* ¢ dansS tel queTempdp) = (¢, d),
—-VaeX,q%,. ¢ < 3p:q—"* ¢ dansS tel queTempdp) = (a,0).

Définition 1.9 (Bisimulation faible) Etant donnés deux systémes de transitions tempao$isésSs,
nous disons qué, simule faiblementS; si S5 simule S7. De mémeyS; et .Sy sont ditsfaiblement
bisimilairessi ST et .S5 sont bisimilaires.

Le lemme suivant montre que la notion de bisimulation (méaitdd) est plus forte que I'équiva-
lence de langages.

Lemme 1.10. Soient deux systéemes de transitions tempoiisés.S’ et une relation de simulation
(éventuellement faiblelR de S par S’. Considérons des ensembles d'états firjset Q} de S et

S’ et des conditions de Biichi généralisdeés., . .., QV} et{Q}f, ... ,Q,‘!’}. Nous supposons de plus
gueR vérifie les conditions suivantes :

(1) VqeQr (¢.4)ER=q €Q}
(ii) I fonction surjective dé1, ..., p} dans{1,...,¢}t.9.Vg € Q.,(¢,¢) e R = ¢ € Qv

!/

Nous avons alor€(S) C L(5").
En particulier, siR est une relation de bisimulation telle @ et R~! vérifient les conditions
précédentes, nous obtenafis= S’.

1.3 Automates temporisés d’Alur et Dill

Nous pouvons maintenant présenter le modéle des autoreatesrisés, tel qu'il a été introduit
par Alur et Dill, dans leurs travaux [AD90, AD94]. Essenlehent, les automates temporisés sont
une extension des automates finis, obtenue en ajoutant amblesfini d’horloges, qui peuvent étre
testées et remises a zéro lors du franchissement d’undiwans

Définition 1.11 (Automates temporiséslUn automate temporisé st est un 8-upletd = (%, X,
L,T,Inv,¢y, Ly, L,)OU:
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— XY est un alphabet fini d’actions,

— X est un ensembile fini d’horloges,

— L est un ensemble fini d'états de controle,

— T C L x Cpg(X) x ¥ x 2% x L estun ensemble fini de transitions,

—Inve CbS(X)L est une application associant a chaque état de contréle warignt, donné par
une contrainte de borne supérieure sXiy

— fop € L est |'état de contréle initial,

— Ly C L estlI'ensemble des états de contréle finals et

— L, C L estl'ensemble des états de contrdle répétés.

Nous noterons AT la classe des automates temporisés d’'ARitleinsi définie. Une transition
d’'un automate temporisé est un objet de la forme (4, g, a, R, ') € LxCpq(X)x X x 2% x L. Nous

utiliserons fréquemment la notation= ¢ LNy pour représenter une telle transition. Nous dirons
gue g est lagardede cette transitiong sonétiquetteet R saremise a zéroDe maniére informelle,

la garde correspond a la condition sur la valuation d’hatogous laquelle la transition peut étre
franchie, I'étiquette est le nom de I'action associée andnissement de cette transition et qui va
étre retenue par le mot temporisé correspondant et enfimiaeex zéro est I'opération qui doit étre
effectuée sur la valuation d’horloges a lissue du frarsedmisent de la transition. Nous définissons
le comportement d'un automate temporisé, sa sémantique, en termes de systéme de transitions
temporisé.

Définition 1.12 (Sémantique d’un automate temporisép sémantique d’'un automate temporidé
défini comme ci-dessus est le systéme de transitions tesépdf = (Q, o, —) :
— Q = L x TX est'ensemble des états,
- qo = (£o,0) est I'état initial,
— — est définie par :
— transitions de délai :(¢, v) 4, (l,v+d)side Tetv+d EInv(l);
— transitions d’action : (£, v) % (¢,v') S'il existe une transitiort = (¢, g,a, R, ') € T de A
telle quev = g et telle quey’ définie pary’ = v[R « 0] vérifiev' = Inv(¢').
De plus I'ensemble des configurations finaleq.dé, noteq) s, est defini par :

Qf: {(£>U) |€€Lf,’[) GTX}

Pour les mots infinis, la condition d’acceptation que noussidérons est la condition de Blichi asso-
ciée a I'ensemble de configurations répétéssdéfini par :

Q={{,v)|leL,v E']I‘X}

Remarque 1.13(Conditions de Biichi généraliséed) est possible de définir dans les contexte des
automates temporisés des conditions de Biichi généralsiesl'acceptation des mots infinis. Il
suffit pour cela de considérer un ensemplg, . .., LY} d'états de controle répétés puis d’associer
I'ensembleQ’. défini comme précédemment a chadije Cependant, il est facile de montrer que pour
les automates temporisés, toute condition de Blichi géséegbeut étre remplacée par une condition
de Bichi équivalente. J

De la définition 1.12 et des notions introduites dans lasedti2, découlent les notionsaXécution
temporiséedans un automate temporiséexécution acceptantale mot acceptépar un automate
temporisé et enfin dangage temporisé reconmar un automate temporisé. Plus précisément, étant
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donné un automate temporigé nous définissons ces notions pelicomme étant celles définies pour
[A]. Nous noterons par exempl& A) le langageC([.A])). De plus, nous utiliserons également la no-
tion dechemindans un automate temporisé, définie comme étant une séqience de transitions
adjacentes; = (4;,¢:,a;, R;,¢;11). Enfin, les définitions d’ensembles d'états accessibles(.A)
etAcc(A,I) (avecl C Q) s’étendent naturellement aux automates temporisés. Blouappelons
ici les définitions et introduisons un nouvel opérateurérdtAcc, décrivant les états de contrble
accessibles depuis la configuration initiale :

Acc(A,I) = {(twv) |3, v)el, (¢ v)—* (¢,v)dans[A]}
Acc(A) = Acc(A4,{(¢,0)})
D-Acc(A) = {¢]|3v,(¢,v) € Acc(A)}

x = 3,temporisation !

Repos z <3

abandon ?

FiG. 1.1 — Un exemple d’automate temporide.

Exemple 1.14(Un premier automate temporiséfet exemple présente I'automate temportisé-
(3, X, L, T,Inv, 4y, Ly, L,) avec :
— ¥ = {abandon ?début temporisation },
- X ={x},
— L = {Repos, Armée},
— T = {(Repos, tt, début {x }, Armée),
(Armée, x = 3,temporisation !(), Repos),
(Armée, tt, abandon ?0, Repos)},
— Inv(Repos) = tt, Inv(Armée) = x < 3,

— {p = Repos,
— Ly = {Repos} et
— L, = {Repos}.

Cet automate modélise une minuterie simple. Celle-ci estjpos dans I'état de controiepos,
et est arméa,e.déclenchée lorsqu’elle se trouve dans I'état de condiee. La transition étiquetée
débutremet a zéro I'horloge et déplace I'état de contrdle vers I'étaimée. L'horloge z mesure alors
la quantité de temps écoulée au sein de I'Atatée, et un invariant sur cet état impose que le systéme
ne peut y rester plus de trois unités de temps. Pour le quiltiea deux possibilités, correspondant
aux deux transitions sortantes. Ou bien la transition été&gabandon ?est franchie, qui symbolise
gu’'un message d'abandon a été recu?léans le nom de 'action représente une réception), ou bien
le systéme atteint la limite de temps, et quitte 'tk la transition étiquetée paemporisation i(a
nouveau, le symbolé représente un envoi au systeme). Les mots finis sont cafstifuin nombre
finis de tels cycles, tandis que les mots infinis sont coréstitliun nombre infini de tels cycles.
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Une représentation graphique de cet automate est donnkefigure 1.1. Les états de I'automate
sont représentés par des cercles, les transitions parcaghant ces cercles. Les gardes, étiquettes et
mises a jour des transitions sont inscrites a c6té de cgll@=ans la suite, la remise a zéro de I'horloge
x sera notée := 0 ou simplemen{z}. De plus, les états initiaux (respectivement finals, rég)éént
indiqués par des fleches entrantes (respectivement desdléohtantes, des doubles cercles). Enfin,
les invariants sont indiqués a coté de I'état auquel ilssspondent. Lorsqu’une garde ou un invariant
vauttt, il n’est pas représenté. De méme, si une remise a zéro estelid n'est pas représentée.

Le langageL(.A;) accepté par cet automatg vérifie £(A;) = Délai~! (£} U £4) ol £, est défini
par
L1 = ({débuf x T). [{(temporisation !3)} + ({abandon ? x [0, 3])]

L, décrit 'ensemble des mots de délais associés aux mots te@pacceptés lors d’un tour de boucle
dansA,, i.e.lors d’une séquenceébut temporisationdu début abandon.? J

Nous introduisons enfin quelques définitions classiquetesiautomates temporiseés.

Définition 1.15. Soit.A un automate temporisé.

Nous disons quel estdéterministesi, étant donné/, g1, a, Ry, ¢}) et(¢, g2, a, R2, ) deux tran-
sitions deA issues du méme état de contrdlet étiquetées par la méme actionla contrainteg; A go
n'admet aucune solution.

Nous définissons Igranularitéde .4 comme le plus grand multiple commun des fracti§ri9—
tervenant dans la définition dd (au niveau des gardes et des invariants). La granularité4dest
un élément d&- .

Un sous-ensemble det7 (X) est unlangage temporisé régulier et seulement s'il est accepté
par un automate temporisé.

1.4 Probleme d’accessibilité, probléme du vide

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme dywid les automates temporisés
d’Alur et Dill. Dans un premier temps, nous définissons cébfgnme, puis nous donnons les grandes
lignes de la preuve de sa décidabilité.

1.4.1 Pourquoi ces problemes sont équivalents et fondameiix

Le probleme d’accessibilité d’'un état de contr@ensiste a déterminer, étant donné un automate
temporiséA et un état de contrdle ciblg si cet état est accessibles. s'il existe une exécution dd
qui atteint une configuration dont I'état de contrdle st

Le probléme du videonsiste a déterminer si le langage accepté par un autoerafiisé est
vide ou non. Ces deux problémes sont en fait équivalents.|Peerifier, il suffit de constater que les
états de contrdle finals et cibles jouent en fait un réle siimg@ldans chacun des deux problemes.

Ces deux problemes sont tout a fait fondamentaux et coestita brique de base de la vérifica-
tion. En effet, de nombreuses applications nécessitenécider I'accessibilité. Ainsi, pour s'assurer
gu’un systéme est sauf, on souhaite vérifier qu’il évitedarg les états « non-saufsixe. que ces
derniers ne sont pas accessibles. Une propriété d’'exolusiguelle sera typiquement exprimée dans
ces termes.
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1.4.2 Décidabilité des automates temporisés

Dans la suite, pour une cladsge modeéles, nous dirons que cette classe est décidablersi-le p
bléeme du vide est décidable pour cette classe. Le résuitdafoental démontré par Alur et Dill dans
les travaux fondateurs [AD90, AD94] justifie I'intérét inypant porté a ce modéle dans le domaine
de la vérification de systémes temporisés :

Théoreme 1.16( [AD90, AD94]). La classeAT des automates temporisés d'Alur et Dill est déci-
dable.

Parce qu’elle est fondamentale et parce qu'elle seraig&gidans la suite de nos travaux, nous
donnons ici les grandes lignes de la preuve de ce résulgatt &bnné un automate temporidél’idée
de la preuve consiste a construire un nouvel automaté&fiei que :

L(B) = {NON-TEMP(w) | w € L(A)}

ou NoN-TEMP, défini dans la section 1.1, décrit 'opération de projecties mots temporisés sur
I'alphabet’:. Nous avons alors la propriété suivante :

LB) =0 < L(A) =0

Comme le test du vide est décidable pour les automates fingedaitichi [HU79], il découle de
cette équivalence que le test du vide est également déeigabl les automates temporisés. Dans la
sous-section 1.4.3 nous allons détailler la constructmoeat automaté. Celle-ci requiert quelques
simplifications que nous exposons maintenant.

Invariants. Une premiére étape consiste a supprimer les invariantsaadothate temporisée. a
supposer que ces invariants sont tous égatp&ant donné un automate temporidénous considé-
rons I'automated’, obtenu a partir del en réalisant les trois opérations suivantes :

1. pour tout étaf, et toute transition = (¢, g, a, R, ¢'), remplacet part’ = (¢, gAInv(¢),a, R, ¢'),

2. pour tout état’, toute transitiont = (¢, g, a, R,¢'), et toute horloge: € X, siz ¢ R etsig, est
la contrainte exprimée paémv(¢') sur X, remplacett part’ = (¢,g A g., a, R, ¢'), sinon vérifier
que la valeup est admissible pour dansinv(¢’),

3. remplacer la fonctioinv parInv'(¢) = tt pour tout état.

Il est facile de vérifier que les langages acceptéspat A’ sont égaux. En effet, la premiére mo-
dification requiert simplement que lors de la sortie danstahde contrdle, l'invariant de cet état
est satisfait. La seconde, plus complexe, exprime la méméittan lors de I'entrée dans un état de
contr6le. Par la suite, nous ignorerons donc la présencansants pour le test du vide d’un auto-
mate temporisé Plus généralement, nous parlerafsutomates temporisés sans invarialissque
ceux-ci seront sans intérét.

Constantes entieres. Dans un deuxiéme temps, nous énoncons un lemme, que nailise¥ans par
la suite. Celui-ci établit que I'on peut supposer que la gianté de I'automate temporisé valti.e.
toutes les constantes de I'automate temporisé sont detntesentiéres (au lieu d’'étre rationnelles) :

!Par classe de modéles, nous entendons une extension oLstriwtiona d’'automates temporisés.
2Mais alors a quoi servent-ils ? Nous le verrons lors de latsymisation d’automates temporisés, page 41.
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Lemme 1.17( [AD94]). Soit A un automate temporisé, at € Q. Nous définissons I'automate
A.A comme l'automate obtenu a partir dé en multipliant toutes les constantes apparaissant dans
les gardes des transitions et des invariants parSoitw = (ag,70)(a1,71) . (an, ) ... Un Mot
temporisé. Nous avons alors :

w e L(A) <= Aw e L(NA)

ouA.w = (ag, A19)(ay, A1) ... (an, A1) . .. (toutes les dates sont multipliées pgr

Ainsi, multiplier toutes les constantes apparaissant denautomate temporisé par une valeur
rationnelle positive ne change pas le résultat du test du &d particulier, nous pouvons les multiplier
par la granularité de 'automate de sorte a n’obtenir quecdastantes entieres.

Le reste de la preuve consiste donc a construire I'autoliagm supposant qud est sans inva-
riants et que sa granularité vaut

1.4.3 Automate des régions

SoitA = (X, X, L,T,Inv, £, Ly, L,) un automate temporisé sans invariants et dont les constante
sont entiéres. Nous notor$ la constante maximale en valeur absolue apparaissantdgreami les
contraintes d’horloges). Nous allons définir sur I'espaéinf) des valuations d’horloges sw¥ une
relation d’équivalence d'indice fini. Nous définissons latien ~ ainsi : deux valuations etv’ sont
équivalentes, noté ~ v/, si et seulement si elles satisfont les conditions suigante

— pour toute horloge: € X, ou bienuv(x) et v'(z) sont strictement supérieuresid, ou bien

lo(@)] = [V'(=)],

— pour toutes horloges, 2’ € X, si a la foisv(z) etv(z’) sont inférieures &, alors

— (v(x)) < (v(a")) ssi(v'(z)) < (V'(2)) et

— (v(x)) = 0ssi{v/(z)) = 0.
Ceci définit une relation d’équivalence, dont les classégulalences sont appelé&gions Nous
notonsR I'ensemble des régionsy] la région contenant et 7 sa fermeture topologique pour la
topologie habituelle d&X. |l est facile de vérifier que le nombre de régions est bormé:pa2” -
(2K + 2)™ sin dénote le nombre d’horloge® est donc fini et de taille exponentielle dans la taille
de l'automate temporisé. De plus, la relation d’équivadesatisfait les propriétés suivantes :

N pour toute contraintg de A, v =g <= v g
VU
Vd € T,3d € Ttelquev +d~v +d

Exemple 1.18(Régions en dimensioR). Consi-
dérons un ensemble de deux horlogest y et
fixons comme constante maximale la val&ur
L'ensemble de régions correspondant est alors re-
présenté sur la figure ci-contre.

=N W e

1 2 3 4 «x |

Définition 1.19 (Automate des régions)Nous pouvons alors définlfautomate des régions dd
comme le systéme de transitions f(i.4) = (T, 79, —) oU
—I'=LxRestlensembld(¢,r) | € L, r € R},
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— 7 est I'état initial (¢y, 79) ourq est la région qui contient la valuatio®,
- —=CI'xXu{r}) xTet(t,r),o ) e—ssilr)#£ 1) et
— oubieno € Yet(4,v) = (¢',v') est une transition dgA] pour un certainv € r etv’ € 1/,
— ou bieno est le symbole, et il existed € T tel que (4, v) 4, (¢,v") est une transition
de [.A] pour un certainv € r et un certain’ € r'.
De plus, 'ensemble des états finals (respectivement r@pétéus considérons une condition de Buchi
simple) deR(A), notél'; (respectivementt,.), est défini par :

Ty={(t,r)|leFreR}
T, ={(tr)|LeRreR)

La propriété fondamentale de I'automate des régions esbegtienbisimulation a temps abstraéivec
I'automate temporisgl. Cette notion correspond a la notion de bisimulation intitedprécédemment
pour les systémes de transitions temporisés dans laguelidgs transitions de délais, seule la nature
de la transition est conservée par la simulation, et paddéaivaxacte du délai. Plus précisément, cette
propriété s’énonce ainsi : nous définissons la relation (L x TX) x I" par :

(l,v) >~ (b,r) < [v]=r.

Fixons(¢,v) € L x TX, et(¢,r) € I telles que(,v) ~ (¢,7). Alors nous avons :

—Vae X, (lv) S (0) <= (bir)S (0, []),

—VEET,(6,0) 5 (u+t) <= (4r) D (0o +1)]).
Cette relation préserve les transitions discrétes. Emoing pour les transitions de délai, elle préserve
leur nature, mais pas la valeur du délai.

Il est alors possible de démontrer a I'aide de cette pranriét grace a la borne sur le nombre de
régions, que le probleme de I'accessibilité est dans I&aeRSPACE pour les automates temporisés.
Alur et Dill ont méme démontré que cette complexité est oplim

Théoreme 1.20( [AD90, AD94]). Tester le vide du langage accepté par un automate temporisé
d’Alur et Dill est un problemd®SPACE-complet.

1.5 Extensions du modele d’Alur et Dill

Nous présentons dans cette section quelques extensisagjakes des automates temporisés, ainsi
que les résultats fondamentaux les concernant. Nous étndiglans les parties suivantes des pro-
blémes faisant intervenir ces différentes extensions ddeheanitial.

1.5.1 Transitions silencieuses

Il est possible d’étendre la définition des automates tersg®ren autorisant I'étiquette pour
les transitions. Cette extension naturelle avait déjamtisagée dans [AD90]. Nous noterons dans la
suite AT, la classe des automates temporisés avec transitionsisilees. Comme cela a été fait pour
les systémes de transitions temporisés, il est facile ntiteela sémantique des automates temporisés
au cas des transitions silencieuses, en utilisant la giofeey,. De méme, il est aisé de vérifier que
le probléeme du vide est encore décidable pour la classepdiisque I'étiquette des transitions n'a
pas d'influence sur un probléme d’'accessibilité. Enfin, mbéfinissons naturellement la classe des
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langages temporisésréguliers comme I'ensemble des langages temporisésmasgar un automate
temporisé avec transitions silencieuses. [BDGP98] ptéaame synthése de différents travaux visant
a étudier I'expressivité de la classe ANous reprenons ici deux résultats qui nous seront utiles.

Théoréeme 1.21(Proposition 2 de [BDGP98])La classeAT est strictement moins expressive que la
classeAT . du point de vue des langagess. AT & AT..

L'automate utilisé dans la preuve de la proposition 1.2Eastié dans I'exemple 1.22.

Exemple 1.22Un automate temporisé avec transitions silencieudéajitomate temporisé avec tran-
sitions silencieuses représenté sur la figure 1.2 recolenaitgage de mots temporisés finis suivant :

Rpair = {(a,m)(a,7;)...(a,7) | 7 =0 mod 2 pour toutl <i<n}.

Dans [BDGP98], il est démontré que ce langage n’est recoanaycun automate temporisé sans
transitions silencieuses. 3

z = 0;a;

r=2¢ex:=0

FiG. 1.2 — Un automate temporisé avec transitions silenciekepgigalent a aucun automate temporisé

Contrairement au cadre des automates finis, les transisiberscieuses permettent donc d’ac-
croitre strictement le pouvoir d’expression du modéle.dsiltat suivant précise une condition suffi-
sante pour I'élimination des transitions silencieuses.

Théoréme 1.23(Théoreme 15 de [BDGP98]Soit.A un automate temporisé avec transitions silen-
cieuses vérifiant les hypothéses suivantes :

— aucun cycle ne contientatransition avec remise a zéro,

— le langage accepté est non Zene, £ (A) C MT“#(%).
Alors il existe un automate temporisé sans transitionssi@usesA’ vérifiant £(A) = L(A’).

Cependant, ce résultat laisse ouverte la question de ldat8iiié du probleme suivant : étant
donné un automate temporisé avec transitions silenciegisiete-t-il un automate temporisé sans tran-
sitions silencieuses reconnaissant le méme langage ? Bahspitre 3, nous étudions ce probléme
ainsi que d'autres problemes relatifs a l'introduction trassitions silencieuses dans les automates
temporisés.

1.5.2 Mises a jour d’horloges

Une seconde extension concerne les mises a jour attachéésasitions. Dans le modele ori-
ginal, seules des opérations de remises a zéro sont agri3é nombreux autres types de mises a
jour ont été envisagés par la suite, principalement dan$=fB]. Nous présentons ici deux de ces
extensions que nous serons amenés a étudier par la sugegales résultats correspondants de
décidabilité et d'expressivité.
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Mises a jour intégrales. Cette extension consiste a autoriser lors des transitiea®pérations de
la formex := ¢, ol c dénote un entier naturel. Formellement, pour un ensemhlerldgesX, nous
considérons des applicatiopsc (N U {L})¥X. Etant donnée une valuation d’horlogesc T, la
nouvelle valuation d’horloges’ obtenue aprés la mise a jour d@ar i est définie ainsi :

oy @) sip(z) # L
ve € X v(@) = {v(az) sinon.

Dans la suite, nous dénoterons par,ATa classe des automates temporisés d'Alur et Dill étendus
avec les mises a jour intégrales.

Mises a jour non déterministes. |l est également possible d’autoriser les mises a jour tbges
non déterministes. Les opérations considérées sont cisteldé la former :€ I, ol I dénote un
intervalle de temps. Formellement, pour un ensemble ddged X', nous considérons des applications
p € (ZU{L})X. Etant donnée une valuation d’horloges T, la nouvelle valuation d’horlogeg
obtenue aprés la mise a jour dgar i doit vérifier :

e e x. {v:@c) € ) sip() # L
v'(z) =wv(x) sinon.

Intuitivement, si 'opération de mise a jour est:€ [0, 1], la nouvelle valeur de I'horloge: est

choisie de fagon non déterministe dans l'intervélligl . La classe des automates temporisés d’Alur

et Dill étendus avec les mises a jour non déterministes s#aemAT,,,,4. |l est facile de constater

que la classe AJ,,.q contient la classe précédente AT Nous présentons certains résultats issus

de [BDFPO04] précisant I'expressivité de ces différentess#s, ainsi que leur décidabilité.

Théoreme 1.24Expressivité, [BDFP04])Les pouvoirs expressifs des deux clagsEs,; etAT .4
vérifient les propriétés suivantes :

— les classed\T ,,,; et AT sont (fortement) bisimilaires,

— AT und Sow,, ATe

Théoreme 1.25Décidabilité, [BDFPO04]) Les classes d’automates temporigds,,; et AT ,,,,,q SONnt
décidables. Tester le probléme du vide pour ces classésS#ACE-complet.

L'extension AT,,;, « gratuite » du point de vue de la vérification, permet douns ple souplesse
dans la modélisation, sans ajouter a I'expressivité du teod#e plus, elle permet d'apporter de la
concision au modele, comme cela a été démontré récemment.

Théoreme 1.26(Concision, Théoreme 6 de [BCO7]La classeAT,,; est exponentiellement plus
concise que la class&T des automates temporisés d’Alur et Dill.

Nous nous intéressons a la classg,Atflans le chapitre 4 afin de proposer une nouvelle approche
pour I'analyse de ces modéles fondée sur une traductiorumerextension temporisée des réseaux de
Petri. Dans le chapitre 5, nous obtenons de nouveaux résdliéxpressivité pour la classe A}4 qui
complétent le deuxiéme point du théoréme 1.24. Ces résuitait obtenus a I'aide d’une traduction
de ces modéles dans une nouvelle classe de réseaux de mpurTitEs.
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1.5.3 Contraintes d’horloges diagonales

Une autre extension porte sur la nature des contraintesequient étre utilisées pour étiqueter les
transitions. L'extension, déja envisagée dans [AD90]stxia a autoriser I'ensemble le plus général
C(X) de contraintes portant sur 'ensemble d’horlogésRappelons que la seule différence concerne
la présence de contraintes diagonales de la formey ~ c. La classe des automates temporisés
d’Alur et Dill étendus avec les contraintes diagonales setae AT,,.

Nous synthétisons ici les résultats relatifs a cette eidanst les présentons dans deux catégories
différentes, I'expressivité d’'une part, et la décidabilifautre part.

Expressivité des contraintes diagonales. Les auteurs de [AD90] mentionnaient dans leurs travaux
gue le modéle des automates temporisés avec gardes diegjafet pas plus expressif que le modéle
standard. Une preuve compléte de ce résultat a été écrsdBBIGP98]. Nous donnons ici le schéma
de cette preuve, car il est utile pour la présentation denagaux.

Théoreme 1.27(Expressivité, Lemme 5 de [BDGP98]poit A € AT, un automate temporisé
avec gardes diagonales. Alors il existe un automate terapdtj sans gardes diagonales, tel que
L(A) = L(B).

Preuve. (Schéma)

La transformation est présentée pour une garde diagonéeddit ensuite étre appliquée a cha-
cune des gardes diagonales qui apparait dadin d’obtenir5. Nous considérons donc le retrait
d’'une garde diagonale — y < c de A, avecc > 0. L'idée de la construction consiste a utiliser deux
copiesA+ et A, de 'automate, d’ensembles d'états assodigset L |, chacune des deux copies
codant la valeur de vérité du booléen- y < c. Il est facile de constater que ce booléen est invariant
par écoulement du temps, et que la seule opération qui pelifiersa valeur est une remise a zéro
dex ouy. Ainsi, on constate qu’apres la remise a zéra:den a :

T—yY<c <= —y<cE<= y>-—-c =t
De facon similaire, aprés la remise a zérayden a :
r—y<c < x<c

Ceciinduit une construction naturelle, qui va passer daopge a I'autre de I'automate en fonction
du test indiqué dans les équivalences précédentes. CaiFuttion est représentée sur la figure 1.3.
La preuve de correction de cette construction repose supfaipté énoncée de fagon informelle
plus haut portant sur les configurations accessifles), prouvée par récurrence sur la longueur de
I'exécution de I'automate :
telt = vEz—y<c

tel;, — vExz—y>c
U

Une étude simple de la construction proposée montre, entrrespectivement 4 et L les états
de contrble de4 et B, que les deux automateset B vérifient :

|Lp| = 2" x |L4

oun est le nombre de gardes diagonales distincted.d&insi, cette construction induit une explosion
de la taille du modéle, et laisse penser que les gardes dikgoapportent de la concision au modéle.
Ceci a été prouveé réecemment, et est établi par le résultzrgui
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copie Ay veérifiantz —y < ¢

copie Ag Vérifiantz — y > ¢

FiGc. 1.3 — La construction permettant de retirer une contraligggonale.

Théoreme 1.28Concision, Theoreme 2 de [BCO7])a classeAT ,, des automates temporises éten-
dus avec les contraintes diagonales est exponentiellepiestconcise que la classe des automates
temporisés d'Alur et Dill.

Décidabilité des automates temporisés avec gardes diagdées Les résultats d’expressivité pré-
cédents impliquent en particulier que la classe des autmmamporisés étendus avec les gardes
diagonales est décidable. Cependant, il est égalemenbjgode modifier Iégérement la définition
des régions de sorte a définir un nouvel ensemble de régiompatibles avec les gardes diagonales
(i.e. que les propriétés énoncées en section 1.4 sur les régiohyérifiées). Considérons la rela-
tion d’équivalencex définie sur 'ensemble des valuations pas v si et seulement si chacune des
conditions suivantes est satisfaite :
— pour toute horloge: € X, ou bienv(x) et v'(z) sont strictement supérieuresid, ou bien
lo(@)] = [V'(2)],
— pour toutes horloges, 2’ € X, si la valeur absolu@(z) — v(z')| est inférieure ou égale &,
alors
= (v(z)) < (v(a")) ssi(v/(z)) < (v/(2")) et
— (v(z)) = 0ssi(v'(x)) = 0.
A nouveau, cette relation est bien une relation d’équiveest ses classes d’équivalences sont
appelées des régions. Nous notons cette Ryid’ensemble de ces régions. La seule différence par



46 Chapitre 1. Automates temporisés

rapport a 'ensembl® réside dans le deuxieme point des conditions précédenths-¢€ ne concer-
nait que les valuations pour lesquelles nous avions a lavfaiy < K etv(z’) < K. Dans cette
nouvelle définition, les contraintes portent sur touteségations vérifiantv(x) — v(2’)| < K. Gra-
phiguement, ceci apparait sur I'exemple 1.30 ci-dessouseparolongement des lignes diagonales
au-dela du carr@, K] x [0, K]. Ceci permet de tenir compte de la présence des gardes dlag@t
nous pouvons ainsi étendre les résultats précédents pogehbleR a I'ensembleR; vis-a-vis des
automates temporisés avec gardes diagonales. Nous obt@ingnle théoreme suivant :

Théoreme 1.29(Décidabilite, [AD90, AD94]) La classeAT ,,; des automates temporisés étendue
avec les gardes diagonales est décidable. Tester le prabtknvide pour cette classe é35PACE-
complet.

Exemple 1.30(Régions deR,; en dimensiorR).
Comme plus haut, nous considérons un ensemble
de deux horloges ety et fixons comme constante
maximale la valeu8. La partition en régions cor-
respondant a 'ensembi@; est alors représentée
sur la figure ci-contre.

=N Wk e

1234z -

Les contraintes diagonales permettent donc d’apportex dericision au modele, sans augmenter
la complexité du probléme du vide. De plus, elles peuveptudtles lors de la phase de modélisation.
Ainsi, les contraintes diagonales ont été utilisées daR¥ (2] pour des applications d’ordonnance-
ment. Or la transformation qui permet de s’affranchir deslgadiagonales est colteuse, et inévitable
du fait des résultats de concision. Il est donc pertinentid&sesser a cette classe afin d'obtenir des
algorithmes dédiés pour vérifier ce type de modeéles. Nowseptérons deux solutions, I'une issue des
réseaux de Petri temporels dans le chapitre 4, 'autre dgpék spécifiquement pour les automates
temporisés avec gardes diagonales dans le chapitre 6.

1.6 Réseaux d’automates temporisés

Plusieurs modéles peuvent étre envisagés pour la congrodiiutomates temporisés. Nous pré-
sentons les réseaux d’automates temporisés, définis comengpplication de la synchronisation de
systémes de transitions introduite précédemment. Ce madIfondé sur la synchronisation des
différents automates sur les étiquettes des actions ed synthronisation des échelles de temps.

Définition 1.31 (Réseau d’automates temporisén réseau d’automates temporisgst constitué

de la donnée d'une famille finie de automates temporisés4;),<;<, sur ¥ et d'une fonctionf

de synchronisatiom-aire définie surX. La sémantique d’'un tel réseau est la synchronisation des
systemes de transitions temporigég] de chacun des automates temporisés vis-a-vis de la fonction
de synchronisationf. Etant donné un réseau d’automates temporigés= ((A;)1<i<n, f), NOUS
noterons].A] le systeme de transitions correspondant.

Comme pour la synchronisation de systéemes de transitiongaiesés, la fonction de synchro-
nisation décrit donc les interactions discrétes entre lesgssus tandis que les transitions de délais
synchronisent tous les automates puisque tous doivenignvalla méme vitesse.

Exemple 1.32(Un réseau d’automates temporisés modélisant un passageaai.h Nous représen-
tons ici I'exemple classique du passage a niveau [AD94] isxé I'aide d’'un réseau d’automates
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temporisés. Cet exemple fait intervenir trois automatesptémier automate modélise le comporte-

ment d’un train vis-a-vis du passage a niveau, un secondlised&comportement de la barriére, et un

troisieme représente le comportement d’un contréleur goimnande les déplacements de la barriere
en fonction de Il'arrivée des trains. Ces automates sonéseptés sur la figure 1.4. Dans les com-
positions envisagées, le nombre de trains est variables Batrexemple, seules des synchronisations
binaires sont utilisées. La synchronisation que nous agéfisie plus haut est la plus générale et per-
met de coder toutes les compositions habituellementégicomme par exemple la synchronisation
binaire. Dans le cas d’une composition impliquant dewnganous noterons le réseau d’automates
de la fagons suivante :

A = (TRAIN; || TRAIN || BARRIERE || CONTROLEUR)

pour indiquer la composition paralléle des différents ma#tes. La fonction de synchronisation a
considérer est la suivante :

TRAIN7, TRAINy, BARRIERE, CONTROLEUR,
App L L App? —  App
Pard L L Pars? — Pars
f: L App L App? —  App
L Pard L Pars? — Pars
L L Haut? Haut! — Haut
L L Bag Bad — Bas

Remarquons enfin que dans cet exemple, chaque automateapsa lporloge (aucune horloge n’est
partagée.) De plus, les gardes égalétsed les mises a jour égaleglan’ont pas été représentées afin
d'alléger la figure. J

Horloges partagées. Dans la définition précédente, la composition des automataporisés est
réalisée uniquement a travers les actions réalisées.,Aiéisit de chaque automate est tout a fait
local. Il est également intéressant de chercher a enriehinadéle en autorisant un certain partage de
variables entre les automates temporisés. Nous consgliide cadre des horloges partagées. Ainsi,
certaines horloges peuvent appartenir a I'ensemble désgesrde différents automates temporisés.
En particulier, ceci impliqgue qu’'un automate temporisétpeattre a jour des variables utilisées par
d'autres automates. Afin de présenter ce cadre, nous ne E@pPas nous conformer au cadre de la
définition 1.5 de la synchronisation de systemes de transitiemporisés.

Définition 1.33 (Réseau d’automates temporisés a horloges partagdasgseau d’automates tem-
porisés a horloges partagéest constitué de la donnée d’un ensemble d’horloges paetatjg, d'une
famille finie den automates temporis%(;Ai)lgiSn sur XY dont les ensembles d’horloges respeckfs
vérifient Xy C X; et d'une fonctionf de synchronisatiom-aire définie sur:. La sémantique d’'un
tel réseauA est le systéme de transitions tempoffis§ = (Q, g9, —) défini par :
- Q = {((b1,v1),. -+, (bn,vn)) € h<icn(L; x TX) | Vo € Xo,V1 < i,j < n,vi(x) =
vj(@)};

— 4o = ((€1,0> 0),..., (En’()’ 0));
— — est définie, pour tous = ((4;, v;)1<i<n), ¢’ = (¢}, v])1<i<n) € Q. par:

— transitions discrétes pour touta € X, ¢ = ¢ si et seulement si il existe un élément

(ai)1<i<n € (B U{L})" tel que:

3Nous prenons la notation naturelle = (3, X;, L, Ti, InVi, £i 0, Li ¢, Li v ).
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TRAIN; BARRIERE
"z < 30 y < 10
Bag’,
Ouvert ith Baisse
20 < x; < 30,
e, {x:) y < 10,a y < 10,e
10 < z; < 20, Pard

Y
Monte Fermé
Haut?, {y}
x; < 20 y <10

(a) Automate pour les trains. (b) Automate pour la barriere.

CONTROLEUR

App?, {z}

z = 50, Haut! z < 10,Bad

(c) Automate pour le contrdleur.

FiG. 1.4 — Modélisation d'un passage a niveau.

— f((ai)i<i<n) = a,
— pour tout indicei tel quea; # L, (4, v;) — (£5,v}),
— pour tout indice tel quea; = L, ¢; = ¢; etv}(x) = v;(x) pour toute horloge: € X\ X.
— transitions de délai pour toutd € T, ¢ 4, ¢’ si et seulement si pour tout indi¢g(¢;, v;) 4,
(€5, v7)-
Décrivons les différences existant avec le cadre précéBealbord, nous nous restreignons a un

certain sous-ensemble des états du produit composé dedo&@tx dont les valuations s'accordent
sur I'ensembleX des horloges partagées :

((6171}1)7 ceey (gnavn)) € Q = Vr € X07V1 < Za] < TL,’Ui(fL') = v](x) (11)

De plus, lors d’'une transition discréte, nous n'imposonsoiaservation de I'état pour les automates
correspondant au symbole que sur leur partie « privée ie. leur état de contrble et leurs horloges
privées (X; \ Xo). Leur valuation sur les horloges d§, est parfaitement définie par les automates
qui ont franchi une transition discréete et par la propridtd). Notons tout de méme que ceci requiert
gu'au moins un automate a franchi une transition disciggegue cela interdit I'élément.”, ce qui
n'est pas restrictif. De plus, soulignons qu'il suffit qu'des automates remette a zéro une horloge
partagée pour que celle-ci soit remise a zéro. NaturellgntBautres modeles sont envisageables
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MINUTERIE x = 3,temporisation !
Repos <3

abandon ?

(a) Automate pour la minuterie.

temporisation ? Réarmer{x}

SYSTEME @ UTILISATEUR @

abandon! Armer!

(b) Automate pour le systeme. (c) Automate pour I'utilisateur.

FiG. 1.5 — Modélisation d'un systéme contrdlé par une minuterie

comme par exemple autoriser une horloge a n’étre partaggeaguleux processus, mais notre modele
est plus général.

Exemple 1.34(Réseau a horloges partagéedpus présentons une extension naturelle de I'exemple
présenté page 37 impliguant une horloge partagée. Ce réseeprésenté sur la figure 1.5. Lintui-
tion de cet exemple est qu’un utilisateur peut a tout monsanimer la minuterie ce qui se traduit par
la remise a zéro de I'horloge D’autre part, le systéme contrblé par cette minuterigagfie avec elle
a travers les actionemporisation ®&tabandon ! La composition considérée dans cet exemple est la
suivante :

A = (MINUTERIE || SYSTEME || UTILISATEUR)

Réseaux d’automates temporisés contre automates tempaogs Nous avons présenté deux défi-
nitions pour les réseaux d’automates temporisés, avecshsaloges partagées. Une question natu-
relle consiste a se demander si les modéles définissablesesv@ouveaux formalismes le sont aussi
dans le formalisme des automates temporisés. En d’autraegeil s’agit de comparer I'expressivité
des automates temporisés avec celle des réseaux d’ausoteatporisés. La réponse est positive :
ces modéles sont expressivement équivalents du point ddesuangages et méme du point de vue
de la bisimulation. En réalité, nous allons montrer quedeystémes de transitions temporisés sont
isomorphes. Ce résultat n’enléve cependant pas l'intéréa diescription d'un systéme comme un
réseau d’'automates plutdt que comme un automate, carfwéotemporisé équivalent est de taille
exponentielle. Une description sous-forme de réseau @st plos concise et plus facile a réaliser si
le systéme analysé est congu avec un point de vue modulaire.



50 Chapitre 1. Automates temporisés

Nous présentons la définition de I'automate temporisé atpriv a un réseau d’automates tempo-
risés avec horloges partagées, le cas des réseaux sargebgéotagées en découlant facilement.

Proposition 1.35. Etant donné un réseau d’automates temporisés avec horloggagéesA =
(X0, (Ai)i<i<n, f). Définissons l'automate temporis€ = (X, X, L, T, Inv, ¢y, L, L,) par :

- X =Ui<icn Xis

— L =1h<i<nLi;

- T CLx C(X) x 3 x 2% x L. Soitl = (Ei)lgign etl = (ﬁ;)lgign deux éléments dg,
g€CX),acXetR e 2X.t = ({,g,a, R, ') appartient aT si et seulement s'il existe
(t1,...,tn) € i<i<n(T; U{L}) tels qu’en notanf = {i | t; # L}, nous avons :
—-Yiel,t; = (&', Gi, Gy R, 6;),

— en posant; = L pourtouti £ I, f(ay,...,a,) = a,
— 9= Nergi, R = Uier R,
— pour touti & I, £, = ¢;.

— InV((4)1<i<n) = A<i<nlnV;(6),

— Ly = (Yip)i<i<n,

- Lf = ngignLi,f et

- Lr - ngiSnLi,r-

Alors les deux systemes de transitions tempoffigliset [ A'] sont isomorphes.

La preuve de cette proposition découle facilement des tiéfisi Il est important de remarquer
que l'automate temporisé ainsi défini est de taille expoalmtdans la taille de la description du
réseaux d’automates temporisés. La transformation n&stip tout intéressante en pratique et il est
donc trés important de développer des algorithmes dédéséseaux d'automates temporisés qui
puissent tirer profit de cette représentation distribuésydteme global.

Remarque 1.36.La proposition précédente nous permet d’étendre aux résBautomates tempo-
risés (avec horloges partagées) les définitions introglpibeir les automates temporisés. Par exemple,
nous noteronécc(.A) 'ensemble des configurations accessibles dans N

Roéle des invariants dans les réseaux d'automates temporisé Nous avons expliqué dans la sous-
section 1.4.2 comment les invariants pouvaient étre seties un automate temporisé tout en pré-
servant les propriétés d'accessibilité. Nous allons gugli a présent pourquoi une transformation
similaire ne peut pas étre appliquée aux réseaux d'autenetgorisés. Commengons par remarquer
que d’apres la proposition précédente, il est possibleadistormer le réseau d’automates temporisés
(avec ou sans horloges partagées) en un automate tempiogisguée d'appliquer la transformation
présentée dans la sous-section 1.4.2 a ce nouvel autonmig oNtenons ainsi un automate temporisé
sans invariants possédant le méme ensemble d’états déleatcessibles. Cependant, cette transfor-
mation n’est pas satisfaisante puisqu’elle nécessite digtimore I'automate « produit » équivalent ce
gue nous souhaitons éviter pour des raisons de complexatplus, cette transformation perd I'aspect
distribué, et il n’est plus possible ensuite de le retrouver

Considérons un réseau d'automates tempotéés ((Ai)i<i<n, f). Nous souhaiterions donc
pouvoir modifier chacun des automates temporisés localke(meiguement en retirant les invariant et
en modifiant les gardes) afin d’obtenir un nouveau réseauisansants équivalent du point de vue
de l'accessibilité des états de contrble et du point de vu@ des transitions discrétes. Nous donnons
sur la figure 1.6 un exemple simple illustrant qu’une telmsformation ne peut pas exister. En effet,
il est facile de vérifier que dans ce réseau, si la transitiogst franchie, alors la transitidnva avoir
lieu et la transitionz ne pourra pas intervenir. Si les invariants sont suppriih@sst pas possible
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FIG. 1.6 — Un réseau d’automates temporisés nécessitant fsaints.

de renforcer les gardes des transitions et de conservemggoctement. Ainsi, les occurrences des
transitions discretes ne sont donc pas conservées. De méimiede controle globally, ¢}, ¢}) n'est
pas accessible dans ce réseau mais le devient dans toutBcatimdi du réseau ne réduisant pas
I'ensemble des états de contrble accessibles. Ceci ptalidiit que I'invariant sous lequel se trouve
le systeme est une notion globale et gu’elle ne peut donctpasréduite localement sans dupliquer
certains états de contréle.

Pour conclure, s’affranchir des invariants dans un résé&aitamates temporisés tout en préser-
vant I'ensemble des états de contrble accessibles ne peétrpaéalisé localement. Ceci peut paraitre
surprenant puisque les invariants sont en général mis derae par des relations de bisimulation et
non par des équivalences de langage. S’affranchir desaméamécessite donc la construction (cod-
teuse) de l'automate produit. Puisque cela n’est pas a@sit pour I'application de techniques de
vérification tirant profit de I'aspect réparti d'un réseaawtomates temporiseés, il est nécessaire de
développer des techniques dédiées au modeéle avec lesaimgafous proposerons une solution a ce
probléme dans le chapitre 7.

1.7 Outils existants

Nous donnons ici un rapide apercu de quatre outils qui camhgiarmi les principaux outils
existants pour la vérification de systémes modélisés paad@snates temporisés, ou des réseaux
d’automates temporisés.

L'outil CMC (pour « Compositional Model Checking ») a été dippé au Laboratoire Spécifi-
cation et Vérification a 'ENS de Cachan par Francois Lannisglepuis 1998. Le modéle analysé
est celui des réseaux d’automates temporisés. Les peprétifiées sont d’'une nature assez riche
et sont exprimées dans une logique nommge Cette logique est une logiqgue modale temporisée
autorisant I'opérateur de plus grand point fixe mais pas delyplus petit point fixe. Les algorithmes
de vérification mis en jeux reposent sur des techniques csitipmelles. Plus d’'informations sur
I'outil CMC sont accessibles a la page internet suivante :

http://ww. | sv. ens-cachan. fr/~fl/cncweb. ht m

L'outil HYTECH (pour « HYbrid Technology Tool ») a été développé a 'uniitérsle Berkeley,
aux Etats-Unis, par Tom Henzinger, Pei-Hsin Ho et Howard §¥®oi depuis 1997. Il n’est pas dédié
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aux automates temporisés mais au modeéle plus général desadeas hybrides linéaires. Ceci rend
certains des problémes de vérification indécidables etdesithmes implémentés dans cet outil sont
en fait des semi-algorithmes. Cependant, son formalisemi@e plus général lui permet par exemple
d’'étudier des systémes avec des parametres, ce qui n’egogsible avec les autres outils. Les pro-
priétés vérifiées sont principalement des propriétés dssibilité et de slreté. Les principaux travaux
relatifs a cet outil peuvent étre obtenus depuis la pageniatale I'outil :

htt p: // enbedded. eecs. ber kel ey. edu/ r esear ch/ hyt ech/

L'outil KRONOS a été développé au laboratoire VERIMAG a Griele de 1997 a 2002. Les prin-
cipaux auteurs sont Sergio Yovine, Alfredo Olivero, Comr&xhws et Stavros Tripakis. Il permet la
vérification de propriétés temporisées de systemes tesgsomodélisés par des réseaux d’automates
temporisés. Les propriétés vérifiées sont celles exprimées la logiquel CTL obtenue comme une
extension temporisée de la logique temporelle classjlie Les algorithmes implémentés dans cet
outil sont I'analyse en avant, I'analyse en arriére et umrtigme pourTCTL. La page internet de
I'outil est :

http://ww veri mag. i mag. fr/ TEMPORI SE/ kr onos/

L'outil UPRAAL (pour Uppsala et Aalborg) a été développé conjointementigsauniversités
d'Uppsala, en Suéde, et d’'Aalborg, au Danemark depuis 1925personnes ayant contribué a son
développement sont trop nombreuses pour étre citées i, lesadeux principaux instigateurs de ce
projet sont Wang Yi (Uppsala) et Kim Larsen (Aalborg). Ayé&ait I'objet d’un effort de développe-
ment important, il inteégre la plupart des derniéres avastd€oriques existantes pour les automates
temporisés, ainsi que de nombreuses heuristiques qui tiennhé’améliorer sensiblement I'efficacité
de I'outil. Cela en fait un des outils les plus utilisés. Ledale d'entrée est une composition d'au-
tomates temporisés proche du modéle présenté ici. Dedblexmiantiéres bornées peuvent également
étre utilisées. Les propriétés qui peuvent étre vérifiéasesgrimables dans un fragment de la logique
TCTL qui n'autorise pas les emboitements d’opérateurs temgpdralgorithme d’analyse en avant
constitue le cceur de cet outil et la plupart des algorithmes des variantes de celui-ci. Enfin, plus
récemment, diverses extensions ont été développées afioptespr des outils pour d’autres objectifs
que la vérification. La page internet de I'outiPBA AL est :

http://ww. uppaal . cont



Chapitre 2

Extensions temporisees des reseaux de
Petri

Les réseaux de Petri [Pet62] constituent un modele fondaieour la modélisation de systémes
discrets. lls sont utilisés dans de nombreux domaines, yderdans les milieux industriels, et sont
adaptés a la modélisation de systemes distribués, ouiggjhas applications sont diverses et couvrent
les domaines des systémes de production, de transportetrarunication. De nombreuses exten-
sions du modeéle ont été proposées, et en particulier deastxbs adaptées a la modélisation de
systemes temporisés. Dans ce chapitre, nous présentaanasud premier temps en section 2.1 le
modéle des réseaux de Petri, accompagné des définitiorssa@es. Ensuite, nous introduirons deux
extensions temporisées de ce modéle, les réseaux de Rgidres (en section 2.2), et les réseaux de
Petri temporisés (en section 2.3). Ces deux extensionsteatrgarmi les plus couramment utilisées
et sont au centre de certains de nos travaux.

2.1 Reéseaux de Petri

Nous rappelons dans cette section quelques définitionsigqles liées aux réseaux de Petri qui
seront utiles ultérieurement. Nous introduisons enseitmbdéele des réseaux de Petri, et énoncons
certaines de ses propriétés fondamentales.

2.1.1 Préliminaires

Nous introduisons la notion de multi-ensemble et les difiées opérations qui leur sont associées.
Etant donné un ensembfie MEns (&) dénote I'ensemble des applicationde& dansN a support fini,
i.e.telles que 'ensembldom(z) = {t € £ | z(t) # 0} est fini. Ces applications seront appelées des
multi-ensembles d&'. De plus, si€ est fini, un élément d&IEns(€) sera appelé umarquage SUE.

Nous notons enfimaille(z) = ;. 4om(,) Z(t)- Dans le contexte des marquages, nous représenterons
parfois ces objets sous la forme suivante :

MEns(€) 5z = Z x(t) -t
tedom(z)

Si z(t) vaut 1, nous écrirons simplementau lieu del - . Nous présentons maintenant différentes
opérations agissant sur les multi-ensembles.

*Nous prenons donc la convention que tous les multi-ensenajole nous considérerons sont a support fini.

53
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Somme. Soitz,y € MEns(E), alorsz + y € MEns(€) est défini ainsi :

Vee &, (v +y)(e) =x(e) +yle).

Ordre et différence. D’autre part, nous définissons la relatignpary < x si et seulement Sie €
E,y(e) < xz(e). Siy < z, alorsx — y € MEns(E) est défini par Ve € £, (v — y)(e) = z(e) — y(e).

Ecoulement du temps. Pourd € T etz € MEns(T), = + d € MEns(T) est défini par

0 siT<d,
z(r—d) siT>d.

VreT,(z+d)(r)= {

Produit par un ensemble fini. Si un ensembleX est fini, alors il est facile de vérifier que les
ensemblesEns(£)X etMEns(X x £) sont en bijection. Par la suite, nous utiliserons indifféngent
I'une ou l'autre des deux notations pour faciliter la contyandsion.

Projection. Nous définissons une opération de projection. 8@t MEns(&; x ... x &), et choi-

sissons un ensemble d'indicéds= {iy,...,i;} inclus dans{1,...,n}. Alors le multi-ensemble
Tir,.in (@) € MENs(&;, x ... x &, ) est défini par :
pour tout(e;, ,...,e;, ) € & X ... x &,

Tipoin (T) (€11 s ooy €5,) = Z z(er,...,en),

€15 € €611 XX &gy,

ou (j1,...,jn—k) €st'unique uplet dee — k indices ordonnés par ordre croissant tel que I'ensemble
{jh ce ajn—k’} verifie {jh s 7jn—k} NI=9.

2.1.2 Définition
Nous pouvons maintenant donner la définition d'un réseawetie P

Définition 2.1 (Réseau de PetrilUn réseau de Pet surX. estun upletP, T, ., °*(.), (.)*, Mo, A)
ou :

— P estun ensemble fini gdaces

— T est un ensemble fini deansitionsavecP N T = {),

— *(.) € MEns(P)T estlapplication d’incidence arriére

— (.)* € MEns(P)T estl'application d'incidence avant

— My € MEns(P) est un marquage d&, appelé le marquagmitial et

— A : T — 3. est lafonction d'étiquetage

Le comportement d’'un réseau de Petri est tres intuitif. Undiguration d’'un réseau de Petri est
définie par une répartition de jetons dans les différentasesl Plus formellement, ceci correspond
a un élément d&Ens(P), i.e. & unmarquage surP. Initialement, des jetons sont déposés dans les
places suivant la répartition indiquée gdyp. Ensuite, pour qu'une transitigrpuisse étre tirée, il faut
et il suffit que suffisamment de jetons soient présents, comdigué part. Le tir det provoque alors
la consommatiordes jetons indiqués pat, puis laproductionde nouveaux jetons, comme indiqué
part®.

Afin de définir les comportements (finis ou infinis) du réseaiusqnt acceptants, nous équipons
le réseau de Petri de conditions d’acceptation.
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Définition 2.2 (Conditions d’acceptation, relation de satisfactioBjant donné un réseau de Petvi
dont 'ensemble des places €3t unecondition d’acceptation pouk’, notéeAcc, est un ensemble
fini Acc = {accy,...,acc,} de formules engendrées par la grammaire suivante :

acc = » p~mn|acc; Aacc, |t
pel

oun e N, T C P,~e {<,>}.
Nous définissons leelation de satisfactiopour les conditions d’acceptation. Celle-ci est définie
sur les configurationd/ € MEns(P) du réseau\ de fagon inductive par :

M satisfaity ., p~n <= > . M(p)~n
M satisfaitaccy A accy <= M satisfaitacc; et M satisfaitaccy
M satisfaittt — tt

La sémantique d’'un réseau de Petri est alors définie par ténsgsle transitions.

Définition 2.3 (Sémantique d’un réseau de Pettip sémantique d’'un réseau de Petfidéfini comme
plus haut est donnée par un systeme de transifiong = (Q, qo, —) défini ainsi :
— @ = MEns(P) est 'ensemble des marquages $ur
— go = M est I'état initial,
— — est définie patMl % M’, pour M, M’ € Q, eta € X, si, et seulement si, il existe un
élément € T tel que :
- A(t) = q,
—*t< Met
- M = (M —"°t)+1t°
Pour définir les conditions d’acceptation déV/], nous considérons une condition d’acceptation
Acc = {accy, ... ,acc,} de . Nous définissons alors I'ensemble des configurations S\,
notéQ), par :

Qr ={M € MEns(P) | 31 < i < ptel que)M satisfaitacc; }
et la condition de Biichi généralisée associ€g\d, notée{Q., ..., Q"}, par :
Q. = {M € MEns(P) | M satisfaitacc;}

Enfin, les définitions de comportements et de langage acdefj§] sont étendues &'

Quelgues sous-classes des réseaux de PetriUn réseau de Pet\ sera dit
— k-bornési, pour tout marquag@/ accessible dang\/] et pour toute placg du réseau, il y a
au plusk jetons dang, i.e. M (p) < k,
— bornés'’il existe unk € N pour lequelN estk-borné, et
— saufsi N estl-borné.

Afin d'illustrer ces définitions, nous donnons deux exempieséseaux de Petri.

Exemple 2.4(Réseau de Petri reconnaissant un langage non régulays présentons un premier
exemple de réseau de Peftfi sur la figure 2.1. Celui-ci présente la propriété intéresdn recon-
naitre un langage non régulier. Ceci représente une différenportante avec les automates tempori-
sés qui sera utilisée ultérieurement dans de ce documeaffdinle langage accepté par ce réseau de
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D1 € D3

(Ot
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FiG. 2.1 — Réseau de Petri reconnaissant un langage non régulier

Petri pour la condition d’acceptatiofit} est le langage = {a"b™ | 0 < m < n} qui n'est pas un
langage régulier.
La description formelle d&; = (P, T,%.,°(.), (.)®, My, A) est la suivante :
- P = {p1,p2,p3}
- T = {tl,tg,tg},
- X ={a,b},
— *(.) et(.)* sont définies par :
- *ti="ta={m}
- t1* = {p1,p2},
— ta® =13° = {p3},
= *t3 = {p2,p3}.
— My = py et
— A est définie par :
- A(tl) = a,
- A(tQ) =cet
— A(t3) =b.

_J

Exemple 2.5(Réseau de Petri modélisant I'exclusion mutuelleh second exemple de réseau de
Petri est représenté sur la figure 2.2. Cet exemple assungropeété d’exclusion mutuelle entre les
deux processu®; etP, qui peuvent accéder a une section critique (8&)t Par exemple, ceci peut
correspondre a I'écriture d’'une variable partagée.
Plus formellement, le réseau de Petfi= (P, T,X.,°(.),(.)®, My, A) représenté ici vérifie :
— P = {SCy, SCq, Inactify, Inactify, Verrou},
— T = {t1,to,t3,14},
— X = {Entrée, Sortie },
— *(.) et(.)* sont définies par :
— *t1 =t2* = {SC},
— *ty = t1* = {Inactif{, Verrou},
— *ts3 = t4* = {Verrou, Inactifa },
- .t4 = tg' = {SCQ}.
— My = Inactif; 4 Inactify + Verrou et
— A est définie par :
— A(t1) = A(t4) = Sortie,
— A(t2) = A(t3) = Entrée.
Dans cet exemple, il est facile de vérifier que le réseau @st Ba plus, le jeton de la place
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P1 Inactify Pa Inactify

Sortie Entrée Verrou Entrée Sortie
(o)

FiGc. 2.2 — Réseau de Petri modélisant I'exclusion mutuelle.

Verrou permet I'acces a la section critique. Il est alorssfide de démontrer une propriété d'exclusion
mutuelle vérifiée par ce réseau : les proceg3dust P, ne peuvent pas marquer simultanément la place
SC. Plus formellement, pour tout marquage accessiblenous avons :

M(SCy) 4+ M(SCy) < 1.

2.1.3 Résultats classiques

Nous rappelons a présent quelques résultats standardsssudrskaux de Petri afin d'illustrer la
complexité des probléemes de vérification pour ce modeéle.

Dans le contexte de la vérification, il est naturel de s'iedéer a la décidabilité de certaines pro-
priétés. Un panorama de ce sujet a été proposé dans [EN94§.mentionnons ici certains des résul-
tats fondamentaux pour ce modéle. Notons que les bornesna@exaté associées sont trés élevées,
ce qui implique que les problémes similaires pour des ekiragemporisées le seront également.

— Laccessibilité d’'un marquage est décidable. Ce problearsiste a déterminer, étant donné
un marquageM, s'il existe une exécution du réseau de Petri partant du uage initial et
atteignant le marquage cibld. Ce résultat a été démontré dans [Kos82, May84]. Ce probléme
estEXPSPACE-difficile [CLM76], mais les algorithmes proposés nécesyitun espace non-
primitif récursif.

— La couverture d’'un marquage est décidable. Ce problémsistera déterminer, étant donné
un marquageM, s'il existe une exécution du réseau de Petri partant du uage initial et
atteignant un marquag®/’ plus grand que le marquage cihlé, i.e. vérifiant M’ > M. La
décision de ce probléme a été démontrée par Karp et Millerd8M_eur algorithme met en jeu
la construction d’'un arbre dit arbre de couverture du résieaBetri et nécessite un espace non
primitif récursif. Cet algorithme a ensuite été amélioré Rackoff [Rac78], démontrant ainsi
que ce probleme eBEIXPSPACE-complet, la borne inférieure ayant été obtenue dans [CIJM76

— Labornitude d’'un réseau de Petri est décidable. Ce prabtamsiste a déterminer si le réseau
est borné. La preuve de la décidabilité de ce probléme refgalement sur la construction de
I'arbre de couverture. Ce probléme est égalenEXPSPACE-complet.

Soulignons que dans le cadre des réseaux de Petri bornégsstisa complexités des problemes

sont réduites. Par exemple, I'accessibilité et la vivasitdt des probleme8SPACE-complets pour
les réseaux de Petri saufs.
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2.2 Réseaux de Petri temporels

La premiére extension, appelée réseaux de Petri temparieksasiuite dans [Mer74], consiste a
ajouter une notion guantitative de temps dans le modélesdmais des périodes d’activation des tran-
sitions. Il existe en fait plusieurs sémantiques pour aettension qui dépendent de la définition prise
pour cette période d'activation. Soulignons enfin que nausicérons la sémantique simple serveur,
et non la sémantique multi-serveur (voir [BD0O1] pour unedssion sur ces deux sémantiques).

2.2.1 Définition

Définition 2.6 (Réseaux de Petri temporeld)yn réseau de Petri tempordl” sur . est un uplet
(P, T,%:,°(.), (), Mp,A,I)ou:

- (P, T,%.,°(.), (.)* My, A) estun réseau de Petri,

— I: T — T associe & chaque transition umervalle de tir’

Sémantique. Une configurationd’un réseau de Petri temporel est une pélé ), ou M est un
marquagesur P pour le réseau de Petri sous-jacemt,un élément d&Ens(P), avecM (p) le nombre
de jetons présents dans la placeUne transitiont estactivéedans le marquagé/ si M > °t.
Nous dénotons pakctif(1/) I'ensemble des transitions actives davis La seconde composante de
la paire(M, v) est une valuation sukctif(A/) qui associe & chaque transition active o i.e. la
guantité de temps qui s’est écoulée depuis que cette fmamsist active. Une transition activeest
alorsfranchissablgoutirable) siv(t) appartient & I'intervalld (¢). Le résultat de ce tir est la nouvelle
configuration(M’,v’). Le nouveau marquagdel’ est le marquage habitueM’ = M —*¢+t®. D’autre
part, 'age de certaines transitions a été remis a zéro atdioons gque les transitions correspondantes
ont étéréactivéesC’est a ce niveau que différentes sémantiques existdah kechoix de définition
de cette opération. Dans le reste de ces travaux, nous s3mwisi la sémantique standard [BD91,
ALOO]. Le lecteur intéressé par les autres sémantiquesipesgpeut trouver dans [BCHD5a] une
comparaison approfondie des sémantiques alternativegrddicat spécifiant quand est réactivée
par le tir det a partir du marquagé/ est défini ainsi :

TACctif(t', M, t) =t € Actif(M —*t +t°) A ((t' & Actif(M —*t)) Vi =1')

Intuitivement, ceci signifie que le tir d’une transition stgas considéré comme une étape ato-
migue, mais qu’au contraire le systéme passe par un étatiétiaire. De plus, la transition tirée est
toujours remise a zéro.

L'ensembleADM(N') desconfigurations (admissiblesle N est constitué des pairés/, v) telles
quev(t) € I(t)! pour chaque transitioh € Actif(M). Ainsi, le temps ne peut progresser dans une
configuration admissible que s’il ne dépasse aucun dewvatiies de tir des transitions actives. Cette
condition forte d’'urgence des réseaux de Petri temporélsnescaractéristique essentielle de ce mo-
déle. Elle implique en particulier une contrainte plusdagtie I'urgence introduite par les invariants
dans les automates temporisés : une transition ne peutneadédactivée par écoulement du temps.
Nous y reviendrons lors de la présentation des réseaux dadPeporisés.

Définition 2.7 (Sémantique d’'un réseau de Petri temporkh sémantique d’'un réseau de Petri tem-
porel N = (P, T,%.,*(.), (.)*, My, A, I) est le systéme de transitions tempofisé] = (Q, g0, —)
défini par :

2Rappelons qué, défini page 31, représente 'ensemble des intervalles @ebarationnelles. Le modele introduit
initialement par Merlin impose en fait que ces intervalleiest fermés.
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— Q = ADM(N),
- qo = (M(),O) et
— — donnée par :
— transitions de délai (M,v) = (M, v + 7) ssiVt € Actif(M), v(t) + 7 € I(t)",

— transitions discretes (M, v) A, (M —*t+t*,0) ssit € Actif(M) est telle ques(t) €

0 si TActif(t’, M, t)

v(t) sinon.

Considérons enfin une condition d’acceptatidnc = {accy,...,acc,} de N. Nous définissons
alors I'ensemble des configurations finales[dé], notéQ) s, par :

I(t), etvt' € Actif(M —*t +t*), V' (t') = {

Qf={(M,v) e Q|31 <i<ptel queM satisfaitacc, }
et la condition de Buichi généralisée associg\g], notée{Q!, ..., Qr}, par:
Q. = {(M,v) € Q | M satisfaitacc;}

Les définitions données pour les systemes de transitiorsotésas permettent donc d'utiliser les
notions d’exécution temporisée, d'exécution temporisgsetante, de mot temporisé accepté, et de
langage temporisé accepté par un réseau de Petri temygombté £L(N), identifié avec le langage
temporisé accepté par son systeme de transitions temgarisé

De plus, les notions de réseaux bornédornés et saufs s'étendent immédiatement aux réseaux
de Petri temporels.

P Inactif; Inactify Po

Sortie Entrée Verrou Entrée Sortie
[1,5] [Z 2 ] (o) [1,5]

FiG. 2.3 — Exemple de réseau de Petri temporel modélisant lisia mutuelle.

Exemple 2.8(Réseau de Petri temporel modélisant I'exclusion mutpellexemple considéré ici est
représenté sur la figure 2.3 et consiste en une simple eatedsil’exemple 2.5 dans laquelle nous
avons ajouté des contraintes temporelles. Ainsi, une #oégcttion critique atteinte, un processus doit
y rester au moins une unité de temps et doit la quitter au ptésa unités de temps

Plus formellement, le réseau de Petri tempdrfek (P, T,%.,°(.),(.)*, My, A, I) estdonc donné
par la méme définition que plus haut, avec en plus :

I(t1) = I(ts) = [1,5] etI(t2) = I(t3) = [0, +oo]

Notons que les intervallel), +oco[ ne sont pas représentés sur la figure 2.3. Nous utiliserdtes ce
convention sur toutes les figures par la suite.

Afin d’'introduire une priorité entre les processus pourif#gier celui qui n'a pas atteint la section
critique au tour précédent, il est possible d'ajouter umeperisation dans le retour du jeton dans la
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placelnactif. Ainsi, une place intermédiailater permet d'imposer qu’au moins une unité de temps se
soit écoulée avant que le processus puisse a nouveau egteadection critique. Cette situation est

représentée sur la figure 2.4. Avec cette nouvelle modélisajuand un processus quitte sa section
critique, I'autre processus est seul a pouvoir y accédedlgg@rau moins une unité de temps.

1,2

P; Intery [1,2] Inactif; Inactify [ ]Interl Po

O—t9—(®

Sortie Sortie
[1,5]

FiG. 2.4 — Exemple de réseau de Petri temporel modélisant lisiat mutuelle avec priorité.

2.2.2 Travaux existants

Nous mentionnons a présent les résultats principaux cqmoursce modéle. Les probléemes d’ac-
cessibilité, de couverture et de bornitude évoqués plusgur les réseaux de Petri s'étendent na-
turellement aux réseaux de Petri temporels. Cependariypan de ces propriétés sont indécidables
pour le modéle général, a commencer par la plus fondametitadeessibilité d’'un marquage dis-
cret. Ce probleme consiste a décider s'il est possibledifaitte une configuration dont seule la partie
discréte est spécifiéee. seulement son marquage et non la valuation de ses tragsaabives.

Théoreme 2.Y[JLL77]). L'accessibilité est indécidable dans les réseaux de Ratniporels.

Preuve. (Schéma) Nous présentons les idées mises en jeu dans caite mrar elles permettent
d'illustrer le fonctionnement du modéle. La preuve comsest une réduction du probléme de l'arrét
d’'une machine de Minsky a deux compteurs [Min67]. Nous alldanc construire un réseau de Petri
temporel permettant de simuler le comportement d’une machideux compteurs. Etant donnée une
telle machine, ayant pour états . . . ¢,, €t pour compteurs; etcs, nous allons construire un réseau
de Petri temporel ayant pour places ... ¢, c1,co €t dont les transitions sont représentées sur la
figure 2.5 afin de coder les instructions de la machine de Mir$k unigue jeton se trouve dans lI'une
des placegy, . .. ¢, et représente I'état courant de la machine, tandis que Idrede jetons présents
dans la place; (pouri = 1, 2) code la valeur du compteudy. L'opération consistant a incrémenter un
compteur est trés facile a réaliser, puisqu’il suffit de piicel un jeton dans la place correspondante.
En revanche, I'opération de décrémentation, représeniék sous-figure 2.5(b), est plus délicate.
En effet, 'opération de test a zéro est impossible avec sea¢ de Petri standard. L'ingrédient qui
nous permet de coder cette opération avec les réseaux déeRgtorels est I'urgence du modeéle sur
laquelle nous avons insisté précédemment. Ainsi, le rédei@d’abord tester s'il peut décrémenter le
compteur (transitiot__), i.e. s’il existe un jeton dans la place correspondante et seuleansuite,

il peut franchir la transitiort—_, correspondant au cas du compteur nul. La priorité imposte eas
deux transitions est obtenue grace aux intervalles rafpétto] et [1, 1]. Ceci conclut la preuve du
théoreme. O
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c1 C1 — qk
t__,[0,0]
(@) Instructiong; =5 ¢; (b) Instructiong; =0ty Tk,

FiG. 2.5 — Codage des instructions d’'une machine de Minsky dd’diun réseau de Petri temporel.

Une adaptation simple de cette construction permet égaledeeréduire I'arrét des machines
de Minsky a deux compteurs au probléeme de bornitude desuésieaPetri temporels, démontrant
ainsi que ce dernier probleme est indécidable. De mémenktremtion précédente donne une preuve
directe de l'indécidabilité du probléme de couverture pmrimodeéle (la couverture d’'une place cor-
respondant a un état de contréle de la machine de Minsky elstadente a son accessibilité). Pour les
réseaux non bornés, les principaux probléemes sont dondrtdésidables.

En revanche, dans le cadre des réseaux de Petri temporeésbta plupart des problémes clas-
sigues deviennent décidables, comme cela est énoncé daégsiéme suivant :

Théoréme 2.10.Etant donné un réseau de Petri temporel borné, les probléuisints sont déci-
dables :
— l'accessibilité et la couverture d’un marquage discreiMB83],
— la vérification de propriétés exprimées en logique temmli@éaire (LTL) [BD91],
— la vérification de propriétés exprimées en logique tenlfoerborescente ¢TL) ou dans un
fragment de la logiqué& CTL [BV03, TSLT97].

Ces résultats positifs de décidabilité ont été prouvédsade'd’une technique fondée sur la construc-
tion d’'un graphe de simulation du réseau, appe#he des classeke graphe des classes, de laméme
facon que I'automate des régions introduit en sous-sedtidr8 pour les automates temporisés, est
une abstraction finie du réseau de Petri temporel. Il est&f@ud une autre sémantique des réseaux
de Petri temporel. Cette nouvelle sémantique est équieatenelle que nous avons présentée car les
systémes de transitions temporisés correspondants sambiighes. Celle-ci, au lieu de stocker dans
la configuration le délai depuis lequel la transition esivéet la configuration enregistre une prédic-
tion sur le futur, qui correspond a la quantité de temps mésta’écouler avant le tir de la transition.
Cette valeur est choisie de fagon non déterministe dansmialle de franchissement lorsqu’une tran-
sition devient active. Le graphe des classes est alors wlmimme une représentation symbolique
de cette sémantique. Plus précisément, dans ce grapheecbkammet est une paire constituée d’'un
marguage discrel/ et d’'une contrainte d’horlogeg portant sur les horloges;, out correspond a
une transition activée, et sur une horloge supplémentgigont la valeur est toujours La valeur de
I'horloge z; représente le délai avant le prochain tirtde

Pour plus de détails sur cette construction, le lecteurgetdférer a [BM83]. Plusieurs extensions
de cette construction ont été développées afin de vérifigrdesiétés exprimées dans la logique tem-
porelle linéaire ou la logique arborescente. De plus, agmiques ont donné lieu au développement
d’'un outil, nommé TINA [BRV04], dédié a I'analyse des réseale Petri, ainsi qu'a I'analyse des
réseaux de Petri temporels.
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Un autre outil, nommé ROMEO [GLMRO05], a été développé poandlyse des réseaux de Pe-
tri temporels. Celui-ci implémente deux approches. La e présentée dans [LRO3], consiste
a traduire le réseau de Petri temporel en un automate tes@poui lui est bisimilaire puis a utili-
ser les outils existants pour le modéle des automates té&s@pota seconde technique construit un
graphe des zones du réseau de Petri temporel obtenu eraattdels zones au graphe des marquages
accessibles [GRR03]. Nous présenterons dans le chapitne #aduction des réseaux d'automates
temporisés vers les réseaux de Petri temporels.

2.3 Reéseaux de Petri temporisés

La seconde extension temporisée des réseaux de Petri qagrémentons, appelée réseaux de
Petri temporisés, a été introduite dans [BLT90]. Le tempsetse fois introduit par le biais des ages
des jetons.

2.3.1 Définition

Définition 2.11 (Réseau de Petri temporiséd)n réseau de Petri temporigé sur X, est un uplet
(P, T,%:,°(.),(.)*, My, A) ou :

— P estun ensemble fini gdaces

— T est un ensemble fini densitionsavecP N'T = 0,

— *(.) € MEns(P x I)T estl'application d’incidence arriére

— (.)* € MEns(P x T)T estl'application d’incidence avant

— My € MEns(P) est lemarquage initigl

— A : P — X, est lafonction d'étiquetage

Dans ce modéle, le temps est introduit au niveau des jetareschhfiguration d’'un réseau de Petri
temporisé sera donc la donnée d’un marquage discret, comdnédemment, ainsi que d'une valeur
temporelle pour chacun des jetons. L'objet mathématiqueespondant est donc une application de
I'ensemble des places vers les multi-ensembles d’éléntaits i.e. un élément dévEns(T)”, ou
de facon équivalente deEns(P x T). Nous représenterons un jeton situé dans la pleeted’agex
avec la notatior{p, z). Une configuration est donc représentée par une somme fitelek paires.
En particulier, un jetorn(p, x) appartient & une configuratian si et seulement sfp,z) < v. La
configuration initialevy € MEns(P x T) est définie pavy = > p Mo(p) - (p,0) (Il'y @ Mo(p)
jetons d’age dans la place).

Avant de présenter la sémantique des réseaux de Petri isdmarous introduisons une relation
de satisfaction. Etant donné une configuration d’un telages. un élément € MEns(P x T), et
I'étiquette d’'un arc d'un tel réseaue. un élémentf € MEns(P x Z), nous disons que satisfaitf,
notév |= f, si et seulement si il existe € MEns(P x T x Z) vérifiant les propriétés suivantes :

7'('172(1')
7'('173(1')
V(p,T,1I)

= ]j7
=/
€ dom(z), 7 € 1.

Pour gu’une transition soit franchissable(ou tirable), il faut trouver des jetons dans les places
en entrée de la transition, comme pour un réseau de Petrfaat Egalement s’assurer pour chaque

jeton sélectionné que son age appartient a l'intervalleespondant indiqué pat. Lors du tir de
cette transition, les jetons précédents sont consommémetrdtirés de la configuration courante. De
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nouveaux jetons sont produits dans les places indiquée$.fjadige affecté a ces jetons est choisi de
facon non déterministe dans les intervalles correspoadiottnés pat®.

Nous donnons a présent la sémantique d’'un réseau de Peporistnen termes de systeme de
transitions temporisé.

Définition 2.12 (Sémantique d’un réseau de Petri temporiSit N = (P, T, 3., °*(.), (.)®, Mo, A)
un réseau de Petri temporisé. Sa sémantique est définie ppstieme de transitions temporg€] =
(Q, q0,—) avec:
— @ = MEns(P x T),
— qo = V0,
— — définie pourv € MEns(P x T) par :
— transitions de délai jpourd € T, v LRy d, ou la somme est prise sur la composante de
T,i.e.(v+d)(p) = v(p) + d pour toute place € P.
— transitions discrétes poura € ., v = 1/ si et seulement s'il existe un élément T et
des éléments, v* € MEns(P x Rx¢) tels que :

Alt) =a
.]/ ): .t
v =t
‘v<v
V=v—-v+r°
Enfin, étant donnée une condition d’acceptatidec = {acc;,...,acc,}, nous définissons les

configurations finaleg) ; de[N] ainsi :

Qr ={v € MEns(P x T) | 31 < i < ptel quer (v) satisfaitacc; }

Pour les exécutions infinies, nous interprétohsc comme une condition d’acceptation de Blchi
généralisée. La condition de Biichi généralisg®!, ..., Q7} du systéme de transitions temporisé
[N] est alors définie par

Q' = {v € MEns(P x T) | m1(v) satisfaitacc;}
pour tout indicei compris entrel et p.

Une fois ces définitions établies, nous pouvons utilisentg®ns d'exécution temporisée, d'exé-
cution temporisée acceptante, de mot temporisé acceptdaighge temporisé accepté par un réseau
de Petri temporisd/ en l'identifiant avec son systéme de transitions tempdnég

Il est important de remarquer que dans ce modeéle, le tempsigeouler de facon arbitraire. En
particulier, il n'y a pas d’urgence et une transition tieplkeut ne jamais étre franchie. Ceci implique
que des jetons peuvent atteindre un age qui leur interdited@dnsommé par la suite, ce sont des
jetons morts

Sous-classes des réseaux de Petri temporisé€n plus des restrictions sémantiques présentées pour
les réseaux de Petii{borné, borné et sauf), nous distinguons des restrictignigsiques du modele
présenté précédemment que nous serons amenés a considéaesyite. Nous considérons un réseau
de Petri temporisd/, et dirons que\V est :

— intégral si tous les intervalles apparaissant dans sa définitiondemnéléments d&y,
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— aremises a zérsi I'unique intervalle autorisé dans la définition de la fiooe (.)® est I'inter-
valle [0,0],i.e.I # [0,0] = Vp € P, I & t*(p).

Exemple 2.13(Réseau de Petri temporisé modélisant I'exclusion muglelfexemple donné ici et
représenté sur la figure 2.6 est a nouveau une variation @éespées précédents. Nous modélisons
cette fois I'exclusion mutuelle de deux processus a l'aidm déseau de Petri temporisé. Nous si-
gnalons quelques conventions dans la représentation debs. Etant données une placet une
transitiont,

— en consommation, l'intervalle par défaut @st+-oo, et ne sera alors pas indiqué,

— en production, l'intervalle par défaut €8t 0], et ne sera alors pas indiqué.

Ainsi, sur I'exemple représenté sur la figure 2.6, nous Heétai 'exemple de la transitions
étiquetée paEntrée dans le processus; :

— *ta(Verrou) = *to(Inactif;) = [0, 400

— 12°(SC1) = [0, 0]
puis le cas de la transition :

- .tl(Scl) = [175]

— t1*(Inactif;) = ¢,°*(Verrou) = [0, 0]

Le systéme représenté est similaire a celui des exemple&dagéts, mais les comportements au-
torisés ne sont en fait pas les mémes, du fait de I'absencgatice dans la sémantique des réseaux
de Petri temporisés. En effet, des blocages peuvent seipraglupar exemple un jeton n'est pas
consommeé dans une des plasgs et SC,. Afin de pallier ce défaut, nous pouvons ajouter la condi-
tion d’acceptation suivanteSC; + SC, < 0. Les comportements acceptés par le réseau de Petri
temporisés possédent alors la vivacité présente dansskesuéde Petri temporels grace a l'urgence.
Cependant, ceci ne concerne que les comportements aceepiEs I'ensemble des comportements
du systéme.

P1 Inactify Inactify Po

Sortie Verrou Entrée Sortie
[ ]

FiG. 2.6 — Exemple de réseau de Petri temporisé modélisantd&ra mutuelle.

2.3.2 Travaux existants

Comme mentionné précédemment, la propriété d’'urgenceionege présente dans les réseaux de
Petri temporels n'existe pas dans le modeéle des réseauxtiiéehRgorisés. Ceci a des conséquences
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importantes sur les résultats de décidabilité. En effets s&tte condition d’'urgence, une transition
franchissable depuis un marquage (temporisé€) donné festment depuis n'importe quel marquage
plus grandj.e. contenant davantage de jetons. Ceci implique une analysdagile du modéle. Ainsi,
plusieurs problémes ont été prouvés décidables pour datigec

Théoreme 2.14([dFERA00, AMMOQT7]). Les problémes suivants sont décidables pour le modéle des
réseaux de Petri temporisés :
— le probleme de couverture,
— la Zenonessg,e. 'existence d’une exécution infinie de durée finie,
— la vivacité des jetons.e. étant donné un marquage et un jeton de ce marquage, détersiine
existe une exécution qui consommera ce jeton,
— la bornitude, en prenant en compte les jetons morts.

En revanche, cette remarque n’est pas suffisante pour oldestécidabilité de I'accessibilité et
ce probléme demeure indécidable.

Théoreme 2.15([VFEC99]). Le probléme de I'accessibilité est indécidable pour le nwdies ré-
seaux de Petri temporisés.

Preuve. (Schéma) La preuve procede a nouveau par réduction du prelde I'arrét des machines
de Minsky a deux compteurs. Cependant, sans la conditiogehae, il n’est plus possible d'imposer
directement lors de I'exécution une priorité entre deurdittons. Afin de pallier cette difficulté, une
condition d’acceptation plus stricte requiert que cedsiplaces soient vides a l'issue de I'exécution.
Cette condition a posteriori impose certains franchissgsnau cours de I'exécution.

Plus précisément, une premiére étape consiste a remangjilerst) possible d’'imposer la condi-
tion supplémentaire suivante a la machine a deux comptaurdée : une fois I'état cible atteint, la
machine posséde des instructions lui permettant de rame#éro ses compteurs. Ainsi, nous cher-
chons alors a décider s'il existe une exécution de la maditieggnant un certain état cible dans une
configuration dans laquelle ses deux compteurs sont nulsiloGeeau probleme est encore indéci-
dable. Le codage de la machine utilisé pour cette réductbaimilaire a celui utilisé dans la preuve
du Théoréme 2.9. Les instructions d’incrémentation et dedtéentation sont alors modélisées par les
réseaux représentés sur la figure 2.7 (rappelons que ledegpesduction sont étiquetés par défaut par
I'intervalle [0, 0]). L'incrémentation est naturelle, il suffit de remarquetequplus, la transitiort ; ;-
doit étre franchie immédiatement. Pour la décrémentatiolée initiale est la méme : la transition
correspondant au cas du compteur riup} ne peut étre franchie qu'aprés (au sens temporel) celle
(t—_) correspondant au cas du compteur strictement positér(iatle [1, 1] contre[0, 0]). De plus,
nous modifions la condition d’acceptation en ajoutant lareimte c; + co < 0. Comme la séman-
tique n’est pas urgente, il existe des exécutions dansédegue réseau tire la transitian,, méme
sit__ était franchissable. Dans ce cas, I'age des jetons prédenssla place; a augmenté de, et
ceux-ci deviennent alors des jetons morts. En partictillsane pourront plus étre consommeés, et I'exé-
cution ne pourra plus atteindre une configuration acceptast vérifiant la conditionc; + ¢ < 0.
Ainsi, si la simulation n’est pas « honnéte », elle ne seragoasptée. En revanche, si la transition
t—g est franchie exactement quand la placest vide, alors la transitiot)... lui permet de remettre
a zéro les ages des jetons éventuellement présents daréaplAinsi, la simulation permet de
représenter la valeur des compteurs par le nombre de jetéssris dans la place correspondante, et
vérifiant de plus le fait que tous ces jetons sont d’age nul.

Finalement, toute exécution acceptante simule bien le oapent de la machine a deux comp-
teurs, mais il n’est pas possible de contraindre les ex@tition acceptantes. Nous réutiliserons cette
technique de preuve dans le chapitre 5. O
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C2
[1,1]
[0’0] tr(lz
t++ . tzo .
% [0,0] i LN o0 2
—0O
- Gtemp
[0,0]
c1 c1 — qk
S [0,0] U S
t__
(a) Instructiony; atd, q; (b) Instructiong; el il N

FiG. 2.7 — Codage des instructions d’'une machine de Minsky @d'diun réseau de Petri temporisé.

Enfin, comme pour le modéle précédent, le cadre des réseangsbest plus favorable et les
problémes majeurs y sont décidables.

Théoréme 2.16.Etant donné un réseau de Petri temporisé borné, les proldé&miants sont déci-
dables :

— l'accessibilité d’'un marquage discret,

— la vérification de propriétés exprimées en logique temmli@éaire.

2.4 Conclusion

Nous avons déja insisté au cours de la présentation des dmlédes sur I'importance de la notion
d’'urgence, présente dans la sémantique des réseaux dieRgtorels, mais absente dans les réseaux
de Petri temporisés. Cette notion d’'urgence permet d'ejawe importante vivacité au modéie,
d'imposer a un réseau de Petri temporel de franchir desitiams Cette propriété est a rapprocher
du role des invariants dans les automates temporisés. Gaperdans un réseau de Petri temporel,
toutes les transitions ont une sémantique urgente. Auaostrdans un réseau de Petri temporisé,
aucune transition n’est urgente. Une comparaison des psud/expression en termes de bisimilarité
de différentes extensions temporisées des réseaux de@dtétre trouvée dans [BRO7].

Dans les réseaux de Petri temporisés, nous avons montrdadpreuve de l'indécidabilité de
I'accessibilité comment les conditions d’acceptationnpettent de compenser I'absence d'urgence
dans la sémantique. Ainsi, les comportements acceptéscuwatgnir une certaine vivacité, mais les
comportements dans leur ensemble seront moins contr&@ette remarque s'’illustre bien sur les
exemples 2.8 et 2.13 donnés précédemment.

Une seconde conséquence de la présence (ou de I'absenggnd'@ dans le modéle est I'impact
sur la décidabilité du modeéle. Ainsi, I'absence d'urgenppaate de la régularité aux conditions de
franchissement et une plus forte décidabilité du modeleémesaux de Petri temporisés. Nous avons
vu que le probléme de couverture, entre autres, y est déeidab
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Chapitre 3

Résultats d’indécidabilité pour les
automates temporises avec transitions
silencieuses

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la classe desategai@mporisés étendus avec des
transitions silencieuses et démontrons une série deatsdlindécidabilité pour des problémes natu-
rels relatifs a cette classe. Les résultats présentésritissus de [BHRO7].

3.1 Introduction

Nous avons défini dans le chapitre 1 le modéle des automatg®iisés. Nous avons également
introduit dans la sous-section 1.5.1 son extension avetraesitions silencieuses et mentionné cer-
tains résultats fondamentaux la concernant.

La compréhension théorique du modéle des automates tesapgainsi que les fondements théo-
riques des langages temporisés ont toujours suscité wétirbéportant. En effet les langages for-
mels standards (non temporisés) possedent des propnétésssantes. Ainsi, les langages réguliers
peuvent étre caractérisés de différentes maniéres : asipmesrationnelles, théoreme de Kleene, re-
connaissance par monoides, logique monadique du secorel Gl type d’équivalence existe éga-
lement pour des sous-classes de ces langages (logiquerdiepaedre et langages réguliers apério-
diques), et 'ensemble de ces caractérisations constitwadre bien établi et uniformément reconnu.

Le cas des langages temporisés est nettement moins satigfauisqu’ils ne possedent pas ce
type de caractérisation logique et/ou algébrique, bienagusujet ait été abordé de différentes ma-
niéres (voir par exemple [Wil94, Dim99, D’'S00, Dim01, ACM(RP02, BPT02, MP04, CDP06])).
En effet, la « bonne » classe de langages temporisés n'a eateshs encore été identifiée. Un tra-
vail important doit donc encore étre mené afin de mieux congseeet formaliser les fondements
théoriques des langages temporisés [Asa04].

Un défaut majeur des automates temporisés (et des langagpsrisés qu'ils acceptent) est qu'ils
ne sont pas clos par complémentation et ne sont pas détsatmies. Ceci rend plus difficile une dé-
finition équivalente en termes de logiques puisque la farmegiar négation constitue d’'une certaine
facon la quintessence des logiques. Par conséquent, neassdeu bien abandonner la négation
dans les logiques [Wil94, Bou02], ou bien nous restreindumé sous-classe des langages fermée
par complémentation [AFH94, D’S00, CDPO06], ou encore emsdg mieux comprendre le rble de
la complémentation. Les travaux présentés dans [TriO3ksticette derniére idée et soulévent des
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guestions comme « un automate temporisé est-il compléflerita ou « un automate temporisé est-
il déterminisable ? ». Dans ces travaux, Tripakis démonieeags deux problémes sont indécidables
si en plus 'automate démontrant la propriété doit étrels§tigé. D’autres problemes sont démontrés
indécidables avec cette méme condition comme la mininoisatu nombre d’horlogestc Plus ré-
cemment, Finkel a amélioré significativement ces résuitatdémontrant dans [Fin06] que tous ces
problémes sont indécidables méme sans exiger la constudgi I'automate « témoin ».

Dans le contexte non temporisé, les transitions silenegenskugmentent pas le pouvoir expres-
sif du modéle des automates finis. Pour les systémes ter@ponisus avons vu (théoréme 1.21) que
cela n'est pas le cas. Pourtant, du point de vue de la véiificates transitions peuvent étre utiles
afin de représenter des actions non observables du systeermcore pour modéliser des compor-
tements discrets au sein d’'un environnement continu. Dg glles n'induisent aucune complexité
dans les techniques classiques de vérification comme lagdas régions (sous-section 1.4.3) ou les
algorithmes fondés sur les zones (section 6.2).
Dans ce chapitre, nous poursuivons simultanément les davautx [BDGP98, Fin06]. D'abord,
nous répondons négativement a une question centrale issliatcbduction des transitions silen-
cieuses : « Est-il possible de déterminer si le langage ditimnaate temporisé avec transitions silen-
cieuses peut étre accepté par un automate temporisé sasifidre silencieuses ? » Nous étendons
ensuite chacun des résultats de [Fin06] au cadre des ae®n@amhporisés avec transitions silen-
cieuses. Bien que nos preuves suivent les mémes lignesselé nettement plus délicates car toutes
les preuves de [Fin06] s'appuient sur le fait que dans unnaati® temporiséanstransitions silen-
cieuses, étant donné un mot temporisé, il existe un nomhre’é@récutions acceptant ce mot. Ce
n'est plus le cas en présence de transitions silencieussgueuces exécutions peuvent méme étre en
guantité non dénombrable.
Plus précisément, nous démontrons dans ce chapitre quihpessible de :
— décider si un langage temporiséégulier est simplement réguliard. s'il est possible de s’af-
franchir des transitions silencieuses dans 'automateé&ptant) cf section 3.3;

— décider si le complément d’'un langage tempotigégulier est égalementrégulier, cf sec-
tion 3.4;

— calculer le nombre minimal d’horloges nécessaires patomeaitre un langage temporisé
régulier,cf section 3.5;

— décider si le mélangé de deux langages temporis@i®quliers est un langagerégulier, cf
section 3.6.

Enfin, nous étendons tous ces précédents résultats, démnpotur des langages de mots finis, au
cadre des mots infinis et des automates temporisés équipEnditions d’acceptation de Blcluf
section 3.7.

3.2 Préliminaires

Nous commencons dans cette premiére partie par rappelainsgpréliminaires nécessaires dans
la suite de ce chapitre.

Notations. Considérons une exécution (temporisgee.A. Cette exécution s’écrit = (¢, v) o,

ag al

(Lo, vo + do) — (£1,v1) 4, (l1,v1 +dy) — .... SiT € T est une valeur inférieure ou égale a
la durée d’'une exécution finig nous écrivong/, ., v, ) pour la premiere configuration le long de
o atteinte par 'automate a la dateet (¢ _, v} ) pour la derniere configuration atteinte a la date

giT’ Q7T
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Plus formellement, définissons = max{i | 7; < 7} eti* = max{i | 7, < 7} avec la convention
quemax(()) = 0, nous avons alors :

(65,7'7,0;7) = (Eifv’ui* + 7= Ti*)v et
(F vt ) = (bir, v +T — Tt ).

Q7T ? 977-

Par exemple, si une unique transition discréte intervidatdater, alors(¢, ., v, ) est la confi-

,T) \T

guration juste avant le franchissement de cette transitaonlis que(/; v;jT)g estgla configuration
atteinte a l'issue de ce franchissement. Dans notre mauaigles, autorisons le franchissement de plu-
sieurs transitions discrétes a une méme daRour de telles séquences de transitions « instantanées »,
I'exécution atteint de nombreuses configurations a la datees deux configurations que nous avons
mises en évidence correspondent respectivement a la pecatia la derniére de ces configurations.

D’une maniére générale, si > 0 alors la configuration(¢, ., v, .) est toujours atteinte apres
un écoulement de temps et verifie en particuiere X, v, .(x) > 0 (si X représente 'ensemble

d’horloges).

Résultats classiques sur les automates temporisésiNous rassemblons ici les résultats d’expressi-
vité et de décidabilité (ou indécidabilité) dont nous agrbasoin dans nos preuves. La plupart d’entre
eux sont standards et nous donnons pour chacun une référence

Théoréme 3.1(Résultats de cléture et d’expressivité)

1. Lafamille des langages temporisés réguliers est striet# incluse dans la famille des langages
temporiség-réguliers ([BDGP98], voir aussi théoréme 1.21).

2. La famille des langages temporisés réguliers n’est pasechar complémentation [AD94].
3. Lafamille des langages temporisés réguliers acceptésipautomate temporisé déterministe
est strictement incluse dans la famille des langages teisgmréguliers [AD94].

Théoreme 3.2(Probléme de I'universalité)

1. Le probléme de l'universalité est indécidable pour lemmates temporisés ayant deux hor-
loges ou plus [AD94].

2. Le probléme de I'universalité est décidable pour les mattes temporisés a une horloge [OWO04].

3. Le probléme de l'universalité est indécidable pour letomates temporisés avec transitions
silencieuses a une horloge [LWOQ7].

Exécutions temporisées dans les automates temporisédans cette sous-section, nous donnons
deux exemples importants d’automates temporisés aveditioms silencieuses. Le premier sera réuti-
lisé par la suite et le second permet d'illustrer les notetimtroduites précédemment.

Exemple 3.3. Lautomate temporisé avec transitions silencieuses septé sur la figure 3.1 accepte
le langage temporisé

Rpair = {(a,m1)(a,7;)...(a,7,) | 7 =0 mod 2 pour toutl <i<n}.

Il est démontré dans [BDGP98] que ce langage temporisé acespté par aucun automate temporisé
sans transitions silencieuses, illustrant ainsi le ras(lf du théoréme 3.1. J
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z = 0;a;

r=2¢e2x:=0

FiG. 3.1 — Un automate temporisé avec transitions silenciekepgigalent a aucun automate temporisé

Exemple 3.4. automate temporisé avec transitions silencieuses septé sur la figure 3.2 accepte
le langage temporisé réduit au singletpfa, 1)}. Pourtant, toute exécutiofty, 0) 4 (bo,d) =
(41,d) 1, (01,1) % (49, 1), avecd € [0,1], est une exécution acceptant ce mot temporisé. Le long
d’une de ces exécutions, disonsles configurationg?, ,, v, ) et (¢; v, ) vérifient(¢,,,v, ) =

g?
(£1,1) et(),,v,,) = (£2,0). 2

e O

FIG. 3.2 —(a, 1) est accepté par une quantité non dénombrable d’exécutions

3.3 S’affranchir des transitions silencieuses

L'impact des transitions silencieuses a été étudié dans3B¥8] et des restrictions syntaxiques
ont été obtenues qui permettent de garantir qu'il est plessié s’affranchir des transitions silen-
cieuses. En d'autres termes, ces restrictions syntaxifgites sur un automate temporisé avec tran-
sitions silencieuses assurent gu'il accepte un langagdieégCependant, ces restrictions ne sont
pas nécessaires et nous démontrons dans cette sectionpjobléame consistant & déterminer si un
langage temporisé-régulier est un langage régulier., étant donné un automate temporisé avec
transitions silencieuses, s'il est possible de s’afframad celles-ci, est un probleme indécidable.

Théoréme 3.5(Retirer les transitions silencieusegjtant donné un automate temporisé avec tran-
sitions silencieusesl, il est indécidable de déterminer s’il existe un automatagerisés3 tel que
L(A) = L(B).

Afin de démontrer ce résultat, mais aussi la plupart des sanésultats d’'indécidabilité de ce
chapitre, nous réduisons le probleme de l'universalité aléemates temporisés au probléme que
nous étudions. Nous décrivons d’abord une constructiorapbosur les langages temporisés introduite
dans [Fin06].

Dans la suite} représente un alphabet,caine nouvelle lettre n'appartenant pas.aNous notons
Y. =X U{c}.

Définition 3.6. SoientL et R deux langages temporisés sur Alors Composgl, R) est le langage
temporisé sul. défini comme I'union des trois langages suivants :

Vi = {fwe MT*(3,) | e £, " e MT*(X),3Irt.q.w=w'(c,7)w"}

Vo = {weMT*(Z) | |w]c # 1}
Vi = {we MT*Z.) | Iw € MT*(X), " e R,Itt.q.w =w'(c,7)(w” + 1)}
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FiG. 3.3 — Automate reconnaissant le lang&yenposé’, R ).

Nous établissons a présent deux propriétés importantesteconstruction que nous utiliserons
par la suite.

Lemme 3.7. Soit L et R deux langages temporisés sur I'alphabet
— si L et’R sont acceptés par des automates temporisés (respectivanentransitions silen-
cieuses) ayant moins dehorloges, alors Compo$£€, R) est également accepté par un auto-
mate temporisé (respectivement avec transitions silase® ayant moins dehorloges.
— ComposeMT*(¥),R) = MT*(X.), il est donc en particulier accepté par un automate tem-
porisé déterministe sans horloges.

Preuve. Le premier point est obtenu en combinant les deux automategdrisés. La figure 3.3 re-
présente cette construction. De plus, nous vérifions guieles « sous automates4y. et A peuvent
partager leurs horloges et que le nombre d’horloges n'antgrdonc pas lors de cette construction.
Le second point est une simple conséquence de la définition. O

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme 3.5.

Preuve. Supposons que la lettre appartienne & et considérons le langag@pa;r introduit dans
la section 3.2. Comme rappelé précédemm@y,ir este-régulier, mais n'est pas régulier. Soit
L C MT*(X) un langage temporisé régulier. Considérons a présent ¢mdentemporis@’ =
ComposeL, Rpair). Appliquant le lemme 3.7, nous savons gdeste-régulier. Nous allons mon-
trer que) est régulier si et seulementgiest universel sut. Nous distinguons deux cas :
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(1) Premier cas.Supposons qué = M7*(X). D’apres le lemme 3.3 = M7*(X.), qui est
naturellement un langage temporisé régulier.
(2) Second casSupposons qué€ # M7 *(X). Afin d’obtenir une contradiction, supposons que
V est accepté par un automate tempods&oity = (ag, 79) - - . (an, 7) € MT*(X)\ L. Nous
obtenons que pour tout mot temporiséc M7 (%), y.(¢, 7,).(w + 7,) € V si et seulement
Siw € Rpair. Imitant la preuve de [BDGP98] du fait quy,;r n'est pas régulier, nous allons
obtenir la contradiction. Soi la constante maximale apparaissant ddn€onsidérons le mot
temporiséw’ = y.(¢, 7,).(a, 7 + 7,) OUT € N est un entier naturel pair vérifiant> K. Alors
le motw’ est accepté pad. En particulier la derniére transition d’'une exécutionegptant
w', notée(4,g,a, R, ¢'), est telle que/’ € F est un état final. De plus, en notaftt v) la
configuration atteinte aprés que le préfixéc, 7,,) soit reconnu, alors la valuation atteinte
juste avant le franchissement de la derniére transitioffiz¥ér = v + 7 etv’ = g. Grace
au choix der, nous avons pour toute horlogede A I'inégalité v'(z) = v(z) + 7 > K. En
particulier, pour tout entier naturel impaif supérieur &, le mot temporisé.(c, 7,).(a, 7, +7")
est également accepté pdyce qui fournit une contradiction. Ainsi, ne peut pas étre accepté
par un automate temporisé (sans transitions silencieuses)
Ceci conclut cette preuve £ est universel suk si et seulement sV est une langage temporisé
régulier. O

3.4 Déterminisation, complémentation

Dans [Fin06, Théoréme 1], Finkel a prouvé que déterminerimplément d'un langage tempo-
risé regulier est régulier constitue un probléme indédaladle méme que le probléme de déterminer
si un langage régulier peut étre accepté par un automatetedpléterministe. Nous étendons ces
résultats a la classe des automates temporisés avecitmramsilencieuses.

Théoreme 3.8(Déterminisation) Il est indécidable de déterminer si, étant donné un autorteate
porisé avec transitions silencieusds il existe un automate temporisé déterministe (sans triansi
silencieusesp tel queL(B) = L(A).

Puisque les automates temporisés sans transitions sileses sont moins expressifs que les au-
tomates temporisés avec transitions silencieuses, leagéprécédent est une simple conséquence du
résultat de Finkel.

Théoreme 3.9Complémentation)

1. Il est indécidable de déterminer si, étant donné un autertemporisé avec transitions silen-
cieuses4, il existe un automate temporisé avec transitions silarsgaB tel queL(B) = L(A).

2. De plus ce résultat est vrai pour les automates tempodsgdisis sur des alphabets de deux
lettres.

La preuve de ce théoréme n’est ni un corollaire de celui dkdFifcar la question posée est dif-
férente), ni une adaptation triviale de sa preuve. En effgireuve repose sur le fait qu'étant donné
un mot temporisé et un automate temporisé, il existe un nerfibr d’exécutions de cet automate
acceptant ce mot. Ceci n'est plus le cas pour les automatgsotesés avec transitions silencieuses,
comme cela a été mis en évidence dans la section 3.2. Nousspip deux preuves de I'indéci-
dabilité de ce probléme. La premiére, plus simple, est ctarpour les automates définis sur des
alphabets comportant au moins trois lettres et démonte laipoint (1) du théoréme. La seconde,
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plus technique, démontre le poif®) puisqu’elle est valable pour la classe des automates téségor
comportant exactement deux lettres.

Les deux preuves procédent comme sulit :

— Fixer un langage temporisé réguliér

— Fixer un langage temporisé réguligrdont le complémentair® n’est pas régulier ;

— Construire a partir d€ et’R un nouveau langage temporisé reguiEmposéL, R) (qui a été
défini dans la section précédente) tel quest universel si et seulement si le complément de
ComposeL, R) est régulier.

— Réduire le probléme de 'universalité a celui de la comglétation.

3.4.1 Cas d'un alphabet ayant trois lettres ou plus

Pour cette preuve, nous choisissons pour le lan@agdangage proposé dans [AM04] afin de dé-
montrer aisément que la classe des langages temporiséisrggiest pas close par complémentation.
En réalité, il apparait que leur résultat, démontré dansdieecdes langages réguliers, est également
valable pour les langagesréguliers, comme cela est établi dans la proposition atéva

Proposition 3.10. Supposons quE = {a, b}, et définissong,, , comme le langage temporisé sui-
vant :

Rap ={w = (ag,70) ... (an, ™) € MT*(X) | 3i, a; = a, €tVj > i, 7j —7; # 1}.
Ce langage est régulier, mais son complément n’estpagulier.

La preuve de cette proposition est similaire a celle de [AM@4his par souci de complétude,
nous la détaillons.

Preuve. Le langage temporisg,, ;, est accepté par 'automate temporisé représenté sur la figdy
il est donc régulier.

a,b x#1; a,b

a; r:=0

FiG. 3.4 — Un automate temporisé acceptant,

Nous montrons a présent que son complément n’estpégulier. Supposons au contraire qu'il
existe un automate temporisé avec transitions silencid8isel queL(B) = R, . Le complément de
R est exactement 'ensemble des mots temporisés dans Isgqued actioru est suivie précise-
ment une unité de temps plus tard d’'une autre acticou().

Considérong/; I'ensemble des mots temporiséssur X tels que :
(1) NOoN-TEMmP(w) appartienne au langage non temporisé réguliét,
(73) toutes les actions interviennent dans l'intervall@, 1] et

(731) deuxa ne peuvent pas intervenir a la méme date.
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Il est facile de vérifier qué; est un langage temporisé régulier. Observons a présemn quod
(non temporisé) de la forme*b™ appartient au langage MW-TEMP(7; N R, ;) Si et seulement si
I'inégalité m > n est satisfaite. Ceci donne une contradiction. En effet mawsns d’'une part que
le langage{a™b™ | m > n} n'est pas régulier, et d’autre part qu’il doit I'étre car Eguolarité est
préservée par intersection et par 'opérate@NNTEMP. Le langageR,, ;, ne peut donc pas étee
régulier. O

Le lemme suivant sera utile pour la preuve du théoréme 3lQekt d’'une certaine fagon un
analogue de [AD94, Theorem 3.17] pour les compléments dgtges temporisés.

Lemme 3.11. Soit A un automate temporisé (sans transitions silencieusesusualphabetY. et
w ¢ L(A) un mot temporisé fini. Alors il existe un mot temporisé¢ L£(.A) dont les dates sont
rationnelles. De plusNON-TEMP(w) = NON-TEMP(w").

Preuve. Soitd la granularité ded et soitw = (a1, 71) . .. (an, 7). Pour simplifier les notations, nous
définissonsyy = 0. Nous construisons le mot temporieé = (a1, 7{) ... (an, 7,,) par induction. De
plus, ce mot temporisé’ devra satisfaire la contrainte suivante :

k
S — 7]~ S avec ~¢ {<, <} (3.1)

V0§i<j§n,Vk€N,Tj—Ti~§<:>T/»—

La propriété d'induction est la suivante : il existe un mehporiséw™ = (a1, (") ... (an, 7")
satisfaisant la propriété (3.1) avéc < m, 7" € Q. Le cas de base est obtenu auec= w.

Supposons avoir construit le mat” = (a1, 7")...(an, 7") vérifiant la propriété (3.1). Si
T €Q alorsw™*! = w™ convient. Sinon, nous divisons I'ensemble d'indides {0,1,...,n}
en deux sous-ensemble = {i € I | 7/ = 7., mod +} etIx = I\ I=. Commer” € Q
pour touti < m (par hypothése d'induction) ef’’ ; ¢ Q, nous obtenongo,...,m} C Ix. Soit
§ = min(min(7/" — 77, mod &, 7 ; — 7™ mod %) | i € Ix). Remarquons qué > 0. Choi-
sissons un certaity tel que0 < & < §et7™ ; + ¢ € Q. Nous construisons™ ! comme suit.
Vi € I, 7" = tmetVi € I=, 7"t = 7™ + §'. Il est facile de vérifier que le mat™+! ainsi
défini satisfait la propriété d’'induction.

Nous affirmons de plus que’ ¢ L£(.A). Nous raisonnons par I'absurde ; supposons qlie

L(A) et fixons(€y, vo) — (Lo, vo + 7)) <5 (01, 01) - . (bp1, Up1 + T, — 74 _) <5 (£n,vy) UNE
exécution finie acceptant le met. Examinons I'exécution suivante(£y, vg) I, (Lo, vo + 71) SN
(01,01) .. (bp—1, V1 + T — Tne1) — (£n,vy,). Considérons & présent une transitigrde ces
exécutions. La valeur de I'norlogelors du franchissement dedans la premiére exécution est- T;
pour un certain indicg < i (correspondant a la derniére remise a zéra deant le franchissement
dee;) et cette valeur dans la deuxieme exécutionrgstr;. D'apres la propriété (3.1) sur les relations
entre les dates de et celles deu’, 'observation précédente montre que la garde de toutsitiam

e; dans la deuxieme exécution est vérifiée (car elle I'est damsdmiéere exécution). Ceci implique
quew € L(.A), ce qui est absurde. O

Nous pouvons a présent démontrer le théoréme 3.9.1.

Preuve du théoréme 3.9.1.Supposons quéa,b} C 3. Nous considérons le langa@, , introduit
dans la proposition 3.10. Soft C M7*(X) un langage temporisé régulier. Définissons le langage
temporiséV surX, parV = ComposeL, R, ;). Nous affirmons qu& = M7 (X) si et seulement

si V est accepté par un automate temporisé avec transitiomzisilises. Afin de démontrer cette
affirmation, nous distinguons deux cas :
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(1) Premier cas.L estuniversel sux,i.e. L = M7*(X). D'apres lelemme 3.3 = MT*(%,).
Ainsi V = 0, qui est naturellement{régulier.

(2) Second cas”L n’est pas universel,e. £ # M7*(X). Afin d’obtenir une contradiction, sup-
posons qué’ est accepté par un automate temporisé avec transitionsisilises4 de granula-
rité d. Fixonsw = (ag, 7). .. (ag, 7%) € MT*(X) \ L. D’aprés le lemme 3.11, nous pouvons
supposer que toutes les dates définisgsasbnt rationnelles. Nous définissons le langage tem-
porisé régulief/; comme suit :

NON-TEMP(z) € a*b*,

T = (a,T(’))...(a,T,gl)(b,Té’)...(b,T,g;),
V0 <i <k, 7/ € [1h, Tk + 1],
VO<i#j<ki, 1 #T].

w =w(e,mp)r € T =

De méme que pour la preuve de la proposition 3.10, obserwanbagalité suivante est valide :
NON-TEMP(Z2 NV) = {w' | Im > n,w’ = NON-TEMP(w) ca™b™}.

Ceci contredit 'hypothése que este-régulier puisque le membre droit de I'égalité précédente
n'est pas régulier.
Ceci conclut donc la preuvel est universel si et seulementisieste-régulier. O

3.4.2 Cas d'un alphabet de deux lettres

Nous établissons dans un premier temps le lemme suivant :

Lemme 3.12. Soit .4 un automate temporisé avechorloges et de granularitél. Soit (¢,v) une
configuration deA. Alors 0, é[ peut étre partitionné ef U. ..Ul ouly,..., I, sontdes intervalles
disjoints consécultifs tels que < 2n + 1, et pour toutl < j < m, pour toutd, ¢’ € I;, pour tout
k € N, pour toutz € X, pour toutx € {<, <},

v(x)+5><1§ — v(x)+5/m§.

Preuve. Définissons I'ensembl&, = {£ | k € Z}. Pour toutz € X, il existe exactement une valeur
6, € [0, 5[ telle quev(z) + 6, € Zq. SoitA = {4y,...,d4,} 'ensemble de ces valeurs ordonnées
par ordre croissant{ < ;41 pour tout:). Celui-ci vérifieJ < n. Considérons la partition de, é[
définie par0, §; [W[51, 01]w]d1, &2[W. .. w]ds, 2. Il est facile de vérifier que cette partition satisfait les
conditions énoncées dans le lemme. O

La proposition suivante étend aux automates temporiséstemesitions silencieuses le résultat
standard énoncant que la classe des automates tempofiséssié un alphabet a une lettre n’est pas
close par complémentation.

Proposition 3.13. Soit R, le langage temporisé suivant :
Ra={(a,71)...(a,7) I <i<j<ntelquer; —7; = 1}.

Le langage temporis®,, est régulier, mais son complémentaitg n’'est pass-régulier.
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FiGc. 3.5 — Un automate temporisé accept&nt

Preuve. Remarquons d’abord que le langa@g est accepté par 'automate temporisé représenté sur
la figure 3.5. Afin d’obtenir une contradiction, supposonsimatrouvé un automate temporisé avec
transitions silencieused acceptant le langage temporiRg. Nous notons: son nombre d’horloges
etd sa granularité. Le langage, est exactement 'ensemble des mots temporisés sur |adpnéduit
au singletor{ a } tels qu'aucune paire den’est séparée par exactement une unité de temps.

Choisissons un mot temporigé= (a, 1) ... (a, 7on11) dansR, tel queN = 2n + 1 et :

— pourtoutl <i<j<N,0<7 <7 <3,

— pourtoutl <i < N,1<7yy <147 <7ypisr <1+3

Soit o une exécution temporisée dé acceptantw et considérons la conflguratlc(m’g 1> 91)
D’aprés le lemme 3.12 appliqué a cette configuration, notenalns une partition de, E[ composée
d’au plusN intervalles. Il existe donc un indiceappartenant a I'ensemb{eV + 1,...,2N} tel que
7; — 1 etT;41 — 1 appartiennent au méme intervalle de la partition.

Nous démontrons alors que pour toute horlege X il existek € N tel que :

) ) k41
< Ug,Tj (l’) < Ug,Tj (l’) + (Tj+1 - T]) < T (32)

d
Soitz € X. Nous distinguons deux cas :
— ou bienz n'a pas été remise a zéro entre les configuratiéps, v, ;) et(¢, ;,, v, ) le long de
o. Ceciimplique que, . (¥) = v, (z) + 7; — 1. Le choix dej entralne que, | (= ( )+ 1 —1
etv, . (z) + (j41 — 75) = v, (z) + 7j41 — 1 Vérifient les mémes contraintes de « granularité
d ». Ainsi I'équation (3.2) est vérifiée pour I'horloge
— ou bien au contraire I'horloge a été remise a zéro le long deentre les deux configurations
(o1,v,1) € (L, v, ). Dans ce cas, I'équation (3.2) est verifiée paur= 0. En effet,
0 < v, (x) puisquer; > 0. De plus, comme la date a laquelle I'horlogea été remise a
zéro pour la derniére fois entre les deux configurations ioemées précédemment appartient
alintervalle[1,1+ L[, nous obtenons que - (z)+ (741 —75) < (1= 1)+ (41— 75) < 1,
ce que nous souhaitions.
Définissonsd = 1 + 7;_n — 7;. D’apres 'équation (3.2) et les contraintes sur la ségeenc
(7i)1<i<2n+1 Nous obtenons que pour toute horloge X, il existe unk € N tel que :

S <o (@) <vy . (2) +6 < % (3.3)
Nous construisons a présent une exécution tempopiséemme suit. Elle coincide avecjus-
quala conflguranor(ﬁw ,V,.r,;)- Ensuite, elle laissé unités de temps s’écouler, menant ainsi a la
conflguratlon(ﬁgT Vo, T 9). Elle tire anrsmstantanemenm e. en temps nul) la sous séquence de

o (disonsp;) menant de(EQT Vg, ) a (QTJ, 07 ) (rappelons que est une séquence dequi peut
donc contenir des transmoms) L'exécution temporisée; n'est pas vide et contient au moins une

transition étiquetée par. Cette séquence peut également étre exécutée a pa(t]ggev;Tj +9)
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puisque d'aprées I'équation (3.3), les deux configuratigmzagiennent a la méme région de l'auto-
mate des régions (défini dans la sous-section 1.4.3).d&insi o' peut exécuter les mémes actions
guep avec éventuellement des délais différents (propriété simblation a temps abstrait du graphe
des régions) jusqu’'a atteindre un état de contrble accefgaisquep est acceptante).

Par conséquent le mot temporisé accepté le long’ d®mmporte deux occurrences de la lettre
a séparées par une unité de temps (celles des dataset 1 + 7;_n). || n"appartient donc pas au
langageR,,, ce qui fournit une contradiction. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 3.9.2 €gabti I'indécidabilité dans le cadre
des alphabets a deux lettres.

Preuve du théoréme 3.9.2L a preuve suit les grandes lignes énoncées plus haut. Eganéd un
langage temporisé régulier, définissahs= ComposeL, R,) ou R, est le langage introduit dans la
proposition 3.13. Nous affirmons qie= M7 *(X) si et seulement SF est accepté par un automate
temporisé avec transitions silencieuses. Nous distingjdenx cas :
(1) Premier cas.Supposons qué = MT*(X). D’aprés le lemme 3.7 = () qui est bien
(e-)régulier.
(2) Second casSupposons qué # M7 *(X). Afin d’obtenir une contradiction, nous supposons
que est reconnu par un automate temporisé avec transitiomcisileses4’ de granularitél
et ayantn horloges. Choisissons un mot = (a1, 77) ... (am, 7,,) dansM7*(X)\ L et fixons
un motw = w'(¢,7},)(a,11) - .. (a, 7an4+1) € VOUN = 2n + 1 qui Vérifie :
—pourtoutl <i<j< N, 7l <7 <7 <Th+31;
—pourtoutl <i < N, 7/ +1 <7y <147 <TNtit1 <T,’n+1+$.
A partir d’'une exécution temporisgeacceptantv dans.4, nous construisons une nouvelle exé-
cution temporisée’. Pour celay’ reconnait le motv, les N actions suivantes puis est obtenue
en appliquant la construction de la preuve de la proposBid3 a partir de la configuration
( 01 L *1). Il e_st alors facile dg cpnstater que le mot temporisé agésntin’appartient
pas av, produisant ainsi une contradiction.
Ceci conclut la preuve du théoréme 3.9.2. O

Remarque 3.14(Cas d’'un alphabet a une lettrd)lotons que le théoréme 3.9 laisse le cas des alpha-
bets a une lettre ouvert. J

3.5 Minimisation du nombre d’horloges

Dans [Fin06, Théoréme 2], Finkel a démontré qu’'étant donrmkamnigage temporisé accepté par
un automate temporisé ayanhorloges, déterminer si ce langage peut étre accepté partomate
temporisé ayant — 1 horloges est indécidable. Dans cette section, nous déomsnigue ce résultat
est aussi valable dans le cadre des automates temporigégsanations silencieuses.

Nous démontrons dans un premier temps la proposition sein exhibe une famille de lan-
gages temporisés telle quen€ langage est accepté par un automate temporisd@rloges, mais
par aucun automate temporisé avec transitions silen@euse- 1 horloges. Ces langages ont été
introduits dans [HKWT95] pour obtenir un résultat simigadans le cadre des automates temporisés.
L'extension démontrée ici n'est pas triviale et requiert analyse précise des exécutions temporisées.
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FiG. 3.6 — Automate4,, ayantn horloges.

Proposition 3.15(Langage ayant un nombre minimal d’horloge§pitn > 1 un entier naturel
strictement positif. Définissons le langage tempoRsgcomme sulit :

Ry ={(a,m)(a,m2)...(a,72,) |VI1<i<n, 0<7, <1ATp4i=1+T7}.

Ce langage est accepté par un automate temporisé ayaotloges, mais par aucun automate tem-
porisé, méme avec transitions silencieuses, ayant aurptud horloges.

Preuve. Soitn > 1 un entier naturel strictement positif. Le langalg est reconnu par I'automate
temporiséA,, représenté sur la figure 3.6.

Supposons a présent qu'il existe un automate temporisé temesitions silencieuse8 ayant
au plusn — 1 horloges et verifiantC(B) = L(A). Notonsd sa granularité. Fixons des valeurs
(Ti)i<i<n telles qued < 7 < 7 < ... < 7, < é et considérons le mot temporisé =
(a,m)(a,72)...(a,m)(a,71 + 1)(a,72 + 1)...(a,7, + 1). Clairement,w € R, et doncw est
accepté paB le long d’'une exécutiop.

Pour tout indicei dans{1,...,n}, nous considérons la configurati¢f, . ., v, ;). Comme
cela a été expliqué dans la section 3;2+ 1 > 0 implique que la derniére transition franchie avant
d’atteindre cette configuration est une transition de d8laus distinguons deux cas :

— Premier cas :Il existe unindice € {1,...,n} pour lequel pour toute horloge v, . ., (z) #

0 mod 5. Ceci impligue que la région d8 (donc pour la granularité) a laquelle appartient
la valuationv, .. ., est « ouverte » du point de vue de I'écoulement du termesgue pour
toutv € r, il existe un certaid > 0 tel quev + § € r etv — § € r. Ainsi, nous pouvons
légérement modifier le dernier écoulement de temps en ajpatedélai une telle valeur. La
nouvelle configuration atteinte est la configuratiép,. . ,,v, ..., + ¢) et de plus la valuation
v,+1 T 0 appartient a la région contenant la valuatiop, . ;. Appliquant la propriété de
bisimulation a temps abstrait de 'automate des régionss wbtenons gue nous pouvons pro-
longer I'exécution depuis cette nouvelle valuation enauiexactement les mémes transitions
discrétes que celles de(éventuellement a des dates différentes). Ceci nous doome uhe
nouvelle exécution acceptante. De plus, le mot temporisépaé le long de cette exécution
n'appartient pas &, puisque le€ et lei + N€ a ne sont pas séparés pannité de temps mais
parl + 4 unité de temps. Ceci fournit donc une contradiction.

— Second cas Supposons au contraire que pour tout indiee{1, ..., n}, il existe une horloge

z telle quev, ., () =0 mod é. Puisque le nombre d’horloges Beest strictement inférieur

an, iI_exi_ste une horloger vérifiantv, . (z) = 0 mod 1 et Vyr41(x) =0 mod L pour
deux indiceg et j tels quel < i < j <n.Commer; +1 > 0etr; + 1 > 0, les deux valeurs
v, r41(®) etv, . (x) sont positives et donc €gales a un certaiaveck € N*. Ceci améne
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a une contradiction puisque le temps écoulé entre les denfigocations correspondantes est
strictement inférieur % (et strictement positif). Le second cas ne peut donc pasosieijpe.
Ceci conclut la preuve : un tel automate temporisé avecitiams silencieuses ne peut pas exister]

Nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant, quidéte théoréme de [Fin06] aux
automates temporisés avec transitions silencieusesnslgt@ nous obtenons 'indécidabilité pour les
automates temporisés avec transitions silencieusestiorloge alors que sans transitions silencieuses
le probléme est décidable pour les automates a une horlégelétidabilité n'est obtenue qu’a partir
de deux horloges [Fin06]. Ceci provient du fait que I'unsadité est décidable pour les automates
temporisés sans transitions silencieuses a une horlodes tqun'elle est indécidable si les transitions
silencieuses sont autorisées (voir rappels donnés damédesme 3.2).

Théoreme 3.16Minimiser le nombre d’horloges)Soitr un entier naturel.

— Casn > 2. Pourn > 2, il estindécidable de déterminer si, étant donné un autertexhporisé
an horlogesA (et donc aussi sd est un automate temporisé avec transitions silencieuses),
existe un automate temporisé avec transitions silencgefisgyant au plus: — 1 horloges tel
queL(A) = L(B).

— Casn = 1. ll est indécidable de déterminer si, étant donné un autoreaigorisé avec transi-
tions silencieuses @anehorloge A, il existe un automate temporisé avec transitions silarsge
sanshorlogesB tel queL(A) = L(B).

Preuve. Soit3 un alphabet fini et soit € X une lettre. Soit > 1 un entier naturel strictement positif
etR,, le langage temporisé défini dans la proposition 3.15. Soite nouvelle lettre n'appartenant
pas a:. Nous démontrons les deux parties du théoréme simultari§ieesn = 1 etn > 2). Nous
considérons un langage temporisé régulier (respectivesgulier) L C M7 *(X) accepté par un
automate temporisé ayant au plusorloges sin > 2 (respectivement par un automate temporisé
avec transitions silencieuses ayant au plus une horloge=sl). Nous construisons un autre langage
temporiséV,, sur¥, = ¥ U {c} défini parV,, = ComposéL, R,,). D’apres le lemme 3.7, ce langage
est régulier (respectivementrégulier) et est accepté par un automate temporisé aydutrioges
(respectivement par un automate temporisé avec trarsisitgncieuses ayant une unique horloge).
Nous affirmons que& est universel si et seulement)gj est accepté par un automate temporisé avec
transitions silencieuses ayamnt- 1 horloges (respectivement sans horloges). Nous distirggdenx
cas:

1. Premier cas.Supposong universel suix, i.e. L = MT7T*(X*). Alors V,, = MT*(X,.), i.e.
V,, est universel suE, et peut donc étre accepté par un automate temporisé sangédwrl

2. Second casSupposons qué n’est pas universel s, i.e. que £ est strictement inclus dans
MT*(X). Alors il existe un mot temporisé = (a1, 7). .. (ag, 7%) € MT*(X) nappartenant
pas aL. Considérons a présent un mot tempotisé M7 *(X). L'équivalence suivante est alors
verifiée :u.(c, 7).(x + 1) € V,, Si et seulement st € R,,. Afin d’obtenir une contradiction,
supposons qu¥, soit accepté par un automate temporisé avec transitierscgused3 ayant
n — 1 horloges. Notong! sa granularité et fixons des valeurs)<i<, Vérifiant0 < 77 <
Th < ... < 7, < 1. nous considérons le mot temporisé= (a,7{)(a, 7). .. (a,7,)(a, ] +
1)(a,m +1)...(a,7}, + 1). Nous avons alors € R,, etw = wu.(c,7;).(v + 7,) € V, est
donc accepté paf. Nous pouvons alors appliquer le raisonnement développg ldapreuve
de la proposition 3.15 au mot temporigéet obtenir une contradiction. Cette preuve ne repose
en effet pas sur le fait que dans la premiére configuratioradetdjuence, toutes les horloges
ont une valeur nulle et elle peut donc étre appliguée a p#etia configuration atteinte aprés
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avoir reconnu le préfixe.(c, 7). Nous pouvons donc conclure qu’un tel automate temporisé
B ne peut pas exister. Ainsi, le langage tempoliséne peut pas étre reconnu par un automate
temporisé avec transitions silencieuses ayant strictemems den horloges.

Nous avons donc démontré que détermine¥,speut étre reconnu par un automate temporisé avec
transitions silencieuses ayant au plus1 horloges est équivalent a décidesest universel. Comme
les deux problémes d’universalité correspondants fcas?2 etn = 1) sont indécidablescf théo-
reme 3.2), ceci conclut cette preuve. O

3.6 Opération de « mélange »

Dans cette section, nous nous intéressons a I'opératiomu@ange ». Cette opération est stan-
dard dans le cas des mots non temporisés. Afin de la définiesumbts temporisés, nous reprenons
la représentation sous forme de mots de délais (définis @Bg®Rn05, Fin06]. En effet rappelons
gu’un mot de délais est simplement un mot sur I'alphdbet X..

Nous donnons dans un premier temps la définition usuelleogédation de mélange sur les mots
(non temporisés) sur un alphabt: étant donnés deux motsv € X* sur X, nous définissons le
mélange de: etv, notéu L v, par :

ul v ={w=x1Y122Y2 . . . Tl | U = 2129 ... 2 ANAV = Y1y ... Yn}

ou lesz; et lesy; peuvent étre réduitsa
Cette définition est ensuite étendue aux ensemble de motsfi@sdant, pous;, S, C X*, le
mélange de5; et Ss par :

SlLL’SQZ{SlLUSQ’31651,32€S2}.

Nous pouvons alors appliquer ces définitions au cadre des adeotiélais en utilisant I'alphabet
X = T x X. Enfin, ces définitions s’appliquent également au cadre d#s tamporisés en utili-
sant 'applicationDélai et son application réciprogueélai—! : étant donnés, v € M7*(X), nous
définissons. L v par
u LW v = Délai~! (Délai(u) L Délai(v)) .

Cependant, pour simplifier les démonstrations, nous pré&seans cette section tous les résultats
dans le cadre des mots de délais. Nous définissons un « ladgalgdais » comme un sous-ensemble
de (T x X)“. Nous définissons le langage de délais accepté par un aetéemporiseA comme
I'image parDélai de £(.A). Nous obtenons naturellement les notions de langages as dékguliers »
ou «e-réguliers ».

Dima et Finkel ont démontré indépendamment que les langhgeélais réguliers ne sont pas clos
par opération de mélange [Dim05, Fin06]. Nous étendonsotthbe résultat au cadre des langages
de délais=-réguliers.

Proposition 3.17. Le mélange de deux langages de délais réguliers (et donctiarfos-réguliers)
n'est pas nécessairemesyrégulier.

Preuve. Afin de démontrer ce résultat, nous suivons les lignes deslaverde [Fin06]. Nous définis-
sons d'abord trois langages de délais réguliers :

N = {(t1,a).(1,a).(t2,a) | t; +t2 =1}

No = {(1,b).(s,b) | s € T}
N3 = {(t1,a).(1,0).(s,b).(1,a).(t2,a) | t1,s,ty € T}
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Si le mélange de deux langages de délais réguliers étaissgioement-régulier et puisque les
langages de délaisréguliers sont clos par intersection (car les langagepadeises réguliers le sont),
alors le langage de délaig/; L N2) N N3 serait égalemend-régulier. Nous montrons que ce n’est
pas le cas.

(MW No) NNz = {(t1,a).(1,b).(s,b).(1,a).(t2,a) | t1,t2,s €T, t| +to =1}

Afin d’obtenir une contradiction, supposons gu'il existeautomate temporisé avec transitions
silencieuses4 acceptant ce langage. Nous notarsa granularité.
Soitw un mot de délais accepté pdret tel que les propriétés suivantes sont vérifiées :

t2 #0 mod 1/d
s+t #0 mod 1/d
s #0 mod 1/d

Puisquew est accepté pad il existe une exécution dans cet automate qui accepteotons-la
0="0y 5 0. .. lh_1 = 1, OUe; désigne une transition dé. Cette exécution peut étre vue comme
un automate temporisé avec transitions silencieuses &ifiné .A’. Décrivons comment définid’.
Celui-ci contientn + 1 états de contrdle correspondant aux occurrences des étedstidle traversés
par o. Les horloges des deux automates sont identigdésontientn transitions correspondant aux
occurrences des transitions apparaissant le long tla garde et la mise a jour d’'une transition de
A’ sont identiques a celles de la transition.deorrespondante. L'unique état final g est I'état
correspondant &,.

Par construction A’ ne possede pas de cycle, vérifieec £(A") C L(A) et sa granularité/’
divise celle deA.

Appliguant [BDGP98, Théoréme 21], il est possible de camstra partir ded’ un nouvel au-
tomate temporisé sans transitions silencieud€sacceptant le méme langage temporisé et donc le
méme langage de délais. De plus la granularité4deest égale a celle dd. Considérons a présent
un chemin dans l'automate des régionsAleacceptant le motv. Grace aux hypothéses faites sur
s,t1 etiq, la région atteinte juste avant le franchissement du detngsst ouverte du point de vue de
I'écoulement du temps. En effet il est facile de vérifier qmatés les horloges ont une valeur diffé-
rente ded modulo la granularité del”. Une analyse élémentaire du mot temporisé montre que les
valeurs possibles sonts, to + 1,0+ 1+ s,t0 + 2+ 5,3+ s (rappelons qu'il N’y a plus de transitions
silencieuses dand”).

Par conséquent nous pouvons retarder le franchissemeetidgsieme: d’une valeur strictement
positive. Ceci suffit a obtenir un mot temporigé accepté payd” mais n’appartenant pas(a/; Lu
N3) N Njs (en effet il ne vérifie pag; + to = 1). Ceci constitue donc une contradiction puisque
w' e LIA") = L(A) C L(A). O

Nous établissons a présent I'extension de [Fin06, Theoleam 5adre des automates temporisés
avec transitions silencieuses. Dans la preuve de [Fin@&juivalence obtenue dans le second cas
n'était pas correcte. Nous avons donc corrigé cette éaungal dans notre preuve en ajoutant une
lettre b.

Théoreme 3.18Opération de mélangePéterminer si le mélange de deux langages de délais régu-
liers este-régulier est indécidable.

Preuve. Soit ¥ un alphabet fini contenant au moins la letireNous choisissons et ¢ deux lettres
n'appartenant pas & et notons¥, = X U {b} etX. = X U {c}. Nous considérons un langage de
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délais régulier. C (T x X)*. En utilisant le langagé\; introduit dans la preuve de la proposition
précédente, nous définissons le langage de dglais(T x 3.)* comme l'union des trois langages
de délais suivants : (ceci est une simple adaptatioBalaposeux mots de délais)

Vi = {w|F el, W e (TxE)"Irtqw=u'(c,71)w"}
Vo = Aw||wle #1}
Vi = {w |3 € (TxX)*, " e N,Ittg.w=w"(c,7)w"}

Puisquel et 7 sont réguliers) I'est également. Considérons a présent le lang&ge V L1 Ns
ou N> a été introduit dans la preuve précédente. Nous affirmoms gl@L est universel SUuE si et
seulement siV este-régulier surx U {b, c}. Nous distinguons deux cas :

1. Premier cas.Supposons qué est universel suE, i.e. £ = (T x X)*. AlorsV = (T x 3.)*,
i.e. V est universel suE.. Il est facile de vérifier que I'automate temporisé représeur la
figure 3.7 accept®V. En particulier,V est donc £-)régulier.

Yeyx =0 Ye

Qo) o Q)

FiG. 3.7 — Un automate temporisé acceptdnt

2. Second casSupposons qué n’est pas universel sit. Afin d’obtenir une contradiction, sup-
posons qué/V este-régulier. Alors le langage de délais = W N ((T x X)*.(1,¢).N3) est
e-régulier. Choisissons un mot de délais= (71,a1) ... (7x,ax) € (T x X)* qui n"appar-
tient pas aL. Considérons a présent un mot de délais (T x X;)*. Nous allons montrer
I'équivalence suivante :

w.(l,c)x € X <= z € (N wWNy)NN;

Afin de prouver cette équivalence, supposons d'abordwue= w.(1,¢).z € X. Puisque
w' € (T x ¥)*.(1,¢).N3, nous obtenons € N3. D’autre partw’ € W =V 11 Na. Puisquil

y a une unigue occurrence delansw’, w’ appartient ou bien au langadfe LU N> ou bien au
langageVs L Ns. Nous allons montrer que seul le second cas peut survemipdSons que
w' € V) w Ny, alorsw’ € w™.(1,¢).w™ 1w we olw™ € L etwy € Na. Ainsi w™ # w car

w ¢ L etdoncw est obtenu en insérant des occurrences des lettres dansw—. Mais toutes
ces occurrences ne peuvent étre que des occurrenéegudee peuvent pas apparaitre dans
carw est un mot suk. En conclusion, nous avons.(1,¢).z € ((T x X)*.(1,¢).N7) w Na.

A nouveau, comme un mot d&; ne contient que des occurrences de la léttreous obtenons
x € N1 L N3, ce qui conclut la preuve de la premiére direction. Récipeneent, la seconde
implication découle facilement des définitions et de la nema suivante w.(1,c¢).(N7 L
Na) C (w.(1,¢).N1) L N,. Nous allons a présent adapter la preuve de la propositibh 3.
et montrer queY n’est pasz-régulier. Cependant nous ne pouvons pas appliquer cettegr
directement, et nous allons donc la mettre en ceuvre a nouNetans.A un automate temporisé
avec transitions silencieuses acceptahet notonsd sa granularité. Considérons un mot de
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délaisx appartenant &\ Lu AN5) N N3 tel que :

to #0 mod 1/d
s+ to #0 mod 1/d
s #0 mod 1/d

s+ Y07 #0 mod1/d, Vie{l,....k}

Ceci est possible car 'ensemble des paires:) qui ne satisfont pas une de ces conditions
est de mesure nulle dans le quart de giZn Nous pouvons donc ensuite considérer le mot
de délaisw’ = w.(1,¢).x € X qui est donc accepté pat. Utilisant la méme technique que
dans la preuve précédente, nous construisons un nouvehaigtdemporisé sans transitions
silencieusesd” a partir ded etw vérifiant :

— A” ne contient pas de transitions silencieuses,

— la granularité ded” divise celle deA et

—w' e LIA") C L(A).

Nous explicitons le mot de délais’ :

w = (r1,a1) ... (Tk, ar).(1,¢).(t1,a).(1,b).(s,b).(1,a).(t2,a) .

Une examination élémentaire de ce mot permet d’obtenir gaesdleurs possibles pour les
horloges deA” lors du franchissement du derniersont les suivantesty,to + 1,t5 + 1 +
S,to+2+s,3+s,4+s,44+s+7,...,4+s+ Zle 7;. Par conséquent, les contraintes prises
surs, t1,to et lest; nous permettent d’obtenir que la région atteinte a cetrmstst ouverte et
gu'il est donc possible de retarder Iégerement le franehigst de la derniére transition. Nous
concluons comme précédemment : nous avons obtenu un nomnatar’ accepté pawd” qui
n'appartient pas &, puisqu'il viole la propriét&; + t, = 1 imposée paf/N; L Na) N Ns.
Ceci fournit la contradiction escomptée.

Ceci conclut la preuve : déterminendi este-régulier est équivalent a décidersest universel. [J

3.7

Extension aux mots infinis

Dans cette section, nous expliquons comment les résubitéaus dans les sections précédentes
peuvent s’étendre au cas de langages de mots infinis. Enleffeésultats précédents portaient sur les
langages de mots finis. Les résultats que nous allons déengptit rassemblés dans un seul théoréme.

Théoreme 3.19Mots infinis). Les six problémes suivants sont indécidables :

1.

Etant donné un automate temporisé avec transitionsc#asesA, déterminer s'il existe un
automate temporisB tel queL“(B) = LY(A).

Etant donné un automate temporisé avec transitionsséeses4, déterminer s'il existe un
automate temporisé déterminigsetel queL“(B) = L“(A).

Etant donné un automate temporisé avec transitions@#esesA sur un alphabet d’au moins
deux lettres, déterminer s'il existe un automate tempaogiggc transitions silencieusds tel
queLY(B) = LY(A).

Etant donné un automate temporigéavecn horloges ¢ > 2), déterminer s'il existe un
automate temporisé avec transitions silencieuSeavecn — 1 horloges tel queC(B) =

£4(A).
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5. Etant donné un automate temporisé avec transitionsc#asesA avec une unique horloge,
déterminer s’il existe un automate temporisé avec tramsdtisilencieuse8 sans horloges tel
queL®(B) = L(A).

6. Etant donnés deux automates temporidéet 3, déterminer si le mélange d&’(A) et £(B)
este-régulier®.

La preuve de ce théoreme peut étre obtenue a partir des prqueenous avons proposées plus
haut pour les théorémes sur les mots finis. Le schéma pouniobteacun des points du théoreme
précédent est le méme. L'idée consiste dans un premier tampadifier la constructiol@ompose
afin de I'adapter au cadre des langages de mots infinis. Useéta réalisé, il s'agit de modifier les
langages témoinsK) utilisés dans les preuves. Ainsi, il faut construire urgkge de mots infinis
témoignant de I'inclusion stricte entre les deux familledahgages temporisés auxquelles nous nous
intéressons.

Comme précédemment, étant donné un alphabhetous choisissons une lettren’appartenant
pas a¥ et notons:, I'alphabetX U {c}.

Définition 3.20. SoitL C M7T*(X) etR C M7T“(X) deux langages temporisés sur(le premier
est un langage de mots finis tandis que le second est un lardgageots infinis). Alors le langage
temporisé de mots infinis s, Inf-ComposéL, R) est défini comme l'union des trois langages
suivants :

Vi = {weMT¥X,) | €L, " e MT*(X),ITt.g.w=w'(c,7)w"}
Vo = {we MTYZ,) | |wl. # 1}
Vs = {weMT¥X,) | e MT*(X), " € R, It t.q.w=u'(c,7)(w" +7)}

Nous obtenons pour cette construction les propriétés rsigisasimilaires a celles énoncées dans
le lemme 3.7.

Lemme 3.21.SoitL C M7T*(X) etR C MT¥(X) deux langages temporisés sur un alphabet
— Si L et R sont acceptés par des automates temporisés (respectivawen transitions si-
lencieuses) ayant au plushorloges, alors Inf-Compo$€, R) est également accepté par un
automate temporisé (respectivement avec transitionsc#dases) ayant au plushorloges.
— Inf-ComposeMT*(¥),R) = MT¥(X.), il est donc accepté par un automate temporisé dé-
terministe sans horloges.

La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme 3.7.

Preuve du théoréme 3.19.Nous ne développons la preuve compléte que pour le premiet, fes
autres points etant traités de facon similaire. Nous censits une Iégere modificatidRy,;, du lan-
gageRpair définie par :

Repair = {(a,71) ... (a,7) ... | i =0 mod 2 pour touti > 1}.

Ce langage temporisé est accepté par I'automate tempweséransitions silencieuses représenté
sur la figure 3.1 ou I'ensemble des états répétés est rédsibgleton{/}.

Supposons que € X et fixons un langage temporisé réguliérC M7*(X). Considérons
maintenant le langage temporise= Inf-ComposeL, Rj,;). D'apres le lemme 3.21, nous savons
que V este-régulier. Nous allons a présent démontrer quest régulier si et seulement £i est
universel su. Nous distinguons pour cela deux cas :

'Pour ce résultat, nous excluons les mots temporisés Zera canstruction de [BDGP98] n’est valable que pour les
mots infinis non Zeno.
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(1) Premier cas.Supposong = M7*(X). D’'aprés le lemme 3.2} = MT7“(X,) etV est
donc régulier.

(2) Second casSupposong. # M7 *(X). Afin d’obtenir une contradiction, supposons gue
soit accepté par un automate temporiséSoity = (ag, 79) - - . (an, 7) € MT*(2)\ L. Nous
avons alors pour tout mot temporisgée M7% (%), y.(¢, 7).(w + 7,) € V si et seulement
siw € Ry, Notonsk la constante maximale apparaissant dainst considérons le mot
temporiséw’ = y.(¢,7,).(a, 7 + 7).(a, 7 + 7, + 2)... oU7 € N est un entier naturel pair
tel quer > K. Alors le mot temporisév’ est accepté padl et il existe donc un chemin
dans.A le long duqueky’ est reconnu. Notons = (¢, g,a,U,¢') la transition de ce chemin
correspondant a la lettre de la dater + 7,, (élément(a, 7 + 7,) de w’) et notons(¢, v) la
configuration atteinte juste aprés avoir recopni4, 7,,). La valuation lors du tir de vaut alors
v/ = v+ 7 et vérifiev’ = g. Grace au choix de, nous avons, pour toute horlogede A,
v'(z) = v(z) + 7 > K. En particulier pour tout entier naturel impait plus grand que,
le mot temporisé,.(c, 7,).(a, 7, + 7') peut étre accepté par le préfixe de ce chemin finissant
par e. De plus, dans l'automate des régions, ce préfixe atteintGmenrégion et peut donc
étre prolongé en un chemin acceptant pour un certainufigicceptany.(c, 7,).(a, 7, + 7')
comme préfixe. Ceci est une contradiction puisglen’appartient pas & Sair car7’ n'est pas
pair. Finalement)’ ne peut pas étre accepté par un automate temporisé.

Ceci conclut la preuve £ est universel si et seulementigiest un langage temporisé régulier. [

3.8 Conclusion

Dans ces travaux, nous avons étudié des problemes de délifscaux automates temporisés
avec transitions silencieuses. D'abord, nous avons répogdativement a une question centrale is-
sue de l'introduction de transitions silencieuses : poswaous décider si un langage accepté par un
automate temporisé avec transitions silencieuses peuétepté par un automate temporisé sans
transitions silencieuses ? Ensuite, nous avons étendésigisats d'indécidabilité connus jusqu’alors
pour le cadre des automates temporisés sans transitiensisilses. Les preuves de ces résultats sont
plus délicates que les preuves existant pour le cadre dematés temporisés sans augmentent de
facon significative les comportements possibles dans kesrates temporisés. Ainsi, un méme mot
temporisé peut étre accepté par un nombre fini de cheming'ys'd pas de transitions silencieuses
et par une quantité non dénombrable de chemins sinon. Enfidela de I'intérét de ces résultats,
Nous pensons que ces travaux permettent de mieux compriendike et I'impact des transitions
silencieuses dans les automates temporisés.
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Chapitre 4

Des automates temporisés etendus vers
les reseaux de Petri temporels

Dans ce chapitre, nous présentons des travaux entrantelaadre de la comparaison entre les
automates temporisés et les réseaux de Petri temporetspicisément, le résultat central est une
transformation efficace des automates temporisés étemdcasles mises a jour intégrales et des gardes
diagonales vers les réseaux de Petri temporels. Cettédraraion préserve les langages temporisés
acceptés. L'essentiel des résultats présentés ici a élié pians [BHR06a].

4.1 Introduction

Nous rappelons dans cette section le contexte dans ledqustrit notre travail.

Afin d’appliquer des méthodes développées pour les résealetli temporels au cadre des au-
tomates temporisés et réciproquement, il est naturel declobiea developper des transformations
permettant de passer de I'un a I'autre de ces deux modelies 86 propriétés qui doivent étre véri-
fiées par la suite sur ces modéles, les transformationsrdaieastruire des modéles ayant certaines
similitudes,i.e. dont les comportements des systémes de transitions tes@p@us-jacents sont com-
parables. Il est donc naturel d’étudier le pouvoir expfasssichacun de ces modéles selon différents
criteres. Les criteres auxquels nous nous intéressons@présentés dans la section 1.1 et sont la
bisimilarité et I'équivalence de langages.

De nombreux travaux ont considéré ces problémes et nous&iguins ici les principaux résultats
qui peuvent étre trouvés dans la littérature, dans un otthanologique.

— Une premiére étude, publiée dans [BD99], a montré que la-clagse des réseaux de Petri
temporels « a la Merlin bbornés est strictement moins expressive que les autonesigmt
risés en termes de bisimilarité. Ce résultat, dont une gréeaucoup plus simple est donnée
dans [BCH 05b], repose sur le fait que dans un réseau de Petri tempogstransition de délai
ne peut pas rendre infranchissable une transition quit'é& plus, ce résultat est également
valable pour la classe générale des réseaux de Petri telsiporaés.

— Un second travail, publié dans [HSLKT02], a montré I'é@lince en termes de langages des
réseaux de Petri temporels saufs et des automates tensp@iséestreignant chacune de ces
classes aux inégalités larges. La complexité de la tramsfiion d’un automate temporisé en

'Rappelons que cette sous-classe correspond a la restrilzties laquelle tous les intervalles associés aux transitio
doivent étre fermés.

89
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un réseau de Petri temporel sauf est quadratique. La tramsfion réciproque procéde a partir
du graphe d’accessibilité du réseau de Petri temporel sauf.

— Dans [CR03, CRO06], une transformation structurelle (E@ndniquement sur la syntaxe) des
réseaux de Petri temporels bornés en automates tempar@ectant la bisimilarité est pré-
sentée, démontrant ainsi que les automates temporisésusonbins aussi expressifs que les
réseaux de Petri temporels bornés pour la bisimulationcliision est stricte d’aprés le résultat
rappelé précédemment.

— Une autre transformation est présentée dans [LR03, LR@fHE-ci construit également a partir
d'un réseau de Petri temporel borné un automate temporistuigest bisimilaire. Elle est
fondée sur le graphe des classes.

— Plus récemment, [BCHD5c] présente une analyse des relations en termes d’eixjiéessitre
les deux modeles et démontre en particulier les deux résgivants :

1. les automates temporisés, les réseaux de Petri tempatdtset les réseaux de Petri tem-
porels bornés sont équivalents en termes de langages. Bapghansformation proposée
pour la traduction d'un automate temporisé en un réseautdad®eporel sauf est linéaire.

2. les automates temporisés sont strictement plus exfsress les réseaux de Petri tempo-
rels bornés en termes de bisimilarité,

— [BCH'05d] compleéte I'étude précédente en présentant une cesatién (sémantique) de la
sous-classe des automates temporisés bisimilaires aeauréde Petri temporels bornés.

— Avec un objectif semblable, [BPV06] propose une extensies réseaux de Petri temporels
bornés a I'aide de priorités et démontre qu’une sous-cldesse modéle est bisimilaire a une
sous-classe importante des automates temporisés.

— Enfin, [DDSSO07] propose une nouvelle construction d’uroratte temporisé bisimilaire a
un réseau de Petri temporel borné fondée cette fois sur pdgrdes marquages du réseau de
Petri sous-jacent. Cependant, cette méthode nécessitle géseau de Petri sous-jacent soit
également borné.

En termes de bisimilarité, la classe des automates tendégoeist donc strictement plus expres-
sive que celle des réseaux de Petri temporels bornés. tl ddex pas possible en toute généralité
de construire, étant donné un automate temporisé, un réecBatri temporel borné qui lui est bisi-
milaire. En revanche, les deux classes sont équivalentegmaes de langages acceptés. Ceci justifie
donc l'intérét porté aux transformations d’automates tnsgs en réseaux de Petri temporels équi-
valents du point de vue des langages et plus particulierementransformations efficaces. Dans ces
travaux, nous étendons le spectre d’application de cattieddn nous intéressant a la classe des auto-
mates temporisés étendus avec des mises a jour intégrdies gardes diagonales. Afin d'alléger nos
propos, nous dénommerons un élément de cette classe siemlpar « automate temporisé étendu ».

Ce chapitre est organisé ainsi : dans la section 4.2, noyg®goas une nouvelle transformation
permettant de traduire de facon efficace un automate tesépéténdu par un réseau de Petri temporel
sauf. Nous démontrons dans la sous-section 4.2.3 que igtgdrmation est quadratique dans le cas
général, et linéaire si l'automate temporisé ne contiesidgegardes diagonales, ou pas de mises a jour
intégrales. De plus, utilisant des résultats de concisiarus pour ces automates temporisés étendus
(Théoreme 1.26), nous démontrons des résultats de camabitlaires pour les réseaux de Petri
temporels bornés. Dans la section 4.3, nous étendons lawoitn précédente au cadre des réseaux
d'automates temporisés avec invariants. Enfin, nous dissutlans la section 4.4 les applications
possibles de ces travaux.
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4.2 Cas d'un automate temporisé étendu

Dans cette section, nous présentons une construction ftentné obtenir, a partir d’'un automate
temporisé étendu, un réseau de Petri temporel équivalepoidtide vue du langage accepté. Nous
présenterons d’abord la transformation elle-méme (seases 4.2.1), puis la preuve de correction
de celle-ci (sous-section 4.2.2). Enfin, nous donneronsrémdtats de complexité relatifs a cette
construction, qui nous permettrons de déduire des prégrikd concision (sous-section 4.2.3).

Nous supposons donné un automate temporisé eténau (X, X, L, T, Inv, {y, L¢, L,). Dans un
premier temps, nous ne prenons pas en compte les invartamsifet, nous avons vu dans la sous-
section 1.4.2 que, du point de vue de I'accessibilité, ipessible de les retirer. Nous allons construire
un réseau de Petri temporel équivaldntd’une facon modulaire. Il est important de remarquer que
ce réseau sera sauf par construction. De plus, les placesmpler méme nom seront partagées entre
les différents modules de la construction. Les transitieagportant pas d’étiquette correspondent a
des transitions silencieuses (et sont donc implicitemgquétées par). Si l'intervalle de tir d'une
transition esf0, 0], la transition est représentée en noir et est dénontraésition immédiateSon
intervalle de tir n’est alors pas indiqué. De méme, les Vatiégs [0, +oo[ ne seront pas indiqués. Une
transition non coloriée en noir et ne portant pas d'intéevakra donc étiquetée pgr, +ool[. Enfin,
une double fleche entre une placet une transitiort indique quep est a la fois en entrée et en sortie
de la transitiort.

4.2.1 Présentation de la construction

Le module d’horloge. Pour chaque horloge de I'automate temporis€, nous construisons un sous-
réseau qui enregistre et tient a jour la valeur de I'horlegelus précisément, ce réseau mémorise ala
fois la valeur de I'horloge (d’'une fagon implicite), et laear de vérité de toutes les contraintes- ¢
apparaissant dans l'automate. La valeur de vérité d’'utedehtrainte est enregistrée explicitement,
a l'aide d’'une placd’,.... Nous ajoutons également des plaégs. si ~ est égal & afin d’obtenir
une place complémentaire. Pour toutes les mises a jourldfdesy := h et les gardes diagonales
x —y ~ c apparaissant dans I'automate, le réseau doit égalemamirpren compte la contrainte
x ~ ¢+ h et sa négation (sauf si celle-ci est équivalente a la cortiiou ff — par exempler > —3
est équivalente #). En effet, la transformation que nous présentons va ggdhsconstruction de la
partie 1.5.3 page 44, et celle-ci nécessite ces nouvell@saiates. Enfin, ce module doit également
prendre en compte les contraintes: ¢ etz > ¢ Six := c est une mise a jour utilisée dans l'automate.
Le réseau représenté sur la figure 4.1 illustre notre cartgirudans le cas out est comparée
avec trois constante, co, c3 } Vérifiante; < co < c3. Pour faciliter la lecture, nous supposons que
0 n'appartient pas a I'ensemble des constantes, mais ce ob8tpetraité d’une facon similaire.
Expliquons a présent comment ce module simule I'écouleihetemps, comment il enregistre la
valeur de I'horloge, et comment il mémorise la valeur deteéles contraintes. Notons tout d’abord
que toutes les places situées sur I'axe vertical les placesAvant’ , Egaﬁl, ..., Apreg,) sont mu-
tuellement exclusives par construction. L'unigue jetonest placé dans I'une de ces places, combiné
avec I'age? de la prochaine transition code la valeur de I'horlag@®ar exemple, si le jeton se trouve
dans la placéwvant , et si I'age de la transitioAtteint;, estr, alors la valeur de I'horloge estc; +7.
De méme, I'horloger vaudracy; exactement dans les cas suivants :
— ou bien le jeton est dans la plageant, , et 'age deAtteint,, estcy — c1,
— ou bien le jeton est dans la plaEgal’

c2)

2Rappelons que I'age d’'une transition est la quantité de $equps’est écoulé depuis que cette transition est activée.
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— ou bien enfin le jeton est dans la pla®eant, et I'age deAtteint’, vaut0.

Enfin, le réseau ne conserve pas la valeur exactealedela de la constantg, puisque c’est la
constante maximale pour I'horloge

Les valeurs de vérité des contraintes sont mises a jour aet farmesure de I'évolution du ré-
seau, tout en préservant les deux propriétés suivantespgufondamentales pour la correction de la
construction :

1. Sila placeT,... est marquée, alors la valeur correspondante de I'horlogisonsu,., satisfait

° Avanf? 1 Tr<cy
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FIG. 4.1 — Le module d'évolution d’horloge (horlogs.
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la contraintex ~ ¢, mais I'implication inverse n’est pas vraie,

2. Pour toute valeur possible. de z, il existe une exécution du réseau de durgest telle que
pour toute contrainte ~ c vérifiée par,, la placeT,.. est marquée.

Enfin, remarquons que ce réseau ne tient pas compte des dgagdesales, puisque celles-ci ne
peuvent pas étre traitées de la méme facon (leur valeur @é w&ste inchangée lors de I'écoulement
du temps).

Pour les résultats de complexité que nous développerondgity il est important de noter que ce
réseau a une taille linéaire dans le nombre de contrainbesldges impliquant qu’il doit représenter
(c.f.le début de sa description).

Vider le module d’horloge. Supposons qu’une transition de I'automate mette a jourlbige z. Le
marguage du module associé a I'horlageloit étre mis a jour en conséguence, quelle que soit la

Fr<ey TDébut Tr<cy

FIG. 4.2 — Vider le module d’horloge.
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configuration courante.

Afin de coder une transition de I'automate temporisé, et de socontréler la taille du réseau de
Petri temporel que I'on construit, nous allons procédermike a jour du module d’horloge en deux
étapes :

1. La premiere étape est représentée sur la figure 4.2 estm@asietirer tous les jetons présents
dans le module d’horloge en les consommant ;

2. La seconde étape est discutée dans le paragraphe seivanhsiste a marquer les places ap-
propriées dans le module d’horloge.

Afin de retirer tous les jetons présents dans le réseau mqéésur la figure 4.1, nous allons les
consommer de haut en bas. Les places de controle du résesiigieed 4.2 (précisémeritpeput Tcont, ;
Tconk,1 5 Teonk,as - - - , Tvide}) Ordonnent le processus de consommation, et mémoriseatrees infor-
mations de sorte a éviter un saut quadratique de compléxiati lInombre de transitions.

Décrivons en partie le comportement du réseau de la figurdea.premier lieu, il retire le jeton
qui se trouve ou bien dans la plagg.., ou bien dans la plac&, .., (ces deux places sont mutuel-
lement exclusives, a cause de la transiti@, ., ). Ensuite, il retire le jeton qui se trouve dans une
des deux placeévant, etT.-., (ces deux places sont également mutuellement exclusivasse c
de la transitiorAtteint; ). Grace aux places de contrble du réseau (les ptaggs, etzcont ,), NOUS
savons quel cas s’est produit. dans quelle place se trouvait le jeton. S'il se trouvait dardace
Avanf , il n’y aura pas de jeton dans les placgs.., etl,..,. Au contraire, s'il se trouvaif’;>.,,
alors il y aura ou bien deux jetons dans les pleli‘-:galf1 etTy<.,, ou bien un dans la pladg-.,, ou
bien enfin un dans la placg,- ., . Le reste du module distingue donc ces différents cas.

Ces remarques nous permettent de borner la largeur du mguivkevide » le module d’horloge.
Plus précisément, a un certain « niveau », il y a au glpfaces qui sont concurrentes. Ceci permet
ainsi de borner la taille de ce deuxiéme module. Enfin, reotars) que ce module est déclenché par
I'arrivée d'un jeton dans la placengn,t €t que le module d’horloge est « vidé » lorsqu’un jeton arrive
dans la place\;ge.

Pour les résultats de complexité, il reste a noter que la @& ce module est linéaire dans la taille
du réseau précédent.

Mise a jour du marquage du module d’horloge.Nous souhaitons mettre a jour le marquage des
places codant les valeurs de vérité des contraintes dipeslassociées au module d’horloge quand
cette horloge est mise a jour a une certaine vateline méthode naive consisterait a décrire, pour
chaque mise a jour possible, un module permettant de meftrerde module d’horloge. Cepen-
dant, nous voulons contrbler la taille du réseau de Petgpoeeh résultant, et nous allons pour cela
construire un seul réseau capable d’effectuer toutes lesstd jour pour, le nouveau marquage
dépendant bien sdr de la valeuaffectée ar.

L'idée de notre construction est la suivante : quand I'hgelo est affectée &, alors la contrainte
x < c est satisfaite, et, en conséquence, toutes les contraimpésieures plus grandes sont également
satisfaites{ < ¢, pour<e {<, <} etc’ > ¢). Nous allons donc construire une chaine de propagation
pour les contraintes supérieures qui respecte les imipiiaprécédentes. Naturellement, le méme
raisonnement s’'applique pour les contraintes inférieueeane autre chaine est utilisée pour celles-
ci.

Les deux réseaux de propagation sont représentés sur la figyret tirent profit des remarques
précédentes. Les deux chaines causales sont représesntélesip composantes connexes distinctes.
Afin de déclencher ce réseau lors de la mise a jour de I'horlogela valeure; (i.e. lors d’'une
opérationz := ¢;), deux jetons sont produits dans les plabég._. etSup,._, . Pour le réseau de
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gauche (respectivement de droite), la mise a jour du maegeaegermine lorsqu’un jeton atteint la
placelnf,._, (respectivement la placgup, ).

Jusqu’a présent, nous n'avons pas encore placé le jetonutendes places de I'axe vertical
du module d’horloge, qui code implicitement la valeur deotlbge. Ceci sera réalisé par le réseau
simulant le tir d’'une transition de I'automate temporisé. (e dernier paragraphe de cette description).

Enfin, concernant la complexité de la transformation, ldetdie ce réseau est a nouveau linéaire
dans la taille du module d’horloge.

Contraintes d’horloges diagonalesLa valeur de vérité d’une contrainte diagonale y ~ h (qui est
invariante par écoulement du temps) est représentée papties mutuellement exclusivés_,.,
et F,_,,. NOUs construisons un sous-réseau pour chaque contréontégaer — y ~ h et chaque
mise a jour de I'une ou l'autre des horlogesty.

La figure 4.4 représente le réseau correspondant a la guetdiagonaler — y < h et la mise
ajoury := h'. Lorsquey est affectée &', la valeur de vérité de — y < h doit étre mise a jour en
tenant compte de la valeur de Vvérité de la contrainte (nayod@e)r < h + h'.

- = / A~ - N 7 Y
Les placeg Diag}" h }im1..d(y)+1 contrOlent la mise a jour des sous-réseaux correspondad a d

Infm::cg SUQE:ZO

Fz<C3
Tm<c1
Tm§01
Fac<62
TI<62
Tac<c2
Fo:<c1
TI<C3

FiG. 4.3 — Mise a jour du marquage du module d’horloge.
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Tz§h+h’ Ty—y<n

M

!
Diagf::h, Diag?:lh >

Tyshtn Fy y<n

FIG. 4.4 — Le sous-réseau paur-y < h ety := h’

gardes diagonales faisant intervenir I'horlagéi(y) dénote le nombre de telles contraintes). Dans la
figure 4.4,i est I'indice de la contrainte —y < h (1 < i < d(y)).

Enfin, il est important de noter que pour chaque garde didgana y < h et chaque mise a jour
y := R/, la taille du sous-réseau associé qui est construit estantest.f. figure 4.4). Par ailleurs,
le nombre de tels sous-réseaux est proportionnel au nonebcerdbinaisons d’'une garde diagonale
et d’'une mise a joui,e. dans le pire des cas, quadratique. De plus, si nous ne comsidgue I'une
ou l'autre des deux extensions, alors ce nombre devierditméEn effet, si les seules mises a jour
autorisées sont celles de la forme= 0, alors le nombre de tels modules est linéaire dans le nombre
de contraintes diagonales. Enfin, si les contraintes delgeme sont pas autorisées, alors il n’est pas
nécessaire de construire ces modules.

Tw>63

EDébut Tvide Infw::cl Infw::O Sugc::cl SUQCﬂn Diag?:cl Diagz::q

d(z)+1
Ty< Egal’
yse2 Fig. 4.2 Fig. 4.3 Fig. 4.3 Fig. 4.4 98k,
Vider le Mettre & jour des valeurs de vérité Idem pour les
module d’horloge des contraintes non diagonales contraintes diagonales

FIG. 4.5 — Simulation de la transition= ({,x > c3 Ay < ¢g,a,2 := ¢1,{)

Simulation des transitions de I'automate temporiséNous associons a chaque état de contr@el

de l'automate une place éponyme dans le réseau de Petriremipa placel est initialement mar-
quée si et seulement giest un état initial de I'automate. Afin de simuler le tir d'utransition
e = (¢,g,a,u,t"), nous devons d'abord vérifier que la transition est biench&sablej.e. que la
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contrainte d’horlogeg est vérifiée. Pour cela, nous nous intéressons aux comfsa@momiques qui
constituentg, a savoir les contraintey; ) 1<i<m(e), €N €crivanty = gi A ... A gy (). PoUr tester si
ces contraintes atomiques sont satisfaites, nous usligsmnplaced,, des modules d’horloges cor-
respondants (ou des modules de gardes diagonales s’'tl @&agontraintes diagonales). Ensuite, nous
mettons a jour successivement chacun des réseaux, enfpear@mpte les opérations de mises a jour
indiquées. Nous considérons donc donnée une mise a jouéequar un élément ¢ (NU {L})X
ou X dénote I'ensemble des horloges de I'automate tempotisRappelons que la sémantique de
cette mise a jour est qu’elle affecte la valgur) a I'horlogex si u(z) # L et laisser inchangée
sinon. La prise en compte de cette mise a jour est réaliséadi Idu sous-réseau représenté sur la
figure 4.5 pour une transition= (¢, > c3 Ay < ¢o,a, u, ') ou, pour simplifier la représentation du
module, nous supposons quest définie pay(z1) = ¢; etu(z) = L pourz # x;. LatransitionTir,
est étiguetée par I'action (ce qui est représenté par la notatibin., a). Il est également important
de remarquer que la place correspondant a la position dﬂdgm(Egacl) est marquée a l'issue de
I'exécution de ce sous-réseau.

Ce sous-réseau est de taille linéaire dans la taille derlaitian de I'automate temporisé d’origine.

Places finales et répétéeses places finales et répétées du réseau de Petri temposttugbooin-
cident simplement avec les ensembleset L, d’états de contrGle finals et repétés de 'automate
temporiséA.

Nous expliquons a présent en quoi notre construction diffiercelle proposée dans [BEBbc].

La prise en compte de I'écoulement du temps ainsi que I'éemiules horloges sont traitées différem-
ment : au lieu d’avoir un réseau de petite taille par conteaithorloge apparaissant dans I'automate,
nous avons seulement un réseau par horloge de I'automgpeoét de retenir la valeur de I'horloge,
ainsi que les valeurs de vérité de toutes les contraintes &écette horloge. Notre méthode requiert
une construction plus sophistiquée lors de la mise a jourvelesurs de vérité des contraintes afin
d’éviter une explosion de la taille du réseau de Petri teglpmmmstruit. En effet, un traitement naif de
ces mises a jour donnerait des sous-réseaux de taille gigagie mais la technique développée ici
qui consiste a vider le réseau, puis a replacer des jetonplac&s nécessaires d’'une facon descen-
dante permet de conserver des sous-réseaux de tailledin€aéce a cela, notre technique permet de
traiter le cas des contraintes diagonales et des mises @nfégrales.

4.2.2 Preuve de correction

La preuve de correction repose sur I'existence de deux atioak, une impliquant l'inclusion
du langage accepté par 'automate temporisé dans le largageté par le réseau de Petri temporel,
et l'autre impliquant I'inclusion inverse. Said un automate temporisé étendu avec des mises a jour
intégrales et gardes diagonales, et 8dite réseau de Petri temporel obtenu aprés I'application de la
construction décrite dans la sous-section précédente.

Preuve deL(A) C L(N). Nous définissons une relatidd entre les configurations dé et celles de
N définie ainsi (¢, v)R(M, v) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfedeitz une
horloge, et noton§/(x) = {c1,..., ¢, } 'ensemble des constantes apparaissant daesliées ar,
triees par ordre croissant. Définissatis) = inf{c; | ¢; > v(z)} avec la convention que&x) = oo
si cet ensemble est vide. Les conditions suivantes doiverd étre veérifiées :

— Sic(z) = v(z) alorsM (Egal,)) = 1;

— Sinon, siv(z) < c(z) < oo, alorsM(Avant ) = M(l,<cx) = 1, etv(Atteint ) =

V(Kox<c(:c)) = C((ﬂ) - U(‘T) ;
— Sinon, M (Apres. ) = 1 (casc(z) = oo).
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Nous imposons de plus les contraintes suivantes :

— pour toute placéy... telle quev(z) ~ ¢, M(Tyc) =1,

pour toute placé’, .. telle que—(v(x) < ¢), M (Fy<.) = 1,

pour toute place’, .. telle quev(z) — v(y) ~ ¢, M(Tp—y~c) = 1,
pour toute placé’,_, .. telle que—(v(z) — v(y) ~ ¢), M(Fy—y~c) = 1,
etenfin,M(¢) = 1.

Le marquage des autres places doit étre nul, et la configaréii/, ) doit étre admissiblei.e
que les ages des transitions activées non décrites plusibiaant étre dans les intervalles des valeurs
admissibles.

Nous observons tout d’abord qu&, 0)R (Mo, 1) et supposons qué, v)R (M, v).

Premier casSimulation d’une transition de déléd, v) 4, (¢,v+d). Soit X’ le sous-ensemble formé
des horloges: telles quev(z) € Cys(z). Soit de plusX” le sous-ensemble formé des horlogeg X'
telles quenf{c—wv(x) | ¢ € Cyr(x) Ac > v(x)} est minimal. Nous notons cette valeur (remarquons
quer = oo si X” = () et enfinc(x) la constante associée a I'horlogegpour chaque horloge € X”.

Nous décomposons les transitions de délai pour n'avoir egieds suivants a considérer :

— X' =0etd < 7. Alors (M,v) % (M, v +d) et(¢,v + dyR(M, v + d)

- X' = Q) etd = 7. Dans ce cas, pour tout € X", nous tirons la transitiolO, ..,y puis
nous laissons une durées’écouler. D’autre part, pour tout € X", nous tirons la transition
Atteint’ ). La configuration atteinté)M’, v') vérifie alors(¢, v + d)R(M', V).

— X’ # () etd < 7. Dans ce cas, pour tout € X', nous tirons la transitioSorﬁ(z) puis nous
laissons une duréés’écouler. Enfin, pour tout € X', nous tirons la transitio®K,~ (). La
configuration atteintéM’, ') vérifie alors(¢, v + d)R(M', /).

Second casSimulation d’'une transition discrété, v) = (¢,v’). Nous « exécutons » simplement
le réseau de simulation associé a la transition diseré&terrespondante : nous tirons la transition
Tir. et pour chaque mise a jour d'une horlogden suivant I'ordre défini par le réseau), nous ap-
pliquons le réseau qui vide le module d’horloge associ€ puis nous le marquons a nouveau de
facon appropriée. Ensuite, nous mettons a jour les plages dux gardes diagonales pour lesquelles
x intervient. Enfin, nous marquons la plaéeet, pour chague mise a jour d’'une horlogdes places
Avant . ou ¢1 (z) dénote la plus petite constante associée @ette configuratiorfM’,v") vérifie
alors(¢,v")R(M', /).

Enfin, il est facile de vérifier que cette simulation présdegeplaces finales et répétées.

Preuve de L(N) C L(A). Soit (M, v) une configuration accessible du réseau. Notons que nous
avonsX,c;, M (¢) < 1. Une configuration telle quE,-; M (¢) = 1 sera ditetangible et autrement
elle sera diteévanescenteEtant donnée une configuration évanescénfer), (M, ') sera appelée
successeur tangible dé/, v) si et seulement si elle est la premiére configuration taagitikinte par
une certaine séquence de tirs issug tle ). Notons que les seules différences entre deux succes-
seurs tangibles)M’, ') et (M", ") d’'une configuration évanescer(t&®/, ») sont les suivantes : une
transitionAtteinf’, Sort’, OK,~. ou KO, .. est franchissable dans un marquage et vient juste d’étre
tirée dans l'autre.
Nous définissons alors une relati® entre les configurations de I'automate et celles du réseau
comme suit (£, v)R'(M,v) si et seulement si
— ou bien(M, v) est tangible et les conditions suivantes sont satisfaitess donnons des condi-
tions pour les différentes places :
- M) =1,
— siM(Egal,) = 1 alorsv(z) = ¢,
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— siM(Avanf) = 1 alorsv(z) = ¢ + v(Atteint’) ou ¢ est la constante précédenfdans la
liste triée des constantes liées)ou 0 si c est la premiére de cette liste,
— siM(Apres) =1 AM(I;~.) = 1alorsv(z) = ¢+ v(OK;s.), et
— SiM(Apréeg) =1 A M(T,>.) = 1 alorsv(z) > c.
— ou bien(M,v) est évanescente ét,v)R'(M’,v) pour une certaine configuration tangible
(M',v') successeur d@\/, v).
L'observation fondamentale (obtenue par induction) étghk si(M, v) est tangible(¢, v)R' (M, v)
et M (Tcond) = 1 alorsv E cond
Observons d’abord qu, 0)R' (M, 1), et supposons qué, v)R' (M, v).

Premier casSimulation d’une transition de déla\/, v) 4 (M,v +d). Alors (¢, v) 4, (4,v+d) et
(¢,v+d)R'(M,v + d) car(M, v) est nécessairement une configuration tangible.

Second casSimulation d’une transition discréfé/, v/) 4 (M', V). Sit n'est pas une transitiofir,,
alors(¢,v)R/(M’',v"). Sit = Tir, pour un certaire = (¢, g,a, u,¢'), alors la place est marquée et
pour toute place d’entréB.,ngdet, v E condest vérifié. Ainsi,(¢,v) = (¢, v') et (¢, v YR/ (M', /")
puisque(¢’,v")R'(M" ") ou cette derniere configuration a été obtenue en simularandaitione,
comme cela a été détaillé précédemment.

Enfin, il est facile de vérifier que cette simulation présdegeplaces finales et répétées.

Pour conclure, soulignons que cette transformation eseciar vis-a-vis des langages acceptés, mais
ne I'est pas vis-a-vis de la bisimulation. Ceci est inévdatiapres les résultats rappelés dans I'in-
troduction. Dans notre traduction, le fait que le réseausttait n'est pas bisimilaire a I'automate
temporisé provient des différentes configurations taegilslodant une méme configuration de I'au-
tomate temporisé. Par exemple, le rés@apeut, lorsqu’une horloge vaut une valeur: € Cpr(x),
franchir en temps nul la transitioBorf’. La configuration atteinte n’est pas bisimilaire a la confi-
guration de I'automate temporisé car elle ne posséde plystaie dans la placé,<. alors que la
contrainter < c est vérifiée dans I'automate.

4.2.3 Résultats de complexité et de concision

Proposition 4.1 (Des automates étendus aux réseaux de Petri tempo&a#)4 un automate tem-
porisé étendu, alors il existe un réseau de Petri temporef 44 équivalent a4 du point de vue du
langage temporisé accepté. La taille de ce réseau de Petpadeel, et la complexité temporelle de la
construction dépendent de la classe a laquelle I'autorvhtppartient. Cette complexité est quadra-
tique en général, et linéaire sd est sans gardes diagonales, ou s'il ne fait pas intervenimies a
jour intégrales.

Preuve. Nous considérons un automate temporisé éteAdua taille du réseau de Petri temporel
construit précédemment est la somme des tailles de toumilssréseaux que nous avons décrits.
D’abord, nous utilisons exactement une place pour reptésehaque état de contrble de 'automate
temporiséA. De plus, les sous-réseaux représentant les transitions afé une taille linéaire dans
la taille de la transition qu’ils codent (voir figure 4.5).fiin la somme des tailles de tous les sous-
réseaux dépendant d’'une horlagémodule d’horloge, sous-réseau vidant le module d’horlsgas-
réseau marquant ce méme module, sous-réseau de contiageale) est linéaire dans le nombre
Naomiqudz) de contraintes non diagonales atomiques qui doivent étedées pour la simulation
de A. En effet, le module d’horloge (Figure 4.1), le module pauwider (Figure 4.2) et le module
pour le marquer (Figure 4.3) ont tous une taille linéairesd&gomiqud ). De plus, le sous-réseau
codant une contrainte diagonale est de taille constants, peait apparaitre un nombre linéaire de
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fois dansNaomiqud 7). La taille totale de notre construction est donc linéainesda nombreVagomique

de contraintes non diagonales atomiques qui doivent gbrésentées dans le réseau. Comme cela a
été justifié au début de la présentation de la constructmmombre est ou bien quadratique ou bien
linéaire dans la taille del, selon queA fait intervenir & la fois des contraintes diagonales et disgsn
ajour intégrales (cas quadratique) ou qu’au contraireesang de ces deux composantes apparait (cas
linéaire). Ceci conclut cette preuve. O

Dans [BCO7], il a été démontré que les automates temporifi&sant des gardes diagonales (mais
aussi les automates temporisés utilisant des mises a jégrates) sont exponentiellement plus concis
gue les automates temporisés classiques. Appliquant gkatéde concision, et utilisant la linéarité
de la construction présentée plus haut, nous obtenons uéatésuivant pour les réseaux de Petri
temporels saufs :

Corollaire 4.2 (Concision des réseaux de Petri temporels : une borneanf&) Il existe une famille
de réseaux de Petri temporels saifg, )<y telle que la taille deV;, estO (k% log(k)) et telle que
tout automate temporisé sans gardes diagonales et sans mnjser intégrales4, équivalent aVv;,
(du point de vue du langage de mots finis accepté) a une taiflérieure &2~.

Preuve. Le réseau de Petri temporal, représenté sur la figure 4.6 accepte le langage temporisé
L = {(a,t;)1<j<or | 0 < t; < t;+1}. En utilisant une légére adaptation de [BCO7], nous pouvons
démontrer que ce langage requiert un nombre exponentieits’de contrdle pour étre accepté par
un automate temporisé classique. Cependant, il est requamie réseau de Peth, représenté sur

la figure 4.6 dont la taille est daii¥(k? log(k)). Ce réseau implémente d’une certaine fagon l'incré-
mentation d’un compteur binaire (chaque ligne du réseatespond a un bit : si le jeton est dans la
place de gauche, le bit correspondant vauginon, il vautl). O

10,+00[

FIG. 4.6 — Le réseau de Petri temparé}

Enfin, ce résultat de concision est optimal puisqu’il exéggalement une borne supérieure expo-
nentielle pour la taille de 'automate temporisé équivabenn réseau de Petri temporel sauf.

Proposition 4.3 (Concision des réseaux de Petri temporels : une borne sup&fiLR03]) Soit N/
un réseau de Petri temporel sauf, alors il existe une autertexhporisé classiqud équivalent a\
(du point de vue des langages de mots finis) dont la taillexgsireentielle dans la taille dé/.
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FiG. 4.7 — Traitement des invariants

4.3 Cas d'un réseau d’automates temporisés avec invariants

4.3.1 Prise en compte des invariants

Dans la construction présentée précédemment, les int@riaimt pas été pris en compte. En effet,
nous avons montré dans le chapitre 1 sur les automates tsggpqu’il était possible de s’en passer
pour des problémes d’accessibilité, et donc pour des dguises de langages. En revanche, nous
avons montré que le retrait des invariants dans les réseautothates temporisés est plus colteux
puisqu’il nécessite la construction de I'automate pradiiditus allons dans un premier temps expliquer
comment la construction précédente peut étre étendue tiegs@rendre en compte les invariants.
Cette adaptation ne permet pas d'obtenir un résultat dembliation, mais seulement de contrbler
les transitions de délai de sorte a vérifier les invariarttajresi satisfaire I'équivalence en termes de
langages acceptés. La construction correspondante esseepée sur la figure 4.7. Nous considérons
un invariant sur I'état de controlede la formelnv(¢) = x1 < 1 A... .z < e A2y < Az, < .
D’apreés les propriétés mises en ceuvre dans la preuve detianrde la construction précédente, nous
avons :

— des que I'horloge atteint la valeur, la placeT’,~. est marquée,

— pour toutn > 0, il existe une exécution qui marque la plaEgg. . lorsquex vautc — 1.

Ceci nous permet d'utiliser les places, >c, ..., Tr,,>cpns Fej<efs - - - Fay, <, POUr déclencher les
transitionsLim dés gu’un invariant est sur le point d’étre violé. Ces trdmss$, immédiates, bloquent
I'écoulement du temps jusqu’a ce que I'horloge en questidinsise a jour (a une valeur inférieure),
ou jusqgu’a ce qu’'un changement d'état de contrdle ait lieu.

4.3.2 Synchronisation

Dans cette section, nous décrivons la construction d’'userésle Petri temporel équivalent a une
synchronisation d’automates temporisés,a un réseau d’'automates temporisés, du point de vue du
langage temporisé accepté. La preuve de correction deamttgruction n’est pas donnée ici mais
repose sur les techniques de simulation développées daestian précédente.

Nous supposons donné un réseau d’automates tempgtiség(.A;)i1<i<n, f). Nous notons de
plus \V; le réseau de Petri temporel obtenu en appliquant la cotistnusrésentée précédemment a
I'automateA;. Pour chaque régle de la fonction de synchronisafiamous ajoutons un sous-réseau de
sorte a effectuer la synchronisation des transitions spoedantes de réseaux de Petri tempokéls
Nous expliquons ici la construction représentée sur ladigu8. D’abord, pour tout < 7 < n, et pour
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Entrég(a;) Entrégan,)

Sortig(an, )

FiG. 4.8 — Simulation de la composition paralléle

toute lettrea; apparaissant dans I'automatg, nous ajoutons deux plac&ntréea;) et Sortig(a;),
gue nous connectons aux transitions corresponddimtegétiquetée paw; dans\;) etfin, du réseau
N;, pour toute transitiom de.A; étiquetée pada,;. Ensuite, pour toute régl&as, . . ., a;, . .., an) = a,
nous construisons une nouvelle transition immédigtestiquetée pan qui consomme toutes les
places d’entré&ntréga;) correspondant aux étiquettes, . . . a,, qui sont synchronisées, et produit
en retour des jetons dans les plaBestiga;) correspondantes.

Il est aisé de vérifier que cette construction est linéaires dia taille du réseau d’automates tem-
porisésA = ((Ai)i<i<n, f)-

Enfin, notons que cette construction peut introduire desrhitdicages dans le réseau temporel
construit. En effet, une actiany peut étre synchronisée avec d’autres actions de diffésenémieres.
Cependant, ceci n'a pas d'effet sur le langage accepté.

4.4 Conclusion

Dans ces travaux, nous avons comparé les pouvoirs expgreesfréseaux de Petri temporels
et de différentes extensions des automates temporisés.pRdgisément, nous avons présenté une
transformation quadratique d’'un automate temporisé aaseg diagonales et mises a jour intégrales
en un réseau de Petri temporel sauf. Cette transformationése linéaire dés lors que les automates
temporisés ne contiennent pas de gardes diagonales ou dsedepmises a jour intégrales. Nous
avons aussi obtenu que les réseaux de Petri temporels qutesiellement plus concis que les
automates temporisés d’Alur et Dill, et nous avons exhibé famille concrete de réseaux de Petri
temporels qui témoigne de cette propriété de concisionnEnfius avons montré comment étendre
cette transformation afin de traiter les invariants et lesyonisations d’automates, obtenant ainsi le
cadre général des réseaux d’automates temporisés étevaaLisnariants.

Au-dela des résultats théoriques obtenus qui donnent pldgfgils sur les expressivités relatives
des différents modéles, les transformations introduibggérent une méthode simple et unifiée pour
I'analyse de réseaux d’automates temporisés étendus mwedants. Cette méthode constitue une
alternative aux algorithmes classiques pour I'analyseaigsmates temporisés implémentés dans
les outils LPRAAL, HYTECH et KRONOS. |l s'agit dans un premier temps de traduire leagse
d’automates temporisés a analyser en un réseau de Petoredrspuf a 'aide de notre traduction,
puis dans un second temps d'utiliser les méthodes dédigesseaux de Petri temporels comme la
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construction du graphe des classes (implémentée dan# ToNA), la construction du graphe des
zones (implémentée dans I'outil ROMEO) ou encore la consbn de dépliages pour des objectifs
comme le diagnostic [CJO6].

Afin d'évaluer cette perspective, nous avons donc dévelappdrototype permettant de traduire
des automates temporisés, donnés selon la syntax@nflAl , en des réseaux de Petri temporels ana-
lysables par TINA. Cependant, bien que linéaires, nosfmamations font apparaitre de nombreuses
dépendances temporelles entre les différentes trarsitioméseau, et I'efficacité de la méthode varie
donc sensiblement. Ainsi, si 'automate posséde de norabseorloges comparées a des valeurs dif-
férentes, cela va créer un nombre de classes importantelgraghe des classes construit par TINA.
Au contraire, si les valeurs contre lesquelles sont tesé&ekorloges sont peu nombreuses, ou si le
nombre d’horloges est faible, alors le comportement eistfaeant.

Une perspective intéressante consiste donc a cherchea@éser plus précisément les classes
d'automates temporisés pour lesquelles notre traductiomeal des réseaux de Petri temporels sur
lesquels le comportement de TINA ou de ROMEO est efficace.

D’autre part, il peut également étre intéressant d'utilles techniques introduites dans ces tra-
vaux pour développer une nouvel algorithme pour I'analye®réseaux d’automates temporisés, ob-
tenu comme une adaptation de l'algorithme construisantdphg des classes d'un réseau de Petri
temporel. Ceci permettrait de s'affranchir de la premiéepé calculant explicitement le réseau de
Petri temporel équivalent au réseau d’automates tempoeiséinsi de calculer « directement » une
sorte de graphe des classes de ce réseau d’automates s&apori

Il est également possible d’envisager une extension deradsidtions permettant d’exprimer
d'autres extensions des automates temporisés, tellesail@s introduites dans la section 1.5 ou
dans [BDFPO04].

Enfin, une derniére perspective consiste a s'intéressee auine extension des réseaux de Pe-
tri permettant d’exprimer des notions quantitatives dep®nhes réseaux de Petri temporisés. C'est
précisément I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 5

Réseaux de Petri temporisées et automates
temporisés

Dans ce chapitre, nous présentons une comparaison de cesiddales ayant pour but de mieux
comprendre leurs fondements théoriques. Pour cela, nalisaigs une analyse précise de leurs ex-
pressivités relatives. L'essentiel des résultats préseatdans ce chapitre ont été publiés dans [BHRO6b].
Une version longue de cet article est également disporithdRD6¢].

5.1 Introduction

Nous avons présenté dans les chapitres 1 et 2 les modélesitdesates temporisés et des ré-
seaux de Petri temporisés. Les automates temporiséstaenstine extension simple et intuitive des
automates finis et sont largement utilisés. Les réseaux tlet®mporisés sont quant a eux parti-
culierement adaptés aux systemes infinis puisque nous &wgse de nombreux probléemes sont
décidables, méme pour des réseaux non bornés.

En termes de comparaison de ces deux modeles, nous pouyarsaffaéner que les réseaux de
Petri temporisés (non bornés) ne peuvent pas toujoursrétrsformés en automates temporisés car
les langages non temporisés qu'ils acceptent peuvent rétngagguliers (voir exemple 2.4 page 55),
alors que les langages non temporisés reconnus par desaesai@mporisés le sont toujours. Sur un
autre aspect, il a souvent été affirmé que les réseaux detéraporisés sont plus expressifs que les
automates temporisés puisqu’ils peuvent manipuler un ne@imfini de jetons, chacun « possédant »
son horloge. Dans les travaux présentés dans ce chapitre,noois sommes intéressés a une étude
précise des expressivités relatives de ces deux modéles.

Suivant l'affirmation précédente, il semble naturel d’'gssale transformer les automates tem-
porisés en réseaux de Petri temporisés bornés. Afin d'ohieri transformation simple, il apparait
commode de modéliser chaque horloge de I'automate tendégmsiisune place du réseau de Petri tem-
porisé. Cette transformation trés simple fonctionne ftarfzent pour la sous-classe des automates
temporisés mettant systématiquement a jour la valeur ddsges qu'ils testent. Plus précisément,
ceci signifie que si une garde de 'automate fait intervehiorloge x, alors cette horloge doit étre
mise a jour (ou simplement remise a zéro selon le modéleatizaies temporisés considéré) par cette
méme garde. La transformation correspondante est ilustiéla figure 5.1.

Dans le cas général, la simulation des tests d’horloges ejgiont pas mises a jour parait plus
délicate. Afin de conserver la simplicité et I'élégance dérdmsformation dans le cas général, il
semble naturel d’étendre le modéle initial des réseaux ttetBmporisés avec des arcs de lectile,

105
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[0,2[ [0,0]

i b [0, +00[ [0, 0]

T <2a
~O—=—0 ~ a® | or

FiG. 5.1 — Cadre favorable a la transformation d’automates ¢eisgs en réseaux de Petri temporisés.

des arcs qui testent la présence et I'age de jetons, sarsissomer.

Les arcs de lecture ont été introduits dans le contexte mopdasé [MR95] afin de définir une
sémantique de la concurrence plus raffinée pour les réseaRetdi. Du point de vue de la séman-
tique des entrelacements, ils n’apportent pas d'exprigsgvisqu’ils peuvent étre simulés par deux
arcs qui consomment et reproduisent le jeton. D’autre pastarcs ont déja été introduits de facon in-
dépendante dans les réseaux de Petri temporiséSiparhk dans [Srb05] avec la méme motivation :
transformer les automates temporisés en réseaux de Pepotisés. Cependant, dans ses travaux cet
auteur ne s'intéresse pas aux questions d’expressivité did¢introduction des arcs de lecture.

Dans la section 5.2, une fois ce nouveau modéle introduiis radlons montrer I'équivalence
attendue entre les automates temporisés et les réseaukiderporisés bornés avec arcs de lecture.
Plusieurs questions naturelles se posent alors, auxquetles allons répondre dans la suite de ce
chapitre :

— est-il nécessaire d’'étendre le modéle des réseaux daéteprorisés afin de pouvoir exprimer

les automates temporisés ?

— les arcs de lecture augmentent-ils le pouvoir d’expressdes réseaux de Petri temporisés ?

— que deviennent ces questions sous les contraintes deixdseaeés, vis-a-vis des différentes

équivalences de langages (mots finis, infinis, infinis noroX eriroduites page 34 ?

Dans la section 5.3, nous établissons un résultat annexd (¢ast pas relié a des problemes
d’expressivité) démontrant que le probléme de couvertstelécidable pour le modéle des réseaux
de Petri temporisés avec arcs de lecture. Ensuite, nousrpo&s dans la section 5.4 des résultats
préliminaires a I'étude précise de I'expressivité de ce @mdis-a-vis de ses sous-classes. Ceci nous
permet dans la section 5.5 de caractériser précisémeniulemipal’expression des arcs de lecture.
Nous nous intéressons ensuite dans la section 5.6 au palexpression des mises a jour non déter-
ministes. Ces différents résultats sont synthétisés,mbiés dans le cadre des automates temporisés
dans la section 5.7. Enfin, nous donnons quelques conctusiqrerspectives dans la section 5.8.

5.2 Reéseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture

Dans cette section, nous donnons une présentation forchelteodéle obtenu en ajoutant des arcs
de lecture au modéle des réseaux de Petri temporisés prékmm la section 2.3. Nous établissons
ensuite une équivalence entre les réseaux bornés de eette €t les automates temporisés.

5.2.1 Définition du modéle

Les définitions élémentaires ont déja été données dansdesirels 1 et 2.
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Nous donnons ici la définition formelle d’un réseau de Petrifiorisé avec arcs de lecture. Elle
consiste en une simple extension de la définition 2.11 deawuésde Petri temporisés, dans laquelle
nous ajoutons une composante qui reflete les dépendaneges le& nouveau type d'arc.

Définition 5.1 (Réseau de Petri temporisé avec arcs de lectwa)réseau de Petri temporisé avec
arcs de lectureV” est un uple{ P, 7, %, *(.), (.)*,°(.), Mo, A) ou :
- (P, T,%.,°%(.), (.)*, My, A) est un réseau de Petri temporisé, selon la définition 2.11, et
- °(.) € MEns(P x T)T estl'application d'incidence de lecturécorrespondant aux arcs de
lecture).

La seule différence réside donc dans I'adjonction d’un eauvtype d'arc, étiqueté de la méme
facon par des multi-ensembles d’intervalles. Nous expligumaintenant comment ils sont pris en
compte dans la sémantique du réseau. Comme cela a été démmtellement dans I'introduction,
lors du tir d’'une transition, la présence des jetons est¢esnais les jetons ne sont pas consommeés.

Définition 5.2 (Sémantique d’un réseau de Petri temporisé avec arcs dedgcBoit\NV = (P, T, X,
*(), ()%, °(.), My, A) un réseau de Petri temporel avec arcs de lecture. Sa sénoantist définie par
le systéme de transitions tempor[g€] = (Q, g0, —) avec :
— @ = MEns(P x T),
— qo = o, OUg(p) = Mo(p) - (p,0),Vp € P,
— — définie pourv € MEns(P x T) par :
— transitions de délai jpourd € T, v LNy d, Ou la somme est prise sur la composante de
T,i.e. (v + d)(p) = v(p) + d pour toute place € P.
— transitions discrétes poura € ., v 5 1/ si et seulement s'il existe un élément T et
des éléments, °v, v* € MEns(P x Rxg) tels que :

Alt)=a
.V):.t
Oy):Ot

v =t
‘v+v<v
V=v—-v+r°

Enfin, pour définir les exécutions acceptantes, nous camasidé€ine condition d’acceptation de Bichi
généraliséAcc = {accy,...,acc;}. L'ensemble des configurations finales [d€], noté Q, est
défini par :

Qr = {v € MEns(P x T) | Jacc € Acc | m;(v) satisfaitacc}

et la condition de Biichi généralisée associgg\d, notée{Q., ..., Q"}, par :
Q! = {v € MEns(P x T) | m1(v) satisfaitacc;}

A nouveau la seule différence réside dans le traitement ssde lecture pour les transitions
discrétes. Afin de pouvoir tirer une telle transition diserél faut pouvoir trouver dans le marquage
couranty, en plus d’'un sous-ensemtle de jetons qui vont étre consommeés, un autre sous-ensemble
°v de jetons qui sont lus’{ et °v sont disjoints), et qui seront donc laissés inchangés loitir dcf
V' = v —*v +1°*). Ces jetons lus doivent, de la méme fagon que les jetonooonss et produits,
satisfaire certaines contraintes temporelles indiquéesi@s intervalles de temps. Cette sémantique
est illustrée a I'aide de I'exemple 5.3 donné ci-apres.
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Acc = {actif = 0, inactif = 0}

entrée activation
inactif actif
>1
o B [min, max]
admission mise & jour
[O] lecture
[0] | <val
cache

client |

FiG. 5.2 — Un exemple de réseau de Petri temporisé avec arcstdeelec

Notations.Nous utilisons les notations introduites pour la reprég@nt des réseaux de Petri tempo-
risés. Les arcs de lecture sont quant a eux représentéssparaganon orientés.

Exemple 5.3. Un exemple de réseau de Petri temporisé avec arcs de lesturepeésenté sur la
figure 5.2. Ce réseau modélise une information fournie pasameur et consultée de facon asyn-
chrone par des clients (transitidecture). Comme cette information peut devenir obsoléte au-dela
d’'une certaine durée de validitél, le serveur peut mettre a jour périodiguement le contentirde |
formation (transitionrmise a jour), mais la fréquence de cette opération peut varier en fumcie la
charge de travail du serveur. Le contrdle des entrées gagatetu moins une unité de temps s’écoule
entre I'arrivée de deux clients (transitiadmission). Soulignons I'intérét de I'arc de lecture entre les
placescache et lecture : lorsqu’une transitiorecture est franchie, un jeton d’age est consommé
dans la placelient et la présence dans la placeche d’au moins un jeton d’age inférieur ou égal
aval est testée. Cependant, ce jeton n’est pas consommé et soredgpas modifié : il peut donc
étre réutilisé par la suite, ce qui reflete la notion de dueaidité évoquée plus haut. Insistons
enfin sur le fait que la sémantique des réseaux de Petri té&s@pajavec ou sans arcs de lecture)
n'est pas « urgente » au sens ou elle n'impose pas le frapohisg des transitions. Par exemple,
rien n'empéche le serveur de ne pas mettre a jour la valeunpstet ainsi d’étre bloqué a jamais
(lorsque I'age du jeton de la plaeetif est supérieur &nax). Une condition d’acceptation appropriée
commeAcc = {actif = 0, inactif = 0} permet d’éviter un tel blocage en forcant le franchissement
des transitionsnise a jour etactivation infiniment souvent.

Nous donnons un exemple de chemin dans ce réseau, en prénant2, max = 4, etval = 3.

2)

(entrée, 0) + (actif, 0) — (entree 2) + (actif, 2)

mise & jour ( ,2) + (inactif, 0) + (cache, 0)

), (entrée, 5) + (inactif, 3) + (cache, 3)
( )+ (
( )+ (

admission entrée, 0 client,0) + (inactif, 3) + (cache, 3)

inactif, 3) + (cache, 3)

lecture
- entrée, 0
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Sous-classes des réseaux de Petri temporisés avec arcs deite. Comme nous I'avons fait pour
les précédents modéles que nous avons introduits, noussdéfia un certain nombre de sous-classes
du modéle des réseaux de Petri temporisés avec arcs deldcartaines sont identiques a celles déja
introduites plus haut, mais nous redonnons I'ensemble él@sitibns car ces différentes sous-classes
sont fondamentales pour I'étude du modéle que nous allaiseédans ce chapitre.

Définition 5.4 (Sous-classes des réseaux de Petri temporisés avec aectute) Soit\V = (P, T, X,
*(),()*,°(.), My, A) un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture. Celuici e
— unréseau de Petri temporisépour toute transitiort € T, taille(°t) = 0,
— intégralsi tous les intervalles apparaissant dans les multi-ensesde/N” sont éléments d&y,
— aremises a zeérsi pour toute transitiort € T', et pour toute place € P, I # [0,0] = [ ¢
dom(t*(p)),
— k-bornési toutes les configurations apparaissant le long d’'une séquence de tirdlesont
telles que pour toute plagec P, taille(v(p)) < k,
— bornés’il existe un entier naturet € N pour lequel\V estk-borné,
— saufs’il est1-borné.

Toutes ces notions sont relativement classiques, misetdappropriété de remises a zéro, qui
correspond d’une certaine fagon aux mises a jour standardutemates temporisés, qui n'autorisent
gue0 comme nouvelle valeur des ages des jetons produits.

Notons que le réseau de Petri temporisé avec arcs de leetliexeimple 5.3 est intégral, a remises
a zéro mais n'est pas borné car un nombre quelconque de fEanétre produit dans les plaaeghe
etclient.

5.2.2 Equivalence avec les automates temporisés

Restrictions. Parce que la sémantique des réseaux de Petri temporiségpesinele d’urgence et
car nous démontrons des résultats de bisimilarité, nousidénons ici uniguement des automates
temporisés sans invariants.

Nous établissons ici I'équivalence (en termes de langaayas® automates temporisés et réseaux
de Petri temporisés avec arcs de lecture bornés. Le résuitaint a été obtenu pariJsrba :

Théoréme 5.5[Srb05]) Les réseaux de Petri temporisés saufs, avec arcs de ledtrgsteeints aux
remises a zéro sont bisimilaires aux automates temporisés.

Nous améliorons le résultat précédent en I'étendant a &seldes réseaux de Petri temporisés
bornés avec arcs de lecture.

Théoréme 5.6. Les réseaux de Petri temporisés bornés avec arcs de leatmiebssimilaires aux
automates temporisés a mises a jour non déterministes.u3engistreindre chacune des deux classes
aux remises a zéro préserve I'équivalence.

Au lieu de présenter une preuve utilisant le théoréme 5rigub est plus commode de présenter
une preuve compléte du théoréme 5.6.

Preuve. Cette preuve procéde en trois étapes. Dans un premier teys,démontrons le résultat
esquissé dans lintroduction : étant donné un automate desd) il est possible de construire un
réseau de Petri temporisé sauf avec arcs de lecture qut hiséwilaire. Ensuite, nous présentons une
construction permettant de passer du cas borné au cas sauépaéseaux de Petri temporisés avec
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arcs de lecture. Enfin, nous montrons comment transformeéseau de Petri temporisé sauf avec
arcs de lecture en un automate temporisé.

Des automates temporisés aux réseaux de Petri temporisééssavec arcs de lectureSoit A =
(2., X, L, T4, £y, S)* un automate temporisé (éventuellement avec mises a joudétenministes).
Nous construisons un réseau de Petri temporisé sauf (etad@ortiori borné) avec arcs de lecture
N =(P,T,%:,°(.),(.)*°(.), My, A) de condition d’acceptatioAcc comme suit.

- P=LUJX,
- My =14y + X,
T =Ty,

— pour toute transition = ¢ 2%, ¢ élément dely,

— siz est telle queu(x) est défini, alorg®(z) = u(x), *t(x) = gj,, OU g|, est l'intervalle
imposé ar par la contraintey,
— siz est telle queu(z) n'est pas defini, alorst(z) = g,
— *4(6) = R
— (") = 0],
— A(t) = q,
- siS = {5,...,Sk}, alorsAcc est 'ensemble{acc,, . ..,acc} ou, pour toutl < i < k,

acci:ZK:l

LES;
Le réseauV que nous avons ainsi construit est fortement bisimilairaidmate temporisé ori-

ginal. En effet, considérons la relatiGh définie par :

1
(¢,v) Rv ssi (taille(v(l)) =0 VI #4
v(z) = v(z) Vo e X,

ol (¢,v) € L x TX est une configuration dd et € MEns(T)? est une configuration d&'. Il est
facile de vérifier quér est une relation de bisimulation forte qui respecte les garditions initiales
et les conditions d’acceptation.

Enfin, notons qu'’il y a exactement un jeton dans I'ensemhdepticed, pour? € L et exactement
un jeton dans chaque plagg@ourx € X. Le réseau construit ainsi est sauf (et donc borné) et cauése
utilise des mises a jour non déterministes si et seulemdigusomate temporisé en contient. Cette
construction est illustrée sur I'exemple 5.4.

Réseaux de Petri temporisés avec arcs de lecture : des réskarnés aux réseaux saufs.

SoitN = (P, T,%.,°(.),(.)*,°(.), Mp, A) un réseau de Petri temporisé borné avec arcs de lecture.
Supposons de plus que ce réseau kdibrné. Nous allons dans cette premiére étape construire un
réseau de Petri temporisé avec arcs de lect(rbisimilaire et sauf par construction.

Duplication des placesToute placep de A est remplacée patk places{p{,p} | 1 < i < k}
dansA”. Pour tout indicei € {1,...,k}, les places? etp} seront mutuellement exclusives et les
jetons de la place dans\ (en nombre inférieur ou égalid vont étre redistribués dans les plapgs
pouri € {1,...,k}. Lintuition de la construction est d'utiliser chacune desglaces pour simuler
exactement un des au plégetons dep. Afin de garantir que le réseau est sauf, nous utilisons les
places complémentaires). Nous rendons ces deux place$ et p}) mutuellement exclusives en

'Remarquons que nous avons remplacé dans la définition lesiblesL ; et L. d’états de contrdle finals et répétés par
une condition de Buchi généralisée Ceci permet de faire coincider les deux modeéles.
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imposant, lors d’'une production (respectivement une aonsation) d'un jeton dans la plage, de
consommer (respectivement de produire) simultanémergtan fans la placg’.

Duplication des transitiongFixons une transition de . Cette transition va étre remplacée dans
N’ par plusieurs transition$t(p) (respectivementt(p), t*(p)) est un multi-ensemble appartenant a
MEns(Z), dont nous notons la taille(p) (respectivement’(p), s”(p)). Nous ordonnons les jetons
dans ces multi-ensembles et écrivons :

.t(p) = Il+---+ls(p)
°t(p) = I1+...+ Ig,(p)
o) = L +...+ 1,

Les dupliquées desont paramétrées par trois fonctions indiquant pour chatpgep dans quelles
dupliquées de les jetons doivent étre consommés, lus et produits.

Arc de consommation. Soji une place telle que(p) > 0. Fixons une fonction injective,
définie de{1, ..., s(p)} dansNy = {1,..., k}. Cette fonction détermine dans quelles places 'arc de
consommation relianta p va consommer les(p) jetons.

Arc de lecture. Soip une place telle que’(p) > 0. Fixons une fonction injective;) définie de
{1,...,5(p)} dansNy. Cette fonction détermine dans quelles places I'arc deectliantt a p va
lire less’(p) jetons.

Arc de production. Soip une place telle que’(p) > 0. Fixons une fonction injective, définie
de{l,...,s"(p)} dansNy. Cette fonction détermine dans quelles places I'arc deymtazh reliantt
ap va produire les” (p) jetons.

Nous définissons a présent la fonctior(respectivement’, ¢””) comme la fonction envoyant
chaque place € P sur la fonctiong, (respectivement suf, ().

Supposons de plus que ces trois fonctions vérifient les tionglisuivantes.

Vp e P les images des applicatiogs et C;, sont disjointes,
" | les images des applicatiog$ et ¢, sont disjointes.

Ces conditions requiérent simplement que pour toute plalzesimulation de ne cherche pas a lire
et consommer un jeton dans une méme dupliqguée dea lire et produire un jeton dans une méme
dupliquée de.

Pour tout triplet de fonction&, ¢’, (") vérifiant les conditions précédentes, nous ajoutahs
transitiont’ = t . » définie, pour tout placg € P, par :

't/(p p(i)) I;

1
A oo S , ¢
e {1 (p)} { vl ) = [0

Vie{l....s )} Pl ) =1

vie{l,...,s"(p)}

Enfin, I'étiquette de la transitioty - -~ est simplement celle de
Etant donnée une plage € P, les arcs reliant la transitioty . -» aux dupliquées de sont
représentés sur la figure 5.3.
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FiG. 5.3 — Réseaux de Petri temporisé avec arcs de lecture : dwaas au cas sauf

Marquage initial.Etant donnée le marquage initisfy € MEns(P) du réseauV, nous définissons
le marquage initial\Z), du réseau” par :

Mo(p

)
My=>">"pi.

peP =1

Conditions d’acceptatiorEnfin, la condition d’acceptation est modifiée de fagcon redlir toute
occurrence d’'une plagedans la condition d’acceptation est remplacée par le t@ﬁ_el (p}).

Il est relativement simple de vérifier que cette construcpeoduit un réseau de Petri temporisé
avec arcs de lectur®” a la fois sauf et bisimilaire au réseal. Le fait queN” soit sauf est évident
par construction (rappelons que les plaggst p; sont complémentaires). L'existence d’une relation
de bisimulation repose sur le fait qu'une configuration’\deyantn jetons dans la place est repré-
sentée dand/” par une configuration dans laqueleplacesp; contiennentl jeton (et dont les ages
correspondent aux jetons getandis que les pour — k autres indices, la placep? contient un jeton
(d’age quelconque). Il est alors facile de vérifier qu'uransitiont est tirable dans\V' depuis une
configurationv si et seulement si une des dupliquées dans\/’ est tirable depuis une des configu-
rations de\’ correspondant a. Puisque les marquages initiaux et les conditions d’aetiept sont
préserveés par cette relation de bisimulation, la bisinddamplique les{x, w, w,, 7 }-équivalences.

Enfin, notons également que le réseau obtenu est a remisas s leréseau original I'est.

Des réseaux de Petri temporisés saufs avec arcs de lectureaatiomates temporisésSoit N' =
(P, T,%.,°(.),(.)%,°(.), Mo, A) un réseau de Petri temporisé sauf avec arcs de lecture, ebode
tion d’acceptationAcc. Nous allons définir un automate temporidé= (3., X, L, T4, (y, S) bi-
similaire a/N. Afin de simplifier les notations de cette construction, noagerons simplemerft:
I'ensemble des placese P telles quetaille(*t(p)) > 0 (et de méme pout® et°t). Remarquons que
commeN est sauf, nous pouvons supposer que pour toute transitdh, nous avonst N °t = () et
°t N t* = ) (sinon la transitiort ne pourra jamais étre activée car le réseau est sauf).

Nous définissons alotd comme suit :

- X ={z, | p € P} (z, représente 'horloge correspondant a la plae

- L =2F,
— il existe une transitioll 2%, ¢’ € T4 si et seulement s'il existe une transitiore 7' dans\/
telle que :

- *tu°tC/,
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—t*nE\*t)=10,
-0 =(\t)ut,
— g est la conjonction de toutes les contraintgse I, telles que(p, I,,) € *t U °t,
- a=A(t),
— pw(xp) = Iy si(p, I,) € t* etp(x,) = L sinon.
— fy = dom(M) (il y a exactement un jeton par place initialement marquée),

— si la condition d’acceptation d& s’écrit Acc = {accy,...,accy}, alors nous définissons un
ense}mbIeS = {S1,..., S} d’ensembles d'états de controledgparSs;, = {{ € L | }_ c,p F
acc; }.

Remarquons que comme une place contient au plus un jetoseuteehorloge est suffisante pour
coder le comportement de cette place. Il est facile de veqtie cette construction est correcte. Enfin,
I'automate temporisé met en jeu des mises a jour non détestasrsi et seulement si le réseau de Petri
temporisé n’est pas restreint aux remises a zéro.

Ceci conclut la preuve du théoréme 5.6. O

Exemple 5.7. Nous illustrons la transformation d’un automate tempoeiséin réseau de Petri tem-

porisé sauf avec arcs de lecture sur la figure 5.4. 2
T 1] Yy
51 62
r<2ANy>3,a <2 >3
C r:=1 O ~ a B
51 €2

FiG. 5.4 — Un exemple de la transformation d’'un automate terapan un réseau de Petri temporisé
sauf avec arcs de lecture.

5.3 Probleme de couverture

Nous démontrons a présent un résultat important pour cettectle classe de modeéles a savoir la
décidabilité du probléme de couverture.

Soit N un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture de cotifiguirgtiale . Soit N un
ensemble de configurations d& Nous notonsV' la fermeture par le haut d&, i.e. 'ensemble de
configurations{v | 3/ € N, v/ < v}.

Le probleme de couvertungour un réseal et un ensembléni de configurationsationnellesNV
demande s'il existe un chemin dan&issu dev, atteignant une certaine configuratiore N'. Nous
obtenons alors le résultat suivant :

Théoreme 5.8.Le probléme de couverture est décidable pour les réseauxtiet®mporisés avec
arcs de lecture.

Ce résultat est a rapprocher du théoréme 2.14 énoncantittaliité de ce probléeme pour les
réseaux de Petri temporisés (sans arcs de lecture).
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Afin de résoudre le probléeme de couverture pour les résealPettetemporisés avec arcs de
lecture, nous allons étendre la notion de régions, intteduar Alur et Dill pour I'analyse des auto-
mate temporisés (présentée dans la section 1.1) au cadrésgesix de Petri temporisés avec arcs
de lecture. Rappelons qu’une région est un objet mathéonsafigrmettant une manipulation sym-
bolique des configurations du systeme. Cette notion a déjatdisée dans le cadre des réseaux de
Petri temporisés (sans arcs de lecture) dans [Mah05], etlarégnt été utilisée dans plusieurs autres
contextes [OWO04, OWO05, LWO05]. Une preuve basée sur I'atili;n de zones (définies dans le cha-
pitre 6 pour les automates temporisés) pourrait égalentemniedvisagée, comme cela a été réalisé
dans [ANO1] dans le cadre des réseaux de Petri temporigés dszs de lecture).

Régions pour les réseaux de Petri temporisés avec arcs detlee. Soit\V = (P, T,%.,*(.), (.)®,

°(.), My, A) un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture, dans legiornes des intervalles
appartiennent & U {+o0}. Soit N un ensemble fini de marquages dont les dges sont des entiers
naturels. Il n'y a pas de perte de généralité a supposerdaseals précédents entiers. En effet, dans
le cas contraire, nous pouvons raffiner la granularité dgismé. Notonsnax I'entier naturel le plus
grand apparaissant dans les bornes des intervalles etadafigds des jetons des configurationgvde

Définition 5.9. Une régionR de N vis-a-vis deN est une séquencga; . .. a,a. dans laquelle
n € N et pour toutd < i < n, a; € MEns(P x {0,1,...,max}) avectaille(a;) # 0sii # 0, et
(oo € MENS(P X {o0}).

Dans un premier temps, nous expliquons de maniére infeerfeeiémantique d’une région. Etant
donné un multi-ensemble de jetons définissant une confignratous décrivons la région qui lui est
associée. Nous placons dang I'ensemble des jetons dont I'age est strictement plus goaedla
constante maximalemax et ne mémorisons pas leur age. Nous placons ensuiteadaes autres
jetons dont I'age est entier.€. dont la partie fractionnaire est nulle) et indiquons leue.agnfin,
nous ordonnons les jetons restants par ordre croissantiideddie fractionnaire, les plagcons dans les
multi-ensembles, ..., a,, (nous regroupons les jetons dont les parties fractiommaivat égales) et
ne retenons que la partie entiére de leurs ages. Ainsprésente le nombre de valeurs fractionnaires
différentes. Considérons par exemple la configuraion) + (p, 2.8) + (¢,0.8) + (¢, 5.1) + (r, 1.5)
et supposons que la constante maximale dautlors la région contenant cette configuration est la
régionagaiazas OUag = (p,1) (car il'y a un unique jeton d’age entier),, = (¢, c0) (car I'adge du
jeton(q,5.1) est5.1, et se situe donc au-dela de la constante maximale}, (r, 1) (parmiles parties
fractionnaires0.5 est la plus petite) eiz = (p,2) + (¢,0) (tous les jetons dont 'age a une partie
fractionnaire égale &.8).

Nous définissons a présent formellement la sémantique diemse Soitp I'application deT vers
{0,1,...,max, oo} définie par : sic > max alors¢(x) = oo sinon¢(z) = |z]. Nous étendong a
P x Tparg((p,x)) = (p,¢(z)) et AMEns(P x T) par linéarité.

SoitR = apay . . . anas UNe région, alor§R| est I'ensemble des configurationpour lesquelles
il existe des configurations,, v, . .., vy, Voo € MEns(P x T) vérifiant :

—V=ag+V1+Vo+...+Vp+ Vo,

—V1<i<n, o) =a;etp(Veo) = too,

- V1<i<nV(pz)+(¢,y) Svi,0<z—[z] =y—[y],

—V1<i<j<nV(p,z)<v(q,y) <vpr—|z] <y-ly].

Notons que chaque configurationappartient a une unique région, nous notons cell®<{ar)
et que si une configuration € MEns(P x T) contient uniquement des jetons d’age entier, alors
[R(v)] = {r}. C’est donc en particulier le cas pour les élémentévdel'aprés I'hypothése faite sur
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N. Le probleme de couverture original de I'ensemblesst donc réduit au probléeme de couverture
pour un ensemble fini de régions et donc au probléme de cowegrbur une unique régior ;.

Décidabilité du probleme de couverture. Avant de démontrer le théoréme 5.8, nous énoncons le
lemme suivant, dont la preuve est donnée aprés.

Lemme 5.10. SoitR une région et une transition discréte. Nous avons alors :

(i) Prédécesseurs temporeliensemble des prédécesseurs temporelgRdeest égal a une union
finie UOgigk[Ri]T ouk € N et pour toutd < i < k, R; est une région. De plug, et les régions
R; sont calculables.

(ii) Prédécesseurs discretd’'ensemble des prédécesseurs discret$Rié par la transitiont est
égal a une union finié¢J,,..[R;]" otk € N et pour toutd < i < k, R; est une région. De
plus, k et les régionsk; sont calculables.

Preuve du theoréme 5.8.Remarquons d’abord que, étant données deux ré@oasaga; . . . araoo

etR' = aja)...al,a., il est possible de tester §R] C [R']! : les conditions nécessaires et
suffisantes sonty > a, ane > al, et I'existence d'une application strictement croissapitele
{1,...,n'} dans{1,...,n} telle que pour tout <i < n',ayy) > aj.

Nous définissons un préordresur I'ensemble des régions par< R’ si et seulement $’R’]T -
[R]!. Alors, en utilisant le lemme d’Higman [Hig52], nous pousomontrer qu'il forme un quasi-
ordre bien fondéi.e. pour toute séquence infinie de régidi®; }.cn, il existe deux indices < j tels
queR; < R;. En effet, chaque régioR est une séquence finie de multi-ensembles sur un ensemble
fini et donc, d'aprés [ANO1, Théoréme 1], le pré-ordre dutis haut est un quasi-ordre bien fondé.

L'algorithme pour résoudre le probleme de couverture paerrégiorik ; consiste alors a calculer
de fagon itérative les prédécesseurs (par écoulement castetpar transitions discrétes) de;]'.
D’aprés le lemme 5.10, ces prédécesseurs sont toujourqidessdinies de fermetures par le haut de
régions. Nous stoppons alors I'exploration des prédénesse la fermeture par le haut d’'une région
lorsque celle-ci est plus grande (pour le préordje&u’une région déja calculée. La correction de cette
méthode découle de la remarque suivante : la rel&ipr< R, entraine que toutes les configurations
accessibles depuiR,]! le sont également depuj®,]’. Démontrons & présent la terminaison de
I'algorithme. Comme les prédécesseurs des ensenfiRlésainsi calculés sont toujours des unions
finies de fermetures par le haut de régions (d’aprés le lemiid,3e calcul réalisé par cet algorithme
peut étre vu comme un arbre a branchement fini. Supposorsscalercet algorithme ne termine pas,
d'aprés le lemme de Kénig cet arbre posséde une branchesirfiapendant, commeest bien fondé,
nous obtenons une région plus grande qu’une région déjaléalet le calcul le long de cette branche
doit donc étre stoppé.

Ceci conclut la preuve du théoréme 5.8. O

Preuve du lemme 5.10.Nous présentons ici comment calculer les prédécesseuptels et dis-
crets de la fermeture par le haut d'une région= aga; . . . anaoo-
Prédécesseurs temporeNous distinguons trois cas, selon la nature de la région

Si ap contient un jetor(p, 0), alors il 'y a aucun prédécesseur temporel striciRie.

Sinon, sitaille(ag) # 0, alors le prédécesseur temporel @' avecR’ = aja; . .. anal, | ;as OU
ay est le multi-ensemble vide e, ; est obtenu a partir d&, en décrémentant del’age (intégral) de
chaque jeton. De maniére informelle, cette opération sgmt& un écoulement du temps élémentaire
inversé tel qu’aucun jeton dg n’atteint une valeur entiére et aucun jetonadg n’atteint max.
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c=d +E+D avecec[R]

F *t=3 m1,3(cons;)

A

‘ E i my3(luy)
E[R//]
W ; A A ': °t

: | 3 F Xima(lu)

i E[7‘(] : et ey (% mra(luy))

3 | €[R]

v Y 3
i }': 2 m3(prod;)
* ht.

G[RN]T E[R/]T Ce[ﬂ]T

FiG. 5.5 — Décomposition de I'ensemble des jetons pour le cdlesiprédécesseurs discrets.

Sinon,i.e. si taille(ag) = 0, nous choisissons si les jetons @evont en premier atteindre une
valeur entiére ou bien si ce sont en premier des jetonsdgqui vont atteindre la valeunax. Il peut
arriver que ce soit les jetons placés dapnsou bien un certain sous-ensemblg < a., des jetons
placésa.,, ou encore les deux simultanément. Nous n'illustrons qudecaier cas (qui implique
n > 1). Le prédécesseur temporel dans ce cas est alors I'enséRibleot R’ = aja) ...a),_jal
est obtenu comme suit :

- CL/OO = Qoo — boo-

— af, = a1 + ¢ OUcy est obtenu & partir de, en affectant 'age de chaque jetomax,

-Vl<i<n-—1,d,=a;.

Prédécesseurs discrefdous choisissons une transitiorDans le reste de cette preuve, nous utilisons
la notation suivante, définie pour tout entier naturel N :

% — 10,...,k} U {o0}

Remarquons qu’étant donné un intervallelu réseau et un jetofp, x) appartenant a un certain
pouri € N9°, nous pouvons déterminer si, étant donnée une configuragipartenant a cette région,
le jeton correspondant appartienf aPar propriété des régions, ceci est indépendant du chdi de
configuration. Nous notons dans ce ¢as) F I.

Nous considérons la fermeture par le haut de la ré@loa aga; ... a,as €t voulons calculer
I'ensemble de ses prédécesseurs par la trangitlomtransitiont produit un multi-ensemble de jetons
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vérifiant la conditiont®. Ces jetons peuvent étre présents dans la réBipmais ils peuvent aussi
apparaitre dans sa cléture par le haut. De facon similagntaios jetons dét peuvent apparaitre
dans certains des;, mais ceci n'est pas nécessaire. Afin de décrire un enserebbeédiécesseurs
possibles déR]', nous choisissons des multi-ensembles de jepoad,, lu;” pour touti € N° tels
que sii # oo, ils sont éléments dBIEns(P x {0,1,...,max} x Z) et sinon ils sont éléments de
MEns(P x {oco} x 7). Nous supposons de plus qu'ils vérifient les conditionsasuas :

— pour touti € N2°, pour tout(p, z, I) < prod; + Iu;, (i,x) F I,

— pour touti € N, 7y o(prod,) + m 2(Iuf) < a;,

(rappelons quer; o projette les multi-ensembles sur les deux premiéres coampes — défini
en section 2.1.)

— Yjenee ma(prod;) < ¢,

— Yienge m3(luf) <t

Etant donné un indicé € N°, le multi-ensembleprod, représente les jetons produits par
qui « appartiennent » a;, tandis que le muIti-ensembIaj représente les jetons lus paet qui
appartiennent a;. Cependant, il peut exister des jetons supplémentairésgqulus ou produits) qui
n'apparaissent pas dans kgs Soulignons a nouveau que ceci est di au fait que nous comisglia
fermeture par le haut de la région. Ceci explique que les ipasiconditions précédentes, les deux
derniéres conditions sont des inégalités. La figure 5.5titucette décomposition.

Appliquant cette premiére décomposition, nous constnsis@région intermédiair®’ = aga . . .
a,,al, en soustrayant; »(prod,) aa; pour tout: et en retirant 'élément; — 71 »(prod,) obtenu de
la nouvelle séquence obtenue si sa taille est nulle. Lentitureln’ est donc la taille de la nouvelle
région obtenue ainsi.

Afin de compléter la simulation de la transitionnous devons ajouter les jetons nécessaires aux
arcs de lecture, ainsi que ceux qui sont consommés.four cela, étant donné un entier naturel
n” € N, nous définissons des multi-ensembles de jetmnss;, lu; pour tout: € N2, tels que
(comme plus haut) gi# oo, ils sont éléments d&lEns(P x {0,1,...,max} x Z) et sinon ils sont
éléments d&Ens(P x {oco} x 7). Nous supposons de plus qu'ils vérifient les conditionsasuas :

— pour touti € N©%,, pour tout(p, z, I) < cons; + lu;, (i,z) F I,

- ZZEN:,’, 7T1’3(COHSZ') = *t,

- ZZEN:}, m3(lu;) + Zz’eNgo m3(luf) = °t.

Les multi-ensembletu;” complétent les multi-ensemblés;” déja introduits de sorte a vérifier la
contrainte de lecturét tandis que les multi-ensemblesns; représentent les jetons requis par la
contrainte®t. Cette décomposition est illustrée sur la figure 5.5.

Etant donnée un application strictement croissant {1, ...,n'} dans{1,...,n"}, nous défi-
nissons alors la régioR” = aga’ ... a", al, par:

- a{)’ = CL6 + 7T172(C0n30) + 7T172(|Ua),

- a’o’o = CL:}O + 7T172(COHSOO) + 7T1,2(|UC:O),

— pour touti € {1,...,n"}, s'il existe un indicej € {1,...,n’} tel quey(j) = i alorsa) =

a;. + m1,2(cons;) + w1 2(lu;), sinona = 1 2(cons;) + w1 2(lu;").
Cette définition consiste simplement a ajout&t’des jetons correspondant aux arcs de lecture et aux
arcs de consommation. Elle tient en plus compte du fait guddex régions peuvent ne pas avoir la
méme taille (s’ # n”) et fait donc intervenir la fonctiomp.

Sous ces conditions, nous pouvons finalement conclure gagianR” obtenue est un prédéces-
seur pat de la régiorR au sens suivant :

v e [R"]", v e [R]' telle quer” & v
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Notons que la régiofR” dépend des différents choix que nous avons réalisés (lesensembles
Iuj, lu7, etc., les entiers)’, n” et I'application)). Comme il existe un nombre fini de tels choix,
nous obtenons que I'ensemble des prédécesseliy Upart peut étre décrit comme une union finie
d’ensemble$R”]", ce que nous souhaitions démontrer.

Ceci conclut la preuve du lemme 5.10. O

5.4 Préliminaires a I'étude de I'expressivité

Dans cette section, nous établissons de premiers réstitaisux pour I'étude de I'expressivité
menée dans la suite de ce chapitre. Tout d’abord, dans lassatien 5.4.1, nous présentons deux
langages temporisés qui permettent d’obtenir des inclgsitrictes (en termes de pouvoir expressif)
entre différentes classes. Ensuite, dans la sous-sectdh Bous introduisons une notion de forme
normale pour les réseaux de Petri avec arcs de lecture quiepear la suite une étude simplifiée du
modéle. Cette forme normale est utilisée intensivemers emétudes menées dans les deux sections
suivantes.

5.4.1 Deux langages temporisés discriminants

Nous introduisons ici deux langages temporisés qui peemietle distinguer plusieurs sous-
classes des réseaux de Petri temporisés avec arcs de.léicasteimportant de remarquer que ces
deux langages ne contiennent que des mots infinis Zeno. I€aterque sera importante dans la suite
de cette section.

Le langage temporisé;. Le réseauV; représenté sur la figure 5.6(a) (avec une unique condition
d’acceptation de Bilichi = 1) est un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture &e@niEro,
intégral et borné qui reconnait le langage temporisé

Elz{(a,ﬁ)...(a,Tn)...|O§7’1< ..§Tn<...§1}.

Remarquons que ce langage temporisé est également acaeptdifpmate temporisél; représenté
sur la figure 5.6(b).

Acc = {p =1} z< La
o 01 |
p )
(a) Le réseaw; (b) Lautomate temporisél;

FIG. 5.6 — Un langage temporigg reconnu par aucun réseau sans arcs de lecture.

Lemme 5.11.Le langage temporis€; n’est reconnu par aucun réseau de Petri temporisé sans arcs
de lecture.

Preuve. Supposons qu'il existe un réseau de Petri tempokisEans arcs de lecture) acceptant le
langageL;. Nous notongl le plus petit multiple commun des dénominateurs des coestapparais-
sant dans les intervalles dé. Choisissons un mot temporisé infini= (a, 71 )(a,72) ... (a, 7). ..

tel que pour tout > 1,1 — 55 < 7; < 7541 < L.
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Le motw est accepté pak7, et donc également paV : il existe une séquence de tir infinse
constituant une exécution acceptante peudans/\. Une telle séquence peut étre décrite comme
un élément d€7" x T)* ou T est I'ensemble des transitions du rése¢duet telle que la seconde
composante est une séquence (croissante) de dates. Naampalors décomposer et écrires =
o1(t1,m1)o2(ta, 72) ... on(tn, T) . . . OU pOUr tout entier naturel> 1, o; € (T' x T)* et de plus toutes
les transitions de; sont étiquetées partandis que les transitiorts sont étiquetées par

NotonsJetonsI’ensemble des jetons faisant partie du marquage initigbrogluits le long de la
séquencer;. Cet ensemble est naturellement fini. En particulier, is&xun entier naturet tel que
les jetons deletonsne sont pas utilisés lors du tir de la séquence (infitig)1, 7—1)on (tn, Tn) - - .
Considérons la sous-séquence de transitions tempatiség 7,,—1)on (tn, 7). Puisquer,—1 < 7,

il existe un suffixe(t, 7)(t}, ) - . . (£}, Tn) (tn, 7o) de cette sous-séquence Vvérifignt 7,, (k peut
éventuellement étre nul). Notonsle préfixe fini deo finissant palt, 7) et écrivonsy = o’o” Nous
allons démontrer a présent que la séquence indinies’ (o’ + %) peut étre tirée dan¥ (o” + ﬁ

est la séquence de transitions temporisée obtenue a pattit en retardant les franchissements de
transitions de2—1d unités de temps). Afin démontrer ce résultat, allons noulysaral’age des jetons
utilisés lors du tir d’'une transition d€’ = (¢, 7,) . . . (t,., 7n) (tn, Tn)0n+1(tnt1, Ths1) - - - dans la sé-
quence de transitions temporisée originakt nous allons montrer que (quand c’est nécessaire), nous
pouvons modifier I'age initial de ces jetons de sorte a refrdrechissable la séquence de transitions
o.

Choisissons un jeton dans la placeui, le long des, est produit par une transitigret consommé
lors du tir d'une transitiont’ dans le suffixes”. Ceci signifie en particulier que ce jeton n’est pas
élément deletonset donc que le transitioha lieu a une date vérifiantm; < 7.

Si t est une transition de”, alors nous ne modifions pas I'age initial de ce jeton dapsisque
t ett’ seront séparées par la méme quantité de tempsodandanss, et le jeton pourra donc y étre
consommé de la méme fagon.

Si, au contraire{ intervient dans le préfixe’ de o, nous avons alors — 1/(2d) < 7 < 7 <
T <1, <7 < 1o0u7 estladate de franchissementildanss. Nous définissoné = 7/ — 7 : nous
avons alord) < § < 2—1d. Dénotons paf ~ l'intervalle det®*(p) associé a la production de ce jeton,
et It l'intervalle de®t'(p) associé a sa consommation. Notons tout d’abord]quetIJr ne peuvent
pas étre des smgletons sSupposons que ce soit le cas[alefs{d, d] et/ = [k Elavech, k € N,
mais alorsE = 3 + §, ce qui est impossible puisqle< § < 2d

— Supposons donc dans un premier temps kue= [4, 4] et It = (% &) aveck < ¥ (les
parenthéses définissaht peuvent étre « strictes » ou « non-strictes »). L'age du jetmu’il
est consommé paf dansc est égal é% + J et est élément dé*, nous avons donk < &’ et
% +40+ % € I (puisqued < 6 < %). Dans ce cas, nous ne modifions pas I'age initial du
jeton pour franchir la séquenceet le tir det’ peut étre retardé dét unités de temps.

— Le second cas correspond a suppdser= (Z, hyetrt = [d, d] avech < h'. L'age du
jeton lorsqu'il est produit dans (i.e. lorsque la transitiort est tirée) est don§ -6 eI,
Ainsi, h < ket —§ — L € I~ puisqued < § < o. Afin d’assurer le tir de la séquenée
nous modifions donc I'age initial du jeton lors de sa producart dans cette séquence et lui
affectons la valeuf — 6 — 5 ce qui permet de retarder le franchissement’ die 5 unités de
temps.

— Dans le dernier cas, nous supposons qu’a la foiet I+ sont des intervalles non réduits a

un singleton et donc sont de la fornfie = (4, d) etIt = (& d) avech < h' etk < K.

Nous notons alorse I'age initial du jeton lors du tir de la transitiondanso : o + § (< 7)
est I'dge de ce jeton lors de sa consommationtpaansc. Deux cas sont a envisager : s

d>d
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a+6< %’ — 2—1d, alors nous ne modifions pas son age initial dars le franchissement dé
peut étre retardé dg; unités de temps. Si au contraire> & — L — §:alors#7L < o < &
etdonch < k' —1 < I/. Dansa, choisissons comme nouvel age initial du jetdn= % +5
avec0 < 3 < 5. Nous pouvons alors vérifier qué € I~ eta/ + 6+ 55 € I, ainsi le
franchissement dé peut étre retardé % unités de temps.

Avec ces nouveaux ages initiaux pour les jetons, la séquimt@nsitions temporiséeest fran-
chissable et accepte le mot tempor(gér) ... (a,7n—1) (a, 7y + 55)(@, Tnt1 + 59) - . . De plus, les
marguages discrets obtenus respectivement le long destexécacceptant le mot temporisé initial
et le mot temporisé précédent sont identiques, ces deuxteroforisés sont donc acceptés par
Cependant le mot temporisé reconnu le lon@ ae devrait pas étre accepté car il n'appartient pas au
langage£, (du fait der,, + % > 1). Ceci contredit donc I'hypothése de I'existence d'un aésde
Petri temporisé sans arcs de lecture accepfarmt conclut la preuve de ce lemme. O

Le langage temporiséL,. Le réseau\V; représenté sur la figure 5.7(a) est un réseau de Petri tem-
porisé avec arcs de lecture et mises a jour non déterministégral et borné qui reconnait le langage
temporisé

Lo ={(a,0)(b,m1)...(b,7)...|IT<1telqued <7 <...<7, <...<T7}h

Remarquons également, ce sera utile dans la sous-secti@, §ue ce langage temporisé est égale-
ment accepté par I'automate temporide représenté sur la figure 5.7(b) (qui utilise une mise a jour
non déterministe de I'horloge dans l'intervalle0, 1]).

Acc = {¢ > 1} x<1,b
a b

® [0] _I 10, 1] O 10, 1] I

B q x :€]0,1]
(a) Le réseaw (b) L'automate temporisgls

FIG. 5.7 — Le langage temporig& reconnu par aucun réseau intégral a remises a zéro.

Lemme 5.12. Le langage temporis€,; n’est reconnu par aucun réseau de Petri temporisé a arcs de
lecture qui soit intégral et a remises a zéro.

Preuve. Nous procédons par I'absurde. Supposons qu'il existe watéde Petri temporis&” avec
arcs de lecture intégral, et n’utilisant que des remises@ aéceptant le langagg,. Choisissons un
mot temporisév = (a,0) (b,71)--- (b, 7;) ... appartenant &, vérifiant0 < 7 < < ... < 7; <
... < 71 etlim;_,. 7, = 7. Nous notonsr € (T x T)* une séquence de transitions temporiséd/de
acceptanto.

Nous pouvons écrire = o109 aveco; une séquence de transitions temporisée instantanée et
o9 = (to,d)az pour un certain délal > 0 (ainsit, est la premiére transition defranchie a une date
strictement positive). Nous affirmons qué= o0}, ol ¢, est obtenue a partir de, en la retardant
del — 7, est une séquence de transitions\deSélectionnons une occurrence d’une transititiree
danso, et un jeton lu ou consommé pardont I'intervalle associé est nofé Si ce jeton a été produit
par une transition appartenanta alors il a le méme age dan$. Si au contraire ce jeton fait partie
du marquage initial, ou a été produit le long @g alors son age: lors du tir det danso, vérifie
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0 <d<z <7< 1,etdoncl0,1[C I (car nous avons supposé que le réseau est intégral et a
remises a zéro). L'age de ce jeton lors du tirtdéanso), est doncx + 1 — 7 et vérifie donc encore
0 <z +1-—7 < 1. Ainsi, laméme occurrence deest franchissable dams.

Comme les séquences non temporisées associéessd sont égalesy’ est une séquence accep-
tante. Le mot temporisé associé’aest donc accepté et s’éctit = (a,0)(b,7 +1—7)... (b, 7 +
1—17)...aveclim;_ 7 + 1 — 7 = 1. Ceci impliqguew’ ¢ L5, ce qui contredit I'hypotheése de
I'existence deV.

Finalement, il n'existe pas de réseau de Petri temporiggiiak avec arcs de lecture et remises a
Zéro qui accepte le langage. O

5.4.2 Forme normale pour les réseaux de Petri temporisés

Nous présentons une transformation des réseaux de Pepotisés avec arcs de lecture préser-
vant a la fois les langages de mots finis et infinis (Zeno et remo}, ainsi que les caractéres borné et
intégral des réseaux. Cette construction transforme éarésn lui imposant de fortes contraintes syn-
taxiques sur les places, qui permettent de simplifier ledetque nous allons mener par la suite. Cette
transformation est décomposée en trois étapes. La pregtape consiste a diviser les intervalles de
sorte que deux intervalles soient toujours ou bien disgoiot bien égaux. La seconde étape est d'une
certaine facon proche de la construction des régions a umendion de [LMS04] et mémorise I'age
des jetons et comment le temps s’écoule. Enfin, la derniapeé&tuplique des places afin que tous les
arcs de production (respectivement de consommation) ctése une place soient étiquetés par le
méme intervalle.

Proposition 5.13. Pour tout réseau de Petri temporisé avec arcs de leckiyaous pouvons construire
de facon effective un réseau de Petri temporisé avec aractigé N’ qui est{*, w, 7, w }-équivalent

a N, et dans lequel toutes les plagesont dans I'un des cing motifs représentés sur la figure 28, g
se lit ainsi : « il existe un élément € Q- U {+o0} tel que tout arc connecté a cette plageoit
étiqueté par un multi-ensemble dont la forme est spécifieladigure, selon qu'il s'agit d’'un arc de
consommation, de consommation ou de production ». De plasristruction préserve les caractéeres
borné et intégral du réseau.

Remarque 5.14.Le résultat de la proposition 5.13 n’impose pas que lesréiffis arcs du méme type

aient exactement la méme étiquette, mais seulement quedéquettes aient la méme forme. Plus
précisément, seule la valeur deest partagée. Ainsi, une plapereliée uniguement a deux arcs de
production étiquetés respectivement paf0] et4 - [0] est configurée selon le mof#; . J

Afin d'éviter les difficultés liées au marquage initial, n@affectuons d’abord une transformation
évidente sur le réseau. Nous ajoutons une plggecontenant un unique jeton, et une transitign
étiquetée pat, dont 'unique arc de consommation étiqueté [Baest connecté ani; et dont les arcs
de production correspondent au marquage initiel pour toutp € P, tinit®*(p) = My(p) - [0]. Toutes
les autres places sont initialement vides. Enfin, nous efayt,; = 0 a la condition d’acceptation.

Il est aisé de vérifier que cette transformation ne modifiel@#mngage accepté. Dans la suite, nous
supposerons donc que nous avons déja appliqué cette traasifin au réseau, et nous appliquerons
toutes les prochaines transformations a toutes les placeptée la placeint.

Comme annoncé précédemment, afin de démontrer la propoSiti8, nous procédons en trois
étapes, et construisons successivement un nouveau réseatisfait les restrictions syntaxiquéls,

(2) et(3) suivantes :
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ERUIESEaUTy 0] W0l L 0] A [ |
t| 'It t t t| 'It
n' - [0] n'-10,a]
t/ tl tl
(a) Motif P, (b) Motif P2 (a > 0 0oua = ) (c) Motif P3 (a > 0)
| n-10.al A J0.af) [n-l0al Sl ],
t t t t
| | |
nl . ]O7a[ n/ ]O7a[
t t/
(d) Motif P4 (@ > 0 ora = o) (e) Motif Ps (a > 0)

FiG. 5.8 — Normalisés d’'un réseau de Petri temporisé avec areciee.

(1) Pour chaque place, il existe un ensemble fini d’intervallesxda deux disjoint$/ }1<x<x tel
que tout arc connecté a cette place possede un multi-ersel@bd formed ", ., nx - . De
plus, chaqud), est ou bierja] ou bien]a, b[ aveca € Q> ethb € Q=g U {+oco}.

(2) Pour chaque plaée

(1) ou bien elle est connectée a (éventuellement) plusieussdarproduction étiquetés par des
multi-ensembles: - [0], (éventuellement) plusieurs arcs de lecture étiquetédgmmulti-
ensembles)’ - [0] et (éventuellement) plusieurs arcs de consommation ééigusar des
multi-ensemble&n - [0].

(7) ou bien il existe un nombre rationnele Q- tel que cette place est connectée a au plus un
arc de production étiqueté pg, (éventuellement) plusieurs arcs de production étiquetés
par des multi-ensembles- |0, a[, (éventuellement) plusieurs arcs de lecture étiquetés par
des multi-ensembles’ - |0, a[, un arc de consommation étiqueté figret (éventuellement)
plusieurs arcs de consommation étiquetés par des muéirgsies’n - |0, a.

(73i) ou bien elle est connectée a un arc de production étiquefé]péventuellement) plusieurs
arcs de production étiquetés par des multi-ensemb|és+oc[, (éventuellement) plusieurs
arcs de lecture étiquetés par des multi-ensemblel§), +oo[ et (éventuellement) plusieurs
arcs de consommation étiquetés par des multi-ensembBlel), +oo|.

(3) Toute place est configurée comme I'un des cing motifs reptésesur la figure 5.8.

Dans tous les lemmes suivants, I'équivalence mentionnéa ¢€s, w, w,» }-équivalence, ce qui
signifie que les constructions conservent les langagesaiesds de mots finis et infinis.

Le processus global de construction procede ainsi : nousdiMo réseau de Petri temporisé avec
arcs de lecturgV’ puis nous construisons successivement trois réseaux dedPgporisés avec arcs
de lectureN7, N, et A3 obtenus respectivement par les lemmes 5.15, 5.16 et 5.18.

Lemme 5.15. Nous pouvons construire un réseau de Petri temporisé avecda lecture\;, équi-
valent @\, et vérifiant la restriction(1).

2Les paramétres, n’ etn’ ne sont pas nécessairement partagés par les arcs.
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Preuve. Soit p une place déV. Nous considérons les bornes finies des intervalles agggardidans
les multi-ensembles d’'un arc connectg,adisons{ai,...,a,} aveci < j = a; < a;. Nous
définissons ensuite 'ensemid, = {[a1, a1}, |a1, a2, ..., lam—1,am], [am, am],]am, +oo[}. Sans
perte de généralité, nous pouvons supposergue 0. De plus, afin de faciliter la présentation, nous
définissonsz,,+1 = +o0, adoptons la conventio,, 1 — a,, = +oo et écrivons I'ensembl&1,
commeSI, = {I; hh<k<x. Remarquons que pour tout intervalle € SI,, et pour tout intervalle
apparaissant dans un multi-ensemble d'un arc connegté@a@us avons ou biefiN I, = () ou bien
INiy=1I;.

Nous allons itérativement appliquer les transformatiangastes aux transitions connectées. a
Choisissons donc une transitierconnectée & par un arc dont le multi-ensemble associé s’écrit
T =Y < Mk - Ji. Nous dupliquons la transitiohavec les mémes arcs et les mémes multi-
ensembles excepté I'arc concerné par la transformations Notons une telle transition dupliquég
ou ¢ est une application dfl,..., K} x {1,..., K’} dansN telle quel; N Ji = 0 = ¢(k, k') =0
ety p<x ¢(k, k') = ny. Le multi-ensemble modifié est défini par :

To = Dgcp<rr da<k<r QK K) (I O Jpr)
= Zlgk/g{/ Zlgkg{ ¢(ka k'/) My
= Picner(Ci<p<rr Ok k) - Ik

Cette transformation est correcte. En effet, étant donmaperte quel choix d'un élémerii ¢
MEns(T x Z) avecmq(b) = =z, il existe une applicationy et un élément’ € MEns(T x Z) tel
quem (') = m(b) etma(b') = z4. Plus précisément, nous associons a un jétb,) < b un
jeton (d, I,) tel qued € I. Réciproquement, étant donné un élémg&nt MEns(T x Z) avec
ma(b') = g, nous choisissong(k, k') jetons {(d;, Ix)}1<i<e(k,kv) €t leur substituons les jetons
{(ds, Je) }1<i<g (ki) D€ cette fagon, nous obtenons un multi-ensembteMEns(T x T) vérifiant
mo(b) = x etmy(b) = mi (V).

Le réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture résuitaette transformation est not§. O

Lemme 5.16. Nous pouvons construire un réseau de Petri temporisé avecda lecture\s, équi-
valent @\, et vérifiant les restrictionsl) et (2).

Preuve. Nous appliquons successivement la transformation s@vanthacune des places 4&.

Soitp une place deVi, et supposons qufiai,ail,]a1,azl; ..., Jam—1, am[, [@m; aml; Jam, am+1[}
est I'ensemble des intervalles deux & deux disjoints rguasisa restriction(1).
Nous substituons a un ensemble de placg®,, Pa; as» - - - > Pam—1,a0m> Pam > Pam,am1 - NOUS

avons donc besoin aprées cela de modifier la condition d’aatep Acc, de N\ : la condition d’ac-
ceptationAccy de N est obtenue en remplagant toutes les occurrencesddasAcc; par le terme
> it (Pa; +Pai,aii)- De plus, dans le réseau transformé, un jeton diédens la place,, oup,,,
correspondra a un jeton d’aget a; dans la place.

Afin d'utiliser (i.e. produire, consommer, ou lire) un jeton d'agedans la place, il faut donc
utiliser un jeton d’age nul dans la nouvelle plage. Afin d'utiliser un jeton d’'agel € ]a;, a;+1 | dans
la placep, il faut utiliser un jeton d’agel — a; € |0, a;41 — a;[ dans la nouvelle place,, q,, , -

Ensuite, nous transformons un arc connecgéaec pour multi-ensemble = n; - [a1,a1] +
ni2-lar, az[+ -+ Ny - [@ms @] + Npm1 - Jam, am1] €N plusieurs arcs connectés aux nouvelles
places tels que le multi-ensemble correspondant a la placestn; - [0, 0], et le multi-ensemble
correspondant g, 4, , €Stn; ;41 - 10, a;41 — a;[.

Enfin, nous ajoutons des transitions afin de “transférerjdams d'une des nouvelles places a
une autre lorsque leur age Croit;; a,,tay, - - - s tam tam,ams1 - UNE transitiont,; consomme un jeton

Ai+1
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d'agea; — a;—; dans la place,, , . et en produit un d’age nul dans la plagg. Une transition
ta;,a;., CONSOMMeE un jeton d’age nul dans la plage et en produit un d’age nul également dans
la placep,, ., ,. Toutes ces transitions sont étiquetées«pdra configuration initiale du réseau est
inchangée par rapport au réseau original excepté/fue, ) = vo(p) etyy(p’) = 0 sip’ est une des
nouvelles places différentes gdg, .

Notons/\> le réseau obtenu a l'issue de cette transformation, et/5aite configuration déVs.
Nous associons & une configuration = f(v') de N; définie ainsi :

f@,d) = (p,d) sip’ # p place deV;
f(pa;,d) = (p,a; +d) pour toute place,,
f(Pasai1-d) = (p,ai+d) pour toute place,, q,,,

qui est ensuite étendue aux multi-ensembles par liné&éarquons qué(v;,) = vy. Il est facile de
vérifier que I'écoulement du temps commute avec cette agijfait. D’autre part, le tir d'une nouvelle
transition ne modifie pas I'image de la configuration pagt la transformation des arcs assure éga-
lement qu'un tir dans le réseau original est également ples®t que ce tir commute avegc Enfin,
nous Vvérifions aisément que I'image par cette applicatiomel’configuration vérifiant la contrainte
donnée paAcc; est une configuration satisfaisaftc;. Une séquence de tir acceptanteNdgpermet
donc ainsi de construire une séquence de tir acceptantg .de

Réciproquement, supposons gueoit une séquence de tir acceptante\de Tout d’abord, divi-
sons les transitions de délai de telle facon que si & un ndrisiant un jeton de la séquence atteint
I'age a; (pour une valeur quelconque dg alors cet instant correspond a une configuration inter-
médiaire de la séquence. Afin de construire une séquentans\> correspondant &, nous allons
ajouter des tirs de nouvelles transitions aux instants#@®grécédemment, certaines intercalées juste
aprés le dernier écoulement de temps, et d’autres justé k@vanivant. Le premier ensemble de tirs
correspond a des transitiong , et permet de transféréous les jetons de la placg,, .,,, d'age
a;+1 — a; vers la placep,,, . Le second ensemble de tirs correspond cette fois a dedtivassie
naturet,, o, , et transfergousles jetons de la place,, d'age nul vers la placg,, q,. ,. Avec ces tirs
de transitions supplémentaires, les jetons sont toujoams th place appropriée afin de simuler le tir
d’une transition der, et ceci nous permet de construire la séqueriaans\s.

Enfin, notons qu'il est facile de vérifier que les plages pourl < ¢ < m, vérifient la condi-
tion (2).(i), que les placegq, q,,,, pourl < i < m, vérifient la condition(2).(i7) et enfin que
la placep,,, q,.,, Vérifie la condition(2).(ii7). Ceci démontre bien que le réseau obtenu satisfait la
condition(2). O

Exemple 5.17.Nous illustrons la construction précédente a I'aide d’'uenemle. Le réseau auquel est
appliquée la transformation est représenté sur la figu(@)s.19% nouveau réseau construit a partir de
celui-ci est représenté sur la figure 5.9(b).

Nous considérons I'exécution suivante du réseau initial :

5-(p,0) +(p, 1) + (p,1.2)
©5) 5-(p,0.5) + (p,1.5) + (p, 1.7)

Production
—

PO 5 (p,0) + 5 (p,05) +2+ (p,1) + (p, 1.5) + (p, 1.7)
PRS0+ (p,0) + 5+ (p,05) + 4+ (p,1) + (1, 1.5) + (p, 1.7)
T 104 (p,0) +5- (p,0.5) +4- (p, 1) + (p,1.5) + (9, 1.7)
D 10 (1) +5- (0, 15) +4- (,2) + (9, 2.5) + (p,2.7)
Consommation (p,1)+5-(p,1.5) + (p,2) + (p,2.7)
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| 5-[0]+2 242,00 |

b
-10,2 3
Production| ) 10,21 () —IConsommation
2-[0]+]

Lecture

]
0,2

(a) Exemple de réseau de Petri temporisé.

Production 7 ) Consommation

Lecture

(b) Réseau obtenu a l'issue de la transformation.

FiG. 5.9 — lllustration de la construction du lemme 5.16.

Dans la séquence précédente, les jetons sont rassembéEgepdentique, par exemple le premier
marguage est constitué de sept jetons dans la placieq d’age nul, un d’age et un dernier d’age
1.2. Cette représentation correspond a la notation que nouns adoptée pour les multi-ensembles.
La séquence de transitions correspondante dans le résieguw @st :

Production, (¢92)®, (0.5), Production, Production, Lecture, (¢9 2)'°,
(0.3), 2, t2.00, (0.2), t2, t2 00, (0.5), (t2)*, Consommation

_l

Lemme 5.18. Nous pouvons construire un réseau de Petri temporisé avecds lectureVs, équi-
valent aNs, et vérifiant les restrictionsl), (2) et(3).

Preuve. Afin de démontrer ce lemme, nous devons expliquer commengftraner les « sous-réseaux »
obtenus dans la preuve du lemme précédent en d’autres xéSgairalents dans lesquels toutes les
places ont la forme d’'un des motifs de la figure 5.8.

Nous appliquons successivement les transformationsrgeivaux différentes places 48 :

— dupliquer la place pour tout arc de production qui lui estrexté et dupliquer toutes les tran-
sitions reliées par un arc de lecture ou un arc de consommedimme cela est représenté sur
la figure 5.10(a). Sur cette figure, I'arc connectant la fteomst est représenté en pointillés car
il peut s’agir d'un arc de consommation ou d’'un arc de lectUirge telle transition de consom-
mation ou de lecture est donc dupliquée, une copie pour ehdgt m < n sin - I estle
multi-ensemble étiquetant I'arc entpeet ¢.
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— dupliquer la place pour tout arc de consommation connéaémiquer toutes les transitions
connectées par un arc de lecture ou de production a cetie glamme cela est représenté sur
la figure 5.10(b). Ici, la transition peut étre connectée par un arc de production ou un arc de
lecture. Une telle transition de production ou de lectutedapliquée, une copie pour chaque
0 <m < nsin - I estle multi-ensemble étiguetant I'arc engret .

p1
ki-Ivp }—»(kl'll )\n\%-[
,n,'l,,{t ~ :::»{t(m)
ko - Io L <>( —m)- I

2o D2

~—

(a) Cas des arcs de production

P ki-1h t m -
. to i \\70—%2
ko - I (n—m) - by keI

(b) Cas des arcs de consommation

FIG. 5.10 — Duplication des places — constructions du lemme 5.18

Nous dénotons paY/; le nouveau réseau obtenu a l'issue de cette transformatamrs modifions
en conséquence les conditions d’acceptation en rempligaatcurrences depar la somme de ses
dupliguées (par exemple + po Si nous avons dupliqué la plageen deux placeg; et po). Il est
facile de démontrer que ces constructions conservent ¢mtgnaccepté par le réseau. Seul un point
mérite d'étre souligné : dans la derniére transformatitantédonnée une occurrence tddans une
séquence de N>, nous obtenons une séquence corresponddmians\/; en choisissant la transition
appropriéeg (m) qui dépend de. Ainsi, si nous notons:; le nombre de jetons produits pagui vont
étre consommeés paf, etms le nombre de jetons produits paqui vont étre consommeés pay, un
choix correct pourn devra vérifier I'inégalitém; < m < n — mo (remarquons que nous avons
nécessairement + msy < n).

Enfin, les places du résedi sont connectées a des arcs de production (respectiveneatae
de consommation) dont les multi-ensembles ont le mémevadter De plus, grace a la forme des
intervalles obtenus lors de la précédente constructions mbtenons que toute place est dans I'une
des cing configurations données par les motifs de la figure 5.8 O

Pour conclure, remarquons gue toutes les transformatioesiqus avons présentées dans cette
section préservent a la fois le critére borné des réseans, @ile leur intégralité. Notons également
que I'ensemble de la transformation est triplement expielgtes entiers étiquetant les arcs sont co-
dés en binaire). Cette borne pourrait sans doute étre addwdlimais ce n'est pas le sujet de notre étude
qui ne concerne que I'expressivité des modeles. Ceci codohc la preuve de la proposition 5.13.
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5.5 Expressivité des arcs de lecture

Dans cette section, nous nous intéressons a la questia@nsiivétait-il nécessaire d’ajouter les
arcs de lecture au modéle, ou, en d’autres termes, les atestdee ont-ils accru le pouvoir expressif
du modéle ?

Grace aulemme 5.11 (langagde), nous savons déja que I'introduction des arcs de lecturaier
une augmentation de I'expressivité. En effet, nous avaisiétans ce lemme I'existence d’'un langage
temporisé reconnu par un réseau avec arcs de lecture, mais geut pas étre reconnu par un réseau
sans arcs de lecture. Cependant, le langage considéréaggsait uniguement des mots infinis Zeno.
Nous allons donc nous intéresser ici a d’autres équivasedeelangages, a savoir le cas des mots
finis et des mots infinis non Zeno. Nous allons démontrer que @es deux équivalences, les arcs de
lecture n'accroissent par le pouvoir d’expression du madel

Nous présentons dans la suite de cette section deux cdiwtsudifférentes : la premiere, pré-
sentée dans la sous-section 5.5.1, est correcte pound@gnce de mots finis, la seconde, présentée
dans la sous-section 5.5.2, est une adaptation de la peedécsorte a traiter I'équivalence de mots
infinis non Zeno.

Dans les deux preuves de correction, nous aurons besoirppdes&r que les places connectées a
des arcs de lecture n'apparaissent pas dans la conditiooegiieation. Cette hypothése peut étre faite
sans perte de généralité, comme cela est établi par le lenivant:

Lemme 5.19. Etant donné un réseau de Petri temporisé avec arcs de legt{jreous pouvons
construire effectivement un réseau de Petri temporisé avesde lecture\’ qui est{x*,w, w,z}-
équivalent aV et tel qu’aucune place connectée a un arc de lecture n'agpseadans la condition
d’acceptation.

Preuve. Nous appliguons successivement la transformation svaimbute place d&” connectée a
un arc de lecture et apparaissant dans une condition d'atimep Soitp une telle place. Le réseady’
est obtenu en ajoutantd une nouvelle placg’ telle que pour toute transitione 7', t*(p’) = t*(p),
*t(p') = *t(p), et°t(p’) = 0. Nous supposons de plus qugp’) = vy (p), et définissons la nouvelle
condition d’acceptation d&/ par celle de\V dans laquelle la place est substituée a la plage

Nous affirmons alors qu&™ est équivalent &/. Premiérement, notons qu’étant donnée une confi-
guration accessible d&”, p etp’ contiennent le méme nombre de jetons, mais pas nécessaireme
des jetons du méme age, puisque les arcs de production peuadnire des jetons d’age différents
dans un méme intervalle, et que les arcs de consommatiormiechoisir de consommer des jetons
différents. Cependant, ce dernier point n'est pas grave lparorrection de notre transformation.

Soito’ une séquence de transitions temporiséd/dmenant a une configuration acceptante. Alors
o, obtenue a partir de’ par projection sur les places @€, est une séquence @dé. En effet, comme
N est un sous-réseau A€ obtenu en effacant des places, tous les comportements @ergerdsont
des comportements du précédent. De plus, grace a la préedateservation relative aux marquages
dep etp/, la configuration atteinte a I'issue devérifie la condition d’acceptation d§’.

Réciproquement, soit une ségquence de transitions temporiséd/dmenant a une configuration
acceptante. Alors nous construisons une séquehde/\” a partir des en consommant et produisant
dans la place’, des jetons identiques a ceux qui ont été produits et congsnalans la place par
la séquence. La configuration finale de’ contient les mémes jetons damstp’ et satisfait donc la
condition d’acceptation da/. O
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5.5.1 Cas des mots finis

Nous nous intéressons a présent au cas de I'équivalencetddinim Avant d'établir notre résul-
tat, nous donnons l'intuition des transformations sur wengxe.

Exemple 5.20.Nous considérons le résea, représenté sur la figure 5.6(a). Nous transformons
ce réseau en un nouveau réseau sans arc de lecture, reprégeld figure 5.11, qui reconnait le
méme langage. Les exécutions acceptantes de ce réseaassenivhntes. A la datg la transition
silencieuse; produit un jeton d’age nul dans la plape et un autre dans la plagge. Ensuite, des
sont produits a I'aide de franchissements de la transitj@t pour finir, avant qu’une unité de temps
se soit écoulée, la transition silencieusest franchie. Celle-ci vide les placgsetp,. Le tir de cette
derniére transition est imposé a I'aide de la condition céptationp; + p2 = 0. J

Acc = {p1 +p2 =0}

FiG. 5.11 — Une illustration des idées mises en ceuvre pourrésearcs de lecture.

Théoréme 5.21.Soit \/ un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture. Nous psusanstruire
de fagon effective un réseau de Petri tempori§é(sans arcs de lecture), qui estéquivalent aN.
De plus, la transformation préserve les caractéres bornétégral du réseau.

Preuve. Afin de démontrer ce résultat, nous procédons dans un préenigas a la normalisation du
réseau présentée dans la section 5.4.2. Nous pouvonseedmtihguer les cing cas ainsi obtenus
représentés sur la figure 5.8 pour une placet montrer que dans chacun de ces cas, nous pouvons
effectivement nous passer des arcs de lecture connect@aade.

Motif P;. La construction est présentée sur la figure 5.12. Ceci ¢oade cas le plus favorable.
En effet, la simulation utilisée est la méme que celle ddislans le cadre non temporisé. Il est facile
de vérifier que les séquences de tirs sont exactement lessnéigue les deux réseaux sont donc
équivalents.

n-[0] ~ n"-[0
]

| I
[0 n' - [0]

FiIG. 5.12 — Retirer les arcs de lecture du maijf

p
t/



5.5. Expressivité des arcs de lecture 129

7,L//
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n/ | [0] O n/
t/

FiG. 5.13 — Retirer les arcs de lecture du m@if, casa = +oo
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Motif P,. Nous traitons séparément les eas- +oo eta < +oo. La construction dans le premier
cas estreprésentée sur la figure 5.13. Pour le second casstaction est présentée sur la figure 5.14.
Le casa = +oo est relativement simple. Il suffit en effet de remarquer ga’tois que le jeton
n'est plus d’age nul, il peut étre utilisé indifféeremment lenture et en consommation, son age ne
contraignant plus le franchissement. Notons d’ailleurs gaus n’avons pas modifié la condition

d’acceptation.
Le casa < +oo est au contraire plus délicat car nous devons tenir comptt@gkedes jetons. La
simulation des arcs de lecture est donc plus difficile. Noadifrons de plus la condition d’acceptation

pr o, 10, a|

tQ,E

t/
FIG. 5.14 — Retirer les arcs de lecture du m@if, casa < +oco

de en ajoutant la contrainte suivantEf’:1 p; = 0. Avant de démontrer I'équivalence entre les deux

réseaux, nous faisons quelques remarques préliminaireegains invariants du résead’. Toute

configurationr apparaissant le long d’'une séquence de tirs acceptanté¢’ derifie les propriétés

suivantes :
(1) taille(v(py)) = taille(v(p2)) + taille(v(ps3))
(4i) taille(v(p2)) > taille(v(p1)|=o)

ouv(p1)|—o est le multi-ensemble de jetons de la plag@iont 'age est égal &

(iii) taille(v(p1)) = taille(v(p1)|<q)

oUv(p1)|<, st le multi-ensemble de jetons de la plagelont I'age est strictement inférieur a

a
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Les deux premieres propriétés sont de simples invariaténob en comparant les arcs de production
et de consommation connectés aux plages- etps.

La derniére propriété repose sur la condition d’'acceptasijputée plus haut. En effet, comme
la séquence est acceptante, elle doit satisfaire cettatimondCeci implique que tout jeton produit
en placep; doit étre consommé plus tard par I'une des deux transitinst 5. Les contraintes
temporelles |0, a[) des arcs connectés a la plagedes transitiong” et¢, impliquent alors que I'age
de ces jetons ne peut pas atteindre la valeur

Considérons dans un premier temps une séquence de tir aceeptde N, et construisons une
séquence correspondantéde \’. Nous procédons a deux types de modifications. Premiérement
nous transférons les jetons depuis la plag®ers la placeps a I'aide la transition silencieusg dés
gue nous avons besoin de ces jetons pour le tir d’'une transitou¢” (si un jeton n’est jamais utilisé,
nous le deplagons lorsque son age est égat gappelons que < +occ). Deuxiemement, nous vidons
les place®; etps en utilisant la transition, dés que ces jetons ne sont plus jamais utilisés jusqu’a la
fin de la séquence. De cette facon, nous consommons tousdas jeorts de la placede \V. Il est
possible de déterminer si un jeton sera encore utilisé ocaomous ne considérons que des séquences
finies (avec notre sémantique, les mots finis ne peuvent &mnus que par des séquences finies,
cf sous-section 1.2.1). Les transitions silencieuses que avns insérées permettent de franchir les
transitions discrétes d&” correspondant a celles dé franchies dans.

Réciproquement, considérons a présent une séquenceosdel&ir\’. nous construisons une sé-
guences de N obtenue a partir de’ en effacant les transitiong et t,. Nous vérifions a présent
gue les transitiong’ et t” sont encore franchissables dansTout d’abord, notons que les arcs de
production impliquent I'inégalité suivante entre deux figurationsy et v’ obtenues respectivement
aprés le méme préfixe deeto’ :

v(p) > v'(p1)
Ceci implique que toute occurrence franchissable d'unesitiant” danss’ I'est encore dans. Afin
de démontrer la méme propriété patrnous allons utiliser les propriétés préliminaires déméad
plus haut. Supposons qtfesoit franchissable depuis la configuratioh Alors la placeps contient
au moinsn’ jetons. Les propriétég), (ii) et (ii) énoncées plus haut impliquent alors que la place
p1 contient au moing’ jetons dont I'age appartient a 'intervalle, a[. L'inégalité précédente entre
v(p) et/ (p1) donne finalement que la transitiorest également franchissable depuigans/\'. Ceci
conclut la preuve de correction pour ce second niejif

Motif P3. La construction est représentée sur la figure 5.15. Nousfiowslia nouveau la condition
d’acceptation déV en ajoutant la contraint§:f:1 p; = 0. A nouveau, avant de démontrer I'équiva-
lence entre les deux réseaux, nous démontrons quelquemimsadu résealy/’. Toute configuration
v apparaissant le long d’'une séquence de tir acceptami€ datisfait les propriétés suivantes :

(1) taiIIe(u(pl)‘zo) + taille(u(p2)|:0) + taiIIe(u(p4)‘:0) = taille(u(p3)|:0)
(’LZ) taille(u(pg)‘:a) < taille(y(p6)|>0)
(iii) taille(v(p2)>0) + taille(v(pa)|>o) = taille(v(p3)|>o) + taille(v(ps)) +taille(v(ps))
(4v) taille(v(p2)(jo,q[) + taille(v(pa)>0) > taille(v(p3)|>o)+taille(v(ps))
La premiére propriété est un invariant obtenu en compaesrarcs de production et de consom-
mation connectés aux différentes plapesp, etps.
La deuxiéme propriété repose sur la nouvelle conditiona#ptation. En effet, comme tout jeton

d’agea dans la place, doit é&tre consommé en temps nul par la transitigreette transition doit étre
franchissable, et nous obtenons donc I'inégalité.
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t1,€

FiIG. 5.15 — Retirer les arcs de lecture du maif

La troisieme propriété est obtenue a partir de la premiérkaissant le temps s’écouler, et en
utilisant le fait que la condition d’acceptation impliguédalitétaille(v(p1)~o) = 0.
Enfin, la quatrieme propriété peut étre obtenue a partir ogwigtés(ii) et (iii) par soustraction.

Nous considérons d'abord une séquence de tir acceptatée\” et construisons une séquence
correspondante’ dans\’.

A chaque fois qu’un jeton est produit par la transitipmous déplacons le jeton correspondant
dans la place,. Si ce jeton doit étre consommé plus tard par la transitigralors nous utilisons la
transition silencieuse; afin de le déplacer dans la plagg Sinon, nous le transférons dans la place
py4 avec la transitiorts.

De plus, nous transférons également la copie du jeton sitaBe la places vers la placeps a
I'aide de la transition silencieusg dés que nous en avons besoin pour le tir de la transitigsi
un jeton n'est jamais testé péy alors nous le transférons lorsque son age atginCet instant doit
apparaitre aprés un délai strictement positif puisqueeliralle det’ est]0, a[, ce qui assure que la
transitionts est franchissable

Enfin, dés qu’un jeton situé dans la plagen’est plus jamais utilisé jusqu’a la fin de la séquence
par la transitiont’, nous franchissons une des deux transitigres ¢5 afin de le consommer. Deux cas
sont en fait possibles :

— ou bien le jeton correspondant dangst consommé paf’, et alors nous déplagons le jeton
précédent a l'aide d&. Remarquons que comme le dernier arc de lecture a eu lietestient
avant que son age n'atteigne la valeufage du jeton produit dans la plagg sera strictement
positif lorsque I'age du jeton correspondant dans la pjacaura atteintz. Ceci implique que
la transitiont” sera franchissable.

— ou bien le jeton n’est jamais consommé garet dans ce cas nous le consommons immédia-
tement & I'aide de;. Ceci est possible (intervall®, [ sur I'arc relié dp,) puisque la derniére
occurrence dé¢ apparait pour un age de jeton strictement inférieur a

Notons que les modifications précédentes sont possiblesusi avons réalisé les mémes choix
pour les copies des jetons placés danst ps. De cette fagon, nous parvenons a consommer tous les
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jetons correspondant a des jetons morts dans la placeréseau\V'. Ceci implique que la ségquence
o’ est acceptante.

Notons également qu'il est possible de déterminer quane@tom jsera ou non encore utilisé car
nous considérons des séquences finies.

Enfin, il est possible de démontrer que les transitions cideises insérées permettent d’obtenir
une séquence franchissable du rés&@au

Réciproquement, considérons une séquence de tir acaeptadée N’. Nous construisons une
nouvelle séquencede N obtenue a partir de’ en effagant les occurrences des transitigns,, 3, t4
etts. Nous vérifions a présent que les transiti¢hstt” sont encore franchissables dan<D’abord,
remarquons que les arcs de production impliquent I'inégaliivante entre deux configurationgt
V' obtenues respectivement a l'issue du méme préfixe eter’ :

v(p) = V' (p1) + V' (p2) + V' (pa)

En particulier, ceci implique I'inégalité(p) > v/(p2) et donc que toute occurrence franchissable de
la transitiont” dansc’ I'est encore dang. Afin de démontrer une propriété similaire patirnous
allons utiliser les remarques préliminaires énoncées Ipdwg. Supposons gué soit franchissable
depuist/’. Alors la placeps contient au moing’ jetons. Appliquant I'inégalitéiv) et le fait que I'age

de chaque jeton de la plage ne peut jamais dépasser la valeufpuisque nous considérons une
séquence acceptante), nous obtenons :

taille(v(p2)j0,q[) + taille(v(pa)jjo,af) = n

Ceciimplique, en utilisant I'inégalité précédente liargt.’, que la place contient au moing’ jetons
dont I'age appartient a I'intervall@, | dans la configuration. Ceci prouve que’ est franchissable
depuisv et conclut ainsi la preuve de correction pour le mat

Motif P,. Nous distinguons a nouveau les deuxeas +oo (figure 5.16) etr < +oo (figure 5.17).

n - [O n//

] p
tI ) It//
: ' O '
t/

FiG. 5.16 — Retirer les arcs de lecture du m@if, casa = +oo

Pour le cas: = +o0, la construction est semblable a celle utilisée pour le infati En effet, un
jeton produit est immédiatement utilisable, et I'est a fjamtais grace a la borneinfinie. La simu-
lation est donc trés simple. Notons a houveau que nous regvas a forcer certains franchissements
avec les conditions d’acceptation.

Comme dans le cas du mofi%, le casa < +oo est au contraire plus délicat car nous devons tenir
compte de I'age des jetons. Nous modifions encore la conditiacceptation deV en ajoutant la
contrainte suivantep; + p2 < 0. La construction utilisée pour ce motif est similaire aeelu motif
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FiG. 5.17 — Retirer les arcs de lecture du m@if, casa < +oo

P,. En effet, les arcs de consommation et de lecture sont glezgi La seule différence entre les deux
motifs réside donc dans la production des jetons dans |& plagui ont ici un age initial tiré dans
I'intervalle 0, o[ (tandis gu’ils étaient d’age nul dans le mdBf). Ceci nous permet de proposer une
construction plus simple pour ce motif puisque nous n'avmass a laisser du temps s’écouler avant
d’autoriser la transition’ (correspondant aux arcs de lecture) a lire des jetons geodui

La preuve de correction pour ce motif peut aisément étreitdéde celle présentée plus haut pour
le motif Ps.

Motif P5. La construction est présentée sur la figure 5.18. Nous madifionouveau la condition

t1,€

| ]O,a[ P2

O [a] | "

tq,€

FiIG. 5.18 — Retirer les arcs de lecture du matif

d’acceptation deV" en ajoutant le contrainte suivantE?Zl p; < 0. Le motif P5 est en fait similaire
au motif P3 puisque les arcs de consommation et de lecture sont les métrasseule différence
provient des arcs de production : alors que les jetons sodufis avec un age nul dans le mds,
leur &ge est choisi de fagcon non déterministe dans I'inier{@ «[ dans le motifPs.
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Nous apportons deux différences notoires par rapport adicasotif Ps.

Remarquons d’abord qu'il n’est pas possible d'imposer quexdetons produits simultanément
dans lintervalle]0, o[ aient le méme age. Afin d’éviter cette difficulté, nous remostle choix de
I'age sur les transitiong; et t,. Rappelons que le choix du tir dg ou det, correspond comme
précédemment a la distinction entre les jetons qui seramsaumés plus tard par la transitioh
(tirer alorsty) ou qui ne le seront jamais (tirer alarsg.

D’autre part, comme I'age initial des jetons produits afipat a l'intervalle |0, a[, ces jetons
peuvent immédiatement étre utilisés par la transitipet donc, comme pour le mot®,, ceci nous
permet de simplifier la construction puisqu’il n'est plugessaire de laisser du temps s’écouler avant
de transférer les jetons dans la plage

A nouveau, la preuve de correction pour ce motif peut aisé@ea déduite de celle présentée
plus haut pour le motifs.

Ceci conclut donc la preuve du théoréme 5.21. O

5.5.2 Cas des mots infinis non Zeno

FIG. 5.19 — Un réseau de Petri temporisé avec arcs de letfure

Dans le cas des mots temporisés infinis, une condition deiBiimhaire imposerait que les places
du réseau simulant le réseau initial soient vides infininsentvent. Cependant, il est possible que ce
ne soit pas le cas. Considérons par exemple le résgareprésenté sur la figure 5.19. Ce réseau
accepte le langage de mots temporisés infinis suivant :

E(Ng) = {w = (ai,n)izo | a; = a = 3] < i,aj =b etr;, — Tj 6]0,3[}
En particulier, le mot temporisé suivant appartient au dayeg’ (N3) :
w = (b,0)(b,2)(a,2)(b,4)(a,4)...(b,2i)(a,2i)...

Toute configuration de I'unique exécution acceptargontient en permanence un jeton dans la place
p qui doit étre lu plus tard dans I'exécution et dont la présesst donc nécessaire. Une condition de
Bichi similaire a celle utilisée pour les mots temporiséss fiiminerait donc le motv. Cependant,
dans le cas des mots temporisés pour lesquels le tempsedivengs pouvons appliquer une transfor-
mation au réseau qui ne change pas son langage mais qui pEolmenir un réseau pour lequel tout
mot temporisé infini non Zeno vérifie une condition de Blchidélisée appropriée. Intuitivement,
ceci consiste pour cet exemple a dupliquer la plaesm deux places et ensuite a produire les jetons
alternativement dans I'une ou l'autre des deux copies. @eanet de pouvoir « vider » réguliére-
ment chacune des deux copies. Ainsi, chaque copie est Vidariant souvent (condition de Blichi
généralisée), mais les deux copies ne sont pas infinimexesbuides simultanément (condition de
Biichi).
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Théoreme 5.22.Soit N un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture, alors powusons
construire de fagon effective un réseau de Petri tempoki$gsans arc de lecture), qui est, -
équivalent aV. De plus, la transformation préserve les caracteres botrigtégral du réseau.

Preuve. Nous supposons que le réseest normalisé, et qu’aucune place reliée a un arc de lecture
n'apparait dans la condition d’acceptation. Remarquoedegiseuls motifs ayant des intervalles non
bornés sont les motif®, et P,. Pour ces deux motifs et dans le casaoiaut +oco, NOUS N'avons pas
modifié la condition d’acceptation dans la transformaticggspntée pour les mots finis. Nous obtenons
donc directement que la simulation démontrée pour les mmsefst également correcte pour ces deux
cas pour les mots infinis. Dans la suite, nous ne considé&eonc que le cas auest fini.

Nous transformons dans un premier tem\®n un autre réseau de Petri temporisé avec arcs de
lecture A* ainsi. Nous dupliquons toute plapaeliée a un arc de lecture étiqueté p@ra| (a fini),
en deux placepimpair €t ppair. NOus appliquons ensuite la transformation de fagon itérat chacque
placep et pour chague arc connectépaSoit ¢ une transition connectéeapar un certain arc et
notonsn - I le multi-ensemble qui lui est associé. Nous remplaggoer un ensemble de transitions
{t(k)}o<k<n tel que les arcs de ces transitions sont identiques a cewexeepté 'arc considére.
Nous ajoutons a la transitiarnk) deux arcs (de la méme nature que celui étudié), un premipreté
park - I et connecté @impair €t UN Second étiqueté par — k) - I et connecté @pair. Remarquons
gu’une transition peut ainsi étre dupliquée plusieurs. flai#fin, I'étiquette des nouvelles transitions
est celle de.

Il est clair que/ N et N* sont équivalents pour toutes les équivalences de langadeneten
particulier law,, z-équivalence. Cependarit;* satisfait une propriété supplémentaire que nous allons
détailler maintenant. Sélectionnons un entier natur@tsment supérieur a n'importe quelle borne
finie apparaissant sur un intervalle du rés@4u Notons lemax. Etant donnée une séquence infinie
o et un jeton initialement présent ou produit le long de cetguence, nous disons qu’un jeton est
inutile dans une certaine configuration atteinte le longraé celui-ci n’est plus jamais utilisé par un
arc de lecture ou un arc de consommation (dont I'intervadteberné) relié a la place qui le contient
jusqua la fin der.

Soit w un mot temporisé infini non Zeno accepté par une séquence deceptanter de V.
Nous construisons alors une séquentele N* dont I'étiquette est égalementet telle que pour tout
leN:

— il existe une configuration atteinte le long dé a I'instant (2/) - max ne contenant que des

jetons inutiles dans les placggair,

— il existe une configuration atteinte le long@fea I'instant(2/ + 1) - max ne contenant que des

jetons inutiles dans les placggpair-

La divergence temporelle, due a I'’hypothése que la séquemrt®dérée est non Zeno, intervient
maintenant. En effet, elle permet d’affirmer que tout jetoodpit dans une certaine plapeou bien
deviendra inutile ou bien sera consommé dans une certaifi@gamtion (caractére borné des inter-
valles). Si cette configuration appartient & un intervaéldadforme[(2/ + 1) - max, (2] + 2) - max],
avecl un entier naturel, nous dirons que ce jeton est un jebqair. Dans le cas contraire, nous dirons
que ce jeton est un jetgmair. Nous construisons la séquentceen remplacant de facon appropriée
chaque transition par une de ses dupliquées. Le choix dedealépend des jetons a consommer, lire
ou produire, selon qu’ils sont pairs ou impairs. Ainsi, leps pairs (respectivement impairs) sont
produits dans la placgyair (respectivement la plag@mnpair)-

Considérons a présent la derniére configurationdatteinte a I'instant2k + 1) - max et suppo-
sons que la placampair cONtienne un jeton qui ne soit pas encore inutile. Mais alehsi-ci va devenir
inutile au cours de l'intervall§2k + 1) - max, (2k + 2) - max/[, car nous avons supposéini. Ce jeton
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est donc un jeton pair, et il aurait di étre produit dans laggair, ce qui fournit une contradiction.
La preuve est similaire pour la derniére configuration atéeparc™* a l'instant(2k) - max.

Nous appliguons alors la transformation du Théoréme 5.2&seau\N*, obtenant ainsi le nou-
veau résealV’. Dans la transformation des motifs3, 4 et 5 lorsquea est fini, nous enregistrons le
caracterepair ouimpair des nouvelles places. Par exemple, dans le cas du migtifne placeimpair
sera remplacée par deux plag@spair,1 €t pimpair,2- Nous modifions alors la condition d’acceptation
du réseau en lui ajoutant une condition de Blichi généraliSéke-ci impose gu'infiniment souvent,
la somme des jetons présents dans les places paires (respecit impaires) est nulle.

Soit w un mot temporisé infini non Zeno accepté pPér(et donc aussi paiV*). Considérons
également une séquengede N* acceptantv vérifiant la propriété supplémentaire décrite plus haut.
Simulons cette séquence davisafin d’obtenir une nouvelle séquengecomme cela a été fait dans la
preuve du Théoreme 5.21 excepté que les jetons non consopaméssont consommés dans’ dés
gu'ils deviennent inutiles a I'aide des transitions siienses qui permettent de vider les places. Grace
a la propriété énoncée plus haut petr cette nouvelle séqueneé vérifie les nouvelles conditions
exprimées par la condition de Blichi généralisée.

Réciproquement, considérons une séquence infinie nonZete\/’ et supposons qu’elle triche.
Alors certains jetons des places paires ou impaires netgaronis consommés dansets’ ne peut
donc pas étre acceptante. Ainsi, pour une séquence aceeptate A/, appliquer exactement les
mémes transformations que celles présentées dans le Meérd1 permet d’obtenir une séquence
acceptante* de A/*. Ceci conlut donc la preuve du Théoreme 5.22. O

Exemple 5.23(Application de la construction du théoreme 5.22pnsidérons le résea\l; repré-
senté sur la Figure 5.19. Il est facile de vérifier que le néseprésenté sur la figure 5.20, disovi$

est le réseau obtenu par la construction présentée dareulzepiu théoréme 5.22. En effet, I'unique
placep de N3 est configurée selon le mof#f,. La construction consiste donc a dupliquer cette place
en deux copies appeléegair » et «impair » puis a appliquer la construction décrite pour les mots
finis a chacune de ces copies. La condition d’'acceptatioarestondition de Bilichi généralisée im-
posant que les deux ensembles de places obtenus pour cliggeiesaient chacun vides infiniment
souvent. Nous utilisons I'indicé pour représenter les éléments de la copie paire et I'indjpeur la
copie impaire. Rappelons que le mot suivant est accept&par

w o = _(b,O)_ (b,2_) (a,?2) (b,4_) (a,4) ... (b,2i) (a,29)
impair  pair pair

Nous donnons ici I'exécution correspondantede N;, comme elle est définie dans la preuve du
théoréme 5.22. Notons que nous aurions pu exhiber une éxéqltis simple pour cet exemple
précis. Par définition, nous considérons la valepour la constantenax de la preuve. Un jeton est
alors dit pair si il devient inutile dans un intervalle de @arhe [(2k + 1).4, (2k + 2).4], et impair
sinon. Nous avons indiqué sous les occurrencdsddmsw si le jeton produit est un jeton pair ou un
jeton impair. D’aprés ces indications, nous pouvons caitstta séquence’ suivante :

o' = (11,0)(11, 2)(t5, 2)(t1, 2) (11, 2) (to, ) (15, 4) (£, 4)(t5, 4) (t1, 6)(¢5, 6) (£, 6) (£, 6) - .
Notonsy; (respectivements) la configuration atteinte aprés avoir franchi fegremiéres transitions

(respectivement3) de ¢’. Il est facile de vérifier que la configuratien satisfait la condition d’'ac-
ceptatioan’:1 pt = 0 et quer,, satisfait la condition d‘acceptatioEf’:1 ph = 0. J
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3 3
ty,a ti,a

FIG. 5.20 — Application du théoréme 5.22 au résaau

5.6 Expressivité des mises a jour non déterministes

Dans cette section, nous étudions le réle des mises a joudétenministes dans les réseaux de
Petri temporisés avec arcs de lecture.

Grace au Lemme 5.12 (langage tempors8, nous savons que la classe des réseaux de Petri
temporisés avec arcs de lecture intégraux est stricteneneppressive que la classe des réseaux de
Petri temporisés avec arcs de lecture intégraux a remige aNous allons prouver ici deux résultats,
qui montrent que c’est en fait la combinaison de la présemrseatcs de lecture avec le caractére
intégral qui est a l'origine du saut d'expressivité entrg Héseaux a remises a z€ro et les réseaux a
mises a jour générales. Nous présentons pour cela deuxuciimsis permettant de s’affranchir des
mises a jour générales.

Dans un premier temps, nous proposons dans la sous-sedfidnuke construction simple et
correcte pour les réseaux sans arcs de lecture qui préseraeakctére intégral des réseaux. Nous pré-
sentons ensuite dans la sous-section 5.6.2 une seconderictios nettement plus complexe, valable
pour tout réseau, mais qui ne préserve pas le caractéreah(élie nécessite de raffiner la granularité
du réseau).

5.6.1 En absence d’arc de lecture

Nous proposons donc dans un premier temps une construgtipfegpermettant de traiter le cadre
des réseaux de Petri temporisés sans arc de lecture.

Théoreme 5.24.Pour tout réseau de Petri temporisé sans arc de lecidiranous pouvons construire
de fagon effective un réseau de Petri sans arc de lecture &esna zéro\V’ qui est{x,w,w,,}-
équivalent aVN. De plus, cette transformation préserve les caracteres@at intégral du réseau.
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p p
¢ | n-]O,aL/\n”-]O,a[J " ¢ | n']O,aLm [4] _I "
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p p
t n- [0] n// : [O’ a[ t” t | n- [O] ﬂ ]O’ a[ | t”
O | ~ |
(a) Cas du motifP, (b) Cas du motifPs

FIG. 5.21 — Retirer les mises a jour non déterministes dans $eswué de Petri temporisés sans arc de
lecture.

Ce résultat ne présente pas de difficulté majeure et corssisfdgement en un décalage des inter-
valles.

Preuve. Soit NV un réseau de Petri temporisé sans arc de lecture. En remamgue les transfor-
mations utilisées dans la preuve de la proposition 5.13epréat I'absence d’arcs de lecture, nous
pouvons supposer que toute placge N est configurée selon I'un des cing motifs représentés sur la
figure 5.8, dans lesquels les arcs de lecture sont omis.

Seuls les motifsP, et P5 contiennent des mises & jour autres que des remises a zésonao
devons donc décrire une transformation que pour ces deuX_easconstructions correspondantes
sont représentées sur la figure 5.21, et leur correctionsestzdacile a obtenir. Nous en esquissons
la preuve dans le cas du moff;,. Si, dans le réseau initial, un jeton est produit dans laggleavec
un age initialz € )0, [ et est consommé lorsque son age vaut ]0,a|, alors dans le nouveau
réseau obtenuia notre transformation, il est possible de produire un jetansg d’age nul et de le
consommer lorsque son age vaut x € [0, a[. Réciproquement, si un jeton est produit darfavec
un age nul) dans le nouveau réseau et quitte la plasec un age: € [0, af, alors il est possible dans
le réseau original de produire damsin jeton d’age’s* € |0, a[ sia < oo (et d’agel sinon), puis de
le consommer lorsque son age v&‘g‘{”— €]0,a[sia < oo (oul+ z sinon). Ainsi, les jetons morts du
premier réseau correspondent aux jetons morts du secondcd@elut le cas du motiP, et le motif
Ps peut étre traité de fagon similaire. O

5.6.2 En présence d’'arcs de lecture

La seconde construction que nous présentons dans cetteestiitm est nettement plus délicate et
requiert de raffiner la granularité du réseau, mais permetder 'ensemble de la classe des réseaux
de Petri temporisés avec arcs de lecture.

Théoréme 5.25.Pour tout réseau de Petri temporisé avec arcs de lechiy@ous pouvons construire
de facon effective un réseau de Petri temporisé avec arceaaré a remises a zéw” qui est
{*,wn.,w}-€quivalent a\. Cette transformation préserve le caractere borné du résesaispas
son éventuel caractére intégral.

Preuve. Tout d’abord, il estimportant de remarquer que dans le casgs finis et infinis non Zeno,
ce résultat est un corollaire de résultats précédentsréhias 5.21, 5.22 et 5.24). La construction que
nous présentons maintenant, bien que correcte égalementedeadre des équivalences de mots finis
et infinis non Zeno, n'est donc strictement nécessaire quetpaiter I'équivalence de mots infinis.
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Soit V un réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture dont nppessans qu'il vérifie les
conclusions de la proposition 5.13. Les seules place§ drii sont reliées a des arcs de production
ne correspondant pas a des remises a zéro sont donc cellesrggpondent aux motif, et Ps
(figures 5.8(d) et 5.8(e)). Nous allons donc présenter deunsformations, une pour chacun de ces
deux motifs.

Cas du motif P4. La construction pour ce cas est représentée sur la figure S®% notons\V’
le réseau de Petri temporisé résultant de la transformadtions démontrons a présent I'équivalence
entre les deux réseauX et \”.

| #'(nf)

0<n)<n
0<nf<n”

FIG. 5.22 — Equivalent & remises a zéro du m@tjf

Soit o une séquence de tir infinie acceptanteAdeNous construisons une nouvelle séquesce
dans\’ acceptant le méme mot temporisé comme suit.

Choisissons un jeton de la plagei’age initial 5. Deux cas peuvent alors se produire :

— Premier cas ce jeton ne sera jamais consommeéjasSié > £, alors nous le laissons définiti-
vement dang;. Sinon () < § < 5), aprés avoir laissé s’écoulér— o unités de temps, nous le
transférons dang; a I'aide de la transition silencieuse Remarquons que le jeton dah@ est
donc disponible au moins aussi longtemps dansu p» que le jeton correspondant I'est dans
N.

— Second cas ce jeton est consommé péfrlorsque son age vadt. Si0 < ¢ — §(< a), alors
nous le transférons danps aprés avoir laissé s’écouléifz‘—‘s unités de temps. Sinon, le jeton
est immédiatement consommeé et le temps ne s’écoule pas nfauass donc pas besoin de
transférer le jeton. Remarquons a nouveau que le jetaN’dest donc disponible au moins
aussi longtemps dans ou ps que celui deV I'est.

A présent, la séquencg est obtenue a partir de en insérant des occurrences de transitions
de transfert et en substituant’yrespectivement”) la transition approprié€(n}) (respectivement
t"(n})) selon les places dans lesquelles se trouvent les jetorespondant (dan§”) a ceux dep qui
sont utilisés par le tir d€ (respectivement”’) dans\ .

Réciproquement, soit’ une séquence de tir infinie acceptante dafisNous construisons une
nouvelle séquence dans\ acceptant le méme mot temporisé comme suit.

Nous effagons simplement les occurrences des transitiertsadsfert et nous substituons aux
transitionst’(n} ) (respectivement”(n!)) la transitiont’ (respectivement”). Il reste a définir 'age
initial d’'un jeton produit dang. Si ce jeton correspond a un jeton 8é qui n'est pas transféré dans
p2, alors nous lui affectons I'age initigl. Si le jeton de\”’ est transféré dans lorsque son age vaut
d, alors nous affectons au jeton dél'age initial § — 0. Grace a ce choix, le jeton d€ est disponible
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au moins aussi longtemps que celuiilé I'est dansp; ou p, et ainsi toute transition franchissable
danso’ I'est également dans.

Ceci conclut la preuve dans le cas du m@tf

Cas dumotif P;. Cette construction est plus délicate car les actions derkeet les consommations
ont lieu dans des intervalles différents, @[ et [a] respectivement). Afin de mieux comprendre les
problémes supplémentaires présents dans le fRgtiious commencgons par proposer une simulation
erronée (représentée sur la figure 5.23) directement adedptka simulation précédente.

D1 a ty,€ D2

FiG. 5.23 — Une simulation a remise a zéro erronée pour le mgtif

En utilisant une preuve similaire a celle développée pourdéf Py, il est possible de démontrer
gue tout séquence de tirde A/ peut étre simulée dans ce réseau. Cependant, le contraferies
ce réseau permet de produire des séquences qui n'existedapa\. Supposons par exemple que
n = n' = 1, alors la séquence de {it,0)(t1, §)('(1), §)(t", §) ne correspond a aucune séquence
du réseau original. En effet, si une telle séquence existaits I'age du jeton produit par la transition
t appartiendrait a l'intervallg0, [ a l'instant ¢ afin de pouvoir franchit’. Mais au méme instant, la
transitiont” ne peut alors pas étre franchissable puisque I'age de cerjppartient pas a l'intervalle
[a]. Le probléme de cette simulation est qu’a un méme instarjetan peut étre utilisé pour d’abord
simuler un franchissement deet ensuite pour simuler un franchissement’tle

tl,E

FIG. 5.24 — Une simulation a remises a zéro du mpBgf... avec un poids dynamique

Nous présentons maintenant une seconde simulation (espééssur la figure 5.24) qui est cor-
recte mais utilise un poids « dynamique pour un de ses arcs. Expliqguons la sémantique de celui-ci :
lorsquet” est franchie a un certain instant = représente le maximum des valeuwrs— n) telles
qu'un franchissement (n}) a eu lieu & la méme date Ainsi, le probléeme rencontré par la précé-
dente simulation est résolu. Cependant, notre modéle rteenbpas de tels poids dynamiques et la
transformation correcte représentée sur la figure 5.25stensssentiellement a simuler un tel poids
dynamique. Nous notons a nouveafl le réseau de Petri temporisé avec arcs de lecture obtenu par
cette transformation.

Avant de démontrer la correction de cette constructionsrdmnnons quelques explications sur
N'. Premierement, la pla@etif est reliée a toute transition dé par un arc de lecture dont I'étiquette
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actif

’Oﬁk’ﬁK/\OSn’lgn’/\n’—n’lgk“

lsel €

FiG. 5.25 — Equivalent & remises a zéro pour le mpBif

vaut [0]. Deuxiémement, en notaiif la plus grande constani€ apparaissant sur une étiquette:
10,a] d'un arc de lecture, nous définissons, pour tout indidel que0 < k < K, la placeq(k) et
deux transition&Entrég k) et Sortig(k).

La partie inférieure du réseau joue trois réles. D'abori, permet d’'ordonnancer la partie haute
du réseau : elle rend en effet explicite I'alternance ergseéicoulements de temps et les séquences
de tir instantanées de la partie haute du réseau utiliségsspouler les séquences de tir instantanées
du réseau original. De plus, avant de simuler de telles séggeinstantanées, elle permet de sélec-
tionner le nombre maximal de jetons qui vont étre testés gsitics def’ au cours de cette séquence
(ce nombre correspond a la valdudu poids dynamique de la simulation précédente). Enfinsapré
I'écoulement du temps, elle déplace les jetongda p, afin d’assurer que ces transferts n'ont pas
lieu au cours de la simulation d'une séquence instantariés.pPécisément, tout comportement du
réseau\’ doit étre une itération (éventuellement infinie) de la ségaalécrite ci-aprés. Initialement,
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la placeselcontient un jeton d’age nul.

— La premiere étape est la « sélection » (ce qui justifie le nentacplacese) d’'un indice k&
parmi'ensembl€0, ..., K} (voir ci-dessus). Cette sélection est réalisée par la comsdion
par une unique transitioBintrég k) appartenant a la familléEntrégk))o<,<x du jeton situé
danssel Ce tir place ainsi instantanémenng(apres un temps nul) un jeton dans la plate)
correspondante ainsi que dans la placsf.

— Une fois que la placactif contient un jeton, une phase de tir instantanée des tramsitie/ N
est « activée » (d’'oul le nom de la plaaetif). En effet, le réseau peut tirer instantanément les
transitions correspondant a cellesAlei.e. les transitions correspondant,&’ ett”. Ensuite,
encore en temps nul, la transitiog, est franchie, signifiant la « fin » de cette phase de tir, et le
jeton de la placectif est consommé et un nouveau jeton est produit dans la pttage

— Une transition de délai intervient alors nécessairemersodte que le jeton de la plaaéente
ait un age strictement positif, rendant ainsi possiblerlddila transition silencieus®ortig(k).
Celle-ci consomme le jeton de la plagg:) et en produit un dans la plate

— La partie supérieure du réseau peut alors transférerg@égeton situé dans la platg en
temps nul certains jetons de la plagevers la placey,, a I'aide de la transition; .

— Enfin, la transition silencieugeg, est tirée en temps nul et reproduit ainsi un jeton dans laplac
selde la partie inférieure.

Nous pouvons a présent démontrer que les deux réseaux sivalénqts.

Dans un premier temps, considérons une séquence de tirirfateptanter dansA\. Nous
construisons a partir de celle-ci une nouvelle séquencans/\’ acceptant le méme mot temporisé.
Pour cela, nous commengons par ajouterdes informations supplémentaires et nous supposons de
plus que le choix des marquages intermédiaires atteintnlg dec est fixé et que les jetons sont
individualisés.

Décrivons d’abord comment attacher une « date de transig&wentuellement infinie) a chaque
jeton dep. Remarquons que la technigue est similaire a celle utilmte le motifP,. Choisissons
donc un jeton de d’age initial o produit a la date-. Deux cas peuvent se produire :

— Premier cas «ce jeton ne sera jamais consommé tfaiSi 6 > ¢, alors nous affectons-oc a

sa date de transfert. Sinoh & ¢ < %), sa date de transfert vaitt- (% —6).
— Second cas ce jeton est consommé p#f (nécessairement lorsque son age vaut alprSa
date de transfert vaut alors+ “7‘5

Considérons a présent une séquence de tir instantanée ab@xime. une sous-séquence maxi-
male (éventuellement infinie) dedont la longueur temporelle est nulle. Dans cette souseswm
nous associons a toute occurrence d’'une transifieonnectée & par un arc de lecture d’étiquette
n’-]0, a[ le nombre de jetons testés par cet arc qui n'ont pas enceiatdétur date de transfert. No-
tons ce nombre/ . Nous affectons alors a I'ensemble de la sous-séqueltecealeur maximale (finie)
parmi les valeurs’ — n/| pour de tels:} (0 si cet ensemble est vide). Nous notons cet entier naturel
k: k = max{n’ —n} | n} estassocié &,¢ € p}. Nous avons en particulidr < K.

Nous construisons a présent la séqueri@mmme suit. Soib = 7 < 71 < 7 < --- la séquence
strictement croissante (finie ou infinie) des dates corredaat a des dates de franchissement de
transitions dans ou a des dates de transfert (ou aux deux).

Dansd’, la « partie basse » du réseau de la figure 5.25 décomposeanegitns de délai selon
la partition précédente et selon le comportement généraette partie du réseau qui a été décrit
précédemment. Décrivons plus précisément comment nousosisr dansc’. Supposons d’'abord
que ; corresponde a une date de franchissement dagtsnotonsp la sous-séquence instantanée
maximale franchie a la date. Alors dansc’ nous sélectionnons la valeérassociée @ décrite



5.6. Expressivité des mises a jour non déterministes 143

plus haut en franchissant la transiti@mtrégk). Ensuite, la partie haute du réseau peut simpler
en substituant & toute occurrencettiérespectivement d¢’) la transitiont’(n}, k) (respectivement
t"(k)) oun) a été défini plus haut. Ensuite, aprés avoir franchi la tt@msis,, nous laissons; 1 — 7;
unités de temps s'écouler, franchiss@wtig(k) et franchissons enfin la transitiep autant de fois
gue nécessaire de sorte a transférer tous les jetons dateldeltransfert vaut, ;. Finalement, nous
ajoutons a la séqueneé une occurrence de la transitiog,.

Nous affirmons que nous obtenons de cette facon une séqueticelans\” acceptant le méme
mot temporisé. La correction des franchissements desttoass’(n, k) s’obtient d’une fagon simi-
laire a la preuve du motiP,. Le seul point nécessitant d’étre détaillé est la validitéidde ¢ (k)
dans\” puisgu’il y a un arc de lecture supplémentaire. Cependarftanchissement intervient dans
une sous-séquence instantanée maximale dans lagijettns ont été lus dans avec un age appar-
tenant a l'intervallg0, a/2[. Grace a nos choix de franchissements de la transition dgféraz,, ces
jetons correspondent dansa des jetons de la plagedont I'age est strictement inférieuaau cours
de cette sous-séquence. Ainsi, ils ne peuvent pas étrernoms® au cours de cette sous-séquence et
sont donc présents lors du tir d&k).

Réciproquement, sait’ une séquence de tir acceptante infiniéd\deNous obtenons une séquence
o de N acceptant le méme mot temporisé comme suit. Remarquonsrd’gb’a chaque fois qu’une
transitiont” (k) est franchie dans’, nous pouvons choisir de consommer le jeton le plus ancien
présent dang, d'age inférieur ou égal § sans perdre le fait que peut étre tirée (en effet les jetons
de la placep, sont toujours testés par des intervalles de la fojime)). Nous supposons donc un tel
comportement.

Nous effagcons simplement les occurrences de la transitotrashsfert et les occurrences des
transitions contrélant le comportement cyclique.(celles apparaissant dans la partir inférieure du
réseau). Nous substituons égalemetitid , k) (respectivement’(k)) la transitiont’ (respectivement
t"). Il reste a définir I'age initial d’'un jeton produit dans llpep. Pour cela, nous distinguons trois
cas. Si ce jeton correspond daf§ a un jeton qui n’est jamais transféré dams alors son age
initial est 5. Si le jeton correspondant est transféré danrsque son age vadt mais n'est jamais
consommeé par une certaine transiti(k), alors dans\V' son age initial est défini p&y — 4. Enfin, si
ce jeton est transféré dans la plageavec un agé et est consommé par une certaine transititii)
lorsque son age vadt, alors son age initial dan§” est égal & — 6 — §’. Remarquons que ce dernier
choix implique que la transitioti” est encore franchissable dak’s

Nous devons alors vérifier que les définitions présentéaggegnment pour I'age initial des je-
tons produits sont compatibles avec le tir de la transitio€onsidérons donc une occurrence dans
o d'un arc de lecture dont I'étiquette vaut - |0, a[. Afin d’étre franchissable, cet arc de lecture re-
quiert la présence de’ jetons dang d’age inférieur au. Ce test correspond damé’ au tir d’'une
transitiont’(n, k) avecn’ — nj < k au cours d’'une certaine séquence de tir instantanéesn’
jetons dep utilisés par ce tir ont, par construction, un age inférieur(aotons que ces jetons peuvent
éventuellement étre transférés danspres un certain délai). Considérons a présent’lesn’ plus
jeunes jetons dans la plage au début den. Nous allons démontrer qu'ils ont tous un age stricte-
ment inférieur &z dansA/. D’abord, remarquons qu’aucun d’entre eux ne peut étrearonms par
une transitiont” au cours dep puisqu’un tir det” requiert au moing > n’ — n/ jetons en plus du
jeton a consommer, et car nous avons supposé que les waasiticonsomment toujours les jetons
les plus &gés. Considérons a présent un de ces jetons. Depgwaent se produire. Ou bien ce jeton
sera consommé plus tarde( dans une autre séquence instantanée) par une transition et alors
son age est strictement inférieur.a0u bien ce jeton ne sera jamais consommé, et alors son age dan
N est égal a un certaisi < . D'apres les définitions précédentes de I'age initial detor produit
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dansp dansV, I'dge affecté a ce jeton e§t-+ ¢, qui vérifie donc bier§ + ¢’ < a.

Ceci conclut la preuve pour ce second m@tt O

5.7 Synthése et applications

Dans cette section, nous dressons d'abord un bilan dedatssabtenus dans les précédentes
sections. Ensuite, nous rapprochons ces résultats devadeice avec les automates temporisés éta-
blie dans la sous-section 5.2.2. Ceci nous permet d’obtisirésultats sur la comparaison des deux
modéles, ainsi que de nouveaux résultats concernant lelende® automates temporisés.

5.7.1 Synthése des résultats d’expressivité

Nous présentons ici une synthése des différents résulitgdaws au cours des études précédentes.
De plus, pour améliorer la lisibilité des résultats, noulsons les abréviations suivantes pour les
différentes classes étudiées :

— RDPT pour la classe des réseaux de Petri temporisés (sansdexdude),

— RDPTLEC pour la classe des réseaux de Petri temporisés avec arcdute le

— le préfixe0- pour représenter la restriction de la classe aux réseaiikisgnt que des remises

a zéro,
— le préfixe « intégral- » pour représenter la restrictionadeldsse aux réseaux intégraux.

Cas des mots finis et infinis non Zeno. Appliquant les résultats démontrés dans les sous-sections
précédentes, nous obtenons I'égalité de toutes les sassesl des réseaux de Petri temporisés avec
arcs de lecture mentionnées sur la figure 5.26, du point delediéquivalence de langages de mots
finis et infinis non Zeno. Remarquons que ces égalités sorgates pour les classes générales, mais
aussi pour leurs restrictions aux réseaux bornés et/oua&teae intégral. D’autre part, nous avons
indiqué sous les égalités les références des théoremestamhde les obtenir.

RDOPTLEC =,.,. RODPT =,.,. 0-RDPT
N—— N——
Théo.5.21,5.22 Théo. 5.24

FiG. 5.26 — Expressivité relative des réseaux de Petri temgsasec arcs de lecture pour les mots
finis et infinis non Zeno

Cas des mots infinis. La situation du point de vue de I'équivalence des mots infasisnettement
différente. En effet la hiérarchie s'écrasait dans le casdmtent, tandis que dans ce cas nous obtenons
le treillis représenté sur la figure 5.27. Les arcs pleins&&mtent des inclusions strictes, tandis que
les arcs pointillés signifient que les classes sont incoatghes. De plus, nous avons indiqué sur les
arcs pleins I'argument permettant de démontrer l'inclosstricte entre les deux classes (restriction
a des réseaux intégraux, ou un des deux langages discrisnidaria sous-section 5.4.1). Comme
précédemment, nous indiquons les références des théop&mmesttant de prouver les égalités. Enfin,
cette figure, valable pour les classes générales, est ecmweste pour leurs restrictions aux réseaux
bornés.
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Théo. 5.25
—~N—
RDPTLEC =, 0- RDPTLEC

intégral- OPTLEC  _ _ lang. £

Ui‘lang.ﬁg T = RDPT =, 0- RDPT

0- intégral- PTLEC - mtegral Theo 5.24
W

intégral OPT =, 0-intégral- RPT
N——
Théo. 5.24

FiG. 5.27 — Expressivité relative des réseaux de Petri temésoagec arcs de lecture pour les mots
infinis

5.7.2 Applications aux automates temporisés

L'équivalence avec les automates temporisés démontrédalaous-section 5.2.2 (Théoréme 5.6)
permet de déduire des résultats obtenus précédemmentvlEanaurésultats sur les liens entre les au-
tomates temporisés et les réseaux de Petri temporisés.altersons ainsi les résultats recherchés sur
la comparaison des pouvoirs expressifs des automates tiségpet des réseaux de Petri temporisés.
De plus, nous obtenons également « gratuitement » de nouvésuitats précisant le réle des mises
a jour non déterministes dans les automates temporisés.

Corollaire 5.26. Pour les équivalences de mots finis et infinis non Zeno,

(1) les réseaux de Petri temporisés bornés et les automate®itsd@p a mises a jour non détermi-
nistes sont aussi expressifs,

(2) les automates temporisés avec mises a jour non déternsirestes automates temporisés res-
treints aux remises a zéro sont aussi expressifs. De plumsen aux automates le caractére
intégral préserve cette équivalence.

Corollaire 5.27. Pour I'équivalence de mots infinis,

(3) les réseaux de Petri temporisés et les automates tempsasésncomparable’s

(4) les automates temporisés sont strictement plus exprepsifdes réseaux de Petri temporisés
bornés,

(5) les automates temporisés a caractére intégral et a misesranjun déterministes sont strictement
plus expressifs que les automates temporisés a caractégrah (et a remises a zéro),

3Rappelons que les réseaux de Petri peuvent reconnaitrarggsyes non réguliers.
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(6) les automates temporisés a mises a jour non déterministes atitomates temporisés (a remises
a zéro) sont aussi expressifs.

Il était communément admis que les automates temporisés stdeaux de Petri temporisés bor-
nés étaient aussi expressifs. Nous avons montré que cfestiedment le cas pour les équivalences
de mots finis et infinis non Zeno (poifit)), mais que cela est faux lorsque les comportements Zeno
sont pris en compte (poiid)). En réalité, ce résultat est méme plus fort : bien que lesarésde Petri
temporisés peuvent étre vus comme des systemes tempoesgsurant un nombre infini d’horloges,
nous avons démontré que les automates temporisés et lasxéde Petri temporisés sont en toute
généralité incomparables (poif®)).

Les trois autres résultats complétent les résultats exsstur le rdle des mises a jour non déter-
ministes dans les automates temporisés [BDFP04] rappatésld théoreme 1.24 page 43. Le point
(2) a déja été partiellement prouvé dans [BDFP04] et nous fesonis ici une nouvelle démonstration
de ce résultat. Les poin{8) et (6) sont assez surprenants puisqu’ils montrent qu'’il est sapesde
raffiner la granularité des gardes afin de s’affranchir degma jour non déterministes dans les auto-
mates temporisés (afin de préserver les langages de mots)inffimotre connaissance, ceci constitue
un des premiers résultats de ce type dans le cadre des sydEmm@orisés. Enfin, la transformation
gue nous avons développée pour la preuve du théoréme 5.2Btpeappliqguée aux automates tem-
porisés et étend ainsi au cadre des mots infinis la consiruptésentée dans [BDFP04] permettant de
retirer les mises a jour non déterministes (la construadi®fBDFP04] est en fait correcte seulement
pour les mots finis et infinis non Zeno). Nous illustrons natesmsformation sur la figure 5.28 en
exhibant un automate temporisé (a remises a zé&juivalent a I'automate temporisé représenté sur
la figure 5.7(b).

FiG. 5.28 — Un exemple de la transformation permettant de aladfiir des mises a jour non détermi-
nistes pour les automates temporisés.

5.8 Conclusion

Dans ces travaux, hous avons étudié les pouvoirs expresisifss des réseaux de Petri temporisés
et des automates temporisés. Nous avons démontré en fartoue, contrairement a l'intuition
communément admise, ces deux modeéles sont en toute géEnératimparables. Ceci donne un rble
trés intéressant au modéle des réseaux de Petri temporesgaras de lecture que nous avons étudié
ici puisqu'il fournit un cadre unifiant les deux modeles gréents. De plus, nous avons prouvé gu'il
possede une propriété intéressante, la décidabilité cigmne de couverture.

Nous nous sommes ensuite intéressés a des questions d@xjpée Plus précisément, nous avons
d’abord cherché a répondre aux questions suivantes, pdaasd'introduction :

— est-il nécessaire d’'étendre le modéle des réseaux daéreprorisés afin de pouvoir exprimer

les automates temporisés ?
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— les arcs de lecture augmentent-ils le pouvoir d’expressdas réseaux de Petri temporisés ?
— que deviennent ces questions sous les contraintes deixdseaeés, vis-a-vis des différentes
équivalences de langages (mots finis, infinis, infinis norXen

Les réponses a ces questions s'averent étre relativemeniexes car elles dépendent de I'équiva-
lence prise en compte pour comparer les modéles. Ainsi,ga gEnéralité, les réponses aux deux
premiéres questions sont positives. Cependant, vis-degsquivalences de mots temporisés finis et
de mots temporisés infinis non Zeno, les deux modéles demates temporisés bornés et des réseaux
de Petri temporisés bornés (et méme saufs) sont aussi sikpetdes réponses deviennent donc néga-
tives. Nuancons tout de méme ce résultat car il repose straiesormations complexes tandis que le
modele des réseaux de Petri temporisés avec arcs de leetaretpui d’exprimer tres simplement les
automates temporisés. La transformation préserve enafttle du modéle. Finalement, soulignons
gue ce sont les comportements Zeno, souvent écartés loomsgielérations de modélisation car ils ne
peuvent pas correspondre a des comportements réels démsysjui permettent de distinguer les
deux modéles.

Dans une seconde étape, nous nous sommes intéressés asndlises a jour non déterministes.
En effet, alors que dans le modéle standard des automatpsrisés, seules des remises a zéro sont
considérées, les réseaux de Petri temporisés font en gémeéraenir des mises a jour non déter-
ministes nettement plus générales. Nous avons démontréegudeux classes ont le méme pouvoir
d’expression, mais que la granularité du modéle doit étifenéa afin de pouvoir s’affranchir des
mises a jour non déterministes dans les réseaux de Petiotesd@pavec arcs de lecture et en présence
de comportements Zeno. A nouveau, ce sont donc ces mémesitements qui discriminent les
deux familles de modéles. A notre connaissance, ceci toesin des premiers résultats dans le do-
maine des systémes temporisés qui exprime la nécessitéaffinement de la granularité du modéle.
De plus, ces résultats permettent de compléter (et mémigedrie travail de [BDFPO04] sur le role
des mises a jour non déterministes dans les automates tieggor

Les prolongements de ces travaux sont divers. En termeprd'ssivité d'abord, il est naturel de
s'intéresser a I'ajout d’'urgence au modéle des réseaux tig€taporisés, qui en est démuni dans ces
travaux. Il est déja connu que le modéle (non borné) devietédidable avec une sémantique d'ur-
gence forte, mais l'introduction d’'une urgence plus faduidravers d’invariants sur les places pourrait
conserver les propriétés de décidabilité. Ceci permetigalement d'étendre notre comparaison au
cadre des automates temporisés avec invariants. En terendécitlabilité, il serait intéressant de
chercher a étendre les résultats de décidabilité existamg B cadre des réseaux de Petri tempori-
sés [AMMO7] au cadre du modéle avec arcs de lecture. Enfinappkcation fondamentale de ces
travaux au cadre de la vérification est I'utilisation des&léises en ceuvre dans les transformations
proposées pour le développement de techniques de déphiageles réseaux d’automates temporisés.
Ceci fait I'objet du chapitre 7.



148 Chapitre 5. Réseaux de Petri temporisés et automates tsEpor




Troisieme partie

Algorithmes pour la Veérification

149






Chapitre 6

Analyse en avant des automates
temporisés avec contraintes diagonales

Dans ce chapitre, nous étudions I'extension de l'algorghitanalyse en avant a la volée au
modele des automates temporisés avec contraintes diagotiah été démontré dans [Bou04] que
I'algorithme classique n’est pas correct pour cette claNesis détaillons I'origine des problémes,
proposons une solution utilisant le paradigme du raffindgrbesé sur I'analyse de contre-exemples
et évaluons cette solution a I'aide d’'une implémentatiomsdautil UPRPAAL . Les résultats présentés
ici ont été publiés dans [BLRO5] et I'implémentation estritéadans [Rey07].

6.1 Introduction

Nous avons déja présenté dans le chapitre 1 le modéle denatatotemporisés ainsi que son
extension avec des contraintes diagonales dans la sdimas&®.3. Nous avons rappelé qgue I'ex-
pressivité de ces deux modéles est la méme, mais que le sestexponentiellement plus concis que
le premier. De plus, les contraintes diagonales facili@modélisation de systémes temporisés.

La décidabilité de I'accessibilité dans les automates teis@s a été obtenue via la construction
de l'automate des régions (section 1.4.3). Nous avons ajte la taille de cet automate est ex-
ponentielle en la taille de I'automate temporisé et sa coasbn explicite n'est donc pas efficace
en pratique. Des algorithmes a la volée ont été proposés afialter cette difficulté et leur effica-
cité a été largement démontrée puisqu’ils ont permis diaealdes systemes réels de taille impor-
tante [HSLL97, TY98].

Il a réecemment été démontré dans [Bou04] que I'algorithnaaalyse a la volée en avant, pourtant
implémenté depuis plusieurs années et utilisé en pratigtancorrect pour le cadre des automates
temporisés avec gardes diagonales dans [Bou04]. Ceci &itaénsne surprise importante dans la
communauté scientifique puisque la correction de cet dlgod était communément admise. Ce-
pendant, ces travaux démontrent également que pour l& dassautomates temporisés sans gardes
diagonales, I'algorithme implémenté dans les outitpAL et KRONOS est correct. Ceci explique
en partie pourquoi ce « bug » dans un algorithme aussi clasggrépandu n'a pas été découvert
plus tét : peu de modeéles parmi ceux étudiés jusqu’alorsenit des gardes diagonales et de plus les
modéles provoquant une erreur de I'algorithme sont endarerpres.

Comme nous l'avons rappelé précédemment, les gardes diagoepportent de la concision au
modéle et simplifient la modélisation. Elles ont par exendpéeutilisées dans le cadre de la modélisa-
tion de problemes d’ordonnancement de taches [FPYO02]idieeggalement une version du protocole
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de Fischer temporisé, introduite dans [Zbr05], qui utities gardes diagonales. Il est donc intéressant
de proposer des solutions permettant de corriger ce « bugs>aamenter sensiblement la com-
plexité de I'algorithme. De plus I'algorithme classigueidce a son approche « en avant » peut traiter
des systémes contenant des variables entiéres, commestflt dans 'outil LPPAAL. Un calcul en
arriere ne permet pas de prendre en compte ce type de varmalgplémentaires. En effet, les prédé-
cesseurs d’'une affectation de la forine= j.k + [.m ou les variables, j, k, [ etm représentent des
variables entiéres ne peuvent pas étre calculés de facdrosigore. |l est donc nécessaire d’énumeérer
tous les uplets de valeurs ce qui n'est pas souhaitable équeaC’est pourquoi nous cherchons a
développer un algorithme préservant cet aspect en avant.

Dans un premier temps, nous présentons I'algorithme glassi’analyse en avant pour le modele
des automates temporisés d’Alur et Dill (section 6.2). Néuslions ensuite I'impact sur cet algo-
rithme de I'introduction des contraintes diagonales (sads.3). Nous analysons dans la section 6.4
des solutions possibles afin de « corriger » I'algorithmesitgue motivant ainsi le choix d’'une mé-
thode fondée sur le raffinement successif du modéle guidégrenlyse des contre-exemples. Ceci
nous conduit a développer dans la section 6.5 le cceur desadtition, I'analyse des contre-exemples
afin de détecter les gardes diagonales « responsables »el@s @ommises par I'algorithme. Nous
présentons enfin I'implémentation de cette méthode dansll'ldPPAAL ainsi qu’une série de tests
afin de démontrer son efficacité (section 6.6) et donnongjgaslconclusions et perspectives dans la
section 6.7.

Notons enfin que dans la suite de ce chapitre, nous nous platzors la classe des automates
temporisés a constantes entiéres et sans invariants. Nons déja discuté cette restriction dans la
sous-section 1.4.2 et montré qu’elle n’est pas restrictivpoint de vue du probléme de I'accessibilité
d’'un état de controle. De plus, les algorithmes que nouseptéss dans ce chapitre s’adaptent au
cadre général des automates temporisés et la restrictta@qgente permet seulement de simplifier
largement cette présentation.

6.2 Analyse en avant des automates temporisés

Nous présentons dans cette section I'algorithme standandlgise en avant a la volée des auto-
mates temporisés. L'analyse en avant est une technigugqeiagpour décider de I'accessibilité d’'un
ensemble d'états cibles. Elle consiste a calculer itératent les successeurs en un pas des configu-
rations initiales jusqu’a, ou bien atteindre un état cibke,bien converger. L'algorithme 1 présente
cette méthode pour le cadre d'un systéme de transitionsolie généralité, cet algorithme peut
ne pas terminer si le systéme est infini et c’est en particldieas pour les automates temporisés.
Nous utilisons donc une abstraction finie du systéme fondéerse représentation symbolique des
ensembles de valuations d’horloges, que nous décrivorsldaous-section 6.2.1. Nous présentons
ensuite la structure de données permettant d'implémesette ceprésentation symbolique dans la
sous-section 6.2.2. Enfin, nous donnons les éléments paincide la preuve de correction de cet
algorithme dans la sous-section 6.2.3.

6.2.1 Les zones, une représentation symbolique de valuati®

Afin de manipuler plus efficacement les ensembles de vahsatithorloges calculés lors de I'ana-
lyse de I'automate temporisé, il est nécessaire de displisee représentation symbolique de ces en-
sembles. Cette représentation doit étre compatible aveaddal des successeurs. Elle doit également
étre aisément implémentable et étre manipulable de fadma®d,i.e. que les opérations précédentes
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Algorithme 1 Analyse en avant a la volée pour un systéme de transitions.

Entrée : S = (Q, qo, —) un systeme de transitiong; € ¢ un état cible
Sortie : Réponse au probleme de I'accessibilitéggdelansS

1: Visités :=0; /* Initialisation */
2: Attente := {qo};
3: Répéter

4:  Piocherg dansAttente ;

5.  Sigq ¢ Visités Alors

6: CalculerSuccesseurs = {¢' € Q | ¢ — ¢'};
7 Siq; € Successeurs Alors

8 Retourner « OUI »;

9

Sinon I* Successeurs ne contient pag, */
10: Visités := Visités U {q} ;
11: Attente := Attente U Successeurs;
12: Fin Si
13:  Fin Si

14: Jusqu’a Attente = () ;
15: Retourner « NON »;

doivent étre de faible complexité. Enfin, cette représamtatymbolique doit avoir un ensemble fini
de représentants afin de garantir la terminaison de I'dlgos.

Les régions, introduites dans la sous-section 1.4.3, ito@st une représentation symbolique sa-
tisfaisant ces différents critéres. Cependant, le nombreddions est exponentiel dans la taille de
'automate et il est possible de manipuler des ensemblasgohnds de valuations d’horloges afin de
réduire le nombre d’'objets construits par I'algorithmeciCast obtenu a I'aide de la représentation
symbolique dezonesqui est utilisée dans la majorité des algorithmes dévélsmour les systéemes
temporisés.

Définition 6.1 (Zone) Etant donné un ensemble d’horlog&s unezoneZ sur cet ensemblé est
I'ensemble des valuations sir vérifiant une contrainte d’horloges € C(X') définie uniguement par
des conjonctiong,e. Z = [¢]. L'ensemble des contraintes d’horloges admissibles pmdéfinition
d’'une zone, appeléewntraintes de zonest décrit par la grammaire suivante :

pu=x~clz—y~clpAp|tt

ouz,y € X,ce N~ve {<, <, = > >}
Enfin, étant donné un entier naturkele N, une zone est dite-bornée si et seulement si elle
peut étre obtenue par une contrainte d’horlagdornée.

Notons qu’une zone constitue toujours un ensemble de vahsatonvexe.

Exemple 6.2. La zone illustrée sur la figure ci-
contre est associée a la contrainte suivante :

p=x>1Ny<3ANz—y<2

— N W e e

L'horloge = est placée en abscisse et I'horloge
en ordonnée.
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Considérons a présent un automate tempodiséd’espace d’états de contraleet d’horlogesX.
Nous définissons uétat symboliquele.A comme une pairé/, Z) ou’ € L et Z est une zone suX.

Nous définissons 'opérate®ost sur les zones de la fagon suivante. Il combine a la fois lautalc
des successeurs discrets par une transition donnée etlg das successeurs temporels. Rappelons
gue nous avons supposé gdene posséde pas d'invariants. SEitZ) un état symbolique et =

¢ 241, ¢/ une transition de 'automate temporisé. Alors la ZoRest(Z, t) est définie par :
Post(Z,t) = {v|[R — 0] +d|deT,ve Zv = g}

(¢, Post(Z,t)) est I'état symbolique atteint depuis I'état symboliqéeZ) a 'issue du franchis-
sement de la transition discréteet aprés écoulement du temps.

Nous présentons maintenant les opérations de base réadisain les zones. Afin de calculer les
successeurs possibles d’'une configuration d’'un automateaigsé, nous devons considérer les suc-
cesseurs discrets, obtenus par intersection avec la ouatetiquetant la transition correspondante
puis par application de la remise a zéro et enfin calculer desesseurs temporels de la nouvelle
configuration. Les zones constituent une structure staslelgacune de ces trois opérations (intersec-
tion, remise a zéro et successeurs temporels) comme c&a@sté dans la proposition suivante :

Proposition 6.3(Opérations sur les zonesTonsidérons deux zongsg et Z, sur un ensemble d’hor-
loges X et un sous-ensemble d’horlog&sC X. Alors les trois ensembles suivants sont encore des
Zones sutX :

Intersection : I'ensembleZ; N Z5,
Remise a zéro :I'ensemble{v[R «— 0] | v € Z;}, notéZ;[R « 0],
Futur: l'ensemble{v +d |v € Z;,d € T}, notéz.

Notons que I'ensemblBost(Z, t) peut étre défini par I'égalité suivante :

Post(Z,t) = (Z N [g])[R < 0]

D’aprés la proposition précédentyst(Z, t) est donc bien une zone dés lors guest une zone.

De plus, 'ensemble constitué de la valuation initialest également une zond\ (. = = 0),
notée par la suite;.

Il est donc possible de résoudre dans ce formalisme le preble I'accessibilité d'un état de
contr6le défini dans le chapitre 1 en adaptant I'algorithm€dpendant, le nombre de zones n&st
priori pas borné et I'algorithme peut donc (encore) ne pas termifar de pallier cette difficulté,
Nous nous restreignons a un sous-ensemble fini de I'ensel@bleones suk, 'ensemble des zones
K-bornées, oK dénote la constante maximale apparaissant dans l'autadhate A. Afin de ga-
rantir que les zones manipulées sont toujdiirbornées, nous utilisons un opérateur d’extrapolation
Approx . défini ainsi :

Approx(Z) = N A
zonesK-bornéeg’
telles quez C 7’

Il est facile de vérifier que cette définition est correcteet th zoneApprox, (Z) ainsi définie est
K-bornée, contient la zon& et est la plus petite zone, au sens de l'inclusion, vérifiast deux

1Afin de garantir que cet objet est une zone, il est nécessaisamboser qug en est unei.e. qu'il faut avoir exclu les
disjonctions de la définition des gardes des transitions.



6.2. Analyse en avant des automates temporisés 155

Algorithme 2 Analyse en avant a la volée pour les automates temporisés.
Entrée : A un automate temporisé; un état de controle cible
Sortie : Réponse au probleme de I'accessibilité/delans.A

1: Calculer la constante maximal€ apparaissant dan4;

2: Visités := 0; - /* Initialisation */
3: Attente := {(¢o, Z0)};
4. Répéter

5. Piocher(¢, Z) dansAttente ;

6: Siil n'existe pas(¢, Z') € Visités tel queZ C Z' Alors /* (¢, Z) n’a pas encore été visité */
7: Successeurs := {(¢', Approx (Post(Z,)) | t = ¢ 2% ¢ transition ded} ;

8: Siil existe (¢;, Zy) € Successeurs tel que[Z;] # () Alors

9 Retourner « OUI »;

10: Sinon I* Successeurs ne contient pas d’état final */
11 Visités := Visités U {(¢, Z)} ;

12: Attente := Attente U Successeurs;

13: Fin Si

14:  Fin Si

15: Jusqu’a Attente = () ;
16: Retourner « NON »;

propriétés. L'opérateuApprox, calcule donc une surapproximation de la zdnei.e. pour toute
zoneZ, nous avons l'inclusion suivante :

Z C Approxg(Z2) (6.1)

Les éléments précédents sur les zones nous permettentsdmi@rémaintenant I'algorithme 2 qui
constitue I'algorithme standard d’accessibilité en awtrd la volée pour les automates temporisés
(sans gardes diagonales). Cet algorithme est une simpf¢atida de I'algorithme 1 présenté plus
haut.

L'inclusion (6.1) implique que l'algorithme 2 calcule unarapproximation de I'ensemble des
états accessibles. Plus précisément, rappelons que ntussiAcc(.A) 'ensemble des états de
contréle de4 qui sont accessibles dass De fagon similaire, définissofi3-Acc(.A, Approx, ) I'en-
semble des états de contrdle calculés comme accessiblealgarithme 2 dépendant de I'opérateur
d’extrapolationApprox . D’aprés la propriété 6.1, nous avons :

D-Acc(A) C D-Acc(A, Approxy ) (6.2)

Nous démontrerons dans la sous-section 6.2.3 la corregéidialgorithme 2 pour la classe des
automates temporisés sans gardes diagonales. Celleqgiigie ainsi :

V¢ € L, € D-Acc(A) <= ( € D-Acc(A, Approxy) (6.3)
Avant cela, nous présentons la structure de données etpmér implémenter les zones.

Remarque 6.4.Notons que le nombre de zon&sbornées est, comme les régions, exponentiel dans
la taille de 'automated. Plus précisément, il est méme plus grand que le nombre @e2d\insi, le
nombre d’éléments de la représentation symbolique n’atgagduit par rapport a la représentation
des régions. Cependant, les ensembles peuvent étre phasgru point de vue de l'inclusion, et
I'algorithme résultant est beaucoup plus efficace en pratiq 2
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6.2.2 Matrices a différences bornées

Nous présentons dans cette sous-section la structure aeaehabituellement utilisée afin de
représenter et manipuler les zones lors de l'implémemtadi® cet algorithme. Les opérations né-
cessaires pour I'implémentation de l'algorithme 2 sontdeiwantes : test d'inclusion, test du vide,
calcul de I'image paPost et parApprox;,. Cette structure de données, intitulée matrices a dif6&@en
bornées, a été introduite et étudiée dans [BM83, Dil90].

Définition 6.5 (Matrice a différences bornées [BM83, Dil90Une matrice a différences bornées
pour un ensembl&” den horloges est une matrice carrée de dimengion- 1) x (n + 1) contenant
des paireq <, m) éléments de I'ensembié= {<, <} x Z U {(<, c0)}. Nous notons les horloges
considéréesy, . .., x, et considérons une horloge supplémentaige L’horloge x( sert seulement
de référence, et sa valeur dans la sémantique sera toufburs

A une matrice a différences bornégs = (<; ;,m; ;)o<i j<n €St associé le sous-ensemple]
deTX défini par[M] = [¢] ol ¢ est une contrainte de zone stirdéfinie par :

= /\ Ti = Tj =ij M
0<i,j<n
ou le termex est remplacé par. Ceci implique donc qu@M | est une zone suX.
En particulier, il est facile de vérifier qu'étant donnée wome Z = [¢] sur X, ¢ étant une

contrainte de zone su¥, nous pouvons définir une matrice a différences boridéegrifiant[M] =
7. Cependant, cette matrice n'est pas unique, comme celiustt sur I'exemple 6.6.

Exemple 6.6(Matrices a différences bornées et zonetd zone définie par les équations >
3Nz <5 Az — 29 < 4 peut étre représentée par les deux matrice a différencagdmsuivantes :

(S,O) (<7_3) (<,OO) (<,OO) (<7_3) (<,OO)
(<,00)  (£,0) (<,4) Jet] (£00) (<00)  (<,4)
(£5) (<00) (5,0 (£5) (<00) (£,0)

_J

Forme normale. Avec cette définition, plusieurs matrices a différencesnées peuvent définir la
méme zone. Ceci pose probleme car il n’est alors pas poséitalet données deux matrices a dif-
férences bornéesl; et Ms, de tester de maniére syntaxique si elles représententrtzerménej.e.

si [M;] = [M-]. Uneforme normalea donc été introduite afin de représenter sans ambiguité les
zones par des matrices a différences bornées. La forme leodiname matrice a différences bornées
donnée est simplement 'unique matrice a différences lasriggii, parmi celles qui représentent la
méme zone, a les coefficients les plus petits pour I'ordrendéfidessous. Cette matrice a différences
bornées « minimale » représente les contraintes les pltesfeur les horloges;. Une fois définis

un ordre et une addition sur les élémentsVdeous pouvons utiliser un algorithme classique de plus
court chemin, par exemple I'algorithme de Floyd présenté&raters de I'algorithme 3, pour calcu-
ler la forme normale. Nous noterons dans la suit®/) la matrice a différences bornées sous forme
normale associée a la matrice a différences bordées

Ordre surV: Si(<,m),(<’,m’) € V, alors nous avong<, m) < (<’,m’) si et seulement si :
m < m/
ou
m=m'et(<==<" ou <'=<).
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Addition surV : Si(<,m), (<’,m') € V, alors nous définissonix”, m") = (<, m) + (<’,m’) par :
m” =m+m/
et
<"=< si <=<'=< et < sinon.

Algorithme 3 Algorithme de Floyd permettant de calculer la forme normale
Entrée : M = (M; ;)o<i j<n UNne matrices a différences bornees.
Sortie : ¢(M) la forme normale de M

1: Pour k = 0 an Faire

2. Pouri=0an Faire

3 Pour j = 0 an Faire

4: Mi,j = min(Mm-, Mi,k + MkJ’) ;
5 Fin Pour

6 Fin Pour

7: Fin Pour

8: Retourner M ;

Propriétés de la forme normale.La forme normalep(M) d’'une matrice a différences bornégg
satisfait les propriétés suivantes :
Correction : [¢(M)] = [M]

Unicité : [M] = [M'] = ¢(M) = ¢(M")

La forme normale représente les contraintes les plus fortes
¢(M) <M, ieVvV0o< 1,5 < n, qS(M)m < Mi,j

Inclusion : [M] C [M'] & ¢(M) < M' < ¢(M) < p(M')
En particulier, remarquons gque le test d'inclusion entnexdmatrices a différences a bornées se fait
donc en temps quadratique (comparer les coefficients un dasprs que les deux matrices sont en
forme normale.
Test du vide.La forme normale permet de plus de tester du vide. En effet)$e= (<; ;,mi j)o<i j<n
une matrice a différences bornées (pas nécessairementosmesnormale), alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) [M]=0

(74) Il existe un cycle strictement négatif dahs i.e.une séquence d’indices distin€ts, . . . ,i;_1)

telle que (en posarit = i1)

("<i17i2ami1,i2) T+ ("<i1717iz7mi1717iz) < (§7O)

(iii) ¢(M) contient un terme strictement inférieur au terfrg 0) sur la diagonafe
Ainsi le test du vide peut étre réalisé trés facilement (®hiéaire) sur une matrice a différences
bornées sous forme normale puisqu’il suffit de tester lefficamnts de la diagonale.

Autres opérations utilisées par I'algorithme 2.1l nous reste enfin a vérifier que les autres opérations
nécessaires pour I'algorithme sur les zones sont aisémgidinentables grace aux matrices a diffé-
rences bornées [CGP99]. Commengons par le calcul de l'impag€opérateurPost et considérons
ensuite lak-approximation.

2Si [M] = 0, ¢(M) ne désigne plus la forme normale 8& mais le résultat de I'algorithme 3.
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Futur. Soit M = (=< j,mi ;)o<i,j<n Une matrice a différences bornées sous forme normale. Béfini
- Y . 7 B B H .

sons la matrice a différences bornéds= (< ;,m; ;)o<i j<n Par:

/ / ) (‘<i,j7mi,j) Sij #O

(i mi (<, 00) sinon.

—_— —

Py . N
Alors nous avong M| = [M] et de plus la matrice a différences borndésest sous forme normale.
Intersection. SoientM = (=< j, mij)o<ij<n € M' = (<] ;,m] ;)o<ij<n deUX matrices a diffé-

, ij> "M,
rences bornées (pas nécessairement sous forme normdie)s&isi” = (<, m; ;)o<i j<n Par:

. . " " . / /
V0 <i,j <mn, (<i;,m; ;) =min((<i,mi; ), (<55, ;))-
Alors nous avongM"]| = [M] N [M']. Remarquons que nous ne pouvons pas assurebfusoit
sous forme normale, mémeX® et M’ le sont.
Remise a zéroSoit M = (<, ;,m; j)o<i,j<n UN€ Matrice a différences bornées sous forme normale.
Définissons la matrice a différences borndés.—o = (<} ;,m; ;)o<i j<n Par:

1,70 "%
(=ipmig) = (Kigimij) sii,j #k
(<o Mee) = (RhorMio) = (Ko Mo ) = (£,0)
(<ipmig) = (<i0,mio) sii#k
(—<;c,i7m;c,i) = (<0,i»M0,) sii £k

Alors nous avongM,, .—o] = [M][z; < 0] et de plus la matrice & différences bornéds, ._, est

sous forme normale.

k-approximation. Soit M = (=<;;,mi )o<i,j<n Une matrice a différences bornées sous forme nor-
T . T P4 zzk .

male. Définissons la matrice a différences bornbles= (=<; ;, m; ;)o<i,j<n Par:

(=ig>mig) si|mig| <k
(<;7j,m§,j) =< (<,00) sim;j >k
(<, —k) sim;; < —k

——k . . NI P4 mrk z
Alors nous avongM | = Approx, ([M]) mais la matrice a différences born€es n'est pas néces-
sairement sous forme normale.

Finalement, il est donc possible d'implémenter I'algarith 2 a I'aide de la structure de données
des matrices a différences bornées.

6.2.3 Fondamentaux de la correction de l'algorithme

Plusieurs tentatives de preuves de la correction de cetithigie peuvent étre trouvées dans la
littérature [Tri98, WT94], mais il est démontré dans [Bolifde ces tentatives sont erronées. Nous
présentons dans cette sous-section les éléments prirapda preuve de correction de cet algorithme
pour les automates temporisés sans gardes diagonalegjukllle a été réalisée dans [Bou04]. Nous
expliquerons par la suite pourquoi cette preuve n'est peec®e en présence de gardes diagonales.
Celle-ci fonctionne en deux étapes.

Dans un premier temps, la correction d’'un algorithme sebibla I'algorithme 2 est prouvée. La
seule différence réside dans I'opérateur d’extrapolatitiisé, fondé sur les régions. Cet opérateur,



6.2. Analyse en avant des automates temporisés 159

notéClbturer, dépend d’un parametf@ qui désigne un ensemble de régions, au sens défini dans la
sous-section 1.4.3 sur 'automate des régions. Pourdimgk dénote I'ensemble de régions introduit
pour la construction de I'automate des régions d’un auterehporisé sans gardes diagonales. Nous
définissons, pour toute zoesur X, 'opérateurCléture par :

Cloturer (X) = {Re R | ZNR # 0}

NotonsD-Acc(.A, Cloturer ) I'ensemble des états de controle calculés comme étantsioiesspar
I'algorithme 2 dans lequel 'opérate@idturer est substitué Approx, . Il est possible de démontrer
la correction de cet algorithme, en s’appuyant sur la ctimeale la construction de I'automate des
régions [Bou04, Proposition 1].

vVl e L, € D-Acc(A) <= (¢ € D-Acc(A, Cloturer) (6.4)

Il est important de remarquer que I'ensemBléturex (Z) n'est pas nécessairement une zone, méme
si Z est une zone. En effet, cet ensemble peut ne pas étre cohlexemple 6.7 présente ce cas de
figure. Ainsi, les objets manipulés par I'algorithme ne quat nécessairement des zones mais parfois
des unions de zones et il s'agit alors de séparer ces uniondeales placer dans I'ensemislaente.

En particulier, ceci implique que I'algorithme correspantlest plus codteux, ce qui justifie qu’il n’est
pas utilisé en pratique.

Dans un second temps, nous démontrons une propriété lopéateur€loturer et Approxy, .
Considérons un automate temporisé sans gardes diagohd\estonsR I'ensemble de régions intro-
duit dans la sous-section 1.4.3 correspondadt &t K la constante maximale apparaissant ddns
Nous avons alors l'inclusion suivante, pour toute zgrsur X (ensemble des horloges dé [Bou04,
Proposition 2]

Z C Approx, (Z) C Cléturer (2) (6.5)

Nous obtenons dons les inclusions suivantes :
D-Acc(A) C D-Acc(A, Approxy ) C D-Acc(A, Cloturer)
La propriété (6.4) permet d’obtenir la chaine d’équivansuivante.
vVl e L,¢ € D-Acc(A) <= (€ D-Acc(A,Clotureg) <= ¢ € D-Acc(A, Approxy)

Ces équivalences démontrent la propriété (6.3) annonage 1B5 et permettent donc d’établir la
correction de l'algorithme 2.

Exemple 6.7(Opérateur<loturer et Approxy).

Nous considérons la zong représentée par la surfake.
Les régions standards, pour la constatesont représen-
tées par des traits pleins. Alors la partie correspond a
Approx,(Z) \ Z et la partie=] correspond &Cl6turer \

AppProx,(Z2). , \

_J

Théoreme 6.8 Correction de I'algorithme 2 [BouO4])L'algorithme 2 donne une réponse correcte au
probléme de I'accessibilité d’un état de contrdle pour lEsses d’automates temporisés suivantes :
— la classe des automates temporisés d’Alur et Dill (sanggmdiagonales),
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— la classe des automates temporisés avec gardes diaganaeasau plus3 horloges (en modi-
fiant le choix de la constante d’extrapolation).

Le second point précise que pour la restriction aux autasregtant au plus trois horloges, il existe
un choix de la constante d’extrapolation qui permet d’oiotan algorithme correct. Ceci résout en
particulier le cas du contre-exemple exposé dans [Ben0B3RY

6.3 Analyse en avant et gardes diagonales

Nous présentons maintenant les problemes liés a l'inttamude gardes diagonales dans l'algo-
rithme d’analyse en avant a la volée. Ces problemes ontédé&éten détails dans [Bou04]. Nous en
présentons ici une synthése, utile pour la suite de notseptétion. Rappelons que puisque I'opéra-
teur Approx calcule une sur-approximation de la zone (inclusion énemtas la propriété (6.1)),
I'algorithme calcule une sur-approximation de I'ensemiidss états de contrdle accessibles (inclu-
sion énoncée dans la propriété (6.2)). Rappelons égaleyuentalgorithme est correct s'il n'y a pas
de gardes diagonaleise. que cette derniére inclusion est en fait une égalité. Ndossavoir qu’en
présence de gardes diagonales, I'inclusion peut étreesataue I'algorithme peut donc déclarer ac-
cessible des états de contrble qui ne le sont pas. En d'aetmees, I'algorithme n’est pas correct
pour le probléme de I'accessibilité d’un état de contréle.

6.3.1 lllustration avec un contre-exemple

Nous considérons I'automatd représenté sur la figure 6.1. Notons que cet automate contien
deux gardes diagonales; < x; + 1 etxzy > w3 + 2 sur la transition allant de I'état noir a I'état
Erreur. De plus, l'automate contient horloges, ce qui en fait un contre-exemple minimal vis-a-
vis du théoreme 6.8. Sur cet exemple, nous allons montref'@gerithme 2 déclare I'étaErreur
accessible alors que cet état ne I'est pas.

1‘3§3

: ~ ) :3
{z3,21} =0~  a2:=0 O

3 l‘2:2,$21:0

xyg <41

O T4 > x3+ 2! T 1= =
Erreur \ /

FIG. 6.1 — Automate temporisd

Considérons une exécution le long de laquelle la premiansition est franchie a la dadec [1, 3]
et dans laquelle la boucle est prisec N fois. Nous pouvons alors calculer la valuatioratteinte
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dans I'état noir.

v(z1) = 0

v(ry) = d

v(zs) = 2a+5
v(zy) = 2a+5+d

En particulier, cette valuation vérifie la contrainte— x1 = x4 — x3, indépendamment des valeurs de
d eta. Ceci implique donc que la « derniére » transition, entrat’'éoir et I'étatErreur, n’est jamais
franchissable et I'éteErreur n’est pas accessible.

Par ailleurs, nous allons montrer que I'algorithme 2 déchkcessible I'état de controi&reur.
En effet, en notank la constante choisie pour I'extrapolation {siest définie comme la constante
maximale, nous avons ié{ = 3), il est toujours possible de choigirsuffisamment grand pour avoir
2a+ 5 > K. Fixons donc un tel entier naturelet notonsp I'exécution correspondante. Définissons
enfin Z7 (respectivemenZ;;)3 comme la zone calculée en itérant I'opératBost (respectivement
I'opérateurApprox o Post obtenu par composition d&pprox, et Post) une fois atteint I'état noir.
Z3 correspond alors a I'ensemble des valuations accessélesg de cette séquence de transitions,
tandis queZ; correspond a I'ensemble des valuations calculées commeaseessibles par I'algo-
rithme 2 le long de ce méme préfixe. Il est facile de démonteirmuction sur la longueur deque
Z5 C Zj (en utilisant la croissance dist et le fait queApprox, constitue une sur-approximation).
CommeApproxK(Zg) est par définition la plus petite (au sens de l'inclusion)eziirbornée conte-
nant la zoneZ; et puisqueZ; est une autre zon&-bornée contenant;, nous obtenons l'inclusion
suivante :

Z5 C Approxg(Z,) € Z

Nous donnons ci-dessous un systeme de contraintes powriesZz; et Approxy (Z7).

l’1:0 $1:0
1§1‘2—1‘1§3 1§(£2—(£1§3
Zyql<zy—23<3 APProX (Zg) 1 <y — a3 <3
r3— 21 =2a+5 r3—x1 > K
T4 —Tog=2a+5 Ty — 9 > K

Notonsg la gardexy — 21 < 1 A x4 — x3 > 2 étiquetant la derniére transition. Nous avons
facilement queZ; N [g] = 0 tandis queApprox,(Z5) N [g] # 0. Ceci impliqueZ; N [g] # 0 et
donc l'algorithme 2 déclare I'étdErreur accessible. Remarquons que les inégalités strictes dans la
contrainte définissamtpprox . (Z;) sont dues a I'opérateur d’extrapolation et ne sont pas Isecde
I'erreur de I'algorithme.

6.3.2 Zones, gardes diagonales et extrapolation

Nous avons vu précédemment que la correction de I'algodtBnest obtenue a partir des deux
propriétés suivantes :

WVl e L,t € D-Acc(A) <= (€ D-Acc(A, Cloturer) (6.4)

Z C Approx, (Z) C Cléturer (2) (6.5)

3L'exposante désigne la zone « exacte » tandis que I'exposatésigne la zone « approchée ».
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En présence de gardes diagonales, il est nécessaire deanbelifsemble de régions considéré
afin d’obtenir le premier point. Nous avons introduit dansdas-section 1.5.3 I'ensemble de régions
R4 afin de prendre en compte la présence de gardes diagonages.dlors facile de vérifier que
I'algorithme utilisant I'approximatiorCléture , est correct vis-a-vis de l'accessibilité d'un état de
contrdle. Ceci démontre donc un équivalent de la proprig#) dans le cadre des automates tempo-
risés avec gardes diagonales. Pour tout automate tempoasédardes diagonalgg nous avons :

Vvl e L,l € D-Acc(A) <= ¢ € D-Acc(A, Cloturer,) (6.6)

Pour le second point en revanche nous allons montrer quau&ion n’est plus vérifiée pour ce
nouvel ensemble de régions. En effet, 'approximat@dturer, est stable vis-a-vis de la satisfaction
des gardes diagonales apparaissant dans I'automateifeplitzation s’obtient en écrivarfy] comme
une union de régions dg,) :

VZ,Z N [g] =0 = Cloturer,(Z) N[g] =0

Une implication similaire n’est pas vérifiée pApprox, . Ainsi, nous avons montré précédemment
que la zoneZ;, vérifie Z;N[g] = 0 etApprox, (Z5)N[g] # 0 ennotany = zo—21 < 1Az4—23 > 2

la garde attachée a la derniére transition de I'automatpdese . A. Notonst cette transition, nous
obtenons la propriété suivante :

Approxg (Z,,) £ Cloturer,(Z;,)

qui impligue que la propriété (6.5) n'est pas vérifiée engmés de contraintes diagonales.

L'algorithme 2 fondé sur I'opérateur d’extrapolatidypprox,;- ou K est la constante maximale
apparaissant dans I'automate n’est donc pas correct. Bhérglement, quel que soit le choix de
la constante d’extrapolatiok’, I'algorithme précédent est encore incorrect puisque tlaremple
précédent il suffit de choisir pour une valeur suffisamment grande par rapport a la valeur donnée
a K pour obtenir la contradiction. Enfin, il est possible d'@éence résultat de « non correction » a
un ensemble plus général d'opérateurs d’extrapolatiorefiety supposons I'existence d'un opérateur
d’extrapolationAbs vérifiant les trois propriétés suivantes :

(7) pour toute zone&, Abs(Z) est une zone,

(74) pour toute zon&Z, Abs(Z) contient la zoneZ,
(7i7) Abs est aimage finie.
Considérons alors l'algorithme 2 dans leqédis est substitué a\pprox,. L'hypotheése(i) per-
met de s’assurer que cet algorithme ne manipule que des,Zdngmthése(ii) permet de garan-
tir sa complétudeife. une propriété similaire a (6.2)) et enfin 'hypothgsé) assure sa terminai-
son. CommeAbs est d’'image finie, nous pouvons considérer la constante madei apparaissant
dans les zones éléments de I'imageAdis. Notons-lal/. Nous obtenons alors, pour toute zafig
Z C Approx,,(Z) C Abs(Z). Puisque I'algorithme basé sébs est correct, alors celui basé sur

I'opérateurApprox,, I'est également, ce qui contredit nos résultats précédanfisurnit donc une
contradiction.

Ceci implique donc qu'il est vain de chercher a définir un rdwpérateur d’extrapolation véri-
fiant les hypothese@), (ii) et (ii7). Afin de proposer un algorithme correct, plusieurs diretisont
alors envisageables que nous étudions dans la sectiomtuiva
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6.4 Méthodes pour corriger I'algorithme

Nous avons mis en évidence dans la section précédente leleémpes de correction de I'algo-
rithme 2 lorsqu'il est appliqué a des automates temporigés gardes diagonales. Nous allons pré-
senter ici différentes pistes qui peuvent sembler envatzlge afin de corriger cet algorithme.

6.4.1 S’affranchir des gardes diagonales

L'idée la plus naturelle est de chercher a s’appuyer surd@ction du méme algorithme, lorsque
le modéle ne contient pas de gardes diagonales. Nous avaifeerappelé que dans ce cas, I'algo-
rithme est correct (théoréme 6.8). De plus, nous avons miae début de ce document une construc-
tion permettant de transformer un automate temporisé aeleg diagonales en un automate tempo-
risé équivalent sans gardes diagonales (théoréme 1.2%)d€lx points regroupés, nous obtenons
donc un algorithme correct pour les automates temporisgs gardes diagonales. Cependant, nous
avons remarqué que la construction associée au théoréma lir2colt exponentiel dans le nombre
de gardes diagonales. Ainsi, la taille du modéle a analygeaaugmenter de fagon exponentielle et
cette approche ne sera pas efficace en pratique.

Une approche similaire a été proposée dans [BYO03]. Inentient, le raffinement du modeéle vis-
a-vis des gardes diagonalés. sa transformation en un modéle équivalent sans gardesndikgo
est réalisé au travers de I'opérateur d’extrapolation atlocs d’'une phase de pré-calcul. Pour cela,
I'opérateur d’extrapolation, au lieu de retourner une zoeervoie une union finie de zones et chaque
zone de l'union est ajoutée individuellement a I'ensenshlecesseurs. Plus précisément, le nouvel
opérateur d'extrapolation proposé dans ces travaux pecegdjuatre étapes :

1. Diviser la zon€eZ a extrapoler en une uniofl = | Z; de zones deux a deux disjointes telle que
pour tout élémenZ; de I'union et toute garde diagonajaelu systéme, I'une des deux inclusions
Z; C [g] etZ; C [—g] est vérifiée;

2. Pour chague zong;, collecter la listeL; des contraintes diagonalgsdu systéme (ou des
négations-g) « satisfaites »i.e. telles queZ; C [g] (respectivement telles qugé C [—g]);

3. Extrapoler chaque zor# a I'aide de I'opérateuApprox ., obtenant ainsi la zon#’; ;

4. Pour tout;, raffiner la zond¥V; par les contraintes stockées dans la listet retourner la liste
des zones obtenues;

L'algorithme présenté vérifie alors les deux propriétésaues :

A g UWi7
Vi, Vg, W; C [g] v W; C [g]

Remarque 6.9. 1l est facile de vérifier que les poinset 4 de la procédure précédente sont en fait
superflus puisque la définition de I'opérateApprox, assure, si la garde diagonajeest prise en
compte dans le calcul de la constante d’extrapolafigrgue si une zone’ vérifie Z C [g¢] alors la
zone extrapolée vérifie encore cette inclusiépprox, (Z) C [g]. J

La présentation de I'étape de raffinement du modéle commenadéication de I'opérateur d’ex-
trapolation permet d'éviter le colt du calcul explicite etplet de 'automate équivalent. Cependant,
le nombre de zones que I'algorithme va devoir manipuleeriestnéme et sa complexité est donc elle
aussi la méme. Globalement, cette seconde méthode soaffoeddl méme défaut que la premiére, a
savoir une explosion exponentielle (dans le nombre de gatidgonales présentes) de la complexité
de l'algorithme.
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6.4.2 Détecter les faux-positifs

Une seconde technique consiste a chercher a « vérifier >pi@ssés retournées par I'algorithme 2.
En effet, rappelons que celui-ci calcule une sur-approtionade I'ensemble des états accessibles
(propriété 6.2). Les seules erreurs gqu'il peut générer dont des faux-positifd,e. déclarer un état
accessible alors que celui-ci ne I'est pas. Or il est tredefale modifier Iégerement la structure de
I'algorithme afin que celui-ci retourne I'exécution symigole (.e. la séquence finie de transitions
discrétes) qui lui a permis d’'atteindre cet état. Nous paoavalors tester la validité de ce contre-
exemple en calculant 'ensemble des configurations adgesde long de cette exécution symbolique
afin de vérifier que I'état de contréle cible est réellemermeasible. Ceci peut étre réalisé puisque
nous avons présenté précédemment comment calculer I'blesel@s successeurs par une transition
discréte et puisque I'exécution considérée est finie.

Ceci conduit a la procédure suivante qui intégre une étapetion des faux-positifs :

1. appliquer l'algorithme 2,

2. sil'état de contrble cible est déclaré accessible aukigbune exécution symbolique tester la
validité de cette exécution afin de décider si ce contre-pleest ou non un faux-positif,

3. sip est un faux-positif, poursuivre I'exécution de I'algoritie 2, sinon arréter la procédure et
déclarer I'état cible accessible.

Cependant, cette procédure peut « manquer » des exécudigiesrmenant a I'état de contréle
cible et n’est donc pas compléte. En effet, les faux-pasfidrticipent au recouvrement de I'espace
d’'états accessibles construit par I'algorithme en counsitt a la construction de la listésités. Or
cette liste permet de limiter I'exploration de certainemsitions discretes afin de garantir la termi-
naison de l'algorithme. Une transition menant réellemehétat cible peut ne pas étre explorée a
cause d'un faux-positif. Ceci est di au test d’inclusiompettant de limiter I'exploration de certaines
transitions réalisé entre des zones extrapolées cardsimn entre deux zones extrapolées n’implique
pas l'inclusion entre les deux zones elles-mémes. Un adétamporisé pour lequel cette situation
se produit est représenté sur la figure 6.2 et étudié darentipbe 6.10 ci-dessous.

Enfin, I'alternative consistant a retirer de la listisités les états déclarés accessibles qui ne le sont
en fait pas n’assure plus la terminaison de I'algorithme.

Exemple 6.10(Les faux-positifs peuvent dissimuler de vrais contrergpie) Considérons I'auto-
mate temporisé représenté sur la figure 6.2. Dans cet awplagiartie nommeégd, dont les contours
sont tracés en pointillés représente le sous-ensemble éotgrde I'automated de la figure 6.1. La
constante d’extrapolation, si elle est définie comme latembs maximale apparaissant dans I'auto-
mate, vaus.

Nous allons démontrer qu’il existe une exécution, passantgpartie « basse » de I'automate,
qui permet d’atteindre I'état de control&rreur mais qui n'est pas « découverte » par la procédure
décrite précédemment. La partie basse de 'automate pomdsaux trois étatg, v etrs.

Seuls trois parameétres suffisent a décrire toute exécutissapt par cette partie basse et atteignant
I'état ¢ : le temps écoulé lors du séjour dans I'état initial, ndtéle nombre de fois que la boucle
autour de I'étaty est franchie, not@ et enfin le délai écoulé dans I'état de contréle notéd,. La
valuationv atteinte dans I'éta est alors définie ainsi :

vie) =0, 1<6) <3,
’U(:L'g) = 52,

v _ 945 avec 8>3,
UE$3;_ﬁ+ % 1_(52<3
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1x2§x1+1 O
/‘ l’421’3—|—2

Erreur

1 S I § 3
{1‘1,1‘2,1‘3} =0

1§$1§3
z1:=0
xlzl/\wgz?)@ =1 -
z1:=0 {1,292} =0

FiG. 6.2 — Un contre-exemple a I'arrét fondé sur les faux-pigsiti

Les deux gardes diagonales sont donc équivalentesypila contrainted; > 2 A 6o < 1 qui est
satisfaisable, ce qui démontre que I'éateur est accessible.

Montrons que la procédure précédente ne déclare pourtardgpatat accessible. En effet sup-
posons que celui-ci procéde par analyse en largeur de tespatats (s'il procéde par analyse en
profondeur, il peut choisir d’explorer les transitions.dgavant celles de la partie basse, ce qui mene
aux mémes conclusions). Il atteint alors en premier I'éfaar un chemin passant par I'automatg
qui est de longueus. L'état symbolique associé e§t, Z{') et est ajouté a la listeisités, ou la zone
Z§ est donnée par :

3 < x3
1§1‘2§3 1§(£2§3

Zf :L'1:0 Zg 1’1:0
1<zy—23<3 1<zy—23<3
3< Ty —To 3 < T3 — T9
2§1‘3—(£2

Depuis cet état, I'étdErreur est accessible mais le test de validité du contre-exempégrdime qu'il
constitue un faux-positif et I'analyse en avant se pour&iatgorithme découvre plus tard le chemin
menant a I'étay et passant par la partie basse (atteindre cet état par cérchéoessitg transitions).
L'état symbolique associé e, Z5) ou la zoneZ$ est donnée ci-dessus. Celle-ci est incluse dans
la zoneZ{ et I'algorithme détecte donc la présence de I'élénienZy) dans la listevisités tel que

zy C Z¢. Il ne calcule donc pas les successeurs de I'état symboligiué;) et manque ainsi les
exécutions (réelles) atteignant I'étatreur. J

A la lumiére des difficultés présentées plus haut, une nipebposition est possible. Celle-ci
consiste a modifier la procédure décrite plus haut intédeadétection des faux-positifs en ajoutant
une derniére étape fondée sur un calcul en arriére. La rleyweicédure est la suivante :

(1) appliquer I'algorithme 2,

(2) sil'état de contrble cible est déclaré accessible a I'isbuae exécution symbolique, tester la
validité de cette exécution afin de décider si ce contre-plerst ou non un faux-positif,
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(3) si p est un faux-positif, poursuivre I'exécution de l'algoritle 2, sinon arréter la procédure et
déclarer I'état cible accessible.

(4) alissue de I'application de I'algorithme 2, si aucun certixemple n’a été détecté, alors déclarer
gue I'état cible n’est pas accessible. Sinon, seuls desgasitifs ont été détectés. Dans ce cas,
effectuer un calcul en arriére a partir de I'ensemble dat’'de contrdle cible en limitant I'espace
exploré a I'espace atteint lors de I'analyse en avant. &itli@itial est atteint, alors déclarer I'état
cible accessible.

Cette nouvelle procédure est correcte. En effet, la prengikase de la procédure (étapes (2)
et (3)) calcule une sur-approximation de I'espace d’'état acblesset la seconde phase (calcul en
arriere) est correcte pour les automates temporisés, mémpeesence de gardes diagonales. Cepen-
dant, nous avons déja mentionné I'inconvénient d’'un allyoré en arriére pour la prise en compte de
variables supplémentaires comme des variables entiéres.

6.4.3 Raffinement «a la demande »

Nous proposons maintenant une nouvelle méthode qui aemsiit compromis entre les deux
types de méthodes précédents. Nous avons présenté d'tigepanéthodes qui cherchent & éliminer
systématiqguement toutes les contraintes diagonalesté’part des méthodes fondées sur la détec-
tion des faux-positifs obtenue en vérifiant la validité destee-exemples retournés par 'algorithme.
Le défaut des premiéres propositions est le colt expohelibélimination des gardes diagonales.
Les secondes propositions quant a elles ne permettaiemt g@aenir un algorithme correct dans le
cas général. Notre méthode combine les points positifs eles @chniques, a savoir la correction de
la premiére et I'efficacité de la seconde. Nous utilisongtaction des faux-positifs pour limiter le re-
cours au raffinement du modeéle, de sorte a n'effectuer latpr colteuse de raffinement que lorsque
cela est nécessaire. L'intérét majeur de cette technidgupiesotre algorithme ne préseiigcun sur-
co(tpar rapport a I'algorithme 2 si 'automate temporisé ne pibgas de faux-positif. Comme les
automates temporisés avec gardes diagonales donnandésufawux-positifs sont vraisemblablement
trés peu fréquents, ceci conduit a un algorithme satisfaisa

Notre méthode que nous présentons est basée sur le paraaighggnéral du raffinement itéra-
tif fondé sur I'analyse des contre-exemples retournés’algorithme. Cette méthodologie, intitulée
« CEGAR » pour « Counter-Example Guided Abstraction Refimgmea été introduite par Clarke
et al dans [CGJ00] et a été depuis appliqguée a de nombreux types de systafims (programmes
a contraintes [HIMSO02], systemes hybrides [ADIO3] ...}d&& générale est d’'observer le systeme a
travers une abstraction initialement peu précise et deeaféinsuite I'abstraction jusqu’a obtenir la
solution au probléme recherché. Le raffinement de I'abstraest choisi a partir des faux-positifs
obtenus lors de l'analyse du systéme. Dans notre cadre pf#gaetions considérées sont décrites
par un ensemble de gardes diagonales du systéme. Analysestdene avec I'abstraction définie par
un ensembleD de contraintes diagonales correspond a analyser I'autoeratenant compte de la
présence des gardes diagonales élémenf®.deeux méthodes peuvent étre envisagées pour cette
opération : le calcul explicite de I'automate obtenu en igpiaint la construction de [BDGP98] pour
chaque garde diagonale élémentdeou la prise en compte dB dans I'opérateur d’extrapolation
selon la méthode définie dans [BY03]. Le choix de I'une outfaule ces deux propositions n’a pas
d’'importance pour la correction de notre méthode, nouspank simplement d’'analyse deen te-
nant compte de la présenceBeet nous noterons « Analyse (ld, D) ». Enfin, raffiner I'abstraction
revient a augmenter I'ensemti
Le test de la validité de I'exécution a été présenté dansussection 6.4.2. La sélection d’'une garde
diagonaleg responsable du faux-positif constitue la partie délicateette méthode. Ce probleme est
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A
D=0
Y
NON «_1on Analyse de oui exécution
(“47 D) témoin
D:=DU{g} sélection d’un exécution | oui

oul

diagonaley valide ?

Fic. 6.3 — Méthode fondée sur le raffinement itératif

I'objet de la prochaine section. D'autre part, la termipaigle cette procédure est assurée des lors
que la méthode permettant de sélectionner une garde diegpresponsable du faux-positif choisit
toujours une nouvelle garde diagonale. En effet, 'enserdies gardes diagonales est fini et dans le
pire cas, au bout d'un nombre fini d’itérations, I'analyse4lest donc réalisée en considérant pour
D 'ensemble des gardes diagonalesAleDans ce cas, I'analyse est correcte, d’aprés la correction
des méthodes présentées dans la sous-section 6.4.1 edtiblniec plus possible d’obtenir un faux-
positif. Enfin, la procédure générale est correcte puisguégonse « NON » est toujours correcte et
la réponse « OUI » n'est retournée qu’apres avoir testé lee@xemple correspondant.

6.5 Analyse des contre-exemples

La méthode que nous présentons est en fait couplée avet tetealidité de I'exécution : nous
fusionnons donc ces deux étapes et le colt de la procédunmeogseobtenons n'est pas supérieur au
colt du test de validité de I'exécution.

6.5.1 Définitions préliminaires

Considérons un automate temporidé= (3, X, L, T, ¢y, Ly, L,), notonsn son nombre d’hor-
loges etK sa constante maximale. NotoBs$ag(.A) I'ensemble des gardes diagonales apparaissant
dansA.

Unetrace p dansA est une exécution symboliques. une séquence finie de transitions consécu-
tives de.A. Etant donnée une tragedans.A, nous associons @deux zone$définies par induction
sur la longueur de :

e a o H
Z5 = Zy = {0} Sfp:&:
Z5 = Post(Z;,,t) et Z; = Approxy (Post(Zf,,t)) sip=p't

Intuitivement,Z; correspond a I'ensemble des valuations accessibles @d'ds'exeécution sym-
bolique p tandis queZ; correspond a I'ensemble des valuations calculées comme a@teessibles
par I'algorithme 2 a l'issue de I'exécution symboligue

4A nouveau, I'exposant désigne la zone « exacte » tandis que I'exposaiésigne la zone « approchée ».
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Etant donné un état de contrdlg € L, nous dirons que est untémoin de I'accessibilité dé.
si et seulement s est une trace menant de I'état de contrdle initial a I'étatalatrdle’, telle que
Z3 # 0. Side plusZ; # 0 alorsp est unvrai témointandis que sinon4; = (), nous dirons que
est unfaux témoin

Dans la suite, nous présentons un algorithme qui, étantédonriaux témoirp de I'accessibilité
d’un état/,., calcule un ensemble de gardes diagonéles. Diag(.A) tel que les deux propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) G #0,
(73) lors de l'analyse déA, GG), la tracep n’est plus un témoin de 'accessibilité de

La propriété(:) permet d’assurer la terminaison de la méthode fondée saffleament itératif.
La propriété(ii) énonce une notion de progrées : une fois les éléments&aminés, I'algorithme 2 ne
déclare plus la trace comme témoin et elle ne sera donc pas considérée plusiesrKfEmarquons
gue nous avons autorisé iGi a étre un ensemble de gardes diagonales et non un singléisieurs
« politiques » de choix sont alors possibles : raffiner dewent selorz et s’assurer de I'élimination
dep ou raffiner pas a pas en ajoutant les éléments dd’ensemble des gardes diagonales a éliminer
un aun.

Naturellement, 'ensembl@iag(.A) satisfait les deux conditior(s) et(i:). Cependant, ceci consti-
tue le choix le plus désavantageux en termes de complextemiatique notre algorithme peut sélec-
tionner des ensembles nettement plus petits que I'ensebidgde.A).

D’autre part, afin de simplifier notre étude, nous décompasemfranchissements des transitions
en pas élémentaires. Ainsi, dans le calcul de la zone exdcteeuls trois types d’opérations peuvent
intervenir : le calcul de l'intersection avec une garde atpre, la remise a zéro d’une horloge et le
calcul des successeurs temporels. Nous obtenons donodiapésition suivante :

p .
/\j:lgj,{:ch...,xm} Ngp 10 Tp<—0 Fut. ,

Z n
4 ¢ esttransforméen ¢ +—2 ...

Dans la suite, nous écrivons les trapesomme des séquences. . . o, de tels pas élémentaires.
La seule opération qui peut mener & une zone vide est 'ettéom avec une garde atomique. Etant
donné un témoip = «; ... a4, Nous définissons pour tout indige= {1, ..., ¢} le préfixep; dep par
pj = ai...a;. L'indice d’erreurest alors obtenu par= min{;j € {1,...,q}|Z; = 0}. Cetindice
existe si et seulement giest un faux témoin. Si c’est le cas, alors I'opératigrest une intersection
avec une garde atomique et cette garde atomique est appgkieleé atomique d’erreur

6.5.2 Quelques contre-exemples

Les intuitions naturelles suivantes se révélent étre éasn

(a) si la tracep ne contient pas de gardes diagonales, alors I'approximatfp est correctej.e.
Zy = ApproxK(Zg).

(b) la garde atomique d’erreur est nécessairement une gamgiendie,

(c) sila garde atomique d’erreur est une garde diagonale -ciedist responsable,

Afin de contredire chacune de ces trois intuitions, nous dosnn contre-exemple a chacune
d’entre elles. Pour l'intuitior(a), considérons I'automate temporisé représenté sur la figydreob-
tenu comme une simple transformation de l'automate de la€fifjil. La zon&Z; atteinte alissue de

SUne garde atomique est une garde de la formecoux — y ~ cavec~ € {<,<,=,>,>}.



6.5. Analyse des contre-exemples 169

Ao ; Erreur

FiG. 6.4 — Des gardes diagonales provoquent des approximations

la trace se finissant par, < 1 posséde un coefficierit, 3) erronné. Celui-ci vaut en eff¢x, 3) au
lieu de (<, 1) puisque la transition est franchissable dans le calculombyr mais pas dans le calcul
exact.

L'automate représenté sur la figure 6.5 contredit I'inawit(b). La derniére transition porte la
garde non diagonales < 1 qui sera la garde atomique d’erreur dans ce cas. En effaiffil de
constater que sila garde < 1 est vérifiée, alors la garde, — =1 < 1 I'est aussi.

Ao ; Erreur

FiG. 6.5 — La garde atomique d’erreur peut ne pas étre diagonale.

Pour I'intuition (¢), 'automate représenté sur la figure 6.6 fournit un conkesyle. La construc-
tion consiste a utiliser une horloge supplémentayeui intervient dans la garde atomique associée
a l'indice d’erreur. Cette horloge n’est pas utilisée dangremiére partie de I'automateg( la partie
Ap) excepté sur la derniéere transition ou elle est remise a E®est ensuite utilisée a la place de
I'norloge x1 sur la derniére transition, provoquant I'erreur de I'aldone puisquers etz ont été re-
mises a zéro simltanément. Pourtant il est facile de vérfierle raffinement de I'automate vis-a-vis
de la garde diagonale, — x5 < 1 ne suffit pas a éliminer le faux témoin.

A {z1,25}:=0 7 Erreur

FiG. 6.6 — La garde atomique d’erreur, méme diagonale, peutmétparesponsable.

6.5.3 Propagation des contraintes diagonales

La garde diagonale responsable d’un faux témoin peut ieéra différents endroits dans ce faux
témoin. En particulier, elle peut intervenir arbitrairathéoin avant la garde atomique d’erreur, qui
elle-méme peut ne pas étre diagonale ! La raison sous-f@aeshtjue dans I'approximaticff, calcu-
|ée par I'algorithme de la zone exadt§, des erreurs peuvent exister depuis arbitrairement lomgge
avant d’atteindre la garde atomique d’erreur. Afin de payvaie fois cette garde atteinte, obtenir
des informations sur les gardes diagonales responsabtes @greurs, nous allons mémoriser tout au
long du calcul de la zong¢, et pour chacun de ses coefficients, quelles sont les garagsndles
qui ont été utilisées. Il est important de remarquer quemecevient pas a considérer I'ensemble des
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gardes diagonales présentes sur la trace témoin avande gmique d’erreur. Nous allons en effet
mémoriser uniguement les gardes diagonales réellemersrais jeu dans le calcul de chacun des
coefficients

Comme nous utilisons un algorithme de plus court cheminderta normalisation de la repré-
sentation des zones, les valeurs d’'une entrée peuventdiépeées valeurs des autres entrées, ce qui
expligue pourquoi nous devons calculer les dépendancebateic des coefficients de la matrice a
différences bornées représentant la zone.

Par exemple, si la zone courante est< 5 et si la transition suivante dans la trace ééii
ou g dénote la contrainte; — x5 < 3, alors la zone suivante vawi < 8 Axg = 0Axz1 — z9 < 8.
Nous mémorisons alors que les contraintes< 8 etz — zo < 8 dépendent de la contraingeparce
gu’elles sont obtenues a partir de I'intersectiongdavec la contraintecs < 5. Ce n’est pas le cas
de la contrainters = 0 qui ne dépend que de la remise a zérardeAfin de mémoriser de telles
dépendances, nous devons modifier la structure de donngesatkces a différences bornées. Pour
cela, nous définissons les matrices a différences bornéedugts. Notons que dans cette définition,
les coefficients des matrices a différences bornées ne asrdgs paire$<, m) appartenant a I'en-
semble{<, <} x Z comme dans la définition 6.5 mais seulement des élémer#is @ette définition
est correcte uniquement pour les automates temporisétisaiot que des contraintes larges. Cette
simplification nous permet d’obtenir des notations pluspsa® pour la lecture du document. Cepen-
dant, notre méthode s’étend trivialement au modeéle desamata différences bornées tel qu'il a été
introduit dans la définition 6.5.

Définition 6.11 (Matrices a différences bornées étenduék)ematrice a différences bornées étendue
est une pairg M, S) de matrices carrées de dimensiert- 1 ou M est une matrice a différences
bornées efS est une matrice dont les coefficients sont des ensemblesdesnde sous-ensembles de
Diag(A).

Nous considérons une matrice a différences bornées étgndus) avecM = (m; ;)o<ij<n
etS = (S;)o<ij<n- Cette matrice a différences bornées étendue représentiénige zone que la
matrice a différences bornéég et I'ensembleS; ; contient intuitivement I'ensemble des gardes dia-
gonales desquelles le coefficient ; dépend. Plus précisement, lors du calcul de la contrainte
par I'algorithme de normalisation (algorithme de Floydugieurs chemins peuvent étre a 'origine de
la valeur minimale. A chacun de ces chemins correspond wenasie de gardes diagonales mises en
jeu, c’est pourquoi le coefficierd; ; de la matriceS contient 'ensemble de ces ensembles de gardes
diagonales. Le type du coefficieSif ; est donc un ensemble non vide de sous-ensemblB&agéeA).
Chaque ensembl@ € S; ; est un candidat possible pour I'étape de raffinement si [#iciest m; ;
est le coefficient responsable de la garde atomique d’efdewrs mémorisons tous les sous-ensembles
possibles afin de pouvoir choisir le sous-ensemble mininiesiie de I'analyse du faux témoin.

Opérations sur les matrices a différences bornées étenduesEtant donnée une contrairgenous
définissons I'ensembléns(g) ainsi :

Ens(g) — {{g}} sig estune garde diagonale,
= {0} sinon.

Nous définissons également les deux opérations suivantesmmettent de manipuler les ensembles
non-vides d’ensembles :

(Z) S1VSy = {G | Ges USQ}
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(Z’L) S1ASy = {Gl U Go | G e S etGy € SQ}

Nous pouvons a présent étendre les opérations classiqudessmatrices a différences bor-
nées au cadre des matrices a différences bornées étendues.cohsidérons donc deux matrices
a différences bornées étendued,S) et (M',S’) avecM = (m;;)ij=0..m: S = (Sij)ij=0..n:

M = (m;J)Z—J:O___,L etS = (8’ )i.j=0..n- NOUs supposons de plus que la matrice a différences
bornéesV/ est sous forme normale

Futur. (M',S’) = (M,S) dés lors que :
(. S1) — {(oo,{vm sij =0

w3 (mm,Si,j) sinon.

Remise a zéro de I'horloge,. (M',S’) = [z, < 0](M,S) dés lors que
(0,{0}) sii,j € {0,k}
(ml,.S..) = (mio,Si0) Sl] =k,
" (mo,j,So,5) Sii=k,
(mij,S;j) sinon

Intersection aveg = (x — x; < ¢). (M',S’) = Inter((M, S), g) dés lors que :

(i3, Sig) sim;; <m
(mi;»Sij) = § (Miyj, SijVS) simij=m

oum = M+ c+my; etS = Si,k/-\Ens(g)/-\SlJ

Remarquons que I'opération d’intersection inclut la phdsenormalisation qui renforce chaque
coefficient par rapport a la contrainte Ainsi, la matrice a différences bornéa¢’ qui résulte de
chacune de ces trois opérations est sous forme normale.

A l'aide de la décomposition des traces en pas élémentaiesstrois opérations permettent de
calculer la zoneZ; pour toute trace. Etant donnée une trage nous définissons naturellement par
induction surp la notation(M,,, S,) comme la matrice a différences bornées étendue obtenwsiad'i
de I'application de I'opération correspondante, pour cnacdes opérations élémentaires constituant
la tracep. Initialement, nous définissond, comme la matrice a différences bornées représentant la

—
zone{0} etS. comme une matrice dont tous les coefficients val@ht En particulier, pour toute
tracep, nous avons alorgy = [M,]. De plus, afin de faciliter les notations, nous écrivafs(i, j)
(respectivemens, (i, j)) pour représenter le coefficie(tt j) de la matricel, (respectivemens,,).

6.5.4 Présentation et correction de la méthode

Présentation de l'algorithme. Notre algorithme pour I'analyse des témoins et pour la &iélec
des gardes diagonales responsables des faux témoins sshtgréomme l'algorithme 4. Nous le
nommonsChoisir_gardes. Sa structure est simple, au lieu de calculer I'ensemblesdesesseurs le
long du témoinp a l'aide de matrices a différences bornées, nous effectoercalcul a I'aide de
matrices a différences bornées étendues. A lissue dedtae étape de cette itération, la matrice
a différences bornées étend(/’,S’) est notée(M,,,S,,) en écrivantp; = o ... ;. Deux cas
peuvent survenir p est ou bien un vrai témoin ou bien un faux témoin. Dans le pecas, nous
avons par définitior; # (). D’apres la propriété énoncee précédemment établissaffidy] = Z5
pour tout préfixep’ de p, la zone atteinte a l'issue gen’est pas vide [M,, ] = Z # . Ainsi, le test
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Algorithme 4 Analyse des témoins et sélection des gardes diagondlésisir_gardes

Entrée: p = oy ... o, un témoin de I'accessibilité d& dansA

Sortie : Réponse ap est-il un vrai ou un faux témoin ?” Si c’est un faux témoin,eséibn d’'un
ensemble de gardes diagonales responsables.

1: (M,S) := (M, S), (M',S") := (M, S); /* Initialisation */
2:1:=0;
3: Répéter
4: 1:=1+1;
5 (M,S):=M,S);
6: Si oy estl'opération d’intersection avec la gargeAlors
7: (M',S8") = Inter((M,S), gi) ;
8: FinSi
9: Si oy estl'opération de remise a zéro de I'horlagélors
10: (M, 8" =[x «— 0|(M,S);
11:  Fin Si
12:  Si «; est'opération d’écoulement du tempkors
e
13: (M',8"):=(M,S);
14:  Fin Si
15: Jusqu'a [M']=0Vi=p
16: Si [M'] # 0 Alors * Cas d’un vrai témoin */
17:  Retourner « p est un vrai témoin »
18: Sinon /* Cas d'un faux témoin */
19: Ecrireg; =z, —x; < ¢ [* k oul peut étre nul */

20: Sresp = S(l, k)/\EnS(gZ) ,
21:  Retourner «p est un faux témoin, cause pSesp »
22: Fin Si

de laligne 16 est vérifié et I'algorithme déclare le témoimate un vrai témoin. Dans le cas contraire,
i.e.si p est un faux témoiny admet un indice d’erreure {1,...,p} défini page 168 comme l'indice
minimal a partir duquel la zone correspondaffg est vide. La boucle Képéter» est interrompue
précisément au niveau de cet indice grace a la premiéretamndu test d’arrét de la ligne 15. Les
matrices a différences bornées correspondantes vérif@stlas égalités suivantes (I'indice d’'erreur
esti + 1) :

[Mp] #0
[Mp,.a;] = [Post(M,,, ;)] = 0

L'opérationc; est nécessairement l'intersection avec une certaine gayde nous écrivons;, —
x; < c (ligne 19), ou un des deux indicéset ! peut éventuellement étre nul (la garga’est pas
nécessairement une garde diagonale). Les propriétéderéed impliquent alord/, (I, k) + ¢ < 0
(sinon la zong[M,, »,] ne serait pas vide). Au contraire, le coefficient correspohdians la zone
Z3, calculée par l'algorithme 2 vérifie I'inégalité contraireigque la zoneZy, . n'est pas vide.
Intuitivement, ceci implique donc que le coefficidhtk) a été « mal évalué » par I'algorithme 2 du
fait des extrapolations. C’est pourquoi I'algorithme 4otghe a la ligne 20 'ensembl§,, (1, k) et
ajoute la garde si celle-ci est une garde diagonale. Ajouter la gaygieut en effet étre nécessaire :
considérons l'automate représenté sur la figure 6.5 danelldgs deux derniéres transitions sont
inversées. L'erreur intervient lors de la derniére tramsiet aucune des transitions précédentes n'est
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étiquetée par une garde diagonale.

Correction de l'algorithme. Si p est une trace, & un sous-ensemble d&ag(.4), nous notons
p|G « tt] la trace obtenue en remplagant toutes les transitionsedéigs par une contraintee G

par la transition étiquetée par la contraitttentuitivement, ce premier lemme établit que les gardes
diagonales qui n'ont pas été sélectionnées par notre tigaine sont pas impliquées dans le calcul
du coefficient correspondant.

Lemme 6.12. Soit.4 un automate temporisé ptune trace dans4. Considérons une pairg, j) et
un ensemble de gardes diagonaféénclus daniag(.A).

Si (HGO €8,(i,j) 9. GoN G = @) alors M (i, j) = M, (i, ).
Avant de démontrer le lemme 6.12, nous établissons le lernivart :

Lemme 6.13.Soitp une trace dans un automate temporiéét G un ensemble de gardes diagonales.
Alors, pour toute pairdi, j), M,(i,7) < Myjg—y(7, j)-

Preuve. Par définition, la trace|[G « tt] est moins contraignante que la tragguisque nous avons
relaché certaines contraintes de franchissement. Nouss aanc I'inclusion suivante en termes de
zones :Z7 C Z;[&_u]. Ceci implique l'inégalité correspondante sur les coadffits des matrices a
différences bornées associées, puisque celles-ci sontrme hiormale. O

Preuve du lemme 6.12.La preuve du lemme 6.12 est réalisée par induction sur laukeungdep :
considérons donc une trage et étendons la en une trape a I'aide d’'une opération élémentaire
a ' py = p1.a. Supposons de plus que la propriété énoncée dans le lemncerestte pourp;
et démontrons qu’elle est encore valable poyen distinguant les différents cas possibles peur
Fixons deux indices et j et un ensemble de gardes diagonalgstel qu'il existeG € S, (i, )
vérifiantGo N G = 0. Nous fixons un tel ensembi&.

— Cas oua est l'intersection avec la contrainte(y : z — z; < ¢).

Rappelons d’abord la définition du calcul de I'intersectamec la contrainte :

Spl(iaj) If MP1(iaj) <m
SP2 (,L?]) = Spl (27])\/‘90 If Mpl (27]) =m
Sy if M, (i,§) >m

oum = M, (i,k) +c+ M, (I,)) etSy = S,, (i, k) AEns(7)AS,, (, 7). Ainsi, commeG €
S, (i, 7), nous avonss € S,, (i,7) ouG € Sy (ou encore les deux) et nous pouvons donc dans
tous les cas appliquer I'hypothese d’induction a au moinsesideux ensembles,, (i, j) et
So.
— (a) Nous appliquons I'hypothése d'induction a I'ensembjg(i, j).
Par définition de l'intersection, ceci ne peut se produire sji/),, (i,j) < M, (i,k) + ¢+
M,, (1, 7). Nous supposons donc cela a présent. Nous avonsMlgrs, j) = M), (i,7). Par
hypothése d'induction, nous obtenah,, (i, j) = M, (q,—u (7, j). Deux cas peuvent alors
se produire pou,,q, (i, 7) :
- (Z) ou biean [Go—tt] (Z,j) < ]\Jp1 [Go—tt] (i, k) +c+ ]\4/)1 [Gm—tt}(lui)
— (i1) ou bienM,,, gy (2, 5) > My, (et (i k) + ¢+ My, (goet (1, J)-
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Dans le premier cas, nous obtenons Qg . (7,7) = M, (Gt (1, J) = M), (3,7) =
M,, (i, j) ce qui démontre le résultat.

Nous allons démontrer que le second cas ne peut pas se grd@aiirdéfinition de I'intersec-
tion, nous avons dans ce c&&,, (g, (i, J) = M, (Go—ty (i, k) + ¢+ M jqo—t (1, 5)-

Par hypothese d'induction, nous avahg,, (i,j) = M, (c,—u (7, j)- Par(ii), nous avons
égalementM,, (¢, (i, ) > M, (Goet (i, k) + ¢ + My, gy ([, 7). Par le lemme 6.13,
nous avons\/, iy (i, k) > M), (i, k) €M, 1ot (l, J) = My, (1, ) , alorsM,, (i, j) >
M,, (i,k) + ¢+ M,, (1, 7) ce qui contredit 'hypothése de départ.

— (b) Nous appliquons I'hypothese d'induction a I'ensemide= S,, (¢, k) AEns(v)AS,, (1, j)-

Par définition de l'intersection, ceci ne peut survenir quéfs, (i,7) > M, (i,k) + ¢ +
M,,(1,7). C'est ce que nous supposons désormais. Alors nous avgy(s, j) = M,, (i, k)+
c+ M, (1, 7). PuisqueG € Sy, nous avongs = G U{v} UG, (ouG = G UG> selon que
7 est ou non une garde diagonale),@uc S,, (i, k) etGa € S,, (1, j). Alors nous pouvons
appliquer I'nypothese d'induction aux deux ensemBlgsi, k) etS,, (I, j) et nous obtenons
finalement)M,, (i, k) = M,y (i, k) €t M,, (4,1) = M, 1cy—y (4,1). Deux cas peuvent
survenir pourM , c, (4, ) :

— (i) ou biean [Go—ti] (4,7) > ]\Jp1 [Goeti] (i,k) +c+ pr1 [Gm—tﬂ(lhj)

— (i) ou bienM,, 1, (i, J) < M, (ot (i k) + ¢+ My 1ot (1, 7)-

Dans le cagi), nous obtenons!,, i, —u (4, 7) = M, (ot (i k) +c+ My (o (1, 7) =
M, (i,k) +c+ M, (1,7) = M,, (i, j) ce qui démontre le résultat.

Nous allons démontrer que le second cas ne peut pas suianidéfinition de I'intersec-
tion, nous avons dans ce ca$,,q, (i, J) = M, Gyt (i,7). D'aprés(ii), nous avons
M, 1ot (i, 7) < M, (ot (3, k) +c+ M, (o (1, 7). Lhypothése d'induction implique
aussiM, (g, (i, k) = My, (i,k) et M, q,—w(l,5) = M,,(l,7) et nous avons donc :
M, 1oty (i,7) < My, (i, k) + ¢+ My, (1, j). Mais I'hypothése initiale donné/,, (i, k) +
c+ Mp, (1, 5) = Mp,(i, j). Le lemme 6.13 fournit dond/,, (i, j) < M,,(,—u (7, j) C€ qui
donne une contradiction.

— Cas ol« est I'opération de futur.

—

Sij # 0, alors par définition d¢M, S), nous avonsS,, (i, ) = S, (4, 7). Nous pouvons ainsi
appliquer I'hypothése d'induction &, (4, j) ce qui nous donné/,, (i,j) = M,, Gyt (7, J)-
De plus, nous avons égalememt,, i, (i, 7) = M, Gyt (i,7) €t My, (i,7) = M), (i, )
carj # 0. Nous obtenons ainsi le résultat escompté.

Sij =0, alors alafoisM,,, g, (7, ) €L M, (i, j) sont égaux a-oo.

Cas ou« est la remise a zéro de I'horlogery.

Dans le cas o, j) € {(k, k), (0, k), (k,0)}, alafoisM,, i, (i,7) €t M), (i, j) sont égaux
ao.

Sij = k (respectivement = k), nous pouvons appliquer I'hnypothése d'induction a I'enbke
S,, (4,0) (respectivemens,,, (0, j)). Comme plus haut, nous obtenons le résultat escompté.
Sinon, nous appliquons I'hypothése d'induction a I'enskersy, (¢, j) et concluons de la méme
fagon.

Finalement, nous obtenons dans chacun des casfu@, j) = M, [, (i,7), ce qui conclut

la preuve. O

L'algorithme 4 retourne donc un ensemble d’ensembles ddegadiagonales lorsque le témoin

s’avere étre un faux témoin. Chacun de ces ensentblesntient des candidats pour le raffinement
suivant du processus général. La proposition suivantditttpie s’il existe un faux témoin dans un
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automate temporisé, alors chaque enseréblppartenant a 'ensemble retourné par I'algorithme 4
est non vide. Ceci prouve la correction de notre étape deeaiiént : a chaque fois que nous devons
raffiner le modéle, nous en sommes capables.

Proposition 6.14. Soit.A un automate temporisé gun faux témoin dangl. Alors Choisir_gardes(p)
ne contient pas I'ensemble vide.

Preuve. La preuve procede par I'absurde. Supposons que cet enseptiilenne I'ensemble vide.
D’aprés le lemme 6.12, nous pouvons effacer I'ensemble defeg diagonales apparaissant sur la
tracep et obtenir la méme zon&; = Z7. 1.y Ceci contredit alors la correction de l'algo-
rithme 2 pour les automates sans gardes diagonales. Emeffebsy’ la trace sans gardes diagonales
définies parn’ = p[Diag(.A) « tt]. D’'une part, nous avong # 73 C Z puisque la trace’ est
moins contraignante que la trape D’autre part, le lemme 6.12 donifle= Z; = Zy, ce qui est
absurde. O

La proposition suivante énonce la notion de progrés évoguéitbut de cette section : pour tout
faux-témoinp et tout ensemblé&’ de gardes diagonales sélectionné par I'algoritfitheisir_gardes,
p ne sera plus un témoin pour la nouvelle analyse de I'autordade tenant compte de la présence
des éléments d€'. Nous avons présenté deux méthodes permettant d’analggtonhate vis-a-vis
d’'un certain ensemble de gardes diagonales. Pour 'uneaatrd de ces deux méthodes, nous pou-
vons associer a une tragedans I'automate temporisé initial un ensemble de trace$ ngi;(p)
correspondant a dans la nouvelle analyse. En effet, si le raffinéAdl@ar rapport & est construit
explicitement, alors il est facile de constater que poutet@mccurrence d’'un élément de dansp,
deux tracesy et pg doivent étre considérées selon que la garde est ou noragatigbe la méme
facon, la technique proposée dans [BYO03] va produire deagesseurs, la zone intersectée augc
et celle intersectée avde g, correspondant exactement aux deux traces précédentes. rilsultat
porte donc sur les traces élémentstdes (p) :

Proposition 6.15. Soit.4 un automate temporisé gtun faux témoin dangl. Considérons un élément
G € Choisir_gardes(p). Pour toute tracey’ € w4 c(p), le calcul des zones extrapolées prenant en
compteG le long dep’ méne a une zone vidieg. Zy = 0

Preuve. La tracep est un faux témoin ded. Elle s’écrit doncp = p1.c avecZy # 0, Z; =
etzZ, # (). Supposons que le coefficient incorrect daffs est le coefficientl, k). L'algorithme
Choisir_gardes retourne alors I'ensembl§,, (I, k) AEns(g) ou g est la garde étiquetant
Considérons I'ensembl@ = Diag(.A)\G. Le lemme 6.12 assure que la tragéG « tt] mene a
une zone ayant le méme coefficightk) via un calcul exact en avantV/, =._; (l,k) = M, (L, k).

Le fait que la zoneZ{ soit vide implique alors que la zorﬁ;[@_tﬂ I'est également.

Soit.4; I'automate temporisé obtenu a partir deen remplacant toute garde @epartt. La trace
p[G « tt] estune trace dd; et elle méne également a une zone vide, puisque le calcul @xavant
ne dépend que de la trace et non de l'automate dans lequetdleslé.

Considérons a présent I'analyse de I'automdteen raffinant par rapport aux gardes diagonales
de G, selon 'une ou l'autre des deux méthodes présentées. ésssgardes diagonales présentes
dansA; sont celles dé&7, cette analyse revient donc a I'analyse d’un automate tes¥peans garde
diagonale et est donc correcte pour I'accessibilité. @Emeins alors le cas de la traely — tt]. Les

traces correspondant a I'analyse précédente sont les miemer 4, ¢(p[G — tt]). Notonsp, un
tel élément. Naturellement, puisque la z%(_tﬂ est vide, la zongZ;, I'est également. L'analyse

de A; en raffinantG correspondant a I'analyse d’'un automate temporisé same ghagonale, la
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correction de I'algorithme d’analyse en avant des autosiaimporisés sans garde diagonale impligue
doncZg, = 0.

Considérons enfin I'analyse de I'automate initiaréalisée en raffinant par rapportza menant
donc a I'ensemble de traces ¢(p). Comme certaines gardes deont été remplacées p#rdans
l'automate.4;, nous avons que toute tragé € w4 c(p) est plus restrictive qu’'une certaine trace
p2 € ma,,6(p[G « tt]). Nous obtenons donc, pour toute traees m4.c(p), Z5 = 0. Ceci établit
donc la propriété annoncée. O

Les deux propositions précédentes démontrent la corredéd’algorithmeChoisir_gardes pour
la sélection des gardes diagonales lorsque le témoin esLrtémoin.

6.6 Implémentation dans UppAal

J'ai implémenté la méthode présentée dans les sectionédendétes dans I'outil de vérification
UPRAAL lors d’'un séjour de deux semaines a Aalborg au Danemark ebrec2005. Nous présentons
ici la mise en ceuvre de cette implémentation et les réswtaenus.

6.6.1 Description de la structure du programme

Structure de I'outil U PPAAL. L'outil U PRAAL est constitué de deux modules principaux distincts.
La premiére partie est une interface graphique utilisatéalisée en Java. Celle-ci, trés agréable pour
I'utilisateur, lui permet de décrire aisément les systemes souhaite étudier puis d’appliquer a ces
objets différentes techniques de vérification. Ces apptdisamt la deuxieme partie d'RRAAL, &
savoir son moteur de vérification sous-jacent, codé en C4estCette partie qui contient la majeure
difficulté, a savoir I'implémentation des algorithmes déppés dans la communauté scientifique.
Les structures de données mises en jeu sont complexes ésdeotnbreuses optimisations ont été
apportées aux algorithmes existants qui fonteENAL bien plus gu’une simple mise en ceuvre des
algorithmes standards de vérification pour les automategdasés.

Organisation de notre implémentation. Depuis fin 2004, BRAAL contient I'implémentation de
la méthode proposée dans [BYO03] décrite précédemment eéglise le raffinement du modéle par
rapport atoutesles gardes diagonales du systéme. Cette implémentaticnseoa utile a différents
niveaux lors de nos travaux. D’autre partp®AAL permettait déja de retourner la trace du contre-
exemple obtenu lors de I'analyse de I'automate. Afin de adpyr notre technique, trois points
étaient nécessaires :

() un programme contrdlant la boucle générale de notre méthode

(7¢) une méthode permettant de réaliser un raffinement partiéhd®mate vis-a-vis d’un sous-
ensemble de contraintes diagonales,

(737) la méthode d'analyse des contre-exemples retournés fgorithme standard afin de sélection-
ner des gardes diagonales responsables des faux témoins.

Le premier point ne pose pas de difficultés. Pour le secontt,pwbus avons choisi de nous appuyer
sur I'implémentation existante et avons donc cherché alisautla méthode de [BY03]. Pour cela,
nous avons ajouté a la structure de I'algorithme un paravgtpplémentaire décrivant I'ensemble
des gardes diagonales a prendre en compte lors du calcalbdtriction. Ceci nous permet de définir
un opérateur d’extrapolation dépendant d’'un ensemble diegaliagonales et ainsi d’obtenir & peu
de frais le point(iz). La majeure partie du travail a donc résidé dans le dévetoppe du point
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(7i1). Celui-ci a principalement nécessité le développemenadtrlicture des matrices a différences
bornées étendues avec les opérations associées. Dansniergemps, ceci a consisté a définir une
nouvelle classe représentant les seconds éléments daesesatrdifférences bornées étendues. Il a
ensuite fallu développer les fonctions appropriées a cageaux éléments. Enfin, pour s'adapter a
la structure d’'WPAAL qui repose sur des notions d’héritage, nous avons défini oneelie classe
représentant les états symboliques du systeme et preneoirgite une matrice a différences bornées
étendue au lieu d'une matrice a différences bornées. Enfimoidiensemble des opérateurs associés,
cela nous a permis d'obtenir facilement I'algorithme decgbén avant des successeurs le long de la
trace comme une adaptation de I'algorithme existant a maweelle classe.

6.6.2 Bancs de tests

Nous présentons maintenant une série de tests réaliséséfaugr les performances de notre
algorithme. Pour obtenir une comparaison juste, nous awonsidéré d’'une part notre algorithme
tel qu'il a été présenté précédemment et d'autre part lfdlyoe existant réalisant la technique
de [BYO03]. Essentiellement trois cas peuvent survenir :

1. Aucun faux témoin n’existe et aucun raffinement du mod&stmlonc nécessaire.

2. Des faux témoins existent, le modeéle doit donc étre raffaréapport a certaines de ses gardes
diagonales, mais pas par rapport a 'ensemble de celles-ci.

3. Des faux témoains existent et il apparait nécessaire fieaale modéle par rapport a I'ensemble
de ses gardes diagonales afin d’obtenir un algorithme dorrec

Naturellement le premier cas est le plus favorable pourraitforithme tandis que le dernier est
le plus défavorable. Nous allons constater a I'aide dedtedsisuivants que les temps d’exécution de
notre algorithme peuvent étre nettement inférieurs a ceualfjorithme existant et que le surco(t de
notre algorithme dans le cas défavorable reste négligeable

Comme nous 'avons mentionné précédemment, les autonesigmtisés a I'origine de faux té-
moins sont trés peu fréquents. En réalité, a notre conmaissunique exemple existant est celui
proposé dans [Bou0O4] représenté sur la figure 6.1. Afin diobties exemples provoquant de faux
témoins, nous considérons donc un modéle dérivé de cefadunt dans [Bou04]. Nous considérons
ensuite un exemple plus « réel », a savoir une modélisatiopratocole de Fischer temporisé im-
pliquant des gardes diagonaleseR3 AL ne permettant pas de donner le nombre de zones calculées
lors de I'analyse en avant, nous donnons les mesures de {@mEecondes) et d’espace (en Mo)
associées a I'exécution de I'algorithme. Nous donnonseégaht, dans la colonngD, le nombre de
gardes diagonales prises en compte dans le raffinement délen@k nombre est toujours égal au
nombre de gardes diagonales présentes dans le modele poéthiade [BYO03].

Un systéme provoquant des faux témoins. Afin d’obtenir des systémes de taille plus importante
pour avoir des temps de calcul non nuls, nous construisonéseau d’automates temporisés, chaque
automate du réseau étant une « copie » de 'autordatgroduit dans [Bou04]. Nous introduisons
donc un paramétre supplémentaire, le paramgtiedans I'automate temporisé de la figure 6.1. Ce
paramétre permet d'identifier les automates du réseau. IBe pés automates utilisent la variable
partagéeid. Celle-ci contrdle I'accés a la boucle, ce qui permet didtrire des dépendances entre
les différents automates. L'automate que nous considénmé.A? , est représenté sur la figure 6.7.
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T = 2, id = 0,
x1:=0, id := pid

: I3 < 3 ~ To = 3
{xg,xl} =0 ~ x9:=10 N
To = 27 X2 1= 07
r1 = 27 'Ld =
x1:=0
9(p) — 1 =3 ~ To =2 A
O Ty > x3+ 2 7 x1:=0 7 x9:=0 Q
Erreur

FIG. 6.7 — Automate temporiségid dépendant du parametre entie.
Celui-ci dépend également du paramet@etravers la garde(p). Celle-ci est définie par :
9(p) =

20 < 1 sip=1
To—x1 <1 Sip=2

Ainsi, 'automate temporiséﬁtﬁid contientp gardes diagonales. Nous allons dans la suite considérer
les deux synchronisations suivantes :

Ai,z,s = Ai H Aé H Aé,
A1,2,3 = -Al H Az H Ag

La variable partagéeéd est de type entier et appartient a l'intervallen] ou n est le nombre de
processus mis en jeu dans la composition. Ceci corresporigpaude modeéles pris en entrée par
UPRAAL, mais il est facile de transformer ces modéles en des moégiegalents dans le formalisme
introduit dans le chapitre 1.

Nous nous intéressons alors a I'accessibilité de I'Btatur. Plus précisément, nous considérons
les problémes d’accessibilité suivants, otdénote les états de contrble de I’automafe:

Acc; = {(@1,@2,@3) € L1 x Ly x Lg ’ l; = Erreur}
Accio = Accy U Acey
Accip3 = Accr U Accy U Acces

Les résultats obtenus sont donnés dans la table 6.1. Conianétai¢ attendu, lorsque le nombre
de raffinements réalisés par notre méthode est inférieurombre de gardes diagonales présentes
dans le systéme, le gain en temps de calcul est trés impo@ant confirme donc l'intuition selon
laquelle le raffinement vis-a-vis des diagonales peut &tgecix et qu’il vaut mieux I'éviter autant
que possible. Cela contredit également I'affirmation de(B)selon laquelle le surco(t induit par le
traitement des gardes diagonales est négligeable.

D’autre part, la derniére ligne de cette table illustre unioééressant, le cdsii), le plus défavo-
rable pour notre méthode. Ici encore, le résultat est aaesit puisque le surcolt de notre méthode,
i.e. des différentes analyses partielles du systéme ainsi gqliarddyse des contre-exemples, est né-
gligeable devant le co(t total de I'algorithme (moins7@é pour cet exemple).
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A3 2.3 Notre algorithme Algorithme [BYO03]
Requéte|| #D | Temps| Espace| #D | Temps| Espace
Acey 1 | 239,8 | 49,8 6 | 2080,4| 70,0
Accyp 2 | 465,2 | 53,8 6 | 2102,2| 71,2
Acci o3 3 | 837,7 | 60,0 6 | 2110,0| 70,7
A 2.3 Notre algorithme Algorithme [BYO03]
Requéte|| #D | Temps| Espace| #D | Temps| Espace
Acey 1 67,8 | 45,4 3 165,3| 48,2
Accy o 2 | 1155 | 46,6 3 164,8| 47,8
Acci o3 3 |176,5 | 49,3 3 165,6 | 48,3

TAB. 6.1 — Résultats en présence de faux témaoins.

Inactif id—0 Requéte
4 {z,y} =0
. id = pid id=0
id:=0 z:=0 Y=
O~ : :
SC id=pid Nz > B Attente
Ny —ax <A

FIG. 6.8 — Automate temporisg;; dépendant du parametre entiér

Protocole de Fischer. Nous considérons une variante de la modélisation hatetdellprotocole de
Fischer temporisé proposée dans [Zbr05] et qui introdwsitadatraintes diagonales. Le modéle repré-
senté sur la figure 6.8, nomrfi®,;, dépend du parametre entjérl, et de deux constantebet B. Les
systemes considérés sont alors des compositions pasalleldifférentes copies du méme processus.
A nouveau, les différents processus mis en jeu partageririable entiére bornéel. Ainsi, lors de
nos tests, nous considérons successivement la compad#iyB puis4 tels processus. Pour chaque
processus, I'état de contré représente un accés a la section critique. Etant derprécessus mis

en jeu, la question a laquelle nous nous intéressons esdéwayvoir s'il peut arriver que desn pro-
cessus atteignent simultanément I'é&@at En notantZ; 'ensemble des états de contrble du processus
Ppid, cette proprieté s’énonce formellement comme 'accddsilnie 'ensemble suivant :

Acc = {(Ei)lgign € ngiSnLi | 1 <71 75 j < ’I’L,Ei = ﬁj = SC}

Cette propriété exprime que deux (ou plus) processus @ihasimultanément leur section critique.
Cet ensemble ne doit pas étre accessible afin de garantopadté d’exclusion mutuelle. Il est alors
possible de démontrer que cette propriété est vérifiée sudgment si les constantdset B vérifient
A< B.

La table 6.2 donne les résultats des exécutions des deuitlahges sur différentes instances du
probléme. Les valeurs dé et B valent respectivemenitet2. La premiére colonne donne le nombre
de processus considérés dans la composition, les colonnastes illustrent les résultats comme cela
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a été fait dans la table précédente. A nouveau, le gain olstlermppliquant notre algorithme est trés
important (un rappors0 pour4 processus).

Fischer Notre algorithme Algorithme [BYO03]
Nb de processug #D | Temps| Espace| #D | Temps| Espace
2 0 0,01 1,4 4 001 14
3 0 0,02 1,4 6 0,42 38,3
4 0 | 11,6 40,4 8 | 560,8 | 50,2

TAB. 6.2 — Résultats pour le protocole de Fischer.

6.7 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a I'analysardrada volée dans les automates
temporisés avec gardes diagonales. Aprés avoir décritspréent dans la section 6.2 I'algorithme
standard d’analyse en avant dans les automates temp@#&@esdardes diagonales), nous avons ex-
pliqué pourquoi celui-ci ne s’étendait pas directementalre des automates temporisés avec gardes
diagonales dans la section 6.3. En particulier, nous avamgrénqu’en présence de gardes diagonales,
I'algorithme calcule une sur-approximation de I'ensemdiés états accessibles qui s’avere étre trop
grossiére pour décider le probléme de I'accessibilité diat de contrdle. Nous avons ensuite étudié
deux types de méthodes afin de proposer une correction decidkiretrait des gardes diagonales
et la détection des faux-positifs. Cependant, raffinertdmate vis-a-vis de I'ensemble des gardes
diagonales présentes dans I'automate est trop colteuxidudsovue de la complexité et tester les
contre-exemples afin de détecter les faux-positifs ne qaffith obtenir un algorithme correct et com-
plet. Nous avons proposé une solution originale, fondédesaoncept du raffinement successif du
modele guidé par les contre-exemples retournés par I'sealyans notre cadre, le raffinement du
modéle correspond en fait a la prise en compte lors de I'aealiun certain sous-ensemble de gardes
diagonales. Nous avons alors développé dans la sectiom@lgorithme permettant, étant donné un
faux-positif, de sélectionner un ensemble de gardes dagsriéfinissant le raffinement suivant du
processus. Nous avons démontré la correction de notre dethmmsi qu’un critére de progres véri-
fié par notre algorithme de sélection. Cette méthode a faijdt d’'une implémentation dans I'outil
UPPRAAL présentée dans la section 6.6. Des tests ont égalemenésénpis qui démontrent I'impact
que peut avoir la présence de gardes diagonales sur la atoificdes systémes et les gains impor-
tants réalisés en utilisant notre algorithme. Ceci déneolitrtérét de notre algorithme qui n’utilise
I'opération de raffinement que lorsque cela est nécesshiummiguement sur des gardes diagonales
impliquées dans les erreurs commises par I'algorithme.

Plusieurs extensions de ces travaux sont envisageablaboid, il peut paraitre intéressant de
chercher & améliorer I'efficacité de notre algorithme. Rmala, il semble prometteur par exemple de
chercher a appliquer le concept de réduction d’horlogasescaux gardes diagonales. Ceci consiste
a déterminer qu’'une garde diagonale ne peut pas étre redpenderreurs dans certains états de
contr6le de 'automate. Il serait également intéressattudier I'application a notre cadre d’une amé-
lioration de la méthode de raffinements d'abstraction fersig I'étude des contre-exemples. En effet,
dans [HIMSO02], les auteurs proposent de réutiliser lesilsatéalisés dans les analyses précédentes
lors du raffinement de I'abstraction. Ceci peut avoir desséquences importantes sur le comporte-
ment de I'algorithme. Une seconde voie consiste a applitpgeeméthodes développées ici pour les
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gardes diagonales a un cadre plus général. En effet, nous aeosidéré un ensemble trés restreint
de prédicats (correspondant aux gardes diagonales) stiffiear traiter notre probléme. Il semble
intéressant de chercher a appliquer d'un facon plus lagyeethniques d’abstraction fondée sur des
prédicats [CGJ00], ainsi que la notion de « raffinement paresseux » [HIMS@2hme une alterna-
tive a I'algorithme standard d’analyse en avant pour lesraates temporiseés.
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Chapitre 7

Dépliage de reseaux d’automates
temporisés

Lors de la présentation des automates temporisés dansgirehiret plus particulierement des
réseaux d’automates temporisés, nous avons soulignéftamre de développer des techniques pour
I'analyse de systemes temporisés tirant profit de leur tenadistribué. Nous avons également sou-
ligné le rdle joué par les invariants dans ces systemes. Bkusons dans ce chapitre le développe-
ment d’une technique de dépliages pour les réseaux d'atesrtemporisés avec partage d’horloges
et invariants. La plupart des résultats présentés dansapitichont été publiés dans [BHRO06d].

7.1 Introduction

Motivations. Les systémes distribués constituent un cadre trés fawmhir la modélisation car
les systémes réels présentent naturellement une strulistnibuée. De plus, la modélisation d'un sys-
teme comme la composition de différents processus perrabtafiir des descriptions plus concises.
Il est donc particulierement intéressant de développetadbsiques de vérification adaptées aux sys-
temes distribués. Au cours des dernieres décennies, desé@gmajeures ont été réalisées dans ce
domaine. Les techniques développées peuvent étre regoepéentiellement dans deux catégories :
lesméthodes d’ordres partiekirent principalement parti de I'indépendance entre lasditions (voir
par exemple [Val89))i.e. de transitions intervenant dans des composantes difé&reiot systeme. En
particulier, les techniques de réductions d’ordres gartiglisent cette indépendance afin de réduire
le nombre d’entrelacements a considérer lors de I'exptoradu graphe d’accessibilité du systéme.
La seconde catégorie, a savoir lagthodes de vraie concurrenamuvre les méthodes fondées sur
la construction d’'un dépliage du systeme [NPW81, McM95]s @&thodes tirent a la fois profit de
'indépendance entre les transitions ainsi que de leuditécde plus, les dépliages des systemes
constituent du point de vue théorique une sémantique caamer alternative a la sémantique d'en-
trelacements habituelle. Soulignons que cette sémanéguplus discriminante que la sémantique
classique et qu’elle peut étre appliquée a d’autres doraajoe la vérification comme I'observation
ou le diagnostic [CJO5].

Dans le contexte des systémes temporisés, la concurrenc@eesiotion plus délicate et pose
des difficultés dés la définition du modéle. Nous avons déjdi€tdans les chapitres 1, 2, 4 et 5
différents modéles combinant les aspects temporiséstebdis, a savoir différents types de réseaux
d'automates temporisés et deux extensions des réseauxtriield2eréseaux de Petri temporels et
les réseaux de Petri temporisés. Cependant, nous avomsit®dtudié ces modeéles par rapport a
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la sémantique des entrelacements perdant ainsi la notimomEurrence. Notre choix se porte ici
sur le modéle des réseaux d’automates temporisés ave@imgaet avec horloges partagées. Nous
avons montré dans le chapitre 1 l'intérét des invariants d&ncadre (il n’est pas possible de s’en
affranchir localement). De plus, les horloges partagéestitaent une richesse supplémentaire lors
de la modélisation. Ce modéle, couramment utilisé, offe gnande expressivité du point de vue des
mécanismes temporels.

Du point de vue de I'analyse, le temps est également antstgoiila notion de concurrence car il
constitue un facteur de synchronisation entre les différprocessus. En effet, tous les automates du
réseau possédent le méme temps global et I'analyse doitglassurer que cette propriété est satis-
faite lors des transitions de délais (écoulement du ten@m@nbiné avec les invariants, ceci contraint
fortement les automates du réseau entre eux. Ceci expliqueyoi ce domaine est difficile. En
particulier, I'outil principal d’analyse pour les autoraattemporiség,e. I'outil U PRAAL, qui prend
en entrée des réseaux d’automates temporisés proches>dguemous considérons, n'utilise au-
cune méthode d’ordres partiels lors de I'analyse du syst@mdieu de calculer 'automate produit
équivalent, il se contente de I'explorer en le calculant aolige. Il est donc intéressant de chercher
a développer de nouveaux algorithmes tirant parti de lawoeace pour les réseaux d’automates
temporisés.

Travaux existants. Méthode d’ordres partiels pour les automates temporiséside sur les en-
sembles ampled.ors de I'exploration des états du systeme, les méthodesrd's partiels fondées
sur les ensembles amples sélectionnent un sous-ensemtrbnsitions au lieu de développer I'en-
semble des transitions franchissables. Ce sous-ensemébl@nménsemble ampleérifie certaines
propriétés liées a la relation d'indépendance entre lesittans (voir [Pel93] pour plus de détails).
L'efficacité de ces méthodes est donc étroitement liée dlla ¢tk la relation d'indépendance. Ainsi,
I'introduction du temps et des synchronisations implitgii lui sont dues restreint nécessairement
la relation correspondante pour le modéle non temporisicesdans [BJLY98, Min99], les auteurs
définissent une sémantique alternative pour les réseautodiates temporisés fondée sur un écoule-
ment local du temps. Intuitivement, chaque automate p&sgdas’'écouler le temps localement, sans
tenir compte des autres automates. Ceci permet de rédsidgfendances introduites par le temps
mais nécessite de resynchroniser les différentes dataesolors des franchissements de transitions
synchronisées. Bien que cette nouvelle sémantique agifolis de comportements, la relation d’ac-
cessibilité associée a la sémantique classique peut étéetsur le systéme de transitions temporisé
obtenu avec cette nouvelle sémantique. Ceci permet legimin de méthodes fondées sur les en-
sembles amples. En conclusion, I'efficacité de cette apral@pend de deux facteurs opposés : la
sémantique de temps local engendre plus de comportemergdamelation d'indépendance, accrue
pour cette nouvelle sémantique, permet de restreindrplteation de ces comportements.

Méthode d’ordres partiels pour les automates temporisé@slde sur les traces de Mazurkiewicz.
Dans [LNZ04], deux transitions d’'un automate temporisé swtépendantes si elles commutent et
si de plus chacune d’entre elles ne met pas a jour une hor&sgéet (ou mise a jour) par l'autre
transition. L'indépendance est alors exploitée d’'une fiadifférente : les occurrences de deux transi-
tions indépendantes n'ont pas besoin d'étre ordonnéeafatgmséquent pas non plus les remises a
zéro des horloges qui leur sont associées). Un état synleoligns ce cadre est défini par un état de
contrdle et une zone portant sur des variables correspbadamemises a zéro et aux occurrences des
transitions. Lorsque deux séquenagt ba sont développées depuis un état symbolique avetd
indépendantes, ces deux séquences ménent au méme étaligyentamdis que la construction clas-
sigue ménerait en général a deux états distincts. Ceperwddta méthode n’exploite pas la relation
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d’'indépendance afin de limiter I'exploration du systemett€méthode a été étendue dans [NQO06a]
de sorte a prendre en compte les invariants a l'aide d’'umsfsamation syntaxique de I'automate

produit associé au réseau d’automates temporisés. Lasaim#gne sont donc pas traités au niveau
local. Cette approche a été implémentée dans I'outil POEdit (NQO06b]) et présente des résultats

encourageants.

Méthodes d’ordres partiels pour les réseaux de Petri temigdondées sur les ensembles amples ou
« tétus » Dans les réseaux de Petri, les ensembles amples sont apm@iéembles tétus » [Val89].
Ces ensembles sont similaires aux ensembles amples magehnition tire profit de la localité de

la condition de franchissement d’une transition. Dans [¥]Si&@s auteurs généralisent ce concept aux
réseaux de Petri temporels, nomment ces ensembles desmbiesearés », et I'appliquent a la
construction du graphe des classes de [BD91] (voir page 64 ypte présentation de cette construc-
tion). Etant donné un état symbolique, un ensemble paréoestitié d’'un ensemble tétu et d’'une
contrainte supplémentaire portant sur les conditions teelies des transitions actives. Lefficacité
de la méthode repose fortement sur la faiblesse du couaggorel existant entre les transitions.

Méthode d’ordres partiels pour les réseaux de Petri temigdiendée sur les dépliageSelon le ré-
seau de Petri analysé, les méthodes fondées sur les dépbeg)ar les ensembles tétus se comportent
trés differemment. Ainsi, la premiére est plus performante la seconde pour les réseaux présentant
de la confusioni.e. lorsque le tir d’'une transition peut influencer les placesnedtant le franchisse-
ment d’'une autre transition du réseau. La généralisatida denstruction d’'un dépliage aux réseaux
de Petri temporels a suscité de nombreux travaux. D’abdrii98] a proposé une méthode permet-
tant de contréler la construction du graphe des classeslisantt un dépliage du réseau de Petri non
temporisé sous-jacent. Cependant, ce dépliage peut &menméme si le réseau de Petri temporel
est borné. Puis, dans [AL00] les auteurs ont montré que la sémantiggente des réseaux de Petri
temporels nécessite une analyse globale du processus afistelele franchissement d’une transition
dans ce processus. Plus précisément, I'urgence présamecdanodéle globalise les dépendances
temporelles, ce qui constitue un résultat négatif pour festraction du dépliage, puisque celle-ci doit
étre faite localement. Suivant ces remarques, [CJ06] améemt développé une méthode permettant
de construire un dépliage du systéme en introduisant desdartecture afin d’exprimer les dépen-
dances temporelles supplémentaires. Cette méthode péendéfinir un tel objet, et d’en exhiber un
préfixe fini et complet mais le colt de la construction restdibitif, comme annoncé dans [ALOO].
Enfin, dans une direction différente, [FS02] propose uneaséigue a temps discret équivalente a la
sémantique a temps dense du point de vue de I'accessibiitééseau inclut une transition spéciale
représentant I'écoulement du temps mais toute occurremcette transition requiert une synchroni-
sation globale ce qui réduit de fagon trés importante lalitécdu dépliage. De plus, cette approche
souffre de I'explosion combinatoire apparaissant néaessant dans toute approche a temps discret.

Contributions. Nous nous intéressons dans ce chapitre au développemearaldarithme efficace
de vérification pour les réseaux d’automates temporisés iavariants et horloges partagées. Notre
algorithme construit un dépliage du réseau analysé sousrzefd’'un réseau d’'occurrences contex-
tuel, i.e. de fagcon approximative un réseau de Petri acyclique étemelti des arcs de lecture. Les
conditions de ce réseau d'occurrences (les places du rédseRatri) sont étiquetées par des états de
contrdle ou des horloges du réseau d’automates tempdrsggvénements du réseau d’occurrences
(les transitions du réseau de Petri) sont étiquetés pardesitions globales du réseau d’automates
temporisés. Les arcs de lecture permettent de modélistrdissréalisés sur les horloges (voir le cha-
pitre 5) et d'exprimer les dépendances vis-a-vis des iantsi Bien que ces arcs n‘augmentent pas le

'Rappelons que le réseau de Petri sous-jacent & un réseatriderBgorel peut étre non borné méme si celui-ci I'est.
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pouvoir d’expression des réseaux de Petri (un arc de lepaueétre simulé par une consommation et
une production) vis-a-vis de la sémantique d’entrelacasnels accroissent le pouvoir d'expression
vis-a-vis d'une sémantique concurrente [MR95]. En paligcuils permettent d’accroitre la relation
d'indépendance entre les événements.

Plus précisément, nous définissons un dépliage temponiserdseau d’automates temporisés
relativement proche du dépliage classique du cadre nonaeségMcM95, ERVO02]. La différence
majeure consiste a associer a chaque événement du dépligligsedu marquage lui correspondant
une zone. Intuitivement, la zone attachée a un événetrtrit 'ensemble des valeurs d’horloges
accessibles a I'issue du franchissement éé de tous les événements nécessaires au tir Metre
dépliage est donc symbolique au sens ou chaque processisammmant représente, via ces zones,
un nombre infini de séquences temporisées du réseau d'aemimaporisés.

Le probléme majeur rencontré par les travaux précéderiterdans |'urgence, due dans les auto-
mates temporisés aux invariants, qui induit des dépenddangorelles globales entre des transitions
a priori indépendantes, comme cela a été mis en évidence dans [AkOS]le cadre des réseaux de
Petri temporels. Lorsqu’une horloge apparait dans uniamwgmous utilisons des arcs de lecture pour
exprimer ces dépendances. Ceci nous permet d’accroitedakion de concurrence entre les événe-
ments tout en conservant un processus de décision locabdahissement d’un événement : il est
suffisant de prendre en compte les conditions « en entrée "¢\dmément pour décider si celui-ci
peut ou non étre franchi. Nous maintenons ainsi la caratitfwe principale des dépliages en tirant
profit a la fois de la concurrence entre les événements etudéolealité.

Nous proposons également une optimisation de notre aigueitn’utilisant lors du calcul que
des zones de dimension constante égale a trois fois le naditivdoges du réseau plus le nombre
d’automates dans le réseau. Cette optimisation peut skerérémordiale car les opérations standards
sur les zones comme le test du vide sont cubiques dans le aalalmariables.

Enfin, nous développons deux approches sensiblementetiféér permettant de construire un
préfixe fini et complet du dépliage temporisé défini précédentnia premiere repose sur les travaux
de [Win02] qui permettent d’exhiber un préfixe fini et comgietrr les dépliages des réseaux de Petri
saufs avec arcs de lecture tandis que la seconde peut imgraths synchronisations supplémentaires
mais permet d’obtenir un algorithme plus simple. Dans lesxdms, ces préfixes finis permettent de
décider en temps linéaire (dans la taille du préfixe) I'asi@igé d’'une configuration ainsi que la
possibilité de tirer une transition.

Organisation du chapitre. Dans la section 7.2, afin de familiariser le lecteur avec tg¢®ns mises
en jeu dans les dépliages, nous présentons la constructidépliage d'un réseau d’automates finis.
Nous illustrons ensuite avec différents exemples qui ser@utilisés tout au long du chapitre les
principales difficultés rencontrées lors de la prise en dendies contraintes temporelles, motivant
ainsi le choix de représenter explicitement les horlogeaide de conditions et d’introduire des arcs
de lecture. Nous présentons ensuite dans la section 7.pliagkd non temporisé.€. sans les zones)
d’'un réseau d’automates temporisés. La section 7.4 egtelédiextension de ce dépliage a I'aide de
zones, conduisant a la définition du dépliage temporisé daaau d’automates temporisés. Nous y
présentons également I'optimisation permettant un caleude dépliage n’utilisant que des zones de
dimension constante. Nous présentons dans la section IxSatigorithmes pour la construction d’'un
préfixe fini et complet du dépliage temporisé d’un réseautdiaates temporisés. Enfin, la section 7.6
présente une discussion sur notre méthode esquissantsiblgesimplifications et/ou adaptations a
des sous-classe du modéle que nous avons considéré eida §eétconclut ce chapitre.
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7.2 Préliminaires

Nous présentons dans cette section le cadre des dépliagésedeix d’automates finis et I'appli-
quons a deux exemples afin d'illustrer les difficultés lord'eleension au cadre des réseaux d'auto-
mates temporisés.

7.2.1 Dépliages de réseaux d’automates finis

Nous présentons les notions élémentaires relatives a Hiti#fiet a la construction de dépliages
pour des réseaux d'automates finis puisque le cadre que nulisrés, les réseaux d’automates tempo-
risés, en constitue une extension. Nous ne donnons pasiitidéfformelle d’'un réseau d’automates
finis qui peut aisément étre déduite de la définition donnée lgs réseaux d’automates temporisés.

Le dépliage d'un réseau d'automates finis consiste en umauéde Petri d'un type particulier,
appelé réseau d’'occurrences [McM95, ERV02]. Avant d'idtrice cette nouvelle classe, nous devons
définir certaines notions propres au réseau de Petri éiNdigs considérons donc un réseau de Petri
N = (P,T,%.,°(.),(.)%, Moy, A).

Causalité Nous définissons leelation causale< sur I'ensemble des nceudsU 7' de N comme la
relation transitive minimale su? U 7' telle que pourtout € T, p € P :
—pet=p<t,
—pet =t<p.
Nous notons< la fermeture réflexive de:.

Conflit Nous définissons leelation de conflit# sur I'ensemble des noeuds dé par z#2’ si et
seulement si il existe une plape= P et deux transitions, ¢’ € T telles que :
—-pectnet,
—t#t,
—t<czett <z

Concurrence Nous définissons leelation de concurrenceo sur I'ensemble des nceuds A€ par
x co y Si et seulement si ni < y, iy < x, ni x#y n'est vérifié.

Places minimalesNous définissons enfifensemble des places minimales.de notéMin(\), par
Min(NV) ={pe P|°*p =0}

Nous définissons a présent la notion de réseau d’occurr@iteaue comme une sous-classe
des réseaux de Petri. Dans un réseau d'occurrences, les gamont appelées « conditions » et les
transitions « événements ».

Définition 7.1 (Réseau d’occurrences)n réseau d’'occurrencest un réseau de PettV = (P, T, %,
*(.), (.)*, My, A) vérifiant les conditions suivantes :
(7) |*p| < 1 pour toute conditiorp € P,
(i7) N estacycliquei.e. la relation causale< est un ordre partiel,
(i7i) < estfiniment précédéeg. pour tout nceud: € P U T, 'ensemble{fy € PUT |y < x} est
fini,
(7v) aucun nceud n'est en conflit avec lui-méme : pour toat P U T', nous n'avons pas#ux et
(v) le marquageM vérifie My = Min(\).

2Nous autorisons de plus les ensembles de places et deitnasisitétre infinis.
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Nous introduisons également quelques notations nécessaila description d’'un produit syn-
chronisé d’automates finis. Etant donné un réseau d’auesnfimis A = ((A;)1<i<n, f), OU chaque
A; est un automate fini décrit pat; = (¥, L;, T;, €5 0), nous notond. = | J, ,,, L; 'ensemble des
états de contr6le des automates. L'ensemble des trarssgtjorchronisées de, sans tenir compte de
la fonction de synchronisatiofi est notél” et défini par

T =Ii<i<n(T; U{L}) \ {L"}

Seuls les éléments d qui correspondent & une synchronisation autoriség pauvent réellement
survenir. Etant donné un élémeht= (¢;)1<i<, € T, nous définissons le sous-ensembié) de
{1,...,n} des indices des automates mis en jeufppar I(t) = {i | t; # L} et nous écrivons
ti = (4;,a;,0;) pour touti € I(¢). Nous posons; = L sii ¢ I(t). Nous définissons alors I'ensemble
des synchronisations possibles, nSté¢ par :

Sync= {t € T' | Ja € S tel quef(ay,...,a,) = a}

Etant donné un élément= (t;)1<;<, € Sync nous définissons alors :

Etif) = f((ai)i<i<n)
Congt) = Uil
Prod(t) = Uil

Nous définissons a présent un processus branchant associéseau d’automates finis.

Définition 7.2 (Processus branchant d’'un réseau d’automates.fiSis)t A = ((A;)i<i<n, f) Un
réseau d’'automates finis. Un processus branchanidest une paire3 = (N, 1) constituée d’'un
réseau d'occurrenced’ = (P, T,%.,*(.), (.)®, My, A) et d’'une application: de PUT dansLUSync
vérifiant les conditions suivantes :

- w(P) < L,

— u(T) C Sync,
(v est une bijection entrd/y et{¢; o | 1 < i < n},
pour toutt € T', 11 est une bijection entr® et Congyu(t)) et entret® et Prod u(t)),
il 'y a pas de redondance.e. pour deux événementst’ € T, si u(t) = u(t') et®t = *¢,
alorst =t/,
I'étiquetage d€l” est cohérent : pour tout € 7', nous avons\(t) = Eti(u(t)).

Intuitivement, les processus branchants d’'un méme résaatothates finis difféerent selon com-
bien ils déplient le réseaug. selon la longueur des exécutions qu'ils représentent. Bitpker, ceci
permet de définir un ordre partiel sur I'ensemble des prasesganchants d'un réseau d’automates
finis. Il est alors possible de démontrer que tout réseauatizates finisA posséde un unique pro-
cessus branchant maximal pour cet ordre, a isomorphisnse @rést cet élément qui est appelé le
dépliage deA.

Naturellement, le dépliage d’'un réseau d’automates finis @ee infini et il est donc nécessaire
par la suite de s'intéresser a la définition d’un préfixe fincdkii-ci qui soit completi.e. qui repré-
sente toutes les configurations accessibles. L'existénodel préfixe a été démontrée dans [McM95)].
Cependant, ce préfixe n’est pas unique et il est préférabbdalsir le plus petit, au sens du nombre
de nceuds, afin d’obtenir la représentation la plus concisé&skau. Ces questions ont été étudiées
dans [ERVO02] et nous les aborderons dans la partie 7.5.
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(o) a,y:=0

y<L,b

(a) Un réseau d’automates temporiges (b) Un réseau d’automates temporiges

FiG. 7.1 — Deux réseaux d’'automates temporisés.

7.2.2 Exemples explicatifs

Nous présentons dans cette sous-section deux exemplesedexél’'automates temporisés. Nous
donnons ensuite les réseaux d’automates finis qui leur sootellement associés et les dépliages
correspondants. Ces exemples illustrent les définitiodséulentes et mettent en lumiere les limites
des dépliages précédents pour I'analyse temporelle deaunésCes deux exemples sont représentés
sur la figure 7.1.

Exemple 7.3(Etude du réseafd représenté sur la sous-figure 7.1(d))ans ce réseau, les deux tran-
sitionsa etb ne sont pas synchronisées et les deux automates partdgetiadey. Ce réseau accepte
les transitiong ayant lieu au plus une unité de temps aprés ou aprés le début de I'exécution).
En effet, initialement I'horloge est nulle et elle est remise a zéro a chaque franchissement de

A titre d'illustration, le réseau d’automates firBé associé & en retirant les gardes, invariants et
remises a zéro et un préfixe de son dépliage sont représantadigure 7.2. Sur ce préfixe, une seule
occurrence dé est représentée et dans tout autre préfixe du dépliadi, deicune autre occurrence
deb n’existe. En particulier, les occurrences supplémergale ne donnent pas lieu a de nouvelles
occurrences dé. Ceci ne refléte pas la dépendance temporelle engteh énoncée précédemment.
Afin de représenter dans le dépliage cette dépendance,dbestnaturel d’enrichir ce dépliage afin
gue les nouvelles occurrencesdsoient a I'origine de nouvelles occurrenceshde J

Exemple 7.4(Etude du résead représenté sur la sous-figure 7.1(dPans ce réseau, les transitions
a, ¢1 €teg Ne sont pas synchronisées tandis que les transtiibeid! le sont. De plus, la transitialmne
peut survenir que si la transition a eu lieu. En effet, les états de contr@eet ¢} sont contraints par
I'invariant y < 1 qui rend impossible le tir de a cause de la garde> 3 associée au franchissement
dea. Au contraire I'état de contrdl€, ne porte pas d’invariant. Le tir den’est donc possible que si
le deuxiéme automate se trouve dans I'éfate qui ne peut étre le cas qu’apreés le tirge

Comme pour I'exemple précédent, le réseau d’automate<’fiassocié & en retirant les gardes,
invariants et remises a zéro et son dépliage sont représamtéa figure 7.2. Sur ce dépliage, rien n'in-
digue la propriété de causalité énoncée précédemmentsegtite. Dans ce cas, les contraintes tempo-
relles du réseau induisent donc une nouvelle causalitdéupptaire absente du dépliage du réseau
non temporisé associé. |l est donc nécessaire d’enrichiiépiage afin de détecter ces contraintes
temporelles. Nous allons augmenter I'ensemble des platesteée de la transitioty afin de tenir
compte des dépendances dues aux invariants. 2
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@) a (o) P1 (@) p2

(b ]t [a ]t

=

© DY (@) pa
[a]ts
(@) rs

(a) Réseau d'automates firti associé 8 (b) Un préfixe du dépliage dg’

FIG. 7.2 — Dépliage du réseau d’automates finis assofi¢ a

(a) Réseau d’automates firfi associé & (b) Le dépliage d¢’

FiG. 7.3 — Dépliage du réseau d’automates finis asso€ié a

A la lumiére des deux exemples précédents, la structure pliadé du réseau d’automates finis
sous-jacent au réseau d’automates temporisés étudiéaitpgpauffisante pour représenter les dépen-
dances supplémentaires introduites par les horloges ieBagants. Nous choisissons donc d’'étendre
le dépliage a I'aide des deux caractéristiques fondamengalivantes :

— Nous ajoutons des places afin de représenter explicitdegehbrlioges,

— Nous ajoutons des arcs de lecture au dépliage afin d’egpliels dépendances temporelles.

La nature méme de I'objet que nous allons construire sera différente, puisque le dépliage
intégrera des arcs de lecture. Nous décrivons commentddfinel dépliage dans la section suivante.

7.3 Deépliage non temporisé

Nous définissons dans cette section la structure discrétetdedépliage. Nous présenterons dans
la section suivante comment intégrer les contraintes teisg®Es a cette structure.
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7.3.1 Reéseau d’occurrences contextuel

Nous construisons un dépliage intégrant des arcs de lecterqui nécessite de nouvelles dé-
finitions pour les relations causales, de conflit et de caomoge. Ces questions ont été étudiées
dans [VSY98, Win02] et leurs travaux ont mis en évidence iffisultés liées a 'introduction d'arcs
de lecture dans les dépliages. Cependant, les arcs deelgrissédent de nombreux avantages que
nous résumons ainsi :

— dans la définition de systémes, ils permettent d’'obtersrsdenantiques concurrentes plus raf-

finées [MR95],

— pour la construction d’'un dépliage, ils augmentent I'emisie des conditions dont dépend un

événement,

— pour la construction d’'un dépliage, ils expriment I'accéacurrent de deux événements a une

méme condition.

Définition 7.5 (Réseau de Petri avec arcs de lectutg) réseau de Petri avec arcs de lectifeest
un uplet(P, T, 3., *(.), (.)*,°(), Mo, A) oir :

- (P, T,%.,°(.),(.)% Moy, A) estun réseau de Petri, selon la définition 2.1, et

— °(.) € MEns(P)T estl'application d'incidence de lecturorrespondant aux arcs de lecture).

Le comportement d’'un réseau de Petri avec arcs de lectufexdsnsion naturelle du comporte-
ment d’'un réseau de Petri. Les arcs de lecture jouent un irdiage aux arcs de lecture introduits
dans les réseaux de Petri temporisés. Nous ne donnons dote gamantique formelle des réseaux
de Petri avec arcs de lecture, d’autant qu’elle ne nous seratpe.

Nous devons en revanche adapter les définitions de causailitfiit et concurrence définies pour
les réseaux de Petri. En effet, comme nous 'avons rappe&halut, les actions de lecture induisent
de la richesse du point de vue de la sémantique concurrentésdau. Afin de prendre en compte
la présence des arcs de lecture, la relation causale estaarapar deux relations, la relation de
causalité faible et la relation de causalité forte. La retatle conflit# et les places minimalgglin
sont identiques a celles définies pour les réseaux de Patrelation de concurrence sera présentée
ultérieurement.

Causalité faible Nous définissons leelation causale faible< sur I'ensemble des nceudsU T' de
N comme la relation transitive minimale siru T telle que pour tout,t’ € T, p € P :
—pEt=>p<t,

—pett=1t<p,
—-pet Apet =t<t.
Nous notons< la fermeture réflexive de:.

Causalité forte Nous définissons leelation causale forte< sur I'ensemble des nceudsu T de N/
comme la relation transitive minimale siU T telle que pour tout,t’ € T, p € P et pour
tous nceuds ety :

—r<y=ax <Yy,
—peEtApet =t <t.
Nous notons< la fermeture réflexive de:.

Conflit Nous définissons leelation de conflit# sur 'ensemble des noeuds dé par z#zx’ si et
seulement s'il existe une plagec P et deux transitions, ¢’ € T telles que :
—-petnet,

—t#£t,

—t<zxett <z
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P1 D2
t1 to
P3 P4
t3
(a) Un réseau d'occurrences contextuel (b) Un conflit contextuel

FIG. 7.4 — Réseaux d'occurrences contextuels, exemple etecerémple.

Places minimalesNous définissons enfifensemble des places minimales.&e notéMin(\), par
Min(NV) ={pe P|°*p =0}

Commentons les nouvelles notions de causalité faible &t.fontuitivement, étant donné deux
événements ett’, nous avons < ¢’ si et seulement si le franchissement de I'événemest néces-
saire a celui d¢'. En particulier, ceci implique queapparait dans toute histoire dePour la relation
de causalité forte, nous avohs< ¢’ si et seulement si pour tout franchissement déet’, le franchis-
sement de doit précéder celui d€. En particulier, il existe des histoires dequi ne contiennent pas
I'événement, mais pour tout séquence de transitions contenant a laéots, alorst précede’. Ceci
implique que plusieurs « histoires » menant a I'événenmgmeuvent exister. Enfin, remarquons que
la causalité faible implique la causalité forie, que la relation de causalité faible est incluse dans la
relation de causalité forte.

Un nouveau type de conflits apparait avec la présence d'alesire. Il s’agit desonflits contex-
tuels dus aux cycles contextuels. Wycle contextuekst un ensembléty, ..., ¢} d’événements
tels quet; < ;11 pour tout; et de plust, < t;. Cette situation est expliquée dans I'exemple 7.7.
Ces cycles correspondent a des ensembles de transitiong geuvent pas appartenir a une méme
exécution du systéme. Nous devons donc les interdire daméfilsition des réseaux d’occurrences
contextuels.

Définition 7.6 (Réseau d'occurrences contextudln réseau d’occurrences contextuest un ré-
seau de Petri avec arcs de lectérd” = (P, T,%.,°(.),(.)*,°(.), Mo, A) vérifiant les conditions
suivantes :

(7) |*p| < 1 pour toute conditiorp € P,
(i1) N est acycliquei.e. la relation causale< est un ordre partiel,
(i7i) < est finiment précédéeg. pour tout nceud: € P U T, 'ensemble{fy € PUT |y < x} est
fini,
(iv) pour tout noeud:, la restriction de< a I'ensemble des prédécesseursrd@our < est un ordre
partiel,
(v) aucun nceud n’est en conflit avec lui-méme : pour toat P U T', nous n'avons pas#a et
(vi) le marquageM vérifie My = Min(N).

3Nous autorisons de plus les ensembles de places et deitrasisitétre infinis.
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Les points(i), (i), (i), (v) et (vi) sont similaires aux conditions requises dans la définition
d’'un réseau d'occurrences. La seule différence réside lapgint (iv). Celui-ci impose que pour
tout nceudr, aucun conflit contextuel n'existe dans le passé causdefdidar, assurant ainsi le fran-
chissement de (si z est un événement).

Exemple 7.7(Réseaux d’occurrences contextuelSpnsidérons les deux réseaux représentés sur la fi-
gure 7.4. Le réseau représenté sur la sous-figure 7.4(djtaertsien un réseau d’occurrences contex-
tuel. Notons que nous avoms < t3 etis < to ce qui implique par transitivité, < t,. Considérons
maintenant le réseau représenté sur la sous-figure 7.4b¥g8au ne constitue pas un réseau d’'oc-
currences contextuel. En effet, pour la relationles deux transitions; ett, ne sont pas ordonnées
mais, pour la relatior<, nous avons a la foi < t5 ettty < t1. Ceci rend impossible le franchisse-
ment det; ett, dans une méme exécution du réseau. Le p@intde la définition précédente n’est
donc pas vérifié pour I'événement En revanche, si nous considérons le sous-réseau corctisué
nceuds{p1, p2, p3, p4, t1, t2 }, alors celui-ci est un réseau d’occurrences contextuel. J

7.3.2 Processus branchant d’un automate temporisé

Nous définissons a présent a la notion de processus braredstié a un automate temporiseé.
Pour cela, nous réutilisons certaines définitions intrieguplus haut pour les réseaux d’automates
finis.

Etant donné un réseau d’automates temporisés ((A;)1<i<n, f) OU chaqued; est un automate
temporisé décrit parA; = (X, X;, L;, T;, Inv;, £; o), nous introduisons les notations suivaftes

L = Ui<i<nLg
X = Ul<i<nXi
Xiv = {z € X |3i,¢ € L,z € HorlogegInv;(¢;))}

Nous utilisons & nouveau les notatidis?, etc. introduites pour les réseaux d’automatég.)
représente I'ensemble des indices des automates mis erajela pynchronisatiort et pour tout
i € I1(t), nous écrivons; = (¢;, g;, a;, R;, ¢}). Enfin, nous posons; = L sii ¢ I(t). Lensemble des
transitions synchronisées dg notéSyng est alors défini par

Sync= {t € T' | Ja € S tel quef(ay,...,a,) = a}

Nous définissons alors les ensembles suivants

Eti(?) = f((ai)1<i<n)
9(®) = Nier@ 9
R(1) = Uier@ B

MOdif-an(f) = {l’ cX | [[/\iel(z)lnvi(&)]]‘x 75 [[/\Zel(z)lnvl(ﬁg)]hx}
Testét) Xiny U Horlogegg(t))
Modifi&?) = R(t) UModif-Inv(t)

Intuitivement, Eti(t), g(t) et R(¢) représentent respectivement |'étiquette, la garde etriasee
a zéro associées a la transition synchroniséedif-Inv(¢) représente I'ensemble des horloges pour

“Nous ne considérons pas d’ensembles d’états de controle dingpétés dans ce contexte.

SL'opérateurHorlogesqui permet d’obtenir 'ensemble des horloges impliquéessda définition d’une contrainte est
défini page 30.

®Lopération[], consistant & projetdlp] sur I'horlogex a été définie page 30.
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lesquelles le franchissement dmodifie la contrainte d’invariant global@estét) dénote 'ensemble
des horloges apparaissant dans un invariant ou testées geande de la synchronisationModifié(t)
dénote I'ensemble des horloges dont la valeur ou la cotgradimvariant est modifiée par le franchis-
sement de. Ceci peut étre d( a une remise a zéro de I'horloge ou a la moatiifn de la contrainte
d’invariant globale portant sur cette horloge. Les définisi des ensembl€onsi), Prod(t) et Lu(t)
tiennent compte de ces ensembles. Notons qu’une horlodd’ideariant est modifié est consommée
puis reproduite.

Congt) = (Ujerpti) U Modifie(t)

Prod(t) = (UYjesqt;) U Modifig(?)

Lu(¢) = Testét)\ Modifi&(t)

Nous définissons un processus branchant d’'un réseau d'algeremporisés comme un réseau

d’occurrences contextuel muni d’'une fonction d’'étiquetaiptenue a partir des précédentes défini-
tions.

Définition 7.8 (Processus branchant d’un réseau d’automates temporés$)4 = ((A;)1<i<n, f)
un réseau d’automates temporisés. fincessus branchant deest une paire? = (N, 1) constituée
d’un réseau d’'occurrences contextu®l = (P, T,3.,°*(.),(.)*,°(.), My, A) et d’une applicationu
de P U T dansL U X U Sync vérifiant les conditions suivantes :

- uw(P)CLUX,

— u(T) C Sync,

— p estune bijection entrd/y et{/;o |1 <i<n}UX,

— pour toutt € T, ;1 est une bijection entre les ensembles suivants :

°t estenvoyé sur Cofs(t))
t* estenvoyé sur Prdg(t))
°t estenvoyé sur Lw(t))

— il n'y a pas de redondance.e. pour deux événementst’ € T, si u(t) = u(t'), *t = *t’ et
°t =°¢ alorst =t
— l'étiquetage d€l’ est cohérent : pour tout € T', nous avons\ (t) = Eti(u(t)).

Les conditions représentent ou bien des états de conttéradats dd.) ou bien des horloges (élé-
ments deX) et les événements représentent les transitions synsi@esdu réseau. D’autre part, les
événements sont connectés aux conditions selon les d#imdes ensembl&ong .(t)), Prod(u(t))
etLu(u(t)). Dans ces définitions, le role des états de contrdle estiresi@ngé. Pour les horloges,
leur réle correspond a la description faite plus haut de nesrables :

— une horloge remise a zéro doit étre consommeée et reproduite

— une horloge apparaissant dans un invariant doit appamitbien en lecture, ou bien en consom-

mation,

— une horloge intervenant uniquement dans la garde doirajpaen lecture.

Dans [VSY98, Win02], une relation de préfixe est définie elgreprocessus branchants d'un
réseau de Petri avec arcs de lecture. Cette définition g'éertadre des processus branchants d'un
réseau d’automates temporisds On démontre alors que I'ensemble de ces processus forme par
rapport a cette relation de préfixe un treillis complet. Ertipalier, ceci implique I'existence d’'un
préfixe maximal pour cette relation. C'est ce préfixe qui ggieté dans la suitéee dépliage non
temporisé du réseau d’automates temporidés

Exemple 7.9(Exemples 7.3 et 7.4 poursuivisl.es dépliages non temporisés (ou seulement un pré-
fixe) des réseaux d’automates tempori8ést C sont représentés sur la figure 7.5.
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(a) Préfixe du dépliage du réseidu (b) Le dépliage d€

FiG. 7.5 — Deux dépliages non temporisés.

Considérons d’abord le rése#&l Notons I'ajout d’'une place étiquetéereprésentant I'horloge
y. D'aprés les définitions précédentes, cette place est &urdede tout événement étiquétét est
consommeée puis reproduite par tout événement étiquéia particulier, ceci conduit, apres ajout de
I'événementty, a une nouvelle occurrence d’'un événement étighgdésavoir I'événements, qui
n'existait pas dans le dépliage du réseau d’automates finsjacent. Nous avons ainsi obtenu ces
occurrences supplémentairestdgui manquaient précédemment.

Considérons a présent le rése€alh nouveau, une place supplémentaire est présente, égyet
afin de représenter I'horlogg Selon les définitions précédentes la transitipfit la placep, tandis
gue la transitiont3 la consomme et reproduit une nouvelle place étiquetda placeps. En effet,
le tir de ¢, étiquetéec;, ne modifie pas I'invariant suy contrairement au tir dé;. En particulier,
le tir det3 crée donc une nouvelle place étiquetée gpateci donne lieu a une nouvelle occurrence
d’'une transition étiquetée, a savoirty. Ceci est cohérent avec les remarques faites plus haut : nous
obtenons deux occurrences @le; correspond au franchissement sous l'invarignt 1 tandis que
t4 correspond au franchissement sous l'invaritinPar la suite, nous identifierons de plus que les
contraintes temporelles impliquent que le tirtgdeest impossible (invariant < 1 et gardey > 3).

Nous avons donc vu pour chacun de ces deux exemples commegriates étiquetées par des
horloges et les nouvelles définitions des ensembtes?), Prod(x(t)) etLu(u(t)) intégrant des arcs
de lecture permettent de produire de nouvelles occurraeefransitions. Notons également que les
arcs de lecture permettent un « partage » des places et atampnaimsi la taille de la relation de
concurrence. Si nous avions simplement modélisé les heslpgr des places dédiées mais utilisé des
arcs de consommation et de production, nous obtiendrioventizge d’entrelacements du systeme.
Sur notre premier exemple,isieproduisaity, nous devrions franchir a nouveaw l'issue du tir deb.
Sur le second exemple, les transitiagnset ¢, ont toutes deux dans leur ensemble de place en lecture
la placep,. Ceci permet de ne pas les ordonner par la relatioi méme par la relatior. Elles sont
concurrentes vis-a-vis de et <. Cette notion sera formalisée par la suite. J

Processus non branchant d'un réseau d’automates temporisé Afin de raisonner sur un proces-
sus branchant d’'un réseau d’automates temporisés, noodurgons un ensemble de notions liées au
réseau d’'occurrences contextuel dont il est issu. Ceilpermettent en particulier de définir la notion
de processus non branchant qui correspond a la représaentas véritables exécutions du réseau.
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Définition 7.10 (Processus non branchant, configuration, coupe, passalcassit 5 = (N, x) un
processus branchant d’un réseau d’automates temposdsééous notong” (respectivemen®) I'en-
semble des événements (respectivement des conditians) de

Un sous-ensembl€ C T est uneconfigurations'il satisfait les conditions suivantes :
-Vt'eC,VteT,t <t =teC(C estclos par le bas poux),

— la relation < restreinte &' est un ordre partiel,

- Vt,t' € C, =(t # t') (C est sans conflit).

Nous considérons le réseau d’'occurrences contextfehssocié a une restrictiofP’,7") C
(P, T) de N. Nous notong.’ la restriction dey a N’. Alors 8/ = (N, i’) est appeléun processus
non branchant dg s'il satisfait les cing conditions suivantes :

—-VteT,Vpetu°tUt®, teT = pec P (les événements sont cohérents a¥gec

- Vpe P, Vte®p, pe P = teT (les conditions sont cohérentes avee

— larelation < restreinte aP’ U T’ est un ordre partiel,

—Vao,y € PPUT, =(z # y) (V' est sans conflit),

— Min(P’) = Min(P).

Remarquons que g’ est un processus non branchant @lealors I'ensemble des événements de
B’ constitue une configuration noté&|. Réciproquement, étant donnée une configurafioi existe
un unique processus non branchant, naté tel queC = [5¢].

Etant donnés deux nceudety de 3, nous disons que ety sont :
— faiblement concurrentsiotéx co - y, Si et seulement sini < y ni y < x n'est vérifié,
— fortement concurrentsiotéx co - v, Si et seulement si ni < y ni y < x n'est vérifié.

Un ensemblé” de nceuds dg’ est unco --ensemblgrespectivement uoo ~-ensemblgsi les
éléments d& sont deux a deux faiblement concurrents (respectivememntaléeux fortement concur-
rents). Unecoupeest unco --ensemble maximal constitué uniqguement de conditions.

Si C est une configuration, nous associong’da coupe notée Cu€') définie par CutC') =
(Min(P)u C*) \ *C. Etant donné un processus non branchéhtous noterons simplement Cgt)

la coupe Cuf3]).

Etant donné un processus non branchahde s et un événementappartenant &', nous définis-
sonsle passé causal fort depar rapport &', noté|[t] s, comme I'ensemblg]s = {t' € T' | t' < t}.
Le passé causal faible denoté[t], est défini part] = {t' € T" | ¢’ < t}. Il est facile de vérifier
que|[t] est une configuration qui ne dépend pas du choix’det qui constitue de plus son passé cau-
sal fort minimal,i.e. nous avons l'identitét] = () [t]s ou 8’ décrit 'ensemble des processus non
branchants de5 contenantt. Nous appellerons donc égalemgissé causal minimal deson passé
causal faible.

Enfin, étant donné deux configuratiofs et C, de 3, nous dirons quéa configurationCy, étend
la configurationC, notéCy C (s, si et seulement €11 C Cy et si étant donné deux événements
t1 ett, appartenant respectivement@ et Cy \ 1, hous n'avons pag, < t; dansC,. Posant
Y = C,\C1, nous écrirons alorg’; = C1@Y . Ces définitions s’étendent naturellement aux processus
non branchants en les appliquant a leurs configurations. N&iendons également la notatign

Remarque 7.11(A propos des définitions portant sur les processus non hazas)
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— Larelation< dépend du processus non branchant dans lequel elle edéealEn effet, ajouter
des événements peut créer des dépendances supplémeritdors des ordonnancements sup-
plémentaires. Pour le réseau d’occurrences contextuel figure 7.4(b) page 192, la relation
=< considérée sur I'ensemble du réseau (qui correspond & gegsws non branchant) donne
t1 < t3 ettg < to d'olit; < t9, tandis que dans le processus non branchant correspordant u
guement au sous-ensemble d’événeméntss }, les événements ett¢s ne sont pas ordonnés
pour <.

— Le passé causal minimal d’'un événemepeut étre calculé de facon itérative pgr= {¢} U
Ut’e'('t u°t) [t']. Grace a la structure de treillis des processus branchamtgéseau d’auto-

mates temporisé§] ne dépend pas d&

Nous illustrons ces définitions sur les exemples précédents

Exemple 7.12Exemple 7.4 poursuivi)Considérons le processus branch@associé au réseau d’'au-
tomates temporisés représenté sur la sous-figure 7.5(b). Alors le sous-graphstitué des nceuds
{p1,p2,p3,P4,P6, 07} U {t1,t3} est un processus non branchant, dissh<e processus non bran-
chant comporte une occurrencedet une occurrence dg. D’autre part, la configuration associée a
B’ est{t1,t3}. Nous avonsts|s = {t1,t3}. En effet, dang?, afin de franchir 'événement, nous
devons franchir avant I'événement i.e.t; < t3. Si nous considérons le passé causal minjmate
ts, alors 'événement; n’est plus présent{ «£ t3) et nous obtenongs] = {t¢3}.

D’autre part, notong3; et 33 les processus non branchants associés respectivemenv@ux €
nementst; et ts, i.e. de configurations respectivgs;} et {¢t3}. Nous avons les deux inclusions
[Bi] C [B'] pouri € {1,3}. Pourtant, le processu$ n'étend pas chacun de ces deux processus.

En effet, du fait de la relation, < t3, nous obtenong; C ' mais3; IZ 3. J

Avant de présenter la construction du dépliage non temfarizus établissons deux lemmes tech-
nigues dépendant uniquement de notre définition des prueeésanchants d’'un automate temporisé.
Ces deux lemmes seront utiles par la suite. Le premier &tatdi propriété classiqgue [ER99] des
coupes dans un dépliage d’automates qui montre que celEsitiennent toute 'information sur
I'état global du réseau.

Lemme 7.13(Propriétés des coupesyoit.4 un réseau d’automates temporisés,= (N, ) un
processus branchant dé etC une coupe dg. AlorsC vérifie les deux propriétés suivantes :

— I'ensembleC N p~1(X) est en bijection (pay:) avec I'ensembleX,

— limage parp de I'ensembl& N ~1(L) contient exactement un état de contréle par automate

du réseau.

Etant donnée une horlogec X, nous notong,.(C) I'unique condition appartenant & dont I'image
par 4 estz. De méme, nous notorf$C) I'unique vecteur élément dH;<;<,L; image parp de
Cnu~(L).

Preuve. La coupe initiale vérifie ces deux propriétés. Il suffit de starer qu’elles sont stables par
ajout d’'un événement : d'apres les définitions@enst) et Prod(¢) pour une transition du réseau
d’automates temporisés a chaque fois qu’une place correspondant a une horlogeesbimmée,
une place correspondant a la méme horloge est égalemeniiterdde méme, a chaque fois qu’une
place correspondant a un état de contrdle d’un automatesdauwgune nouvelle place dont I'étiquette
est un état de contrble du méme automate est produite pankition. O
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Ce second lemme exprime que I'ensemble des conditions gonées ou lues par un événement
du dépliage est suffisant pour déterminer I'invariant coulars du franchissement de cet événement.
Il formalise la notion de localité des événements annoneés tintroduction au sens ou I'état local
associé aux places en entrée d'une transition déterminvaitiant de I'état global, pour tout état global
étendant cet état local.

Lemme 7.14(Localité) Soit.A un réseau d’automates temporiségiatn processus branchant dé
Considérons un événementle 3. Alors étant données deux coupest C’ vérifiant®t U °t C C et
*t U °t C C’, nous avons l'identité suivante :

[Inv(£(€))] = [inv(e(C)]

Preuve. Toute horloger € X apparaissant dans un invariant de(i.e. z € Xjn) est représentée
dans®t U °t d'apres les définitions déong) et deLu(?) de la page 193. De plus, en examinant ces
mémes définitions, il est facile de vérifier que lors du frasement d’une transition, si la contrainte
d’invariant portant sur une horloge ou la valeur de 'nodagnt été modifiées, alors la condition
correspondant a cette horloge est consommée et une nogeeliition est produite. Ainsi, deux
coupes étendant 'ensemMfleu °¢ contiennent nécessairement les mémes contraintes dédntset
les mémes valeurs d’horloges pour toutes les horlogesatiamt (Xin,), ce qui démontre le résultat.
O

Construction du dépliage. Nous adoptons les notations introduites dans [VSY98] afiprdsenter

un semi-algorithme pour la construction du dépliage nomptmé d’'un réseau d’automates tempo-
risés.A. Dans cet algorithme, une condition est codée comme une (paif) ou p est I'étiquette de
cette condition et est I'unique événement ayant produit cette conditiomasf €gal a I'ensemble vide

si cette condition n’est produite par aucun événement —easahditions minimales). Un événement
est représenté par un triplet Y., Y;) ou¢ € Syncest I'étiquette de et ouY, etY; sont deux listes

de pointeurs vers des conditions. Intuitiveméntreprésente I'ensemble des conditions consommées
part tandis quey; représente I'ensemble des conditions luestpar

Définition 7.15 (Extensions Possibles (EP)$oit3 = (N, u) un processus branchant d’'un réseau
d’automates temporiséd. Lesextensions possibles desont les triplets = (¢,Y.,Y;) out est un
élément de Sync tel gu'il existe un processus non branghlarérifiant les conditions suivantes :

— Y. UY] estunco -ensemble de conditions @&,

— la restriction deu a Y. (respectivement &) est une bijection vers Coftg (respectivement

vers Lut)),

— (t,Y,,Y;) n"appartient pas &3.

Dans ce cas, nous définissons I'extensioridqear ¢, notée Extensigi®, t), comme le processus
branchant3’ obtenu a partir de3 en ajoutant un événemeatétiqueté part et un ensemble’ de
nouvelles conditions en bijection (pa) avec Prode). L'événement est connecté par des arcs de
consommation aux places &g, des arcs de lecture aux places Heet des arcs de production aux
nouvelles places d&.

Le théoréme suivant établit la correction de I'algorithme 5

Théoréme 7.16.Soit A un réseau d’automates temporisés. L'algorithme 5 est uni-akyarithme
permettant de calculer le dépliage non temporisé Dépliabede A.
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Algorithme 5 Construction du dépliage non temporisé (semi-algorithme)

Entrée : Un réseau d'automates temporisés
Sortie : Le dépliage non temporidgépliagg.A4) de A.

1: Dépliage:= {(¢1,0,0),...,(ln0,0)} U{(z,0) | z € X}; /* Initialisation */

2: ep := EP(Dépliage); [* Extensions possibles */
3: Tant Que ep # () Faire

4:  Choisir un événement= (¢,Y.,Y;) dansep. [* t est I'étiquette de */

5. Dépliage:= ExtensioriDépliage t); [* Extension du processus */
6. ep:= EP(Dépliage; /* Mise a jour de I'ensemblep */

7. Fin Tant Que

8: Retourner Dépliage;

7.4 Depliage temporisé

Nous avons décrit dans la section précédente une struciusale permettant d'introduire les
aspects temporels au niveau discret en dupliquant cedaérements lorsque les conditions de fran-
chissement d’'un événement différent. Il s’agit a présertémir une représentation symbolique des
contraintes temporisées attachées a un processus noidmame sorte a décrire de fagcon symbo-
ligue 'ensemble des exécutions temporisées du réseatodiates temporisés. Ceci va également
permettre de limiter la construction du dépliage en détmealas événements dont la partie tempo-
risée n'est pas valide, comme c’est le cas pour I'événemedt dépliage du réseau d’automates
temporiség (voir exemple 7.4).

7.4.1 Processus non branchant temporisé

Exécutions temporisées d’'un réseau d’automates temporisé Rappelons d’abord le comporte-
ment d’'un réseau d’automates temporigés- ((A;)1<i<n, f), OU nous notonsd; = (X, X;, L;, T;,
Inv;, ¢; o) pour touti. Une configuration d’un tel réseau est une péire) dans laquellé € 11, <;<,, L;
etv € TX, avecX = Ui<i<nX;. Uneexécution temporisée finie des’éecrit alors :

t1,d t2,d tp.d
p = (fo,vo) MAILLN (61,1)1) RELLEN AN (Kp,up)

ou pour touti, t; € Syncetd; € T vérifiant de plusd; < d;;. Intuitivement,d; indique la date a
laquelle la transition synchronisée du résgaallieu. Notons que nous ne considérons que des exécu-
tions qui peuventéellemensurvenir dansd. Nous associons a cette exécutiosdéguence temporisée

o = (ti, d;)1<i<p, Mot fini sur 'alphabeByncx T dont la projection sur la seconde composante forme
une séquence finie et croissante de dates. Réciproquenugigt s@quence temporisée est associée une
unique exécution temporisée dadsA nouveau, par ségquence temporisée, nous sous-entenaens u
séquence correspondant a @xécution réellelu systeme.

Dans un premier temps, nous attachons des dieg¢esles éléments d&, aux nceuds d’'un pro-
cessus non branchaft= (N, i), définissant aingiin processus non branchant temporiégant de
donner la définition formelle de ce nouvel objet, nous dosrmtuition de ces dates. Implicitement,
nous considérons une exécution temporisée du réseau ddimaa ce processus non branchant.
Nous formaliserons cette idée ensuite. D’abord, nous &ssoane datels(¢) & chaque événement
du processus non branchant. Cette date représente la dateeah laquelle I'événement a étarichi.
Ensuite, étant donnée une conditipre 3, nous distinguons deux cas, selon que l'image @ar
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p est un état de contréle ou une horloge. Dans le premier cas,agsocions a la dated,(p), re-
présentant la date absolue a laquelle la condition aré@ufie. Dans le second cas, nous associons
ap les trois datesl, (p), dc(p) etd,(p). La premiére correspond comme précédemment & la date
absolue a laquelle la condition a éég@uite. La seconde correspond a la date absolue a lagaelle |
condition a été ansommeée. Si ce n'est pas le cas, alors cette datefvautEnfin, la derniére date
d,(p) représente la date absolue a laquelle I'horlpge) a été emise a zéro pour la derniére fois.

Définition 7.17 (Processus non branchant temporisgdit 3 un processus non branchant d'un ré-
seau d'automates temporisgf d’ensemble d’événemeritset de conditionsP. Nous définissons
I'ensemble des horloges que nous allons considérer a I'dalBapplication Var suivante :

VteT, Var(t) = {ds(t)}
Vpe Pnu (L), Var(p) = {dp(p)}
Vpe PNp ' (X), Var(p) = {dp(p),dc(p),dr(p)}

Nous définissons alors I'ensemble des variables d’horldggzocessus non branchamtnotéV (53),
par V(5) = Var(P UT). Unevaluation de3 est une valuation sur 'ensemblé&(5), i.e. un élément
de TV (). Un processus non branchant temposseé alors défini comme une paifé, v) constituée
d’un processus non branchagtet d’'une valuatiorv des.

Afin d'illustrer cette définition, commencons par décrirectanstruction permettant d'associer
un processus non branchant temporisé a une séquence tefapd@iette définition est conforme a
I'intuition donnée précédemment pour les différentesslateachées a un processus non branchant.

Définition 7.18 (Processus non branchant temporisé associé a une ségermisée) Soit.A un
réseau d’automates temporisésraine séquence temporisée.deNous nous plagons dans le cadre
du dépliage non temporisé dé Leprocessus non branchant temporisé assogigaté Pr-To ), est
défini par induction ainsi :

— Sio est la séquence vidg alors Pr-T(e) = (3, v) est défini comme la paire du processus non
branchants réduit a 'ensemble de conditions MiR) et de la valuatiorv définie par :

— Vp € Min(P), v(dp(p)) =0,
— Vp € Min(P) N u~1(X),v(d:(p)) = 0 etv(dc(p)) est choisie de fagon non déterministe
dans l'intervalle[0, +oo].

— Sio = ¢/(t,d) (rappelons quel représente la date absolue de I'occurrence tdéans o),
nous allons définir Pr-To) = (3,v). Notons Pr-To’) = (/#/,v’) le processus non branchant
temporisé associé &. Ecrivons de plug = Cut(3') la configuration de3'. Il existe alors une
unique extension Extensig#f, ¢) de 3’ par un triplett = (¢,Y.,Y;) tel queY. U Y; C C. Nous
définissong? comme étant cette extension Extengidnt). La valuationv de 3 est quant a elle
définie ainsi :

— v préserve les valeurs dé sur les conditions et les transitions @& excepté les conditions
p € *t N u~1(X) pour lesquelles nous définissongl. (p)) = d,

— v(de(t)) = d,

- Vpet® v(dp(p)) =4,

- Vp e t*Nu~1(X),v(dc(p)) est choisie de fagon non déterministe dans l'intervalleroo],

- Vp et nu Y(X), siulp) € R(t), alorsv(dy(p)) = d, sinonv(d,(p)) = v(d.(p')) ot p’
est 'unique condition d€ étiquetée pay(p).

Notons que dans la définition précédente, certaines valuwsloges sont choisies de facon non
déterministe. Ceci concerne les horlogk$p) ou p est une condition représentant une horloge de la
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p77(5'17$75'1)
avecz>5.1

FIG. 7.6 — Le processus non branchant temporisé associé a ungieréemporisée.

coupe du processus non branchant. En particulier, cestammrgn’ont « pas encore » été consommées,
il n'est donc pas possible de donner une valeur a ces horlGggendant, leur consommation ne peut
survenir que dans le futur et nous choisissons donc unervaeifiant cette contrainte.

Définition 7.19 (Configuration atteinte dans le réseau d’automates tes#mriSoit A un réseau
d’automates temporisés. Etant donné un processus non timahtemporisé 3, v), nous définissons
la configuration Config3, v) du réseau d’automates temporisés comme la pdire) ou :

{e = ((cut(p))
Ve e X,v(z) = v(dp(ps)) — v(de(pe))

oup, = p.(Cut(3)) est 'unique condition de C(t) étiquetée par (voir le lemme 7.13).

Le lemme suivant, dont la preuve s’obtient par inductionladongueur de la séquence tempori-
sée, énonce que la définition précédente est cohérentegsoprdcessus non branchants temporisés
obtenus a partir de séquences temporisées.

Lemme 7.20. Soit.A un réseau d’automates temporisés eine exécution temporisée de:

f1.,d 2,d tp,d
p= (@0,2}0) BTN (@1,1)1) =2, Ak (gp,’up)

Notonso la séquence temporisée associée Blous avons alors I'égalité suivante :
(£p,vp) = Config Pr-T(o))

Exemple 7.21(Exemple 7.3 poursuivi encoreNous considérons a nouveau le réseau d’automates
temporiséd3 représenté sur la sous-figure 7.1(a). La séquence temperisé(a, 2)(b,2.5)(a,5.1)

est acceptée pas. Le processus non branchant tempofSéT (o) est représenté sur la figure 7.6.
La valuation est représentée sur le graphique : les datesiéss aux nceuds sont indiquées a c6té
de ceux-ci. Pour les conditions correspondant a des harldgériplet indiqué correspond aux trois
variables d’horloges suivantes dans cet ordiy;, dc, dy). J
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7.4.2 Cohérence temporelle d'un processus non branchantrtgorisé

Une fois ces définitions introduites, notre objectif est deactériser 'ensemble des processus
branchants temporisés correspondant a des séquencesis&syd@our cela, nous utilisons des zohes
qui permettent de représenter des ensembles infinis deiealslaCes zones vont étre définies locale-
ment, au niveau de chaque événement du processus non brancha

Nous introduisons d’abord quelques notations. Soit événement du dépliageepliagg.4) d’un
réseau d’automates temporisdsnous définissons la couge™ = Cut([¢]). Cette coupe représente
intuitivement I'état global ded a I'issue du franchissement de I'ensemble des événemetdsdefi-
guration|t]. De plus, il est facile de vérifier que 'ensembjig\ {¢} forme une configuration. Nous
notonsC~ la coupe qui lui est associée. Intuitivement, celle-ci éspnte I'état du systeme avant le
franchissement de D’aprés le lemme 7.13, chacune de ces deux coupes est foriada fonction
d’étiquetageu, d’une condition correspondant a un état de contrdle pcagwh automate du réseau et
d’une condition par horloge du réseau. Le vecteur d’étatodedle associé @ est not& . D’autre
part, a nouveau d'apres le lemme 7.13, étant donnée ungybarle X, il existe dans la coupé—
(respectivement dans la cou@€) une unique condition, notée; (respectivemeng:’), dont I'image
par i vautz. Nous définissons alors les deux termes suivants :

{ v (x) = de(t) —dr(py)
v (x) = de(t) — de(p)

Le termew,; (x) représente la valeur de I'horlogedans le réseaut lors du franchissement dg
tandis que le terme;" (x) représente sa valeur a l'issue du franchissement Ba effet, la valeur de
I'hnorloge s’obtient en calculant la différence entre laededurante et la date de derniére remise a zéro
de I'horloge.

Définition 7.22 (Cohérence temporelle d’un processus non branchant tés@poBoit .4 un réseau
d’automates temporisés et Dépliage le dépliage non ters@ate.A. Etant donné un événement
de Dépliage, nous définissons I'ensemble de variables iWhes dépendant dg noté V (¢), par
V(t) =Var({t} UC~ UCT).

Nous définissons la zor#& exprimant les contraintes locales liéeg,aet définie sur I'ensemble
d’horloges V'(t), comme la zone associée a la contraigie obtenue comme la conjonction des
contraintes suivantes :

Contraintes causales :

Vp € t°, dp(p) = de(t)
Vp € °t, dp(p) < d¢(t)
Vpetnu '(X), de(p)=de(t)
Vpetnu ' (X), dp(p) < de(t) < de(p)

Contraintes temporiséés:

g(u(t)){z — vy (2)}aex]

Noce- V(O [{z — vy (2) }aex]

Nserguay vt (2) =0
seModit-inv(u(e)) Ve () =g (2)

"Les zones ont été introduites et étudiées dans la souswsécH.1 page 152.
8La notationg[z — y] représente la substitution de I'horlogepar le termey dansg.
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Nous définissons par ailleurs la zo#g, sur 'ensemble de variables d’horlogés = Var(Min(P)),
comme la zone associée a la conjonction des contraintearges :

Vp € Min(P), dp(p) =0
{ Vp € Min(P) N p~'(X), de(p) =0

Etant donné un processus non branchahtle Dépliage, en remarquant qué(3) = Vy U
UierV (t), nous définissons la zori&s = Z; N (ﬂtGT Zt). Comme précédemment, la bijection
entre configurations et processus non branchants nous petenééfinir la zonéV associée a une
configuration comme étant la zofg; avec[s] = C.

Enfin, nous disons qu’un processus non branchant temp@sisé estcohérensi et seulement si
il vérifie v € Wp.

Remarque 7.23.Considérons un événemsdret la zoneZ; correspondante. Les variables d’horloges
contraintes pa#; sont uniquement des variables localgs#) = Var({t} UC~ UC*)). Etant donnée
une valuationv définie seulement sur cet ensemble de variablgs, 'appartenance de a Z; est
stable sous décalage du temps global :

veZ=VieT,v+0 € Z;

_J

La proposition suivante établit le lien entre les séquenesgporisées d’'un réseau d’automates
temporisés et ses processus non branchants temporisésritshg&lle constitue le résultat fondamen-
tal pour la correction de notre méthode.

Proposition 7.24(La cohérence temporelle est équivalente a I'exécuti@ujit A un réseau d’'auto-
mates temporisés éB,v) un processus non branchant temporisé4leNous avons alors I'équiva-
lence suivante :

(B,v) est cohérent«<=> il existe une séquence temporigéde A telle que Pr-To) = (5, v).

En d’autres termes, nous avons I'égalité suivante :

Wy = {v e TV | 30 séquence temporisée detelle que Pr-To) = (3,v)}

Preuve. Supposons dans un premier temps qu'il existe une séquemmiisées de A vérifiant
Pr-T(o) = (8,v). Nous démontrons par induction sur la taille deque le processus non bran-
chant temporisér-T(o) est cohérent. Ceci impliquera le résultat.&Sest vide, alors le résultat
est trivial. Sinon,o s'écrit e = o'(t,d) et par hypothése d'induction le processus non branchant
Pr-T(o') = (p',v') est cohérent. Par définition de la construction inductivePdd (o) (défini-

tion 7.18), nous obtenons qukétends’ et quewv coincide (partiellement) aved sur les horloges

de 3. Notonst I'événement de3 étendant3’. Le seul point délicat pour démontrer la cohérence de
(6,v) provient alors des invariants. En effet, dans les congaidthorloges définissant les zongs
nous considérons les invariants associés a la céupeCut([t] \ {t}). Dans la définition d&r-T(o),

les invariants sont satisfaits pour la couflfe= Cut(3’"). Ces deux coupes etC’ peuvent donc étre
différentes. Nous allons démontrer que les invariantsespwndant sont cependant les mémes. Les
différences proviennent de franchissements d’événentémiappartenant pas f|, mais dont les
dates de franchissementds(t')) sont inférieures a la datgd¢(¢)). De tels événements vérifient
donct’co ~t. En particuliert’ ne peut ni consommer une place*désinon il serait en conflit aveq,
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ni consommer une place de(sinon il serait inférieur & pour <). En raisonnant par induction sur la
taille de[3'] \ ([t] \ {t}), nous montrons donc qu# vérifie :

tuctcc

Nous avons naturellemeht U °t C C d'aprés la définition d€ et donc d’aprés le lemme 7.14 nous
obtenons finalement que les invariants correspondant semémes, ce qu'il fallait démontrer.

Réciproquement, supposons que le processus non brarighantsoit cohérent. Nous construi-
sons une séquence temporiséeddainsi :

1. associen(d¢(t)) al'occurrence de,

2. ordonner les transitions par rapport a I'ordre causal+fode 3,

3. ordonner les transitions concurrentes dapsr rapport a leur datéy,
4

. ordonner arbitrairement les transitions concurrents’ dansg3 de méme date,e. telles que
v(de(t)) = v(de(t')).

Notonso la séquence temporisée résultant de cette constructiams Affirmons quer est une sé-
guence temporisée d4. Il est facile de vérifier que cette séquence satisfait lesramtes imposées
par les gardes et les remises a zéro. En revanche, le casvdesrits est a nouveau plus délicat,
puisque les invariants exprimés dans la zé¥g (correspondant aux processus [depour t évé-
nement de3) ne correspondent pas nécessairement a ceux rencont®s.daapendant, le méme
raisonnement que celui développé pour le premier point erri’aide du lemme 7.14, de démontrer
que ces invariants sont en fait les mémes. O

7.4.3 Définition et construction du dépliage temporisé

Nous pouvons a présent définir le dépliage temporisé d'usatésl’automates temporisés
Celui-ci est obtenu a partir du dépliage non temporisé ecladint a chaque événemeniu dépliage
la zoneWVjy et supprimant 'ensemble des événemeritds quell, = (). L'algorithme 6 calcule ce
dépliage temporisé. Sa structure est trés simple. Notomgslesinent que pour éviter d’explorer plu-
sieurs fois une méme extension qui se serait avérée ingubéle point de vue temporel, I'algorithme
meémorise ces extensions en marquant I'événement assaoutiéle ». Ceci implique que la procédure
calculant les extensions possibles du dépliage n'explasdgs branches correspondantes.

Le lemme suivant découle d’'une simple analyse des défisition

Lemme 7.25(Calcul local des zoned/[). Etant donné un réseau d’automates temporidégt un
événement du dépliage Dépliage del, définissons I'ensemble Max= {t' € [t] \ {t} | V" €
[t] \ {t},t' £ t"}. Nous avons alors

W[t} =7:N ﬂ W[t/]

t'eMax<¢

Enfin, le théoréme suivant énonce les propriétés vérifiéele plEpliage temporisé ainsi défini. |l
découle facilement de la proposition 7.24.

Théoréme 7.26.Soit A un réseau d’automates temporisés. L'algorithme 6 calcelddpliage tem-
porisé deA, noté Dépliage-T.A). Cet algorithme peut ne pas terminer. Le dépliage Dépliagd)
vérifie les propriétés suivantes :
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— un événemeritapparait dans Dépliage{T4) si et seulement si il existe une exécution tempo-
risee dans4, associée a une séquence temporisgdont le processus temporisé Pfel) =
(B,v) veérifie 5] = [t],

— la zonelV}, associée a un événemende Dépliage-TA), une fois projetée sur les variables
ds(t'), pourt’ < t, représente 'ensemble des dates possibles pour les sgggi@mporisées
o dont le processus non branchant &st

Algorithme 6 Construction du dépliage temporisé (semi-algorithme)

Entrée : Un réseau d'automates temporisés

Sortie : Le dépliage temporisBépliage-T A).
1: Dépliage-T:= {(¢1,0,0),. .., (ln0,0)} U{(z,0) |z € X}; /* Initialisation */
2: ep := EP(Dépliage-T); [* Extensions possibles */
3: Tant Que ep # () Faire

4:  Choisir un événemernt= (¢, Y., Y;) dansep.
5. Calculer la zonéV. /* A l'aide du lemme 7.25 */
6:  SiWpy # 0 Alors [* L'événementt est cohérent temporellement */
7 Dépliage-T:= ExtensioriDépliage-Tt); /* Extension du processus */
8: ep := EP(Dépliage-T); /* Mise a jour de I'ensemblep */
9:  Sinon I* L'événementt n'est pas cohérent temporellement */
10: Marquert comme événement inutile.
11:  Fin Si

12: Fin Tant Que
13: Retourner Dépliage-T;

Nous décrivons enfin I'application des définitions précéelermux exemples introduits dans la
section 7.2.

Exemple 7.27(Exemple 7.3 poursuivi)Un préfixe du dépliage temporisé du réseau d’automates tem-
porisésB est représenté sur la figure 7.7. Seules les projectionsodes sur les variables d’horloges
associées aux eévénements sont représentées sur la fignegd€ons par exemple la zone associée
a I'événements. Nous obtenons comme attendu la caractérisation suivapfgeut survenir a n'im-
porte quel instant positif ou nutz intervient entred et 1 unité de temps aprés. Dans ce cas, le
dépliage est infini et I'algorithme 6 ne termine donc pas. fit,gl est toujours possible d’étendre

le dépliage avec un événement étiqueté gpan trouvant urco --ensemble formé d’'une condition
étiquetée paf(, et d’'une condition étiquetée parNotons de plus que la zone associée a ce detinier
est exprimée sur un nombre de variables égal au nombre dfecces de précédentes. Ainsi, il est
possible d’obtenir un nombre arbitrairement grand de et 1

Exemple 7.28(Exemple 7.4 poursuivi)Le dépliage temporisé du réseau d’automates temporisés
C est représenté sur la figure 7.8. Celui-ci est fini et I'altpone termine donc dans ce cas. De plus,
comme nous I'avions souligné lors de la premiére analyse déseau, la transitionne peut avoir lieu
gu’apreés la transition,. Nous I'obtenons ici grace au systéme de contraintes @sadévénement;.
Celui-ci n"admet en effet aucune solution et la zone cooedpnte est donc vide. En particulier, cet
événement ne sera donc pas construit par I'algorithme 6t(purquoi il est représenté en pointillés
ici). J
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p3

| a ] t2,0<dg(t2)

Pe

0<d¢(t2)

[ a ] t4,0<d¢(t2)<dg(ts
0<d¢(ts)—de(t2)<1 (t2)=dr(ta)

P9

FIG. 7.7 — Un préfixe du dépliage temporisé du résBau

3<dg(t1)<1

0<d¢(t3)<1
3<dg(ta)

FIG. 7.8 — Le dépliage temporisé de
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7.4.4 Construction du dépliage fondée sur des zones locales

La construction précédente souffre d’'un défaut : les zonesvienant dans le dépliage ont un
nombre de variables non borné. Or il est bien connu que lesatipés élémentaires sur les zones
telles que la normalisation ou le test du vide ont une conit@lexibigue dans le nombre de variables
de la zone (voir la section 6.2 dans laquelle les opératitassicues sur les zones sont présentées).
Ainsi, il est intéressant de proposer un algorithme ne maai que des zones définies sur un en-
semble de variable de taille constante. Une idee natureheiste a restreindre les zond$ a la
coupe des. De telles zones représentent alors I'état du systemesadisle I'exécution dg, abs-
trayant 'ensemble des contraintes temporisées portafesévénements du passé causal strigt.de
Le principal intérét de cette abstraction réside dans lelmerde variables d’horloges a considérer.
Les variables associées a une coupe sont en effet en nomistmebégal & + 3|X|, oun est le
nombre d’automates du réseay ¥t est le cardinal de 'ensembl€ des horloges du réseau. De plus,
nous allons démontrer (lemme 7.31) que ces variables stiigasiies pour étendre le processus non
branchanis. Cependant, cette abstraction peut se révéler trop biotaldu calcul de certaines zones.
L'exemple 7.30 illustre les difficultés qui peuvent appaeaiNous proposons dans le reste de cette
partie un ensemble d’algorithmes permettant de calculdépdiage temporisé en ne manipulant que
des zones locales.

Définition 7.29 (Zones locales) Etant donné un réseau d’automates temporigést un processus
non branchanf? du dépliage de4, nous considérons I'ensemble des horloges associées afpee cte
B, noté Loc-Vaf3) = Var(Cut(3)). Lazone locale associée® notéeWéOC, est alors définie comme
la projection de la zoné¥/3 sur les horloges Loc-V4p). Le nombre d’horloges impliquées dans la
définition de la zonévéoc est égal an + 3| X|, oun est le nombre d’automates du réseay.ét est

le nombre d’horloges del.

Nous avons pu voir dans la définition des zofiés correspondant aux processus non branchants
(3 que ces zones s’obtiennent simplement comme les intayasctes zones associées aux événements
du processus. Nous illustrons les difficultés survenart Egzones locales a l'aide de I'exemple 7.30.

Exemple 7.30(Difficultés liées aux zones localesfonsidérons le réseau d’automates temporisés
A représenté sur la sous-figure 7.9(a) ainsi que son déplggésenté sur la sous-figure 7.9(b).
Notons; (respectivement;) le processus non branchant de configurafionts, ts, t4} (respecti-
vement{t,, ts, t3, t5}). Une simple analyse du comportement4i@ermet d’obtenir les conclusions
suivantes :

— I'action b peut avoir lieu a toute date positive ou nulle,

— l'action ¢; peut avoir lieu si et seulement si I'actidra lieu a la datd,

— I'action ¢, peut avoir lieu si et seulement si I'actiéra lieu a la daté,

— les deux actiong; etcy; ne peuvent pas apparaitre dans une méme séquence temporisée
Cette analyse montre qu'il n’existe aucun processus namchemt temporisé cohérent dont la confi-
guration contient les événemeritset ¢5. Dans le dépliage del, les zones localesV/ et Wi
associées respectivement aux processus non branghaets, contraignent des ensembles de va-
riables disjoints car les coupes des deux processus sqointés. En particulier, nous obtenons que
I'intersectionW}gc N Wé‘;c de ces deux zones n’est pas vide. Elle ne représente donepaotes-
sus non branchants temporisés cohérents de configudation . , ¢5}. Ainsi, considérer simplement
I'intersection des zones locales n’est pas suffisant. J

Le lemme suivant correspond au cas favorable pour I'extendiun processus non branchant
a partir de sa zone locale. Il énonce que pour un ensemblé&mbévents vérifiant les conditions
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=0 2=0
al az
x:=0 z:=0
@ @
y:=0 | b? b!
® ®
=1
0 o 2=0 .
v= z:=0
{z,y}:=0
@ 7
(a) Un réseau d’automates temporisés (b) Le dépliage ded

Fic. 7.9 — Difficultés liées aux zones locales.

(1) et (i) ci-dessous, nous pouvons calculer en une seule étape lallgorune locale obtenue a
I'issue du franchissement de chacun des événements de smhiele. Ceci constitue donc un cas
favorable pour le calcul des zones locales. Intuitivemlentpndition (i) exprime le fait que tous les
événements possédent toutes leurs places en entrée danpéades et la condition(ii) exprime
que ces événements sont faiblement concurréetsjeux a deux incomparables pour la relatian
L'algorithme 7 présenté ensuite illustre ce lemme en eitplit le calcul de la zone locale obtenue a
I'issue de ce franchissement.

Lemme 7.31(Extension par un ensemble d’événements faiblement coerdsj Soit A un réseau
d’automates temporisés gtun processus non branchant du dépliage Dépliadje Etant donné un
ensembld’ = {t¢4,...,t;} d’événements de Dépliagd) vérifiant les conditions suivantes :

(Z) Vi<i< k, .ti U Oti - Cut(ﬂ)
(’Ll) V1< 75 7 < ]{T,tiCO <tj

Nous disons alors qué& constitue undranche étendang. De plus, en posanf, = 3, nous avons
pour tout indicei € {1,...,k}, t; étend le processus non branchast ; et nous posong; =
Extensioris;_1, t;). Nous affirmons enfin que la zow%zc est la projection sur les horloges Loc-Va¥, )

de la zoneV* N (M <i<p, Zt,)-

Nous notons par la suite ExtensighT") I'extensiong;, du processug@ par 'ensemble des éve-
nements dd".

Preuve. Pour tout indicei, la proposition 3.2 de [Win02] entraine qugétend le processus non
branchani3;_;. Le deuxiéme point est alors une simple conséquence degidéfrv.22 et 7.29. [

Le lemme suivant permet de décomposer un ensemble d'évatemajouter en tranches maxi-
males pour pouvoir appliquer le lemme 7.31.
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Algorithme 7 Extension par un ensemble d’événements faiblement carasreTir

Entrée : Un quadruple{3,C, W, T') ou 3 est un processus non branchahsa coupe|V = Wéoc sa
zone locale ef” est une tranche étendamtselon les conditions du lemme 7.31.
Sortie : Le triplet (5',C’, W') avec3’ I'extension des par la tranchdl’, C’ sa coupe etV = Wo°
sa zone.
(' := Extension3,T) ; I* 3" est I'extension de3 parT */
C':=(C\*T)uT®; I* C' estla coupe dg’ */
Soit¢ une contrainte sur les horlogesc-Var(3) représentant la zorié'.
Pourt € T Faire
Définir la contraintep, sur les horloged/(¢) définissant la zong;.
Fin Pour
¢ =0 N (Ner #t);
W= [¢'];
Projeter la zon&V’ sur les variables d’horlogdsoc-Var5’).
: Retourner (g',C',W").

© o NO R ®WNR

=
o

Lemme 7.32. Soit.A un réseau d’automates temporiségett 3’ deux processus non branchants du
dépliage DépliageA) tels ques = 3. NotonsT = [3'] \ [3] I'ensemble des événements présents
dans/’ mais absents dans. Alors il existe une partition d&' enm ensembles deux a deux disjoints
{T1,...,T,,} telle que pour tout indiceé € {1,...,k}, T; est une tranche maximale étendant le
processuss;_; en le processus; (en posant3, = (3) et vérifiant3, = 3'.

Preuve. Il suffit d’effectuer un tri topologique de I'ensemhlepar rapport a la relation causale faible
<. O

Rappelons que notre objectif global est de décrire une droeépermettant le calcul de la zone
IocaleW[lﬁC associée au processus non branchant minjithdé¢. L'algorithme 8 présenté ici permet
de réaliser ce calcul. Détaillons le fonctionnement dgbathme 8. Etant donné une extension pos-
siblet, notonss le processus non branchant correspondant a la configuratipfr }. Cet algorithme
doit donc d’abord calculer la zoﬁé’é“ puis I'étendre en ajoutant I'événement

Les deux lemmes précédents nous permettent, étant donmépdeeessus’; et 5, vérifiant
51 C B2, de décomposer I'ensemble d’événements a ajouter afinldjapp pas a pas l'algorithme 7.
Cependant, nous ne mémorisons dans le dépliage que leslaoales associées aux processus non
branchants minimaux des événements,dont les configurations ont la formé&] ot ¢’ est un éveé-
nement. Nous devons donc trouver un événenent [t] \ {t} tel que le processus; vérifie la
propriété suivante :

B C B (7.)

Nous proposons ici une procédure permettant de calculel éeénement. D’apres la définition 7.10,
étant donné un événemetitde 3, nous avons3; [Z 3 si et seulement s'il existe un événement
t" € [B]\ [t'] tel quet” < t'. Ceci équivaut a I'existence d’une conditipnc i) \ Cut(3j) lue
par une transition” € 3] \ [¢']. Notre procédure calcule a I'aide de cette caractérisaionr chaque
événement maxima} de 5 pour <, un événement, < ¢, vérifiant la propriété (7.1). L'événemetit
pour lequel 'ensembl&’] est de taille maximale est alors sélectionné. Cette proeéekt illustrée
dans les lignes 1 a 10 de I'algorithme 8. Les lignes 11 a 19q@uppit ensuite les lemmes 7.32 et 7.31.
La