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(documents issus du cours autorisés)

Exercice 1. Hamming
On travaille sur l’alphabet {0,1}. La distance de Hamming H(x,y) entre deux mots
x et i est le nombre de positions qui les distinguent, par exemple H(110,011) = 2. Si
|x| # |y|, alors leurs distance de Hamming est infinie. Si x est un mot et A est un
langage sur {0,1}, la distance de Hamming entre x et A est la distance entre x et le
mot le plus proche de x dans A :

H(x/ A) = minyEAH(xl y)

Pour un langage A C {0,1}* et k > 0, on définit I'ensemble de mots de distance de
Hamming au plus k de A :

Ni(A) := {x|H(x, A) < k}

Prouvez que si A est un langage régulier alors Ni(A) est régulier.

Exercice 2. Etoile
Parmi les langages suivants il y a au moins un langage algébrique et au moins un
non-algébrique. Choisissez deux langages tels que un est algébrique et 'autre non
et démontrez le (pour montrer qu’un langage est non-algébrique vous utiliserez le
lemme de ’étoile pour les langages hors-contexte) :

o {we {a,b}* tels que |w|, = 2|w|, + 3}

o {w#x | w,x € {a,b}* et w est un sous-mot de x}.

e {a? | p est premier}.

o {a™ba™b---a™blk > 0etdj>0,n; #j}
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Exercice 3. La grammaire de Sheila

Définition 1. Une grammaire hors-contexte G = (V, %, P,S) est sous forme normale de
Greibach si toutes ses regles sont de la forme

i) A —aBy...By

ii) A—a

i) S — €

Ot By,...,B, € V—{S}etac X

On l'appelle également forme m-standard lorsque n < m pour toutes les regles.

Nous allons prouver le théoréme suivant

Théoreme 1. Tout langage hors-contexte peut étre généré par une grammaire hors-contexte
sous forme normale de Greibach.
1. Montrer le lemme suivant

Lemme 1 (substitution). Soit G = (V,X%,P,S) une grammaire hors-contexte, m =
A — w1Bway une production de P avec B — B1]...|Br la régle de P avec B a gauche.
Soit G1 = (V,X%, Py, S) avec

Py = (P—{m})U{A — a1B1a2|a1Bot2| ... |a1B8r02}

alors L(G1) = L(G).

2. Montrer le lemme suivant

Lemme 2 (inversion). Soit G = (V, %, P,S) une grammaire hors-contexte ne produi-
sant pas le mot vide et
A — Aaq]...|Aa,

avec a; 7 € pour tout i, I'ensemble des régles avec A en téte telles que le symbole le plus
a gauche du corps soit A. Soit

A— Bi|...|Bs

'ensemble des regles restantes avec A en téte. Soit Gy = (VU{Z},%, P, S), ot Z est
un nouveau symbole non-terminal et Py I'ensemble des productions de P avec toutes les
production avec A en téte remplacées par

A — ﬁlZ' . e |'BSZ’[31’ PP ’ﬁs
Z = Z|...|aZlaq] ... |ay

alors L(Gy) = L(G).

Sans perte de généralité, on partira d'une grammaire G = (V,X%,P,S) sous forme
normale de Chomsky, telle que S n’apparait dans aucun membre droit. Supposons
pour le moment que G ne produit pas le mot vide.

3. Soit V.= {Ay,..., A} avec S = A;. L'ensemble des regles de production peut
étre classé en deux catégories



NS ok

A; — BCavec B,C e V\ {S}
A —a

Construisez une grammaire équivalente dont les regles de production peuvent
étre classées en trois catégories

(@) A » Ajwaveci < jac (V—{S}H)U{Zy,...,Z,})"
(b) A; wanavecace X, a € (V—{S}H)U{Zy,...,Z,})*
() Zi wwaveca € (VUZ —{S}HU{Zy,...,Z,})T

Indication : On pourra construire la grammaire par récurrence sur k avec la pro-
priété que toutes les régles dont le membre gauche est A; sont soit de la forme
(a), soit de la forme (b), pour i < k.

Toujours sous I'hypothése que le mot vide n’appartient pas au langage, conclure.
Conclure si de plus € est dans le langage.
En quoi la forme normale de Greibach est-elle intéressante ?

Mettre la grammaire suivante sous forme normale de Greibach

A1 — A2A3
Ay — AlAz‘l
A3 — A1A3|O
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Exercice 4. Analyse Syntaxique
Soit G = (V,%, R, S) une grammaire hors-contexte sans production vide. On appelle
couple pointé pour un mot w = aya;...a, I'élément [A — aw e f,i] oui € [0,n], le
point e ¢ 3. U V est un symbole spécial et A — ap est une regle de production de R.

Soit I’algorithme d’analyse syntaxique suivant :

Algorithm 1: Algorithme Earley

Données: Grammaire hors-contexte G = (V, X%, R, S) sans production vide, un
mot w = aiay...a, € ¥

Sorties: Des listes d’analyse Lo, Ly, ..., L, pour w

Résultat: w € L(G) si et seulement si [S — «e,0] € L,

début

Construction de la liste L :

1 siS — a € R alors

| mettre [S — oa,0] dans Ly

Exécuter ensuite les étapes 2 et 3 tant qu’elles ajoutent un élément dans Ly :
2 | si[B— ve,0] € Ly alors
pour chaque couple pointé [A — « @ BB,0] € L, faire
| mettre [A — aB e f8,0] dans Lo
3 | si[A— aeBp,0] € Lgalors
pour chaque regle de R de la forme B — <y faire
| mettre [B — o+,0] dans L

Construction des listes L; a partir de Lo, L4, ..., Liq:

4 pour chaque [B — x e 4;B,i] € L;_; faire
| mettre [B — aaj e B,i] dans L;

Exécuter ensuite les étapes 5 et 6 tant qu’elles ajoutent un élément dans L; :
5 | si[B— ye,i] € L;alors
pour chaque couple pointé [A — « @ BB, k| € L; faire
| mettre [A — aBe k] dans L;
6 | si[A— aeBp,i]cL;alors
pour chaque régle de R de la forme B — <y faire
| mettre [B — o7, ] dans L;

fin

1. Faites dérouler l'algorithme pour le mot (a 4+ b) = b et la grammaire suivante :
S—(S)|R
R—E=E
E—(E+E)|al|b

2. Expliquez qu’est-ce que signifie un élément [A — a e B,i] € L;.
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