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4.3 Réductions (many-one)

Une des formulations les plus populaires du résultat de Turing en 1936 est donnée par
le théoreme de I'arrét. Voyons maintenant une fagon plus épurée de formuler ces idées,
qui nous permettront d’aller plus loin de facon élégante.

Théoréme 1. Le langage Lqg = {(M) | M n’accepte pas le mot (M)} n’est pas semi-
décidable.

Démonstration. Par I’absurde, supposons qu’une machine M, reconnaisse Ly. Considérons
alors I'entrée (M;) donnée a la machine M. Deux cas sont possibles.
— Si M, n’accepte pas (My) alors, par définition du langage Lg4, le mot (M) est dans
L. Or M, reconnait Ly, donc M, accepte (M), une contradiction.
— Si My accepte (My) alors, par définition du langage Lg, le mot (M) n’est pas dans
Lg. Or M, reconnait Ly, donc M, n’accepte pas (M), une contradiction.
Dans les deux cas nous arrivons a une contradiction. O]

La preuve est cette fois encore plus simple! Ce résultat nous dit qu’il n’existe pas
de MT M, (un seul et méme algorithme qui répond oui/non correctement pour chaque
instance) pour décider si une machine M reconnait le mot (M) (méme si la machine My
a le droit de ne pas s’arréter si M ne reconnait pas (M)). Ce probleme peut sembler
artificiel, mais il sert de graine pour dériver la non récursivité d’autres problemes (plus
naturels), via une méthode qui s’appelle une réduction.

Intuitivement, un probléeme A se réduit a un probléme B si connaissant un algorithme
pour décider/calculer B, on peut obtenir un algorithme pour décider/calculer A.

Définition 2. Une réduction many-oneﬂl‘uring du langage A au langage B est une
fonction calculable f: X% — X% telle que w € A < f(w) € B. On note A < B.

On appelle instance de L un mot w € ¥} dont on se demande s’il appartient au langage
L. Une réduction montre que si le langage B est décidable alors il en est de méme
du langage A. On utilise ensuite 'idée suivante : pour montrer qu'un langage B est
indécidable, on choisit un langage A bien connu pour étre indécidable, et I'on réduit A




a B. On aura alors

B décidable = A décidable et A indécidable
et 'on peut en déduire (régle de résolution en logique!) que par conséquent B est
indécidable. On notera que le raisonnement est tout aussi valide en remplacant décidable
par semi-décidable.

Corollaire 3. Le langage L, = {{M)#w | M accepte le mot w} n’est pas décidable. Plus
précisément, son complément Ly n’est pas semi-décidable.

Démonstration. Nous allons réduire Ly a Ly en décrivant une procédure algorithmique
pour transformer les instances de Ly en des instances de L. Soit w’ une instance de Lg.

1. la machine vérifie w' € Le,., si w’ n’est pas un encodage valide alors on retourne
I'instance (Mpaiindrome)#abba (on a bien w' ¢ Ly et (Mpaiindrome)#abba & Ly) ;

2. siw’ = (M) est un encodage valide, alors on retourne U'instance w'#w’ = (M)# (M)
(on a bien w' € Ly si et seulement si (M)#(M) € Lg).

Cette réduction montre que si Lz est semi-décidable alors Ly l'est également, or le
théoreme |1/ nous dit que L, n’est pas semi-décidable, donc L non plus, et par conséquent
L, n’est pas décidable (propriété de cloture). ]

Corollaire 4. Le langage Lpae = {(M) | M s’arréte quand on la lance sur l’entrée vide}
n’est pas décidable.

Démonstration. Nous allons réduire L, & Lpay.. Etant donnée (M)#w une instance de
L., nous construisons 'instance (M') suivante pour Lpgy. :

1. on vérifie (M) € Leye, si (M) n’est pas un encodage valide alors on retourne
I'instance (M') = (M) ;

2. sinon on construit (M’) avec M’ la machine qui commence par écrire w sur le
ruban (cela est possible en utilisant |w| états), puis entre dans 1’état initial de
M (M’ va alors se comporter comme M), et nous rajoutons également a M’ des
transitions, depuis tous les états non finaux ou M s’arréte (transition indéfinie),
vers un état qui boucle a l’inﬁniﬂ

Dans tous les cas, nous avons bien (M)#w € L, <= (M') € Lpae, donc si Lpgye est
décidable alors L, est décidable, or le théoreme |3| nous dit que L, n’est pas décidable,
donc Ly n'est pas décidable. O

Voyez-vous la réduction utilisant le théoreme 4 pour démontrer le théoreme de 'arrét ?

1. Navré pour langlicisme, many-one qualifie la fonction f (de plusieurs vers un, il faut comprendre
par la que ni l'injectivité ni la surjectivité ne sont imposées).

2. Pour les fous de formalisme : soit (M)#w une instance de L, avec M = (Q,%,T,6,qo, B, qr)
et w = wp...wg, dans le second cas nous construisons (M') avec M’ = (Q U {qp,...,q 4} U
{Doop}» 2, 1,6, g5, qr) avec 0'(g,a) = d(g,a) pour tout ¢ et a ou d(q,a) est définie, et §'(q;, B) =
(¢i41,wr—i, L) pour tout 0 < i < k afin d’écrire w sur le ruban initiallement vide, et ¢'(q;,,, B) =
(90, B, R) pour aller dans I'état initial de M sur le début du mot w, et 6'(g, a) = (g,,,,, B, R) pour tout
q € Q et a € T pour lesquels (g, a) est indéfinie, et enfin 5’(ql’oop, a) = (q;oop, B, R) pour tout a € T



4.4 Théoreme de Rice

Nous avons vu que de nombreuses questions sur les MT sont indécidables. Certaines
questions sont clairement décidables, comme par exemple : est-ce qu'une MT donnée a 5
états ? Il s’avere cependant que toute question non triviale qui concerne unique-
ment le langage reconnu par une MT (plutét que la machine elle-méme) est
indécidable. Une question non triviale étant une question qui n’est ni toujours vraie, ni
toujours fausse.

Définition 5. Soit P une famille de langages. On appelle P une propriété non triviale
si il existe deux machines de Turing My et My telles que L(M,) € P et L(Ms) ¢ P.

Théoréme 6 (Rice). Pour toute propriété non triviale P, il n’existe aucun algorithme
pour décider si une MT M wvérifie L(M) € P. Autrement dit, Lp = {(M) | L(M) € P}
n’est pas décidable.

Démonstration. Nous utilisons une réduction depuis L,. Sans perte de généralité, nous
pouvons supposer () ¢ P (sinon on considere le complément de P au lieu de P). Puisque
P est non triviale, il existe une MT Mp+ telle que L(Mp+) € P.

Etant donnée (M)#w une instance de L,, nous allons constuire 'instance (M') (pour
le probleme d’appartenance de L(M’) a P) avec M’ la machine qui :

1. copie son entrée u sur un ruban séparé pour 'utiliser plus tard;
2. écrit w sur le ruban et place la téte sur la premiere lettre de w;

3. entre dans l'état initial de M. A partir de la M’ simule M, en ignorant u, jusqu’a
ce que (éventuellement) M entre dans son état final ;

4. si M entre dans son état final, alors le mot u est recopié sur un ruban blanc (que
des symboles B) et la machine Mp+ est simulée sur u. On entre dans un état final
si Mp+ accepte u.

Etant donné n’importe quels (M) et w, la machine M’ (et donc son code (M')) peut
effectivement étre construite algorithmiquement.
La correction de la réduction ((M)#w € L, <= (M') € Lp) est assurée par les
observations :
— si M accepte w, alors M’ acceptera exactement les mots u que Mp+ accepte, donc
dans ce cas L(M') = L(Mp+) € P et (M') € Lp;
— si M n’accepte pas w, alors M’ n’accepte aucun mot u, donc dans ce cas L(M') =
0¢ Pet(M)¢ Lp.
On en conclut que si la propriété P est décidable alors L, est décidable, or le théoreme
nous dit que L, n’est pas décidable, donc la propriété P n’est pas décidable. O

Remarque 7. M; simule My = M; se comporte comme M,
= M, suit la table de transition de M.

Par application du théoreme de Rice, on peut déduire immédiatement que les probléemes
suivants sont indécidables : étant donnée une MT M,

— est-ce M accepte tous les mots ¢

— est-ce que L(M) est un langage régulier ¢

— est-ce M accepte tous les palindromes ?



4.5 Réductions (oracle)

Les réductions Turing que nous avons définies dans la section ont une définition
simple, mais sont en fait assez restraintes. Nous proposons maintenant une définition
plus générale de la notion de réduction, qui correspond exactement a l'idée d’imaginer
que nous puissions résoudre un probleme B, et de s’intéresser alors a la résolution d’un
probleme A.

Définition 8. Un langage A est Turing-réductible a un langage B si il existe une
machine de Turing avec oracle B, qui décide le langage A. On note A <T B.

Une machine de Turing avec oracle B est une machine qui peut, au cours de son calcul,
obtenir autant de réponses qu’elle souhaite sur des questions d’appartenance au langage
B : est-ce que tel w € B7 est-ce que tel autre w’ € B? Et l'oracle pour le langage B lui
donne des réponses oui/non, instantanément. La définition suivante explique comment
implémenter formellement cette idée dans le modele des machines de Turing.

Définition 9. Une machine de Turing M avec oracle B posséede un ruban supplémentaire
appelé ruban d’oracle, et trois états spéciau® qquestion; Qoui €t Gnon- A chaque fois que M
entre dans U'état qquestion, la machine va dans 'état qoy; st w € B, ou dans Uétat gnon St
w ¢ B, avec w le contenu du ruban d’oracle. Les réponses aux questions d’appartenance
a B sont données instantanément, et comptent comme une seule étape de calcul.

Grace aux machines avec oracle, on peut définir la calculabilité relative. C’est 1'idée
d’une machine branchée a une source d’information (comme par exemple un ordinateur
branché a une base donnée, ou au world wide web...) qui est décrite par le langage de
I'oracle. Le modele des machines de Turing sans oracle peut étre vu comme un modele
offtine, alors que le modele des machines de Turing avec oracle peut étre vu comme un
modele online.

Définition 10. L’ensemble des langages décidables avec oracle B est {A | A <T B}.

Remarque 11. Une machine de Turing avec oracle, dont l’oracle est un langage décidable,
décide un langage qui est également décidable.

Remarque 12. Les réductions Turing many-one et Turing (avec oracle) ne sont pas
strictement équivalentes :

— si A est Turing many-one réductible a B, alors A est Turing réductible a B ;

— tout langage décidable est Turing réductible a n’importe quel langage (puisque
loracle est inutile), mais un langage décidable non vide ne peut pas étre Turing
many-one réduit au langage B = (puisque quels que soient f at w on aura tou-
jours f(w) ¢ B). Donc par exemple, le langage ¥* est Turing réductible au langage
0, mais pas Turing many-one réductible ;

— tout langage est Turing réductible a son complément, mais si A est Turing many-
one réductible a B et B est semi-décidable, alors A est également semi-décidable.
Par conséquent, le complément du probléme de l’arrét (qui n’est pas semi-décidable)
n'est pas Turing many-one réductible a son complément (le probléeme de [’arrét,
qui est semi-décidable).
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