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Calcul des états accessibles d’'un systeme
So : ensemble d’'états initiaux
succ . une fonction successeur
Faire
Sh— S
S — S U suce(S)
tant que =(S C S

Renvoyer S



Rationnels Bases-périodes

Automates Presburger

Opérations : U, N, +, C, %, ¢, o1
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Bases et périodes
Deéfinition :
Ensemble linéaire de NF :
mn
L=u+U"={u+ > Nu;; \; €N} o0 U ={uy, ... ,un}

=1

u est appelé base de L et U l'ensemble de ses périodes.

Ensemble semi-linéaire : union finie de parties linéaires.

Exemples :
- 0+ 2* est un ensemble linéaire de N

- {(z,y) € N2 ; > 1} est un ensemble linéaire de N2

- {2™ ; n € N} n’est pas un ensemble semi-lin€aire de N



Proposition : Les ensembles semi-linéaires sont stables par
union, somme, étoile, morphisme.

Stabilité par somme :

Uui+U0)+Uwj+V)) = Uuito; U7 +V7) = U(witoj+(U0V))")
i J

’l:,j 7‘7]

Stabilité par étoile :

(U G+ UDY = 3 (s + U5 = 3 {0} U (s + (s} UTD™)
1=1 1



Ensembles semi-linéaires et ensembles rationnels

Définition

[ 'ensemble des parties rationnelles de N* est le plus petit sous-
ensemble de parties de N* contenant les parties finies et stable
par union, somme et étoile.

Exemple : 14 2* et (14 2*)* sont des expressions rationnelles.

Proposition :
Les ensembles semi-linéaires sont les ensembles rationnels.



Proposition : Soit W,uq,...,un, U,01,...,0m € Nk et soit S
I'ensemble des solutions (x1,...,ZTn,y1,...,ym) de I'équation

mn m
— — — —
u + g iU, = v + E Y;v;
i=1 j=1
Alors S est semi-linéaire.

Théoreme : Les ensembles semi-linéaires sont clos par inter-
section.



Démonstration de la stabilité par intersection

Soient U = u + {uf,...,unt et V=" + {v7,...,0m}*.
S={(z1, ., Tn, Y1, -, ym)/ w + Z%‘UE =V + Zij_f}
f définie par f(x1,...,2n,y1, .. ,ym) = —I—Zajzuz

_>-|-f(CL‘1,~ Tr, Y15 -+ Ym)
‘|‘ZZ—1$ZUZ

< 1, T, Y1y Um), W = U + i qxiu; = U —I—Z ly]v]

— weunvV

w e f(S) <= Ix1,...,Tn,Y1,...,ym) €ES; W
— Iz1,....,xn,Y1, - Ym) €S; W



Formules de Presburger

Définition .
Ensemble P des formules de Presburger :
n n
- Siag,a, >0, P(z1,....,xn) : ag+ > awy = ap + > a,x; est une
1= 1=
formule de P.
- Si Py et P> sont dans P, alors Py N\ P>, P1V P>, =P1, dx P; sont
dans P.

Exemple : P(x,y) : x =2y et P(x) : dy x = 2y sont des formules
de P.

Théoreme : Les ensembles de Presburger sont les ensembles
semi-linéaires.



Semi-linéaires et automates
7T € Nf — mot sur {0,1}*
Exemple : (5,3) — (101,011) — (1,0)(0,1)(1,1)

Automate reconnaissant (5,3) :

(0,0)

(1,0) (O,l) () (1,1) @
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Vecteur a une composante

%
33/
z b
T e
1 0 :13’=2§>—|—€>
Vecteur a deux composantes
_)
.CU/
7 b ~
%
1 011 =27+ b
0O 1 1
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Automate pour I'équation x —y =c

(0,0),(1,1)

RSO
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Automate pour lI'equation z —y =2
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Automate pour I'équation x —y =2

(0,0),(1,1) (0,1)

@ (1,0) 8 (0,0),(1,1) )
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Automate pour une formule de Presburger

— Apiagy = Agp; N Ag,
— Agvg, = Agy U Ay,
- A=A

— A3, 4 = automate projection
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Projection d’un automate

(0,0),(1,1) (0,1)

@ (1,0) 8 (0,0),(1,1) )

Automate pour la formule =z —y =2

B gy

Automate pour la formule dy x—y =2
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Représentation | U | N Compl. | + * Test ( C
Rationnels L | NE NE L L L 2-EXP

Bases-périodes | L | EXP NE P | EXP L 2-EXP
Presburger L L L L NE | 3-EXP | 3-EXP
Automates L P EXP/L | L ? L EXP/P
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NE

Rationnels Bases-périodes
‘\
L
EXP
EXP NE L
EXP
Automates NE Presburger
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