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Uma estrutura de dados cinética visa determinar, ao longo do tempo,
um atributo geométrico de um conjunto de objetos em movimento continuo.
O atributo mais simples e natural de um conjunto de ntimeros reais é o
elemento de valor maximo do conjunto. Uma lista de prioridades cinética é
um tipo especial de estrutura de dados cinética que determina este elemento
maximo ao longo do tempo, quando os elementos variam continuamente
com o tempo. Além da variacdo dos elementos, as listas de prioridades
cinéticas permitem que, a qualquer instante, elementos sejam inseridos ou
removidos. Devido ao grande interesse pratico e tedrico nessas estruturas,
varias construcgoes foram sugeridas na literatura. Nesta tese, apresentamos
as estruturas mais conhecidas, assim como uma nova estrutura descoberta
pelo autor, o hanger cinético. Apresentamos também a andlise de comple-
xidade das estruturas, incluindo a anélise justa de um caso do heap cinético

realizada pelo autor.
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Kinetic data structures compute a geometric atribute in a set of conti-
nuosly moving objects. The most natural atribute in a set of real numbers
is the maximum element contained in the set. A kinetic priority queue is
a special kinetic data structure, which determines this maximum element
along time, when the elements change continuously with time. Kinetic pri-
ority queues also support insertions and deletions of elements, at any time.
Due to the large practical and theoretical interest in these structures, many
different constructions have been suggested in the literature. In this thesis,
we present the most famous structures, and a new structure discovered by
the author, the kinetic hanger. We also present the complexity analysis of
the structures, including the author’s tight analysis of a special case of the

kinetic heap.
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CAPITULO 1

Introducao

Simular o mundo fisico é uma aplicacao natural, e de grande importancia,
dos computadores. Este foi o problema que deu origem as estruturas de da-
dos cinéticas. Uma estrutura de dados cinética visa determinar um atributo
geométrico, ao longo do tempo, de objetos que se movem continuamente.
Um exemplo é encontrar o par de objetos mais préximos em cada instante,
de acordo com suas trajetorias.

Antes das estruturas de dados cinéticas, havia duas técnicas para atacar
este tipo de problema. Em uma, considerava-se a trajetoria dos objetos
como previamente conhecida e transformava-se um problema de pontos em
n dimensoes em um problema de curvas em n + 1 dimensoes, tratando o
tempo como uma dimensao adicional. Esta abordagem, embora eficiente,
exige que as trajetérias sejam previamente definidas. Nao pode ser utilizada,
por exemplo, quando as trajetérias dos objetos dependem do atributo que
esta sendo determinado. No nosso exemplo de encontrar o par de objetos
mais préximos, quando a distancia entre dois objetos for menor que um
certo valor, pode haver uma colisao. Neste caso, as trajetorias dos objetos
sao alteradas e seria necessario reiniciar a simulacao a partir deste instante
de tempo.

A outra alternativa é discretizar o tempo. Resolve-se o problema estatico
em sucessivos instantes de tempo. Este método pode ser extremamente
ineficiente por alguns motivos. Primeiro, a qualidade do resultado depende
do intervalo de tempo entre as amostras. Determinar um intervalo aceitavel
costuma ser uma tarefa bastante complicada. Além disso, quanto menor o

intervalo, maior o tempo de processamento. Em muitos casos é impossivel
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unir um resultado suficientemente preciso a um tempo de processamento
aceitavel.

Uma estrutura de dados cinética tem um conjunto minimo de operacoes,
que sao: nicializacao, consulta de atributo, avanco no tempo e alteracao de
trajetoria. Na inicializacao a estrutura recebe o instante de tempo a partir
do qual deseja-se fazer a simulagdo, a posicao dos objetos neste momento e
suas trajetorias. O reldgio interno da estrutura é ajustado para este tempo
inicial. A operacgao de consulta de atributo informa o estado do atributo
no tempo marcado pelo relégio interno. A operacdo de avanco mo tempo
avanca o relégio interno da estrutura até o momento em que seu atributo seja
alterado ou até um tempo prefixado. A operacao de alteracao de trajetoria
redefine a trajetoria de um ou mais objetos, a partir do tempo marcado pelo
relégio interno da estrutura. Uma observacao sobre esta operagao é que a
trajetéria dos objetos deve ser continua. Portanto a nova trajetéria devera
partir da mesma posi¢ao em que o objeto se encontrava.

Muitas vezes as estruturas de dados cinéticas sdo também dindmicas, ou
seja, possuem operacoes de insercao e remoc¢ao de elementos. Neste caso,
a operacao de inicializagao pode criar uma estrutura vazia e a operagao de
insercao pode ser usada para introduzir os elementos.

Junto com a concepgao das estruturas de dados cinéticas, surgiu um
paradigma que se mostrou muito eficiente no projeto dessas estruturas. Este
paradigma se baseia em resolver o problema estatico que se deseja cinetizar
e agendar, em uma lista de eventos, o instante de tempo em que cada um
dos testes efetuados pelo algoritmo tem seu estado alterado. Esta lista de
eventos é uma lista de prioridades. O algoritmo cinético procede examinando
sempre o primeiro evento da lista e alterando toda a estrutura para o estado
que seria obtido se, no algoritmo para o problema estatico, o teste associado
ao evento tivesse retornado um resultado diferente. Normalmente varios

eventos tém que ser reagendados neste processo.
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O atributo geométrico mais simples é, dada uma colegao de numeros
reais (pontos na reta), determinar o maior nimero (ponto extremo em uma
diregao). Este ¢ o atributo enfocado nesta tese e chamamos as estruturas
de dados cinéticas que determinam este atributo de listas de prioridades
cinéticas ou LPC. Embora o caso estético seja trivial, veremos que tanto as
LPC quanto suas anélises, mesmo quando os objetos estdo em movimento
uniforme, nao sdo nada triviais. Além disso, a questdo de desenvolver es-
truturas rapidas para este problema parece longe de fechada. As LPC as-
sintoticamente mais eficientes s6 funcionam com fungoes lineares do tempo
e usam estruturas de fecho convexo dindmico extremamente complexas e
pouco praticas. Em contrapartida, existem LPC um pouco menos eficien-
tes que sao extremamente simples e funcionam tanto com funcoes lineares
quanto com curvas.

Se a motivacao inicial para as estruturas de dados cinéticas foi simular
o mundo fisico, atualmente esta é apenas uma de suas aplicacoes. Como
veremos, varios problemas de natureza estatica podem ser resolvidos efici-
entemente com estruturas de dados cinéticas, especialmente com LPC. Um
exemplo simples é o envelope superior de um conjunto de curvas. Outro bem
mais refinado é o k-ésimo nivel de um arranjo de curvas. Para este ultimo
problema, tanto o algoritmo deterministico assintoticamente mais eficiente
quanto o algoritmo nao trivial mais simples baseiam-se em LPC. Consequen-
temente, LPC mais eficientes implicam em algoritmos mais eficientes para
estes problemas.

No capitulo 2, apresentamos os critérios que utilizaremos nos demais
capitulos para analisarmos as LPC. No capitulo 3, explicamos detalhada-
mente o heap cinético [3], apresentamos uma anédlise justa proposta pelo
autor [9] para o caso sem insergdes ou remogoes e uma andlise de [3] que
nao foi provada justa para o caso com insercoes e remocoes. Apresentamos
também uma variacao (lgn)-aria do heap cinético proposta pelo autor [9],

que é mais eficiente que a versdo bindria. No capitulo 4, apresentamos o
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torneio cinético e sua andlise, juntando os resultados de [4] com a andlise
versao (lgn)-dria proposta em [6]. No capitulo 5, apresentamos e analisamos
o heater cinético [2], uma LPC randomizada, que tem localidade étima e é
tao eficiente quanto o torneio cinético. No capitulo 6, apresentamos e anali-
samos o hanger cinético, outra LPC randomizada, esta proposta pelo autor
em [10]. As caracteristicas assintéticas do hanger cinético sdo as mesmas
do heater cinético, porém a estrutura é mais simples de ser implementada
e acredita-se que seja mais eficiente na pratica. No capitulo 7, mostramos
como reduzir o problema de listas de prioridades cinéticas ao problema de
fecho convexo dinamico. Esta reducao, proposta por Chan em [6], funciona
apenas com funcgoes lineares do tempo e nao é muito eficiente para aplicagoes
praticas, mas fornece as melhores complexidades de tempo conhecidas, sendo
de grande valor tedrico. No capitulo 8 exemplificamos uma aplicacao das lis-
tas de prioridades cinéticas para resolver um problema de natureza estatica,
comparamos as varias estruturas apresentadas e mencionamos alguns pro-

blemas em aberto.



CAP{TULO 2

Analisando uma Lista de Prioridades Cinética

Para analisarmos a complexidade de tempo das listas de prioridades
cinéticas (LPC), assim como de outras estruturas de dados cinéticas, preci-
samos definir precisamente que operagoes serao aplicadas e as propriedades
que as trajetorias satisfazem.

As trajetorias dos objetos ao longo do tempo t sdo funcoes reais continuas
de t, que visualisamos no plano ¢ x y. Chamamos estas funcoes de curvas.
Quando as fungoes sao lineares, chamamos de retas. Uma propriedade com-
binatéria importante destas curvas é o nimero de vezes que duas curvas se
interceptam, que chamamos do grau da curva e denotamos por §. Quando
as curvas se interceptam no maximo 1 vez, chamamos de pseudo-retas. Po-
demos também falar em pardbolas, pseudo-pardbolas (curvas de grau 2),
ctibicas etc, com definigoes andlogas.

Quando estamos analisando estruturas dindmicas, objetos podem ser cri-
ados ou destruidos ao longo do tempo. Neste caso, as trajetérias sao fungoes
definidas apenas em um intervalo de tempo. Chamamos estas fungoes de
segmentos de curvas, segmentos de reta etc. Um detalhe que merece atengao
especial é que segmentos de curvas onde cada par de segmentos se intercepta
no maximo § vezes ndo sao necessariamente segmentos de curvas onde cada
par de curvas se interceptam no maximo ¢ vezes. Veja, por exemplo, que 0s
segmentos da figura 2.1 nao sdo segmentos de nenhum conjunto de curvas
de grau 1. Porém, para as nossas andlises, o conjunto de curvas ao qual
os segmentos pertence nao é relevante. Assim, definimos como segmento de
curvas de grau § um segmento de um conjunto tal que cada par de segmentos

se intercepte no maximo § vezes.
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FiGura 2.1. Segmentos de curvas que, embora os pares de
segmentos sé se interceptem uma vez, nao sao segmentos de
curvas que sO se interceptam uma vez. Pela nossa definigao
sao segmentos de curvas de grau 1

Envel ope Superi or

Envel ope Superi or

Envel ope Inferior

Envel ope Superi or

Envel ope Inferior

FicurA 2.2. Envelopes superiores de conjuntos de curvas
com (0 =1,n=3m=7),0=1n=5)e (d =3,n=56),
respectivamente.
O envelope superior de um conjunto de curvas ou segmentos de curvas é
a seqiiéncia de segmentos que, ao longo do tempo, sdo maximos em ¥, como
ilustra a figura 2.2.
A andlise que tem se mostrado mais 1til para as LPC é examinarmos a
complexidade de tempo total da LPC determinar, usando o paradigma de li-
nha de varredura, o envelope superior de um conjunto de curvas e segmentos

de curvas. Esta analise serd em funcao de, basicamente, trés parametros, 9,
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n e m. O parametro d representa o niimero de vezes que cada par de curvas
se intercepta. O parametro n representa o nimero maximo de curvas que
podem ser interceptadas por uma reta vertical, ou seja, o nimero méaximo
de elementos armazenados simultaneamente na estrutura. O parametro m
serve para limitar superiormente o nimero de insercoes e remogoes. Tanto
o numero de inser¢oes quanto o de remocoes devem ser menores ou iguais a
m. No caso de nao haver insergoes ou remocoes, o parametro m é omitido.
Chamamos de complexidade de tempo de uma estrutura em um cendrio
(6,n,m) (m podendo ser omitido) a complexidade de tempo da estrutura
computar o envelope superior no cenario com os parametros é, n e m.

Precisamos ressaltar que nao estamos resolvendo um problema estatico,
ou seja, os diversos segmentos do cendrio nao precisam ser previamente
conhecidos. Por isso nao podemos usar os algoritmos estaticos que calculam
este envelope superior.

Uma fungédo que aparecera varias vezes na analise de complexidade das
listas de prioridade cinética é a funcao \s(n), que é definida como o nimero
maximo de segmentos no envelope superior de n curvas de grau 4. Sao
conhecidos limites assintéticos bastante precisos para As(n), considerando
sempre ¢ como constante. Estes limites envolvem a funcao de Ackerman.

Primeiro definimos a seguinte familia de fungdes recursivas:
Ai(n) = 2n;
Ag(n) = A (1), para k > 2.

Nesta definicdo denotamos por f(™ a funcio composta por n iteracdes
de f, por exemplo f®(n) = f(f(f(n))). Definimos entdo a funcio de

Ackerman A(n) como:

A(n) = Ap(n).

A fungao inversa de A(n), denotada por «(n) aparece nos limites de

As(n). Esta funcao cresce muito lentamente, sendo menor que 4 para todos
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os propésitos préticos. Os limites para As(n) sao:
Ar(n) = n;
)\2 (n) =2n — 1;
Az(n) = O(na(n));
Aa(n) < n20+0a® T o par,
As(n) < n2(1+0(1))0‘(”)%£ loga(n) para n fmpar.

Para maiores detalhes sobre a funcao As(n), recomendamos a leitura
de [13]. Um resultado que nos serd bastante ttil é que o nimero méaximo
de segmentos no envelope superior de n segmentos de curvas de grau § é
limitado por Asio(n).

A maioria das LPC terd sua complexidade descrita em fungdo destes
trés parametros, §, n e m. Porém, as LPC baseadas em estruturas de fecho
convexo dinamico funcionam apenas com segmentos de retas. Uma outra
LPC que estudaremos, o heap cinético, nao estd limitado a retas ou pseudo-
retas, porém analisar sua complexidade no caso § > 1 ainda é um problema
de pesquisa, para o qual os resultados conhecidos nao sao satisfatérios.

Como mencionamos anteriormente, um paradigma usual para o projeto
de estruturas de dados cinéticas usa uma lista de eventos. Esta lista de even-
tos armazena uma espécie de prazo de validade de cada teste do algoritmo
estatico. Se, a cada evento processado, precisamos alterar O(f(n)) eventos,
dizemos que a estrutura tem localidade O(f(n)). A localidade da estrutura
serve para avaliar o impacto causado pela falha de um teste, ou seja, pelo
processamento de um evento.

Ao analisarmos estruturas desenvolvidas neste paradigma as vezes é util
separar a analise em duas partes. Em uma delas calculamos o nimero
maximo de eventos processados e na outra o tempo gasto para processar um

evento.



CAPIiTULO 3

Heap Cinético

A estrutura de dados mais usada para se manter o maximo de um con-
junto ordenado, submetido a operagoes de insercao e remocao, é o heap
bindrio, ou simplesmente heap. Como veremos, é extremamente simples
construirmos sua versao cinética, o chamado heap cinético. Porém, em con-
traste com a simplicidade algoritmica do heap cinético, sua analise se mostra
bastante complicada e a maior parte dos resultados tedricos ainda sao insa-

tisfatorios. Algumas referéncias para o heap cinético sao [3, 4, 9].

3.1. Versao Estatica

Um heap binario é uma &arvore binaria cheia onde cada vértice esté as-
sociado a um elemento de um conjunto ordenado, através de uma bijegao.
Para tornarmos as explicagoes mais claras, muitas vezes nao faremos dis-
tingao entre os vértices e os elementos associados a eles, como ilustrado a
seguir. Em um heap bindrio, todo vértice é maior que seus descendentes (o
elemento associado a todo vértice é maior que os elementos associados aos
seus descendentes). Chamamos esta propriedade de ordenagao de heap. Um

heap bindrio esta representado na figura 3.1.

(12)
W (8

FicurA 3.1. Heap bindrio com 9 elementos.

9
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Este heap (estdtico) suporta as operagoes de inser¢ao, remocao e de-
terminacao do elemento méaximo. Determinar o maximo é bastante simples,
pois o elemento méximo estd sempre na raiz da arvore. Qutra operacao, cha-
mada de extragao do maximo, consiste em determinar o elemento maximo
e em seguida remové-lo.

Para se inserir um novo elemento cria-se uma nova folha tomando cui-
dado para manter a arvore cheia. A esta folha associa-se o novo elemento.
Isto pode violar a ordenacdao de heap. Para restabelecé-la, basta subir na
arvore a partir da nova folha trocando, enquanto a ordenacgao for violada,
os elementos associados ao pai e ao filho na arvore.

Para remover um elemento, a idéia mais intuitiva seria comecar no ele-
mento que se deseja remover e descer ao longo da arvore, subindo sempre um
nivel com o maior dos filhos. Esta estratégia preserva a ordenacao de heap,
mas nao mantém a arvore cheia. Como o fato da arvore ser cheia é essencial
para a andlise de complexidade, adota-se outra estratégia. Remove-se da
arvore uma folha que mantenha a arvore cheia. Possivelmente este nao é o
elemento que desejamos remover. Associa-se entao o vértice do elemento que
desejamos remover ao elemento da folha removida. A arvore agora é cheia e
tem os elementos desejados, porém nao respeita a ordenacao de heap. Para
restaurar a ordenacao, deve-se descer na arvore, a partir do vértice alterado,
trocando cada vértice com seu maior filho, parando quando a ordenagao for
restaurada.

Para analisarmos a eficiéncia de um heap binario com n elementos, basta
notarmos que a operacao de determinacao do maximo pode ser feita em
tempo O(1), enquanto que insergoes e remogoes podem ser feitas em tempo

proporcional & altura da arvore, que é O(lgn), pois a arvore é cheia.

3.2. Versao Cinética

No heap cinético, os elementos associados aos vértices sao funcoes do

tempo. Inicia-se a arvore como um heap estatico, usando os valores das
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FicurA 3.2. Heap cinético ao longo do tempo.

funcoes computados no tempo inicial. Para cada né interno, agendamos um
evento potencial no instante em que o primeiro filho vai se tornar maior que
o né interno. Os eventos potenciais sao armazenados na lista de eventos,
que é uma outra lista de prioridades (possivelmente um heap), permitindo
a determinacao do evento que ocorre primeiro no tempo.

Para avancar no tempo, é preciso fazer o que chamamos de processar um
evento. Extrai-se o primeiro evento da lista de eventos, ajustando o relégio
da estrutura para o tempo deste evento. Em seguida, troca-se a posicao
dos dois vértices do evento. Este comportamento estd ilustrado na figura
3.2. Na troca, diz-se que o elemento que era filho antes do evento sobe e o
elemento que era pai antes do evento desce. Com a troca, a ordenacgao de
heap continuard valida. A lista de eventos também precisa ser atualizada.
No maximo trés eventos precisam ser reagendados, como mostra a figura
3.3. O tempo de nenhum outro evento é alterado. A localidade da estrutura
é, portanto, O(1). Pode-se repetir este procedimento até que o elemento da
raiz seja alterado ou até um tempo pré-estabelecido, se for conveniente.

As operagoes de insercao e remocgao no heap cinético sao realizadas de
modo semelhante ao caso estatico. Vérios eventos, porém, precisam ser re-

agendados. O numero de eventos reagendados em uma inser¢ao ou remogao
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Ficura 3.3. Processando um evento em um heap cinético.
Apenas os eventos correspondentes aos vértices pontilhados
precisam ser reagendados.

é, no maximo, proporcional a altura da arvore. Em um heap cinético com n
elementos o nimero de eventos simultaneamente na lista de eventos é O(n).
Cada evento pode ser reagendado em tempo O(lgn). Multiplicando as com-
plexidades, uma operacao de insercao ou remocao em um heap binario com
n elementos leva tempo O(Ig®n).

Até aqui todas as andlises foram bastante simples. Falta porém respon-
dermos uma pergunta crucial: Quantos eventos sao processados no maximo
por um heap cinético? Esta pergunta mostrou-se surpreendentemente nao
trivial.

O caso mais simples é quando todos os n elementos sao retas (ou pseudo-
retas) e nao ha qualquer insergao ou remocao. Neste caso, o autor provou
em [9] um limite justo de O(nlgn) para o nimero de eventos de um heap
cinético bindrio. Antes sabia-se que o ntmero méximo de eventos de um
heap cinético binério era Q(nlgn) e O(nlg?n).

Antes de provarmos este resultado, vamos generalizar o conceito de heap
cinético, para o que definimos como uma arvore com ordenacao de heap.
Uma arvore com ordenacao de heap é uma arvore enraizada qualquer com
elementos associados aos seus vértices por uma bijecao. Como no heap
binério, todo elemento deve ser maior que seus descendentes. Os algoritmos

apresentados para o heap cinético também funcionam para produzirmos uma
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versao cinética das arvores com ordenagao de heap, embora as complexidades
de tempo possam ser diferentes.

Ao tratarmos de uma &rvore cinética com ordenacao de heap K, os
elementos mudam de posigao ao longo do tempo. Portanto, quando a posicao
dos elementos é relevante, usamos K; no lugar de K, onde K; significa a
arvore K no tempo t. Caso ocorra um evento no tempo t, a posicao dos
elementos na arvore nao esta definida neste instante. Neste caso denotamos
por K;_ e K;; as arvores imediatamente antes e imediatamente depois do
tempo t. Denotamos por K_., e K o as arvores antes do processamento
de qualquer evento e depois do processamento de todos os eventos.

Definimos (K¢, v), o nivel do vértice v na arvore K, como a distancia
(ntimero de arestas) de v até a raiz da arvore K;. Usamos a mesma notacao
[(Ky, f) para o nivel de um elemento f, que é definido como o nivel do vértice

correspondente a f.

LEMA 3.1. Em uma drvore cinética com ordenacdo de heap K armaze-
nando retas, para todo elemento f € K, hd no mdzimo [(K_, f) eventos

em que f sobe.

DEMONSTRAGAO. Definimos ¢(Ky, f) como o nimero de ancestrais de
f em K; com coeficiente angular menor que o coeficiente angular de f, ou
seja, o numero de ancestrais de f que assumirdo valores menores que o de
f em algum tempo maior que t. Claramente, para todo elemento f, temos
P(K -0, [) = UK -o0, f) € ¢(Kto0, [) = 0.

Digamos que, no evento ocorrido em um tempo ¢ qualquer, o elemento
p desce e o elemento ¢ sobe. Para provarmos o lema, basta provarmos que
O(Kiy,c) < ¢(Ki—,c) e que, para todo elemento f, temos ¢(Kyy, f) <
6(Ki, f).

Seja S o conjunto dos elementos de K. Vamos particionar S\ {p,c} em
trés conjuntos, conforme a figura 3.4:

S1={f €S\ {p,c}: f nao é descendente de p em K;_},
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Ficura 3.4. Particionamento da arvore usado na prova do
lema 3.1.

So={f € S\ {p,c}: f édescendente de c em K;_},

Sz ={f € S\ {p,c}: f é descendente de p mas ndo de c em K;_}.

Claramente, se f € S1 U Sy, entao ¢(Ky, f) = ¢(K;—, f), pois os ances-
trais de f em K;— e em K;, s80 0s mesmos.

Para f € S3 notamos que se p desce e ¢ sobe no evento, entao o coefici-
ente angular de ¢ é maior que o coeficiente angular de p. Segue entao que
O(Kis, f) < o(Ki—, f)-

Temos também ¢(Kyy,p) = ¢(Ki—,p), pois o tnico elemento acrescido
ao conjunto de ancestrais de p foi ¢, o qual tem coeficiente angular maior
que o de p.

Finalmente ¢(Ky4,p) = ¢(K;—,p) — 1, pois p foi removido do conjunto
de ancestrais de ¢ e o coeficiente angular de p é menor que o coeficiente

angular de c. O

Provamos, também, que os limites superiores obtidos acima sao justos,

usando um argumento analogo ao de [3]:

LEMA 3.2. FExiste drvore cinética com ordenacao de heap K armaze-
nando retas onde, para todo elemento f € K, sdo processados pelo menos

I(K_s, [) eventos em que f sobe.
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DEMONSTRAGAO. Vamos considerar que as fungoes lineares armazena-
das no heap sdo retas tangentes a parabola y = t2. Toda funcdo é maxima
no ponto de tangéncia, estando entao na raiz da arvore neste instante. Como
em cada evento apenas um elemento sobe na arvore, para que o elemento
f chegue a raiz, partindo de sua posig¢ao inicial (quando ¢ = —o0), sao

necessarios {(K_n, f) eventos em que f sobe. O

Destes lemas segue diretamente:

TEOREMA 3.3. Um heap cinético bindrio armazenando n retas processa

no mdzrimo O(nlgn) eventos.

Embora tenhamos usado a terminologia de retas, todos os resultados
acima também sao vélidos para heaps armazenando um conjunto de pseudo-
retas. As demonstragoes sao analogas, tendo apenas o cuidado de, no lugar
do coeficiente angular, usar a ordem em que as funcoes se interceptam.

Quando os n elementos sao segmentos de retas (ou seja, hd n insergoes
e n remogoes), o Unico limite superior conhecido para o nimero de eventos
¢ O(ny/nlgn) [3]. O tnico limite inferior conhecido é Q(nlgn) [3]. Antes
de provar este limite superior, provaremos outro resultado de geometria
combinatoria, apenas para nos familiarizarmos com o tipo de demonstracgao.

Dado S, um conjunto de retas no plano, chamamos de k-ésimo nivel
de S a linha poligonal infinita formada por segmentos de S tal que cada
segmento tem k — 1 retas acima dele (figura 3.5). Determinar o nimero
maximo de segmentos do k-ésimo nivel é um problema reconhecidamente
dificil (referéncias para este problema podem ser encontradas na introdugao

de [6]). Provaremos um limite superior.

TEOREMA 3.4. O k-ésimo nivel de um conjunto S de n retas tem O(nv/k)

segmentos.
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Ficura 3.5. Um conjunto de retas com o terceiro nivel destacado.

DEMONSTRAGAO. Consideraremos, como usual, as retas como funcao do
tempo. Como usaremos uma notacao muito semelhante a usada até agora,
nao definiremos explicitamente algumas notagoes.

Primeiro, notamos que existem dois tipos claramente distintos de trocas
que podem definir o inicio de um novo segmento no k-ésimo nivel: nas trocas
do tipo (i) a reta que estava no nivel k — 1 troca de lugar com a reta no nivel
k, enquanto nas trocas do tipo (ii) a reta que estava no nivel k£ + 1 troca de
lugar com a reta no nivel k. Podemos considerar apenas as trocas do tipo
(ii), pois as trocas do tipo (i) para o k-ésimo nivel sdo trocas do tipo (ii)
para o nivel kK — 1. Portanto provar que o nimero de trocas do tipo (ii) é
O(nvk), implica na prova do teorema.

Seja p(r) a posicao da reta r na lista das retas de S em ordem decrescente
de coeficiente angular. Em um instante de tempo ¢, definimos R; como o

conjunto de retas acima ou sobre o k-ésimo nivel no instante ¢ e definimos:

P = Z p(r).

reR
Claramente P_,, = O(nk). Se no instante de tempo ¢, hd uma troca da

reta no k-ésimo nivel com a reta no nivel k + 1, entao Py < P;_.
Usaremos um artificio para calcular um limite superior para o nimero
de trocas do tipo (ii). Vamos particionar estas trocas em dois conjuntos,
usando uma constante B. No primeiro conjunto colocamos as trocas que
reduziram o valor de P, em mais de B unidades e no segundo as trocas que

reduziram o valor de P; em menos de B ou exatamente B unidades.
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O ntdmero de trocas do primeiro conjunto é claramente O(nk/B). J&
o numero de trocas do segundo conjunto pode ser determinado usando o
fato de que, para cada reta r, existem apenas O(B) retas r’ com coeficiente
angular maior que r tais que p(r) —p(r’) < B. Portanto, o ntimero de trocas
do segundo conjunto é O(nB).

Fazendo B = O(\/E) temos que o nimero de trocas do primeiro e do

segundo conjunto sdo ambos O(nv/k), concluindo a prova. O

Usando uma argumentacao semelhante, em [3] prova-se:

LEMA 3.5. Um heap cinético inicialmente contendo no mdrimo n ele-
mentos, submetido a no mdzimo n operacoes de insercdo e remoc¢ao, onde
todos os elementos sdo funcoes lineares do tempo, processa O(ny/nlgn)

eventos.

DEMONSTRAGAO. Definimos r(f) como a posicao de f na lista, ordenada
crescentemente por coeficiente angular, de todos os elementos que serao
inseridos. Definimos ¢(Ky, f) = (K, f)r(f) (onde I(Ky, f) é a distancia,
no heap K, de f até a raiz) e o potencial ¢(K;) = >, ¢(Ky, f). Antes de
inserirmos qualquer elemento, como o heap ja inicia com O(n) elementos,
o potencial ¢(K;) é O(n?lgn). Vamos analisar a variagio desta fungdo
potencial ao processarmos um evento, inserirmos um elemento e removermos
um elemento.

Ao processarmos um evento, no tempo t, onde p desce e ¢ sobe, como
r(c) > r(p) e $(Kis) = d(Ki) —r(e) +(p), temos ¢(Kis) < o(Ki-).

Para inserirmos um elemento f, comegamos colocando o elemento em
uma nova folha, aumentando o potencial do heap em (K, f)r(f) = O(nlgn).
Entao vamos trocando o novo elemento com seu pai até que a ordenacao de
heap seja restaurada. Fazemos O(lgn) trocas deste tipo, e cada troca au-
menta o potencial em O(n). Portanto, uma inser¢cao aumenta o potencial

em O(nlgn) e n inser¢des podem aumentar o potencial em O(n?lgn).
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Para removermos um elemento do heap, colocamos uma folha no lugar
do elemento que desejamos remover e descemos com este elemento até que
a ordenacao do heap seja restaurada. O potencial do heap, na remocao, cer-
tamente diminui, pois nenhum elemento terd seu nivel aumentado (movido
para baixo) neste processo.

Com isto, provamos que o heap cinético com n inser¢bes e remogoes
processa no méaximo O(n?lgn) eventos, mas j& sabfamos, trivialmente, que
o ntimero de eventos é O(n?). Mas podemos usar um argumento anélogo ao
do teorema 3.4.

Vamos particionar os eventos em dois conjuntos, usando uma constante
B. No primeiro conjunto colocamos os eventos que reduziram o potencial
do heap em mais que B e no segundo conjunto os eventos que reduziram o
potencial do heap em no maximo B.

Como o potencial inicial e os acréscimos no potencial somam no maximo
O(n?1gn), o nimero de eventos no primeiro conjunto é O(n?lgn/B). J& o
nimero de elementos no segundo conjunto é O(nB). Fazendo B = y/nlgn,

temos que o numero total de eventos é O(ny/nlgn). O

Deste lema segue:

TEOREMA 3.6. Um heap cinético sempre contendo mo mdrimo n ele-
mentos, submetido a m operacoes de insercdo e remocao, onde todos o0s

elementos sao fungoes lineares do tempo, processa O(m+/nlgn) eventos.

DEMONSTRAGAO. Podemos dividir o tempo em m/n fatias, a cada n
insergoes. Como cada fatia inicia com no maximo n elementos e nela ha
apenas n insercoes, entao podemos aplicar o lema 3.5 em cada fatia. Assim,
em cada fatia sao processados O(ny/nlgn) eventos e, nas m/n fatias, sao

processados O(m+/nlgn) eventos. O

Quando os n elementos sao funcoes que podem se interceptar mais de

uma vez, nenhum resultado nao trivial é conhecido.
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Uma variagao do heap cinético é, no lugar de usarmos uma Aarvore
bindria, usarmos uma &arvore k-aria. Por isso enunciamos os lemas 3.2 e
3.1 usando arvores com ordenacao de heap, e ndo heaps binérios. O nimero
méaximo de eventos processados em uma arvore k-aria é O(nlgn/lgk). O
tempo para processar um envento, entretanto é O(k 4 1g(n/k)). O tempo
total é o produto dessas quantidades e é minimizado fazendo k = O(lgn).
Neste caso a complexidade de tempo do heap cinético varrendo n retas é

O(nlg®n/lglgn).



CAPI{TULO 4

Torneio Cinético

O torneio cinético é uma lista de prioridades cinética conceitualmente
simples e eficiente. Sua maior desvantagem é nao oferecer localidade O(1),

mas sim localidade O(lgn). Algumas referéncias sao [2, 4, 6.

4.1. Versao Estatica

Um algoritmo estatico cldssico para determinar o maximo de um con-
junto de n elementos é baseado em divisao e conquista e esta escrito na figura
4.1. Este algoritmo é 6timo, realizando exatamente n — 1 comparacoes. Em
uma méquina paralela com n (ou n/lgn) processadores, o algoritmo tem
complexidade de tempo O(lgn).

Maximo(S)
{
Se [5] <2
Retorne max(S[1], S[2])
Particione S em dois conjuntos S; e So com |S1| — [S2| < 1
Retorne max(Maximo(.S1),Maximo(.S2))

F1GURA 4.1. Algoritmo para determinar o elemento méximo
de um conjunto usando divisao e conquista.

As comparagoes feitas pelo algoritmo formam o que é chamado de drvore
de torneio. Uma arvore de torneio de um conjunto S é uma arvore estrita-
mente bindria com |S] folhas, cada folha armazenando um elemento distinto
de S. Cada né interno armazena o maior elemento armazenado em um de
seus filhos. Consequentemente, o elemento armazenado em um né interno v
é o elemento maximo da sub-drvore com raiz v. Uma arvore de torneio esta

representada na figura 4.2.

20
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FIGURA 4.2. Arvore de torneio com 5 elementos.

(5 | (5 . (3
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FiGurA 4.3. Torneio cinético ao longo do tempo.

4.2. Versao Cinética

E facil transformar esta drvore de torneio no que chamamos de torneio
cinético. No torneio cinético os elementos da arvore nao sao mais numeros
reais, mas sim fungoes continuas do tempo. Em todo instante ¢, a nossa fila
de eventos contém um evento potencial para cada né interno v tal que um
filho f de v ird se tornar maior que v no instante ¢ > t. A chave do evento
é o tempo t'. A figura 4.3 mostra as atualizacoes da arvore de torneio ao
longo do tempo quando os elementos sao retas.

O torneio cinético nao tem localidade O(1), mas sim localidade O(lgn),
pois o processamento de um evento pode alterar todos os eventos do caminho

até a raiz da arvore. A complexidade de tempo para processar um evento
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depende do niimero de vértices do torneio que sao alterados no processa-
mento do evento. Para cada vértice alterado na arvore, um evento potencial

deve ser reagendado na lista de eventos.

TEOREMA 4.1. Em wum torneio cinético com n retas, hd no mdzrimo
O(nlgn) alteragoes na drvore. Consequentemente, a complexidade de tempo

do torneio cinético em um cendrio (6 = 1,n) ¢ O(nlg*n).

DEMONSTRAGAO. H4 no méximo n alteragoes do elemento presente na
raiz da arvore, pois cada reta s6 pode aparecer uma vez no envelope su-
perior de um conjunto de retas. Para todo vértice v o niimero maximo de
alteracgoes do elemento contido em v é igual ao numero de folhas da sub-
arvore enraizada em v, pelo mesmo argumento. Somando as alteragoes de
todos os vértices chegamos ao valor de O(nlgn). Para calcular a comple-
xidade de tempo basta multiplicar pelo tempo de O(lgn) por alteragdo na

arvore. O

Esta prova nos indica como fazer a andlise para o caso de n curvas de

grau 6. A idéia da prova estd exemplificada na figura 4.4.

FiGurA 4.4. Envelopes superiores das sub-arvores enraiza-
das em cada n6 da arvore de torneio, com o niimero de seg-
mentos dos envelopes superiores destacados.

TEOREMA 4.2. Em um torneio cinético com n curvas de grau 0, hd no
mazimo O(As(n)lgn) alteragées na darvore. Consequentemente, a complexi-

dade de tempo do torneio cinético em um cendrio (6,n) é O(As(n)lg?n).
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DEMONSTRACGAO. O envelope superior de n fungdes com cada par de
fungbes se interceptando 0 vezes tem complexidade O(As(n)). Somando

todos os niveis da arvore temos:

Ign

S ids(n/i) < As(n) lgn.
i=1
O
Para analisarmos o cendrio (d,n, m), com m segmentos de curvas de grau

0 tal que no maximo n segmentos coexistem no mesmo instante de tempo,

primeiro provamos um lema:

LEMA 4.3. Em um torneto cinético armazenando inicialmente n curvas
de grau §, sujeito a no mdrimo n inser¢ées e n remog¢oes, hd no mdxrimo

O(Ms12(n)lgn) alteragées na drvore. O(\s(n)lg®n).

DEMONSTRAGAO. Consideraremos o torneio cinético varrendo um cenario
com no maximo 2n segmentos de curvas de grau ¢§, pois o cenario do lema
é um caso especifico deste cendrio. O envelope superior de 2n segmentos de
curvas de grau ¢ tem complexidade O(As42(n)). Somando todos os niveis
da arvore temos:

Ign

> idsa(n/i) < Aspa(n)lgn.
=1

Deste lema segue:

TEOREMA 4.4. Em um torneio cinético varrendo um cendrio (6,n,m),
hd no mdzimo O(m/nAsi2(n)lgn) alteragoes na drvore. Consequentemente,
a complezidade de tempo do torneio cinético em um cendrio (§,n,m) €

O(m/nAs12(n)lg’n).

DEMONSTRAGAO. Podemos dividir o cendrio em m/n fatias verticais,

tais que hd no maximo n inser¢oes e n remocoes em cada fatia. Certamente
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Cenério Torneio Binario Torneio 1g n-ario
(0 =1,n) n retas O(nlg®n) O(nlg®n/l1glgn)
(6 = 1,n,m) m seg- | O(mlg®n) O(mlg®n/lglgn)

mentos de reta, com
n simultaneos
(6,n) n curvas de | O(nis(n)lg®n) O(\s(n)1g%n/1glgn)
grau §
(6,n,m) m segmen- | O(m/nAs(n)lg?n) | O(m/nrs(n)lg*n/lglgn)
tos de curva de grau
0, com n simultaneos
TABELA 4.1. Complexidades de tempo do torneio cinético.

cada fatia inicia com no maximo n elementos armazenados. Usando o lema

4.3 em cada fatia, o teorema segue. U

Para melhorar as complexidades de tempo, quando o valor de n pode
ser estimado previamente, é possivel construir um torneio cinético lgn-ario,
conforme sugerido em [6]. A andlise a versao lg n-dria do torneio cinético é
andloga e nao sera apresentada. Todas as complexidades de tempo sao di-
vididas por lglg(n). Para maior clareza, resumimos todas as complexidades

de tempo na tabela 4.1.



CAPIiTULO 5

Heater Cinético

Neste capitulo estudaremos a primeira estrutura a unir a localidade de
O(1) do heap cinético a eficiéncia provada do torneio cinético. Esta estrutura
é randomizada, e as complexidades de tempo sdo esperancas, com relagao a

randomizacao interna da estrutura.

5.1. Versao Estatica

Para introduzirmos o heater, precisamos definir o que é um treap [1].
Dado um conjunto de elementos, onde cada elemento tem uma prioridade e
uma chave (ambos pertencentes a um conjunto totalmente ordenado e todos
distintos), um treap é a tnica arvore que é a0 mesmo tempo uma arvore
bindria de busca com relagao as chaves e respeita a ordenacao de heap nas
prioridades. Uma arvore bindria de busca é uma arvore bindria enraizada
onde todo vértice corresponde a um elemento de um conjunto ordenado e
todo vértice é maior que seus descendentes na sub-arvore esquerda e menor
que seus descendentes na sub-drvore direita. Um treap estd ilustrado na
figura 5.2. A prova de que, para qualquer conjunto de elementos, existe
exatamente um treap é imediata a partir do algoritmo de construcao da
figura 5.1.

Claramente um treap com n elementos pode ter altura n—1, basta fazer a
chave igual a prioridade. Este caso é extremamente ineficiente para qualquer
aplicacao razodvel. Porém, em [1] mostrou-se que, caso as prioridades dos
elementos sejam obtidas a partir de uma permutagao aleatéria, a altura
esperada do treap é O(lgn). Este fato faz do treap uma estrutura de dados

muito 1util, suportando as operagoes de busca, inser¢ao e remog¢ao em tempo

25
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Treap(S)

{

Se |S| =0
Retorne

x «+ elemento de S com maior prioridade
Sy « {e € S|e.chave < z.chave}
Sy — {e € S|e.chave > z.chave}
x.filhoEsquerdo < Treap(S)
x.filhoDireito < Treap(S2)

Ficura 5.1. Algoritmo de construgao do treap.

QD .
G @ p: prioridade
@ @ @ c: chave

BOCY

Ficura 5.2. Exemplo de Treap.

esperado O(lgn). A busca é trivial, pois o treap é uma arvore binaria de
busca. Para inserirmos ou removermos elemento, entretanto, devemos usar

rotagdes como as ilustradas na figura 5.3.

rotacado direita

N

g a

a b Ny g

rotacdo esquerda

FicuraA 5.3. Rotacoes para a direita e esquerda.

Para inserir um elemento, fazemos a busca de sua chave e colocamos
0 novo elemento na respectiva folha. Enquanto a ordenacéo de heap for
violada, fazemos a rotagao apropriada, subindo o elemento em um nivel.
Para remover um elemento, usamos rotacoes para levar o elemento até uma

folha e entao removemos diretamente. Um resultado impressionante provado
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em [1] é que o nimero esperado de rotagdes realizadas em uma operacao de
insercao ou remogao é menor ou igual a 2.

Em [2], foi proposta uma lista de prioridades cinética fortemente baseada
no treap. No lugar das prioridades serem aleatorias e as chaves definidas,
faz-se o contrario. Nesta estrutura, chamada heater, as chaves aleatérias
servem para manter a arvore balanceada. Em principio, isto parece pouco
interessante, pois com a estratégia simples do heap, podemos manter a arvore
deterministicamente balanceada. A grande vantagem do heater é que, de-
vido a aleatoriedade da estrutura, foram obtidos resultados justos para sua
complexidade.

As insergoes e remogoes no heater sao realizadas de modo analogo ao
treap. Infelizmente, o limite de O(1) para o nimero esperado de rotagoes
em uma inser¢ao ou remocgao nao é mais valido. Isto acontece devido ao fato
da prioridade do elemento inserido nao ser aleatdria, podendo ser sempre
maior do que a de todos os demais elementos, por exemplo. Ainda assim, as
complexidades da insercao e remogao sao claramente limitadas pela altura
da drvore. O lema a seguir (provado em [2]) afirma que a arvore é balanceada

no caso esperado, tendo altura logaritmica.

LEMA 5.1. O wvalor esperado da altura de um heater com n elementos €

O(lgn).

DEMONSTRAGAO. Sabe-se que o valor esperado da altura de um treap
com n elementos é O(lgn). No heater, as chaves aleatérias definem uma
bijecao entre a ordenacao das prioridades e a ordenacao das chaves. Esta
bijegao aleatdria é escolhida uniformemente dentre as n! bije¢cGes. Portanto,
a estrutura probabilistica da arvore é a mesma que se as chaves fossem

definidas e as prioridades aleatdérias, o que é o caso do treap. O

Como o heater é uma arvore com ordenacao de heap, o elemento de maior

prioridade estd sempre na raiz, podendo ser determinado eficientemente.
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5.2. Versao Cinética

Os eventos do heater sdo agendados da mesma maneira que no heap.
Para cada né interno, agenda-se um evento para o instante de tempo em
que o primeiro filho do né ird tornar-se maior que o pai. Processar o evento
no heater, entretanto, é diferente de processar um evento no heap. No lugar
de apenas trocar dois vértices pai e filho, é necessario fazer uma rotacao
para a direita ou para a esquerda. Ainda assim, a localidade da estrutura é
claramente O(1).

Para analisarmos o niimero de eventos processados em um heater cinético,
precisamos fazer uma analise probabilistica. Os resultados a seguir também

sao de [2]. Primeiro provamos um lema:

LEMA 5.2. Em um heater aleatorio com pelo menos k > 2 elementos, a
probabilidade do k-ésimo elemento de maior prioridade ser filho do k — 1-

ésimo elemento de maior prioridade € igual a 2/k.

DEMONSTRAGAO. Vamos chamar de f; o i-ésimo elemento de maior pri-
oridade. Caso o heater tenha n > k elementos, podemos desconsiderar todos
os elementos de fr11 até f,, podando a drvore com a remogao desses elemen-
tos. Assim, restringimos nossa andlise ao caso de um heater armazenando
exatamente k elementos.

Certamente o elemento fi é uma folha. Este elemento fi serd filho de
fr—1 se e sé se ndo existir nenhum elemento (de f; até fr_2) com chave
entre a chave de f; e a chave de fr_1. Como a ordenagao das chaves é
uma permutagao aleatodria, a probabilidade das chaves de fi e fr_1 serem

consecutivas na permutacao é 2/k. (]
Entao, nos baseando em um teorema de Clarkson e Shor [8] concluimos:
TEOREMA 5.3. O numero esperado de eventos processados por um hea-

ter cinético em um cendrio (0,n) € O(As(n)lgn). Cada evento leva tempo

O(lgn) para ser processado.
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Ficura 5.4. Tlustragao do k-ésimo nivel em um arranjo de
curvas. O terceiro nivel esta destacado.

DEMONSTRAGAO. O tempo de processamento de cada evento é clara-
mente O(lgn), tempo para reagendar eventos na fila de eventos. Provaremos
o limite do nimero de eventos processados.

No capitulo 3, definimos o k-ésimo nivel em um arranjo de retas. Agora
precisamos extender esta definicdo a curvas. Definimos entdo o k-ésimo
nivel em um arranjo de fungoes do tempo como a seqiiéncia de segmentos
correspondentes a k-ésima funcao de maior valor ao longo do tempo. Um
exemplo estd na figura 5.4.

Denotamos por my o ntumero de vértices no k-ésimo nivel do arranjo A.
Pelo lema 5.2, e usando a linearidade da esperanca, o nimero esperado de

eventos é

n—1 n—1
Z mk2/l<: = Z ka(l/k)
k=1 k=1

Usando soma por partes, substituimos my por sua soma parcial M =
> 1<i<k M- Em [8], Clarkson e Shor provaram que Mj, = O(kAs;(n)). Fa-

zendo os calculos:
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n—1 n n—1
> miO(1/k) = MyO(1/k)| + > M1 O(1/k?)
k=1 I k=1

n—1
= 0(As(n)) + > O(As(n)/k)
k=1

n—1

= 0(Xs(n)) + O(A5(n)) Y O(1/k)
k=1
= O(Xs(n)lgn)

A prova do proximo teorema é andloga, por isso omitimos:

TEOREMA 5.4. O numero esperado de eventos processados por um heater
cinético em um cendrio (§,n,m) é O(m/nAsi2(n)lgn). Cada evento leva

tempo O(lgn) para ser processado.



CAPIiTULO 6

Hanger Cinético

Vimos duas estruturas com localidade O(1) até agora: o heap cinético
e o heater cinético. O heap cinético é uma estrutura bastante simples de
entender e implementar, porém nao sao conhecidos limites justos e eficientes
para o numero maximo de eventos processados. Em contrapartida, temos o
heater cinético que, embora possua uma andlise justa, é ligeiramente mais
complexo e tem duas desvantagens técnicas: a necessidade de armazenar
chaves e de realizar rotacoes, além de nao possuir versao k-aria conhecida.
Para unir os pontos positivos dessas duas estruturas, o autor criou uma nova
estrutura randomizada chamada hanger cinético [10].

O hanger cinético e seus algoritmos sao bastante semelhantes ao heap

cinético. Primeiro apresentamos a versao estatica.

6.1. Versao Estatica

Um hanger é uma arvore bindria com ordenagdo de heap. Assim como
no heap e no heater, existe uma bijecao entre os vértices da arvore e os
elementos. O critério usado para balanceamento é randomizado. Dado um
conjunto S com n elementos, o algoritmo da figura 6.1 constréi um hanger
com estes elementos. Neste processo de construgao inicial, os elementos sao
inseridos em ordem, do elemento de maior prioridade, para o elemento de
menor prioridade. Todo elemento é associado ao primeiro vértice da arvore
que ainda nao estd associado a nenhum elemento, sempre comecando da
raiz. Caso o vértice ja esteja associado a outro elemento, usa-se um bit
aleatério para descer para o filho direito ou esquerdo do vértice da arvore,

recursivamente.

31
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Hanger(.S)
{

Para todo e € S, em ordem decrescente de prioridade
Hang(e, raiz);

}

Hang(elemento e, né v)

{

Se v.elem = ¢
v.elem «— e
Retorne

b < BitAleatério()

Hang (e, v.filhoy)

F1cUrA 6.1. Algorimo para construir um hanger com um
conjunto inicial de elementos.

Pode-se notar pelo algoritmo de construcao que a arvore gerada nao é
necessariamente cheia. Entretanto, os bits aleatérios servem para balancear
a arvore, como provaremos mais tarde. Os algoritmos de insercao e remocao
de elementos em um hanger estao nas figuras 6.2 e 6.3.

A tnica diferenca da insercao para o processo inicial de construgao é
que, quando se descobre que o né em questao ja estd associado a outro
elemento, deve-se verificar qual o elemento de maior prioridade. Caso o
elemento que estamos inserindo tenha prioridade maior que o elemento que
esta previamente associado ao nd, os dois elementos devem ser trocados.

O algoritmo de delegao é extremamente simples. Iniciamos no vértice
associado ao elemento que desejamos remover, sempre descendo na arvore
subindo um nivel com o filho de maior prioridade.

Para analisarmos a complexidade da estrutura, precisamos provar uma
importante propriedade das operacoes de inser¢ao e remocao: dado um
um conjunto de elementos S, qualquer que seja a seqiiéncia de insercoes
e remocgoes, a partir de um hanger com um conjunto inicial de elementos
qualquer, que resulte em um hanger armazenando S, a distribuicao de pro-
babilidade do hanger obtido é a mesma. Por isto dizemos que as operacoes

de insercao e remocao preservam a aleatoriedade da estrutura. Gragas a esta
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Inserir(elemento e, né v)

{

Se v.elem =¢
v.elem «— e
Retorne
Se v.elem < e
Troque os valores de e e v.elem
b < BitAleatério()
hang (e, v.filhop)

FI1GURA 6.2. Algoritmo para inserir um elemento em um hanger.

Remover(né v)

{

Se v tem pelo menos um filho n3o nulo
v’ « filho de v com maior prioridade
v.elem «— v'.elem
Remover(v')
Sendo
v.elem «— ¢

F1GURA 6.3. Algoritmo para remover um elemento em um hanger.

propriedade, ao considerarmos um hanger com um conjunto de elementos
S, nao precisamos nos preocupar com o modo como ele foi obtido, se foram
ou nao realizadas insercoes e remocoes.

Nos lemas abaixo, denotamos o hanger criado com o algoritmo Hanger a
partir de um conjunto de elementos S por Hanger(S), o hanger obtido pela
inser¢ao de um elemento f em um hanger h por Inserir(h, f) e o hanger
obtido pela remog¢ao de um elemento f em um hanger h por Remover(h, f).

A prova do primeiro lema é simples e detalhes sdo omitidos.

LEMA 6.1. Inser¢ao preserva aleatoriedade, ou seja, Pr(Hanger(S U

{f}) = h) = Pr(Inserir(hanger(S), f) = h).

DEMONSTRAGAO. Digamos que cada elemento tenha uma seqiiéncia in-
finita de bits aleatérios gerados previamente. Considere que cada chamada a

BitAleatorio, tanto no procedimento Inserir quanto no procedimento Hang,
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retorne o primeiro bit aleatério nao usado na seqiiéncia de bits do elemento
e dos algoritmos das figuras 6.1 e 6.2 (esse bit é agora considerado usado).
E facil ver que o hanger construido por insercoes sucessivas, em qualquer
ordem, e o hanger construido com o procedimento hanger serd o mesmo se
e s0 se todos os bits aleatérios usados forem iguais. O lema segue como

conseqiiéncia. O

A prova do proximo lema é semelhante e serd omitida.

LEMA 6.2. Remocdo preserva aleatoriedade, ou seja, Pr(Hanger(S \

f) = h) = Pr(Remover(hanger(S), f) = h).

Para analisarmos a complexidade de tempo da insercao, remogao e cons-
trugcao do hanger, definimos a variavel aleatéria L,, como a distancia do n-
ésimo maior elemento armazenado até a raiz do hanger. Claramente, em
um hanger com n elementos, os procedimentos Hang, Inserir e Remover tém

complexidade de tempo O(E(Ly,)).
LEMA 6.3. E(Ly) <lgn.

DEMONSTRAGAO. No lugar de limitarmos E(L,) diretamente, provare-
mos que F(25n) = n. Pela desigualdade de Jensen, 27(*) < E(2%) e o lema
segue.

Seja r a raiz de um hanger com n elementos e r., 74 as sub-arvores
enraizadas nos filhos esquerdo e direito de 7, respectivamente. O ntimero de
elementos em 7, é uma varidvel aleatéria binomial com probabilidade 1/2,
variando de 0 até n — 1. O mesmo vale para ry. O numero de elementos na
mesma sub-arvore (ou 7 ou r4) do n-ésimo maior elemento é 1 mais uma
varidvel aleatéria binomial com probabilidade 1/2, variando de 0 até n — 2.

Com isto, podemos construir a recorréncia:

By =S (” - 2> 2B (214).

1=0
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Para provarmos que F(257) = n usamos inducio. Aplicando a hipétese

de indugao e a propriedade binomial de absorcao [11], que diz

n n—1
k(k) = (k: B 1)71, obtemos:

O

Com isto terminamos a analise do hanger estatico. A versao cinética é

uma extensao natural.

6.2. Versao Cinética

Assim, como no heap cinético, mantemos uma lista de eventos agen-
dando, para cada né interno do hanger, o instante de tempo em que um
dos filhos ird tornar-se maior que o pai. Para processarmos o evento, basta
trocarmos as posigoes dos elementos pai e filho entre si, e reagendarmos
os eventos adjacentes. Com isto, é claro que a localidade da estrutura é
O(1) e o tempo de processar um evento é O(lgn), tempo necessario para
reagendar eventos. Antes de analisarmos o nimero maximo de eventos pro-
cessados, enunciamos que o processamento de um evento preserva a ale-
atoriedade da estrutura. FEste lema é semelhante aos lemas 6.1 e 6.2, e
omitimos a prova. Como os elementos sdo funcées do tempo, denotamos
por Hanger;—(S) o hanger contendo os elementos de S logo antes do ins-
tante ¢t e por Hangery1(S) o hanger contendo os elementos de S logo ap6s

o instante t.
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LEMA 6.4. Intersecdo preserva aleatoriedade. Mais precisamente, seja
h = Hanger,—(S). Se os dois elementos que se interceptam no tempo t nao
sao pai e filho em h, entao Pr(Hangeri—(S) = h) = Pr(Hanger:(S) =
h). Se os dois elementos que se interceptam no tempo t sao pai e filho
em h, e h' é o hanger com esses dois elementos trocados entre si, entdo

Pr(Hanger,—(S) = h) = Pr(Hangery+(S) = 1/).

Agora podemos usar uma estratégia semelhante a usada no heater para

limitarmos o ntimero de eventos processados.

LEMA 6.5. Seja h um hanger com m > n elementos f1 > fo > ... > fm.

A probabilidade de fn+1 ser filho de f, em h € O(1/n).

DEMONSTRAGAO. Primeiro, a probabilidade de f,11 ser filho de f, é
igual a probabilidade de f; ser descendente de f,, para qualquer j > n.
Isso é claramente verdade, pois ambas as probabilidades sdo iguais a 1/2%n.
Definimos p; = 1/ 2L Também definimos varigveis indicadoras v;, que valem

1 se f; é ancestral de f,, e valem 0 caso contrario. Claramente, FE(v;) = p;,

n—1

Ln:Zvie

=1

n—1
E(L,)=E <Z vi> .

i=1
Usando linearidade da esperanca e o Lemma 6.3,

n—1
> pi<lgn.
=1

Como isto vale para todo n e p; ndo depende de n, segue que p; = O(1/1).
Usando calculo finito, pode-se inclusive mostrar que p; < 1/(iIn2).

O

Com este resultado, podemos provar os préximos teoremas, usando a

mesma estratégia utilizada nesta tese para o heater:



6.2. VERSAO CINETICA 37

TEOREMA 6.6. O nimero esperado de eventos processados por um han-
ger cinético em um cendrio (6,n) é O(As(n)lgn). Cada evento leva tempo

O(lgn) para ser processado.

TEOREMA 6.7. O nimero esperado de eventos processados por um han-
ger cinético em um cendrio (§,n,m) € O(m/nAs;2(n)lgn). Cada evento

leva tempo O(lgn) para ser processado.

Tanto no heap cinético, quanto no torneio cinético, apresentamos uma
versao k-aria das estruturas. Fazendo k = O(lgn) foi possivel obter melhoras
na complexidade de tempo. O heater cinético nao possui generalizagao k-
aria conhecida. Ja no caso do hanger cinético, é extremamente natural
formular uma versao k-aria. No lugar de usarmos bits aleatérios, usamos
uma variavel aleatéria com k valores possiveis.

A complexidade de tempo de processar um evento em um hanger k-ario
com n elementos é O(k + lg(n/k)). Se k = ©(lgn), a complexidade de
tempo de processar um evento se mantém O(lgn). Temos que provar que
E(Ly,y), o valor esperado da distancia do n-ésimo maior elemento até a raiz

do hanger k-drio, é O(logy n).
LEMA 6.8. E(Ly,) = O(log; n).

DEMONSTRAGAO. A prova é muito semelhante a prova do lema 6.3. No
lugar de limitarmos F(Ly,,) diretamente, provamos que E(k%kn) = (k —
1)(n—1)+1.

A recorréncia probabilistica fica:

s S (1 () e

i=0
Usando novamente inducao e a propriedade de absor¢ao, como na prova

do lema 6.3, provamos que E(k%#n) = (k — 1)(n — 1) + 1. As contas nao

serao apresentadas. O
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A prova do lema a seguir é andloga a prova do lema 6.5.

LEMA 6.9. Seja h um hanger k-drio com m > n elementos f1 > fo >

. > fm. A probabilidade de fn4+1 ser filho de f, em h é O(1/(nlgk)).
E podemos analogamente provar os seguintes teoremas:

TEOREMA 6.10. O nidmero esperado de eventos processados por um han-
ger cinético k-drio em um cendrio (0,n) é O(A\s(n)lgn/lgk). Cada evento
leva tempo O(k + lg(n/k)) para ser processado. O produto do nimero de

eventos e do tempo para processar cada evento € minimizado com k =

O(lgn).

TEOREMA 6.11. O numero esperado de eventos processado por um han-
ger cinético k-drio em um cendrio (6,n,m) é O(m/nAsi2(n)lgn/lgk). Cada
evento leva tempo O(k+1g(n/k)) para ser processado. O produto do nimero

de eventos e do tempo para processar cada evento é minimizado com k =

O(lgn).
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Estruturas de fecho convexo dinamico

Uma das ferramentas mais fascinantes da matemadtica consiste em re-
duzir um problema que desejamos resolver a outro problema que sabe-
mos resolver. Esta técnica é amplamente usada na geometria computaci-
onal, principalmente gracas a dualidade ponto-reta, que explicaremos neste
capitulo. Com esta técnica, reduziremos o problema das listas de priori-
dade cinéticas (LPC) a uma outra estrutura de dados, a estrutura de fecho
convexo dinamico. Infelizmente, esta reducao sé funciona para o caso dos
elementos serem funcoes lineares do tempo. Além disso, as estruturas de
fecho convexo dinamico mais eficientes conhecidas sdo muito complexas e
de pouco interesse pratico. Ainda assim, o uso dessas estruturas reduz a

complexidade das LPC para fungoes lineares.

7.1. Fecho convexo dinamico

Dado um conjunto S de pontos no plano, F'C(S), o fecho convexo de S,
¢ o menor poligono convexo que contém todos os pontos de S (figura 7.1).
Claramente os vértices do FC(S) sao pontos de S. Dado S, FC(S) pode ser
construido em tempo O(nlgn), usando vérios algoritmos amplamente docu-
mentados na literatura. Mais adiante serd importante para nds, decompor o
fecho convexo em duas partes, chamadas de fecho convexo superior e fecho
convexo inferior. A primeira consiste dos vértices do fecho convexo que se
encontram acima do poligono e a segunda dos vértices que estao abaixo do
poligono. Possivelmente, os vértices extremos da esquerda e direita do fecho

convexo pertencem tanto ao fecho convexo superior quanto ao inferior.

39
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FiGURA 7.1. Fecho convexo de um conjunto de pontos.

Na versao dinamica do problema, o conjunto de pontos S pode sofrer
insercoes e remocoes. As estruturas de fecho convexo dinamico atualizam
FC(S) para insercoes e remogoes em S. De fato, as estruturas mais moder-
nas e eficientes nao armazenam F'C(S) explicitamente, mas permitem vérias
consultas a F'C(S). Para nés, basta nos limitarmos a dois tipos de consulta:
dado um vértice de F'C(S), determinar o préximo vértice no sentido horario;
dada uma direcao, determinar o vértice extremo naquela diregao.

A avaliacao de performance dessas estruturas é feita calculando a com-
plexidade de tempo das operacoes de insercao, remocao e consultas. Uma
das primeiras estruturas sugeridas (em 1981) foi a de Overmars e van Le-
euwen [12]. Esta estrutura tem inser¢do e remocdo em tempo O(lg?n),
onde n é o nimero de elementos armazenados na estrutura. As consultas
sao bastante eficientes, pois FC(S) é armazenado explicitemente.

Ap0s esta estrutura, nao houve nenhum progresso significativo até 2000,
quando Chan publicou, em [7], uma estrutura com inser¢ao e remocao em
tempo amortizado de O(lglJrE n). A constante e é arbitrariamente pequena,
mas as constantes ocultas na notacdo O dependem de €. As duas consultas
que nos interessam levam tempo O(lgn). Esta estrutura é extremamente
complexa e de pouco interesse pratico, ainda que com algumas simplificacoes
propostas em [6] especialmente para a aplicagdo em LPC.

Apds a estrutura do Chan, surgiu outra estrutura de fecho convexo
dindmico, proposta por Brodal e Jacob em [5]. Esta nova estrutura rea-

liza inser¢oes e remogoes em tempo O(lgnlglgn).
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FiGURrA 7.2. Pontos no plano primal e retas correspondentes
no plano dual.

7.2. Dualidade ponto-reta

Cada ponto do plano cartesiano é definido por um par de coordenadas
(o, B). Uma reta nao vertical pode ser definida por uma tnica equagao
y = ax — b. Se temos um plano, chamado primal, contendo pontos e retas,
podemos construir outro plano, chamado dual, da seguinte maneira: a cada
ponto («, ) do ponto primal associa-se uma reta y = ez — 3 no plano dual
e a cada reta y = ax — b no plano primal associa-se um ponto (a, b) no plano
dual (figura 7.2).

Esta transformagao nao seria util se nao tivesse propriedades importan-
tes (inclusive foi por causa dessas propriedades que apresentamos a equagao
da reta com o sinal negativo no coeficiente linear). Enunciamos algumas
propriedades tteis abaixo. Reservamos as letras p para ponto e r para reta,

possivelmente com indices. Definimos também '

como operador de duali-
dade. Assim, se p = («a, 3), p’ é a reta y = ax — (3, por exemplo.

Auto inverso: (p') =p

Reversdao de ordem: p estd acima de r no plano primal se e s6 se p’ esté
abaizo de v’ no plano dual.

Preservar intersecdo: r1 e To se interceptam no ponto p se e sé se p’

/ /
passa por ry e ;.
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Colinearidade/coincidéncia: Trés pontos sao colineares no plano primal
se e s0 se as trés retas correspondentes a eles no plano dual se interceptam
em um Unico ponto comum.

Provar estas propriedades é um exercicio simples. Uma outra propri-
edade, um pouco mais complexa, mas também ficil de ser demonstrada,
relaciona o fecho convexo inferior com o envelope superior: Seja S um con-
junto de pontos no plano primal e S’ o conjunto de retas correspondente no
plano dual. Os pontos do fecho convexo inferior de S, tomados no sentido
horério, correspondem as retas do envelope superior de S/, da esquerda para
a direita. Podemos inclusive associar os segmentos de reta dos envelopes
superior e inferior que interceptam uma reta vertical x = k no plano dual
aos pontos extremos nas direcoes perpendiculares a reta y = kx no plano
primal.

Na figura 7.2 algumas propriedades podem ser observadas. Os pontos
com rotulos 3, 5 e 6 sao colineares, assim como as retas correspondentes se
interceptam em um tnico ponto. O fecho convexo inferior no plano primal é
formado pelos pontos com rétulos 1, 4, 6 e 7, assim como o envelope superior
no plano dual (na figura, a reta com rétulo 7 nao aparece interceptando a reta
com rétulo 6, mas interceptard mais acima). Os segmentos dos envelopes
superior e inferior que interceptam a reta vertical + = 1 no plano dual
pertencem as retas com rétulos 6 e 1. Consequentemente os pontos extremos

nas direcoes (1,—1) e (—1,1) tem rétulos 6 e 1.

7.3. Redugao e complexidades

Com as informacoes que acabamos de ver, é facil criar uma LPC que ar-
mazene funcoes lineares do tempo e suporte operacoes de insercao e remocao
usando uma estrutura de fecho convexo dinamico. As operacoes de insercao
e remocgao na LPC sao apenas insercoes e remocoes na estrutura de fecho

convexo dinamico. Para determinar o elemento méximo em um intante de
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tempo, basta determinar o ponto extremo na direcao adequada. Avangar no
tempo até que o maximo se altere consiste em consultar a proxima aresta.
A complexidade de tempo da LPC construida por esta reducao a partir
da estrutura mais eficiente conhecida (Brodal e Jacob, [5]) é dominada pelo
tempo das operacoes de insercao e remocao. Com isto temos o seguinte

teorema:

TEOREMA 7.1. A complezridade de tempo de uma lista de prioridades
cinética construida usando a estrutura de fecho convexo dinamico de Bro-
dal e Jacob varre um cendrio de m segmentos de reta, onde no mdxrimo
n segmentos de reta sao interceptados por uma reta vertical, em tempo

O(mlgnlglgn).

A complexidade mostrada no teorema acima é mais eficiente que as de-
mais estruturas usadas até agora. Porém, se baseia em uma estrutura de fe-
cho convexo dinamico extremamente complexa e poderosa. Aparentemente,
a estrutura de fecho convexo dinamico tem grande parte de seu potencial
desperdigado quando usada para construir uma LPC, que parece ser um
problema significativamente mais simples. Algumas simplificagoes para a
estrutura de fecho convexo dinamico de Chan [7] foram propostas em [6],
quando se deseja apenas construir uma LPC. Ainda assim, a estrutura é
muito complexa para aplicagoes praticas. Uma LPC tao eficiente ou ainda
mais eficiente que as obtidas através dessa reducao e ao mesmo tempo mais

simples é um problema de pesquisa.



CAPIiTULO 8

Conclusao e Problemas Abertos

8.1. Aplicagoes

As estruturas de dados cinéticas tem diversas aplicagdes em varios pro-
blemas onde os dados variam continuamente com o tempo. Além destas
aplicagoes, as listas de prioridades cinéticas podem ser usadas para resolver
eficientemente problemas de natureza estatica. Um exemplo simples que
explicamos a seguir é o de computar o k-ésimo nivel de um arranjo de cur-
vas no plano. Outro exemplo estd descrito em [2], onde dados um conjunto
conexo de segmentos azuis e outro conjunto conexo de segmentos verme-
lhos, deseja-se computar todas as intersecoes entre os segmentos vermelhos
e azuis.

No capitulo 5, definimos o k-ésimo nivel de um arranjo de fungoes do
tempo. Relembramos a definicao aqui. O k-ésimo nivel em um arranjo de
fungbes do tempo é a seqiiéncia de segmentos correspondentes a k-ésima
funcdo de maior valor ao longo do tempo (figura 8.1). O problema de, dado
o arranjo de curvas, computar seu k-ésimo nivel de modo eficiente nao é nada
trivial. Surpreendentemente, as LPC nos fornecem uma maneira bastante
simples e eficiente de realizar esta computagao [6].

Criamos duas LPC, Ky, e K;,r. A LPC K, armazena inicialmente
os k maiores elementos no tempo inicial e armazena os elementos em ordem
inversa, ou seja, permitindo a determinagao do elemento minimo, e nao do
méximo. A LPC Kj,; armazena os demais elementos, e permite a deter-
minac¢ao do elemento méximo. Ao longo do tempo, computa-se o instante
em que o elemento maximo de K, interceptard o elemento minimo de Ky,
Caso os elementos se interceptem realmente nessas posigoes, neste instante,
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Ficura 8.1. Tlustragao do k-ésimo nivel em um arranjo de
curvas. O terceiro nivel esta destacado.

remove-se o elemento maximo de Kj, s e insere-o em K. Ao mesmo tempo,

remove-se o elemento minimo de Ky, e insere-o em Kj,y. Desta maneira,

segue-se varrendo o conjunto de curvas e computando o k-ésimo nivel, que

¢ a seqliéncia de elementos minimos em Kg,p.

8.2. Comparando as LPC Apresentadas

Apresentamos nesta tese cinco estruturas para construcao de listas de

prioridades cinéticas: heap cinético, torneio cinético, heater cinético, han-

ger cinético e reducao a fecho convexo dinamico. Apresentamos agora as

complexidades de tempo das estruturas na tabela 8.1 e analisamos as van-

tagens e desvantagens destas estruturas em alguns quesitos: complexidade

de tempo, localidade, randomizacao e praticidade.

0

Complexidade de tempo: O torneio cinético, heater cinético e han-
ger cinético tém a mesma complexidade de tempo, sendo bastante
eficientes. Ainda assim a estrutura de fecho convexo dinamico é
ligeiramente mais eficiente quando os elementos sao fungoes linea-
res do tempo. As complexidades de tempo do torneio cinético e do
hanger cinético podem ser reduzidas usando as versoes (lgn)-édrias
das estruturas. A complexidade de tempo do heap cinético ainda é
desconhecida na maior parte dos casos.

Localidade: O heap cinético, heater cinético e hanger cinético tém

localidade 6tima de O(1). O torneio cinético tem localidade de



O(lgn).

dinamico.

8.3. PROBLEMAS ABERTOS

46

Esta medida nao se aplica a reducao a fecho convexo

3) Randomizagao: O heater cinético e o hanger cinético sdo estruturas

randomizadas. A complexidade de tempo dessas estruturas é me-

dida como uma esperanca que independe dos dados da entrada. As

demais estruturas sao deterministicas.

4) Praticidade: Com excecao da reducao a fecho convexo dinémico,

todas as estruturas apresentadas sao de facil implementagao e baixas

constantes multiplicativas na complexidade de tempo.

8.3. Problemas Abertos

Ha varios problemas abertos relacionados as listas de prioridades cinéticas.

A estrutura com a menor complexidade de tempo conhecida, a redugao a

fecho convexo dinamico, é restrita a fungoes lineares do tempo e é extrema-

mente complexa. Algumas perguntas surgem. E possivel baixar ainda mais

esta complexidade de tempo? E possivel obter resultados similares quando

as fungoes nao sao lineares? Existe uma estrutura mais simples que atinja

a mesma complexidade de tempo?

# | Cenario Heap Heater, Hanger e | FCD
Torneio
1 | Retas O(nlg®n) O(nlg®n) O(nlgn)
2 | Segmentos de | O(m+/nlg¥?n) | O(ma(n)lg?n) O(mlgnlglgn)
retas
3 | curvas de grau | O(n?1gn) O(As(n)lgn) n/d
5
4 | Segmentos de || O(mnlgn) O(m/nAsy2(n)lgn) | n/d

grau ¢

TABELA 8.1. Complexidades de tempo das estruturas. Nos
cendrios 2 e 4, o parametro n denota o maior nimero de
elementos simultaneamente armazenados na estrutura e m
denota o nimero total de segmentos. As complexidades do
heap no cendrio 1 e do torneio e hanger em todos os cenarios
podem ser reduzidas por um fator de O(lglgn), usando-se
versoes (lgn)-drias.
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A complexidade de quase todas as estruturas vistas na tese encontra-
se bem definida. Uma excegdo é o heap cinético. Determinar o nimero
maximo de eventos processados em um heap cinético armazenando curvas

e/ou sujeito a insergoes e remogoes sao problemas intrigantes.
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