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RESUMO

Casamentos Estaveis com Casais Proibidos

Guilherme Dias da Fonseca

Orientadora: Celina Miragdia Herrera de Figueiredo

O problema dos casamentos estaveis consiste em casar # homens com » mulheres de modo
a obter um certo tipo de “estabilidade”. O algoritmo de Gale-Shapley [GS] encontra um
casamento estavel particular em tempo O(n’). Gusfield [G] apresenta algoritmos para encontrar
todos os S (nimero possivelmente exponencial em #) casamentos estdveis e todos os casais
estaveis, em tempo O(n’+nS) e O(n’), respectivamente. Todos estes algoritmos tem tempo e
espaco otimos.

Uma extensdo do problema onde se acrescenta um conjunto de casais forcados e outro de
casais proibidos foi proposta e resolvida por Vania Dias [D]. Apresentamos uma maneira eficiente
de converter o problema com casais for¢ados e proibidos em um problema apenas com casais
proibidos. Fornecemos entdo algoritmos 6timos para, nesta extensdao, encontrar: um casamento
estavel, todos os casamentos estaves e todos os casais estaveis.
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ABSTRACT

Stable Marriages with Forbidden Pairs

Guilherme Dias da Fonseca

Supervisor: Celina Miragia Herrera de Figueiredo

The stable marriage problem consists in matching » men to » women achieving a certain
type of “stability”. The Gale-Shapley algorithm [GS] finds a particular stable marriage in O(n’)
time. Gusfield [G] gives algorithms for finding all S (a number possibly exponential in #) stable
marriages and all stable pairs in O(n’+ns) and O(n’) time, respectively. These algorithms are all
optimal.

An extension of the problem, where a set of forced pairs and a set of forbidden pairs are
also given, has been proposed and solved by Vania Dias [D]. We show how to reduce the problem
with forced and forbidden pairs to a problem with forbidden pairs only. We give optimal
algorithms which find, in this extension: a stable marriage, all stable marriages and all stable pairs.
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Parte | - Introducgéao

Primeiro estudaremos a versao original do problema, onde ndo h4 conjuntos de casais
forcados e proibidos. Homens e mulheres listam as pessoas do sexo oposto em ordem de
preferéncia. Estudaremos o algoritmo de Gale-Shapley para encontrar um casamento estavel.
Apresentamos entdo a variagdo do problema onde temos também conjuntos de casais forgados e
proibidos € mostramos uma reducdo que elimina o conjunto de casais forgados, alterando o
conjunto de casais proibidos.

1) O Problema sem Casais Proibidos:

Tomemos n homens e n mulheres. Cada homem ordena as » mulheres em ordem de
preferéncia. Cada mulher faz o mesmo com os homens.

Um casamento ¢ um conjunto de n pares (homem,mulher) onde cada homem e cada
mulher s6 aparece uma vez.

Diz-se que um casamento ¢ instavel se existe um casal (4,a) (ndo pertencente ao
casamento) onde 4 prefira a a sua esposa e a prefira 4 ao seu marido. Neste caso, o casal (4,a)
bloqueia o casamento. Caso contrario o casamentoé¢ estavel.

Vamos provar que sempre existe pelo menos um casamento estavel, quaisquer que sejam
as listas de preferéncias [GS].

2) Encontrando uma Solugéo:

Vejamos o algoritmo abaixo (algoritmo de Gale-Shapley) [GS] que inicia com todos os
homens e mulheres livres:

Enquanto existir homem livre
{
A <- Algum homem livre;
a <- Primeira mulher na lista de preferéncia de A;
Se a prefere A ao seu marido ou a estéd livre
{
A casa com a;
Retira-se a da lista de preferéncias do seu ex-marido (se existir);
Libera-se o ex-marido de a;
/*0 ex-marido de a foi rejeitado por divdrcio*/
}
senao
{
Retira-se a da lista de A; /*A foli rejeitado por recusa*/

}

Vejamos um exemplo de execucao:

Entrada
A: a b c d a: CABD
B: a b cd b: C B DA
C: b adc c: ABCD
D: b dc a d: BACD
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Execucao
Casamentos formados Iteracao
Aa A propde a, aceito
Aa B propde a, recusado
Aa BDb B propde b, aceito
Aa Cb C propde b, aceito, libera B
Aa Cb Bc B propde c, aceito
Aa Cb Bc D propde b, recusado
Aa Cb Bc Dd D propde d, aceito, FIM

Provaremos mais tarde que a solu¢do encontrada ¢ sempre a mesma, independente da
ordem em que os homens fazem as propostas.

E facil ver que o algoritmo sempre termina, que resulta em um casamento e que tem O(n?)
interacdes. Para isto basta olhar para as listas de preferéncias dos homens e notar que a cada passo
eliminamos uma mulher na lista de preferéncia do homem que fez a proposta.

Lema 2.1: Uma mulher s6 se separa se preferir o novo marido ao anterior, portanto a
condi¢ao das mulheress6 melhora ao longo do algoritmo.

Teorema 2.1: O casamento geradopelo algoritmo € estavel.

Prova: Suponha que um casal (4,a) bloqueie o casamento. Isto quer dizer que 4 prefere a a
sua esposa. Entdo, 4 propds a em algum momento. Se a estivesse casada com alguém melhor que
A no momento da proposta, isto também seria verdade no final do algoritmo devido ao lema.
Neste caso (4,a) ndo bloquearia o casamento. Se a ndo estivesse casada com alguém melhor que
A no momento da proposta, a aceitaria A. Pelo lema, no fim do algoritmo, a estaria casada com 4
ou alguém melhor e (4,a) ndo bloquearia o casamento.

3) Casais Forgados e Proibidos:

Podemos acrescentar a entrada do problema um conjunto de casais forcados F e um
conjunto de casais proibidos P. Nesta extensdo, um casamento estavel ¢ um casamento sem
bloqueadores que contenha todos os casais de F' e nao contenha nenhum casal de P. Claramente,
podemos ndo ter casamento estavel (por exemplo: considere a entrada onde P contém todos os n’
casais possiveis). Mostraremos agora que podemos reduzir facilmente este problema com
conjuntos F e P a um problema com conjunto F vazio € um novo conjunto P’.

A entrada do problema original era uma dupla (n,L), onde n era o nimero de homens e L a
lista de preferéncias dos homens e mulheres. Agora temos (n,L,F,P), onde F’ € o conjunto de casais
forgados e P o conjunto de casais proibidos.

Sejam L as listas de preferéncias dos n homens e das n mulheres, F' ¢ P os conjuntos de
casais forcados e proibidos, respectivamente, definiremos 7(n,L,F,P)=(n,L,[J,P’), onde P’ ¢
construido da seguinte maneira:

Inicie com P’=P. Para cada casal (4,a) de F, acrescente (4,b) a P’, para todo bZa.

Teorema 3.2: Um casamento € estavel para E=(n,L,F,P) se € s0 se ele ¢ estavel para T(E).

Prova: Suponha que um casamento seja estavel para 7(E), mas ndo para E. Entdo ele nao
tem algum casal (4,a)LJF. Mas este casamento tem que ter algum casal (4,b), com bZa. Como
todo (4,b) com bza esta em P’, este casamento ¢ instavel para T(E), uma contradicao.

Suponha que um casamento seja estavel para £, mas nao para 7(E). Entdo este casamento
tem algum casal (4,b) tal que (4,b)LJP’ e (4,b)LIP. Mas (A,b) foi colocado em P’ devido a algum
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casal for¢ado (4,a)[JF. Entdo o casamento ndo contém (4,a)[JF, ndo sendo estavel para E, uma
contradigao.

Com esta redu¢do, nos preocuparemos apenas com o problema dos casamentos estaveis
com casais proibidos (F=//). Apresentaremos algoritmos para encontrar um casamento estavel
neste problema, todos os casais pertencentes a algum casamento estavel e todos os casamentos
estaveis. Para isto, precisaremos estudar a fundo a teoria dos casamentos estaveis. Note que,
apesar da dificuldade tedrica para o problema com casais proibidos ser significativamente maior, a
complexidade dos algoritmos obtidos para os 3 problemas apresentados ¢ a mesma dos algoritmos
6timos da versdo sem casais forcados nem proibidos. Assim, como estamos trabalhando em uma
extensdo do problemaoriginal, os algoritmos que apresentamos também sdo 6timos.
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Parte Il - Espago de Solugodes

Estudaremos propriedades especificas da solugdo obtida pelo algoritmo de Gale e Shapley.
O espaco das solugdes sera caracterizado como um reticulado distributivo, tanto para a versao
original, sem casais proibidos, quanto para a versao com casais proibidos. Veremos também que o
numero de solucdes estaveis pode ser exponencial.

1) Otimalidade da Solugéo Encontrada:

Até aqui estavamos falando em um homem preferir uma mulher a outra. Vamos estender
esta definicdo a casamentos: Um homem prefere um casamento M a outro M’ significa que este
homem prefere sua esposa em M a sua esposa em M’. Vamos estabelecer uma notacdo resumida:
A prefere a a b: A(a<b). A prefere M a M’: A(M<M’). Também vamos usar: a(4<M) como a
prefere A ao seu marido em M.

Definamos solu¢ao 6tima para os homens como o casamento estavel M tal que para todo
homem A4: A(M<M’), qualquer que seja M’ estavel. Também chamaremos esta solu¢ao de M.

Em principio ndo € ¢bvio nem mesmo que esta solugdo exista. Vamos mostrar que esta € a
solugdo encontrada pelo algoritmo. Como a solug@o 6tima para os homens ¢ tinica por definicao, a
solugdo encontrada pelo algoritmo independe da ordem em que os homens propdem. Antes, mais
algumas defini¢des: Casal estavel ¢ qualquer casal que exista em algum casamento estavel.
Maridos estaveis de uma mulher sdo os homens que formam casais estaveis com esta mulher.

Temos dois tipos de rejei¢ao no algoritmo: divorcio e recusa. Em ambos os casos uma
mulher rejeita um homem para se casar com um homem melhor. Dizemos que a recusa 4 por
causa de B.

Lema4.2: Ao longo do algoritmo nenhuma mulher rejeita um marido estavel.

Prova: Vamos supor que até determinada iteragdo do algoritmo nenhuma mulher rejeitou
um marido estavel (inicialmente isto ¢ valido por vacuidade). Suponhamos que a rejeita A, que €
um marido estavel, por causa de B. Entdo: a(B<A4). Como nenhuma mulher rejeitou um marido
estavel, a ¢ a melhor esposa estavel de B. Assim, qualquer casamento que contivesse (4,a) seria
bloqueado por (B,a). Portanto (4,a) ¢ um casal instavel, o que ¢ uma contradigao.

Teorema4.3: A solucao encontrada pelo algortmo € 6tima para os homens.

Prova: Segue diretamente do lema. Os homens comegam a propor a partir das mulheres
preferidas. Se um homem ¢ rejeitado, entdo em nenhum casamento estavel ele se casa com a

mulher que o rejeitou.

Se invertermos os papé€is dos homens e das mulheres no algoritmo, entdo chegaremos na
solucio otima paraas mulheres.

2) Homens x Mulheres:

Definamos soluc¢io péssima para os homens como o casamento estavel M tal que para
todo homem A4, A(M’<M), qualquer que seja M’ estavel. Idem para a solucio péssima para as
mulheres.

Teorema 5.4: A solugdo 6tima para os homens ¢ péssima para as mulheres.
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Prova: Seja M o casamento 6timo para os homens, com (4,a)LIM e M’ outro casamento
estavel qualquer. Suponha que a(M<M’). Como M ¢ a solugdo 6tima para os homens, A(M<M’).
Entdo (4,a) bloqueia M’, contrariando a estabilidade de M.

A prova para o fato da solugdo otima para as mulheres ser péssima para os homens ¢
analoga.

Vamos provar uma versdo mais forte do Teorema 5.4. Provaremos que o que ¢ melhor
para os homens € pior para as mulheres e vice-versa.

Teorema 5.5: Dados dois casamentos M e M, em qualquer casal de M mas ndo de M’, um
dos componentes do casalprefere M e o outro prefere M.

Prova: Vamos dividir os homens e mulheres que t€ém parceiros diferentes em M e M’ em
quatro conjuntos disjuntos:

X= {4 | AM<M)};

X' = {4 | AM<M)};

Y= {a|a(M<M)};

Y'={a|aM’'<M)}.

Se (4,a)UM e ALLX, entdo allY’, pois se a(M<M’), entdo (4,a) bloquearia M.

Se (4,a)UM e allY, entdo ALLX, pois se A(M<M’), entdo (4,a) bloquearia M.

3) Operadores n e [J:

Dados dois casamentos estaveis M e M, vamos definir Mn M’ (pronuncia-se M melhor
M) como o conjunto de casais onde cada homem se casa com a preferida dentre suas esposas em
M e M’. Nao ¢ obvio que Mn M’ seja um casamento estavel, ou mesmo que seja um casamento.

Teorema 6.6: Se M e M’ sdo casamentos estaves, entdo Mn M’ também €.

Prova:

1) Mn M’ é casamento:

Vamos supor que a tenha dois maridos (4 e B) em MnM’. Digamos que (4,a)LUM e (B,a)U]
M’. Entdo A(M<M’) e B(M’<M). Aplicando o Teorema 5.5 nos dois casos temos: a(M’'<M) e
a(M<M’), o que € uma contradicao.

2) Mn M’ ¢ estavel:

Vamos supor que (4,a) bloqueie MnM’. Como A(a<MnM’) entdo A(a<M) e A(a<M’).
Como a(A<MnM’), entdo ou a(A<M) ou a(A<M’). No primeiro caso (4,a) bloqueia M e no
segundo bloqueia M, o que ¢ absurdo, jaque M e M’ sdo estaveis.

Pelo Teorema 5.5, MnM’ também pode ser definido como cada mulher receber o pior
marido dentre M e M.
Vamos definir MUM’ (pronuncia-se M pior M’) como cada mulher receber o melhor

marido dentre M e M’ (ou cada homem receber a pior esposa). A prova de que o resultado ¢ um
casamento estavel ¢ equivalente.
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4) Reticulado Distributivo:

Dizemos que M domina M’ (escrevemos M[IM’) se todo homem em M tem uma esposa
melhor ou igual a que tinha em M. Dizemos que M é dominado por M’ (escrevemos MLIM’) se
todo homem em M tem uma esposa pior ou igud a que tinha em M.

Vamos agora mostrar uma outra maneira de armazenar um casamento estavel que torna
mais coerente o uso dos operadores ], n, [ e L.

Chamamos de P(M) o conjunto dos pares {(4,a) | (A,a)LIM ou A(a<M)}.

Agora os operadores podem ser aplicados diretamente nos conjuntos P(M). E facil provar
que:

1) P(MUM’) = P(M)UP(M);

i) P(MnM’) = P(M)nP(M’);

i) MUM” <=> P(M)UP(M’);

iv) MUM’ <=> P(M)UP(M’).

Com estas propriedades, podemos converter o espago de solugdes de um problema de
casamentos estaveis em um anel de conjuntos. Como um anel de conjuntos forma um reticulado
distributivo, o conjunto de todos os casamentos estaves também forma um reticulado distributivo.

Notemos que a solugdo 6tima para os homens ¢ a “intersecdo” de todas as solugdes ¢ a
solucdo 6tima para as mulheres a “unido”. A primeira domina (esta contida em) todas as solugdes,
enquanto a ultima ¢ dominada por (contém) todas. Gusfield e Irving [GI] provam varios teoremas
de casamentos estaveis no anel de conjuntos equivalente, o que simplifica bastante algumas
provas. Aqui, ndo faremos isto porque consideramos mais importante tornar o leitor familiar com
a argumentagdo e notagdo de casamentos estaves.

Todas estas provas funcionam independentemente de haver ou nao conjunto de casais
proibidos, pois se M e M’ nao t€m casais proibidos, MN M’ e MM’ também ndo tém.

5) Numero de Casamentos Estaveis:

Nos temos interesse em encontrar casamentos estaveis com propriedades especificas (além
da otimalidade para homens ou mulheres). Uma possivel abordagem seria listar todos os
casamentos estaveis e verificar quais satisfazem uma determinada propriedade. Vamos mostrar
que esta técnica ndo ¢ eficiente, j4 que o numero de casamentos estdveis pode crescer
exponencialmente em funcdo de 7, o nimero de homens.

Knuth [K] apresentou o exemplo a seguir:

Ai: a, by, ... ai: ..., A
Bi: bi,ai, ... b.: ...,B;
A, az,bz,... as: ..., A
B,: bz,az,... bz: ..., B
Ayt an, o, ... Am: ..., AL
Bn: bn,an, ... bn: ...,Ba

Como cada par de homens pode casar com sua primeira ou segunda escolha, pode-se obter
2™ = 2"* casamentos estaveis. Note que este ndo é o nimero maximo de casamentos estaveis, mas
apenas um limite inferior para ele. A determina¢do do nimero maximo de casamentos estaveis
para uma instancia com n homens, assim como a lista de preferéncias que produz este nimero sao
problemas abertos. Véarios limites inferiores paraeste namero ja foram encontrados.
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Parte Ill - Estruturas Compactas e Algoritmos

Para encontrarmos eficientemente solugdes com propriedades especificas, precisamos
representar o espago de solucdes de forma compacta (de tamanho polinomial). Estudaremos aqui
um algoritmo que lista todos os casais estaveis e veremos que este algoritmo também serve para
construir uma representagdo compactado espaco de solugdes.

1) Diferengas Minimas:

Como o numero de casamentos estdveis pode ser exponencial, precisamos de uma
estrutura compacta (de tamanho polinomial e que possa ser construida em tempo polinomial) que
represente todos os casamentos estaveis. Existem varias estruturas deste tipo, baseadas em
casamentos estaveis irredutiveis ou em rotagdes. Estudaremos a segunda alternativa, que gera os
algoritmos mais eficientes conhecids para varios problemas.

Para os casamentos estaveis distintos M, M’ e M”, dizemos que M’ ¢ sucessor imediato
de M quando MM’ e ndo existe M~ que satisfaca MLIM "[IM". Temos interesse em identificar o
que muda entre dois casamentos estaveis em que um ¢ sucessor imediato do outro, o que
chamaremos de diferenca minima. Dizemos que M’ ¢ sucessor imediato de M se e s se existe
uma diferenga minima que aplicada em M gera M.

Uma primeira idéia € criar um par de conjuntos disjuntos de casais (P,0) onde PLIM e
M’=(M\P)LJQ ¢ sucessor imediato de M. Os homens (mulheres) que estdo em algum par em P
também estdo em algum par em Q e vice-versa. Caso contrario, (M\P)LJQ ndo seria um
casamento.

Sabemos também que cada homem e mulher aparece s6 uma vez em um par de P e s6 uma
vez em um par de Q. Assim, se fizermos o digrafo que tem como vértices os homens de P e como
arestas os pares (4,B) onde (4,b)UP e (B,b)LIQ, para alguma mulher b, temos exatamente uma
aresta saindo e uma aresta entrando em cada vértice. Portanto, este digrafo ou ¢ um ciclo ou um
conjunto de ciclos. De fato, este digrafo ¢ sempre um unico ciclo.

No6s vamos definir uma maneira de construir este ciclo, que chamaremos de rotagdo, e
provaremos que uma rotacdo ¢ uma diferenca minima. Estas diferencas minimas sao
especialmente uteis para representar os casamentos estaveis porque apesar do numero de
casamentos estaveis poder ser polinomial, o nimero de diferengas minimas é O(n’).

2) Rotagées:

Vamos chamar de §(M,A) a primeira mulher na lista de 4 que prefira estritamente 4 ao
seu marido em M. Vamos chamar de Next(M,A) o marido de S(M,A) em M. Note que nem sempre
existe S(M,A).

Seja p=((4o,a0),(A1,a)),...,(Ar-1,a,.;)) uma lista ordenada de casais de um casamento estavel
M em que A;. =Next(M,A;) ¢ A=Next(M,A,.;). Chamamos p de uma rota¢ao de ordem r exposta
em M. Digamos que Next(M,Next(M,A))=A, neste caso temos uma rotagao de ordem 2. A partir
daqui os indices nas rotacdes serdo usados modulo r. Falarmos em 4, ou 4, ¢ a mesma coisa, por
exemplo.
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A: a b c d - Next:B a: DB CA
B: b cda - Next:D b: CABD
C: ¢ dab - Next:A c: ADCB
D: d a b ¢c - Next:A d: BDCA
M= {(A,a), (B,b), (C,c), (D,d)}, sublinhado
p = (A/ a) ’ (B/b) ’ (D/ d)

S(M,x) em negrito

Lema 10.3: Se p=((Av,ay),(A1,ai),...,(Ar1,a-1)) € uma rotagdo e para algum i, a € uma
mulher entre a; e a;+; na lista de preferénciade 4,, entdo a ndo € uma esposa estavel deA..

Prova: Pela defini¢do, a esta entre a;, a esposa de 4;, € S(M,A4;) na lista de A4,. Isto significa
que a(M<4,;). Como a(M<4;) e A(M<a), (4;,a) ndo ¢ casal estavel, pois violaria o Teorema 5.5.

Se p ¢ uma rotagdo exposta em M, chamamos de M/p o emparelhamento em que cada
homem 4; de p se casa com a;+; € os outros homens de M nao mudam de parceiras. Dizemos que
M/p ¢ obtido quando aplicamos p em M.

Lema 10.4: M/p ¢ um casamento estavel dominado porM.

Prova: Suponha que (4,a) bloqueie M/p. Todas as mulheres tem maridos melhores ou
iguais em M/p e a(A<M/p). Entdo a(A<M). Entdo A4 pertence a p, sendo (4,a) bloquearia M. Entdo
a esta estritamente antes de S(M,A4) na lista de A e prefere 4 a seu marido em M. Isto ¢ uma
contradi¢do, pois neste caso S(M,A) teria de ser a.

Lema 10.5: Se M nido € a solu¢do o6tima para as mulheres, entdo existe pelo menos uma
rotacdo em M.

Prova: Chamemos de M. a solucao 6tima para as mulheres.
1) Se A tem esposas diferentes em M e M., entdo existe S(M,A):
A esposa de 4 em M. certamente prefere 4 a seu marido em M.

i1) Se 4 tem esposas diferentes em M e M., entdo B=Next(M,A) tem esposas diferentes em
M e M., portanto existindo S(M, B):

Suponha que Next(M,A) seja casado com S(M,4) (sua esposa em M) em M.. Entdo,
S(M,A)(A<M.). Como A ndo estd casado nem com a mesma esposa de M nem com S(M,A), entdo
A(S(M,A)<M.,). Isto contradiz a estabilidade de M..

Agora a prova do Lema em si: Seja H(M) o digrafo em que os vértices sao os homens com

esposas diferentes em M e Mz e a aresta (4,B) existe se e s6 se B=Next(M,4). Como de cada
vértice sai exatamente uma aresta, este grafo tem que conter pelo menos um ciclo (rotacao).
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Exemplo: H(M) do exemplo anterior:

vy

D

Esta prova também fornece um algoritmo eficiente para achar uma rotagdo em um
casamento estavel M. Basta escolher qualquer homem com esposas diferentes em M e Mz e seguir
com a func¢do Next até passar duas vezes pelo mesmo vértice. Este algoritmo acha uma rotagdo em

o).

3) Rotagbes s&o Diferencas Minimas:

Lema 11.6: Se M domina estritamente M’ e p é exposta em M entdo ou todos os homens
em O tem as mesmas parceiras em M e M’ ou nenhum deles tem. No ultimo caso, M/p domina M.

Prova: Se 4; [J p tem esposas diferentesem M e M’ e (4,a) L1 M’, entdo a ou ¢ S(M,A;) ou
esta depois dela na lista de 4;. De qualquer modo, S(M,4;) nao pode estar casada com A4;:;, seu
marido em M.

Deste lema, junto com o Lema 10.3, segue diretamente:
Teorema 11.7: Para qualquer rotagdo p exposta em M, M/p ¢é sucessor imediato de M.
Falta provarmos a outra direcao:

Teorema 11.8: Se M’ ¢ sucessor imediato de M, entdo existe rotagdo o exposta em M de
modo que M’=M/p.

Prova: Digamos que A tenha esposas diferentes em M e M'. Se comegarmos a procurar
uma rotagdo percorrendo H(M) a partir de 4 ou acharemos uma rotagdo P que contém A4 ou
acharemos uma rotagdo o que ndo contém A. No primeiro caso M/p serd (o Unico) sucessor
imediato de M em que 4 tem esposa diferente. No segundo caso, para 4 se casar com S(M,A4) ou
alguma esposa pior, Next(M,A) tem que fazer o mesmo. Aplicando este argumento
sucessivamente, chegamos ao fato de que para piorarmos a esposa de 4 precisamos aplicar 0 em
M. Neste caso M/p dominard qualquer casamento que seja dominado por M em que A4 tenha
esposa diferente.

4) Encontrando Todos os Casais Estaveis:

Um problema natural em casamentos estaveis ¢ a determinagdo de todos os casais
estaveis, ou seja, todos os casais que estdo presentes em algum casamento estavel. As rotagdes
nos permitem construir um algoritmo que acha todos os casais estaveis em O(n’). Este tempo é
especialmente bom porque é possivel provar que o tempo necessario para determinar se um unico
casal ¢ estavel tambémé O(n’).
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M, <- Solucdo 6tima para os homens;

Listar todos os casais de My;

i <- 0;

Enquanto existir rotacdo P exposta em M;

{
Mi <- M;/p;
Listar todos os casais de M;,;, mas ndo de M;;
i <= i+1;

O algoritmo acima ¢ claramente O(n’). Veremos que ele pode ser modificado para rodar
em O(n’). Primeiro vamos mostrar que ele funciona. Claramente todos os casais listados pelo
algoritmo sdo estaveis. Vamos mostrar que todos os casais estdves sdo listados pelo algoritmo.

Teorema 12.9: O algoritmo acima lista todos os casais estaveis.

Prova: Suponha que (4,a) seja um casal estavel ndo listado. Como o algoritmo parte da
solucdo otima para os homens e chega na solugao 6tima para as mulheres, alguma rotacao obtida
pelo algoritmo levou 4 de uma esposa estritamente melhor que a para uma esposa estritamente
pior que a. Pelo Lema 10.3, (4,a) ¢ instavel.

Vamos ver agora uma versio deste algoritmo que tem complexidade detempo em O(’):

S[A] <- 0, para todo homem A; (Significa A ndo estd na pilha)
M, <- Solucdo 6tima para os homens;
M, <- Solucédo o6tima para as mulheres;
Listar todos os casais de My;
i <= 0;
Enquanto existir homem A com esposas diferentes em M; e M,
{
Empilhe (A);
S[A] <- Mulher seguinte a esposa de A em M; na lista de A;
Enquanto a pilha n&o estiver vazia
{
A <- Homem no topo da pilha;
Enquanto (S[A] preferir seu marido em M; em relacdo a A)
S[A] <- Mulher seguinte a S[A] na lista de A;
B <- Marido de S[A]; /*Next (M;,A)*/
Se (S[B] = 0)
{
Empilhe B;
S[B] <- Mulher seguinte a esposa de B em M; na lista de B;
}
senao
{
Faca
{
A <- Homem no topo da pilha;
Adicione (A,esposa de A em M;) no inicio de p;
S[A] <- 0;
Remova um homem do topo da pilha;
} enquanto (A#B);
Mig <= M:i/p;
Listar todos os casais de M;,;, mas nédo de M;;
i <- 1i+1;
Apague pP;
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A primeira vista este algoritmo pode parecer complicado, mas na verdade muda muito
pouco em relagdo ao algoritmo anterior. Apenas evitamos calculos desnecessarios ao
determinarmos S(M,A4) e Next(M,A) para acharmos as rotagdes. Fazemos isto através da pilha, que
obedece a seguinte regra em qualquer ponto do algoritmo: Se 4 estd empilhado sobre B entdo
Next(M, B)=A. Também utilizamos o fato que se M;[/M;, entdo S(M;,A) ndo estd antes de S(M, A)
na lista de A4.

5) Encontrando Todas as Rotagées:

Lema 13.7: Se a rotagdo p=((Ao,av),(A1,ai),...,(Ara)) esta exposta em M e A;(M<M’), onde
A; pertence a um dos casais de p, e M’ ¢ um casamento estavel, entdopara i=0..r, A(M<M’).

Prova: Pelo Lema 10.3 Aja;,sM’). Se (Aji,a;+)UM°, entdo (A,a+;) bloqueia M’
(contradigao!). Se 4;:,(M’<a;+;), entdo pelo Teorema 5.5 a;+,(M<M’). Como a;:,(A<M), entdo
a;s1(A<M’). Assim, (4, a;+;) bloqueia M’ (contradi¢ao!). Entdo s6 nos resta que A4;.;,(M<M’).
Aplicando este argumento sucessivamente, esta provado o lema.

Teorema 13.10: Um casal pertence a no maximo uma rotagao.

Prova: Sejam p; e p. duas rotagdes, p; exposta em M. Vamos supor que (4,a)Lp;, (4,a)jp
2 (B,b)LJp; e (B,b)LJp,. Obviamente, A(a<M/p,). Pelo Lema 13.7, B(b<M/p,). Entdo, ao partirmos
da solugdo 6tima para os homens aplicando rotagdes até chegarmos a M/p;, passamos por algum
casamento M’ (onde M’[IM), que expde uma rotacdo O; que contém (B,b). Caso contrario
estariamos contradizendo o Lema 10.3. Claramente, (4,a)[Jp;. Analogamente, B((b<M’/p;) ¢
A(a<M’/p;). Isto € absurdo porque M’[IM.

Com este teorema, fica claro que os algoritmos apresentados para encontrar todos os casais
estaveis também encontram todas as rotacdes. Basta listarmos cada rotacdo p obtida pelo
algoritmo. Notamos também que o nimero maximo de rotagdes é (n*-n)/2, ja que temos no
maximo n’ casais estaveis, cada casal estavel s6 aparece em no maximo uma rotagio, cada rotagio
tem pelo menos 2 casais estaveis e os n casais estaveis da solucdo 6tima para as mulheres ndo
aparecem em nenhuma rotacao.

Como cada casal pertence a no maximo uma rotacao, dizemos que esta rotacdo separa o
casal. Dizemos também que uma rotacao ((4,a),(B,b)....) cria o casal (4,b). Analogamente, temos
apenas uma rotagdo que cria o casal. A prova deste resultado ¢ muito semelhante a do Teorema
13.10. Chamaremos de Cria(A,a) ¢ Separa(A,a) estas duas rotacdes, que criam e separam o casal
(4,a), respectivamente.

6) BreakMarriage:

Uma operacdo bastante util para elaboragdo de algoritmos em casamentos estaveis ¢ a
operacdo BreakMarriage(M,A), onde M ¢ um casamento estavel ¢ 4 ¢ um homem. Caso 4 tenha
esposas diferentes em M e M., BreakMarriage(M,A) retorna um casamento estavel. Caso
contrario, definimos que retorna (). Esta operagao foi originalmente definida em [MW] sem usar
rotagdes. Aqui explicaremos esta operagao através de rotagdes:

Em H(M) (digrafo em que os vértices sdo os homens com esposas diferentes em M e Mz e
arestas (B,Next(M,B)), para todo vértice B), partindo de 4, seguimos a Unica aresta de saida de
cada vértice até encontrarmos um ciclo. Aplicamos entdo a rotagcdo representada por este ciclo.
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Repetimos esta operagdo até aplicarmos uma rotagdo que altere a esposa de A, retornando o
casamento obtido com a aplicagdo desta rotacao.

Definimos entdo BreakMarriage(M,A) através do algoritmo abaixo, que ¢ uma versao
modificada do algoritmo que encontra todas as rotagdes:

BreakMarriage (M, A)
{
S[A] <- 0, para todo homem A; (Significa A ndo estd na pilha)
My, <- M;
M, <- Solucédo étima para as mulheres;
Se A tiver a mesma esposa em M e Mz
Retorne 0;
i <- 0;
Empilhe (A);
S[A] <- Mulher seguinte a esposa de A em M; na lista de A;
Enquanto a pilha ndo estiver vazia
{
A <- Homem no topo da pilha;
Enquanto (S[A] preferir seu marido em M; em relacdo a A)
S[A] <- Mulher seguinte a S[A] na lista de A;
B <- Marido de S[A]; /*Next (M;,A)*/
Se S[B] =0
{
Empilhe B;
S[B] <- Mulher seguinte a esposa de B em M; na lista de B;

sendo

{
Faca

A <- Homem no topo da pilha;
Adicione (A,esposa de A em M;) no inicio de p;
S[A] <= 0;
Remova um homem do topo da pilha;

} enquanto (A#B);

My, <- M;/p;

i <- i+1;

Apague p;

}

Retorne M;;

Teorema 14.11: Seja M um casamento estavel e (4,a)LUIM, BreakMarriage(M,A) retorna o
melhor (n) dos casamentos estaves que sao dominados por M e ndo contém (4,a), se existir.

Prova: Como BreakMarriage parte do casamento estavel M aplicando rotagdes o
casamento resultante ¢ estavel ¢ dominado por M. Como a pilha comec¢a com 4, termina vazia,
sera aplicada uma rotacao que contém (4,a). Entdo a solu¢do nao contém (4,a). Falta provarmos
que o algoritmo encontra a melhor solu¢do com estas propriedades. Ao aplicar a rotagdo
Separa(A,a), o algoritmo termina. Precisamos mostrar que todas as rotagdes que aplicamos antes
de separarmos (4,a) realmente precisam ser aplicadas antes da rotacdo Separa(A,a) ser aplicada.
Suponha que p foi a ultima rota¢do aplicada que ndo precisava ser aplicada. Logo antes de
aplicarmos p, algum casal de p ¢ (Next(M, X),S(M, X)) para um homem X que estd na pilha e ndo
pertencente a nenhum casal de p. Para aplicarmos a rotacdo que separa X de sua esposa (e ¢
necessario fazermos isso, j4 que p ¢ a ultima rotacdo desnecessaria) temos que separar
(Next(M, X),S(M, X)). Entdo € necessario aplicarmos 0.
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7) Encontrando uma Solugdo com Casais Proibidos:

Usando a operagdo BreakMarriage podemos enunciar o algoritmo que encontra a solucao
Otima para os homensna versdao do problemacom casais proibidos:

M <- Solucgédo 6tima para os homens ignorando casais proibidos;
Enquanto existir casal (A,a) proibido em M

{
M <- BreakMarriage (M,R);

Se M =0
Retorne “Ndo ha solucdo”;

}

retorne M;

Para mostrarmos que o algoritmo funciona vamos provar o seguinte lema:

Lema 15.8: Todo casamento estavel M obtido ao longo da execugao do algoritmo domina
ou ¢ igual a solugdo estavel 6tima para os homens (com casais proibidos), se existir.

Prova: Vamos chamar os casamentos M obtidos pelo algoritmo de My, M,,..,M,. M, satisfaz
a condicdo por definicdo. Se M; satisfaz a condi¢do entdo, pelo Teorema 14.11, M;;, também
satisfaz, j& que o homem utilizado no BreakMarriage formava um casal proibido em Mi.

Como todo casamento M do algoritmo ¢ dominado pelo M da iteragdo anterior, fica claro
pelo lema que chegaremos ao casamento estavel.

Pode ndo ser claro que a complexidade de tempo do algoritmo ¢ O(r’). Para isto devemos
calcular M. apenas uma vez no procedimento BreakMarriage. Neste caso o algoritmo fica muito
semelhante ao algoritmo que encontra todos os casais estaveis, visto anteriormente. Ambos os
algoritmos tem complexidade de tempo O(#’), pois estdo sempre “andando” da esquerda para a
direita na lista de preferéncias dos homens, através da aplicacdo sucessiva de rotagdes.

8) Digrafo das Rotacgées:

Seria eficiente se nos pudéssemos determinar uma estrutura que descrevesse de que
maneiras podemos aplicar as rotagdes. Vejamos primeiro a seguinte estrutura, denominada /7(L),
para a lista de preferéncias L.

Os vértices do digrafo /7(L) sdo as rotagdes para a lista L e existe aresta (0, 0;) se € S0 se p
; precisa necessariamente ser aplicada antes de p,, partindo de M,. Este digrafo ¢ claramente
aciclico e transitivamente fechado, podendo ser considerado uma ordenagao parcial das rotacoes.
Chamamos de subconjuntos fechados de /7(L) os subconjuntos dos vértices de [7(L) tais que se p
> pertence ao subconjunto e (p,0;) ¢ uma aresta de [I(L), entdo p, também pertence ao
subconjunto. A prova do teorema abaixo pode ser encontradaem [GI].

Teorema 16.12: Existe uma correspondéncia 1 para 1 entre os casamentos estaveis de L e
os subconjuntos fechados de /7(L).

Seja S um subconjunto fechado de [7(L). Para encontrarmos o casamento estavel
correspondente devemos aplicar todas as rota¢des de S, partindo de M;. A tUnica condi¢do na
ordem que aplicamos as rotagdes € que uma rotacao tem que estar exposta para ser aplicada, ou
seja, temos que aplicar as rotacdes seguindo a ordenagdo parcial de /7(L).
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Normalmente, ndo ¢ necessario construir explicitamente /7(L), mas sim subgrafos de /7(L)
cujo fecho transitivo seja 7(L). Estes subgrafos podem ser encontrados em O(#’), como veremos.

9) Construindo G(L) e ~G(L):

Definiremos o digrafo G(L) cujo fecho transitivo ¢ [7(L). Os vértices de G(L) sao as
rotagdes ¢ as arestas podem ser de dois tipos:

Tipo 1: Se a rotacdo p cria o casal (4,a) e a rotagdo p’ separa (4,a), entdo (p,0’) ¢ uma
aresta do tipo 1.

Tipo 2: Se a rotagcdo p leva uma mulher ¢ de um marido estritamente pior que 4 para um
marido estritamente melhor que A4 e a rotacdo p’ leva A de uma esposa estritamente melhor que a
para uma esposa estritamente pior que a, entdo (p,0’) € uma aresta do tipo 2.

Lema 17.9: Se (p,p’) LJG(L), entdo (p,p’) LI1(L).

Prova: Se (p,0’) ¢ uma aresta do tipo 1 em G(L), claramente p tem que ser aplicada antes
de p’. Entdo as arestas do tipo 1 de G(L) pertencem a [1(L). Se (p,p’) é uma aresta do tipo 2 em
G(L), existe um casal (4,a) tal que p leva uma mulher ¢ de um marido estritamente pior que A4
para um marido estritamente melhor que 4 ¢ p’ leva 4 de uma esposa estritamente melhor que a
para uma esposa estritamente pior que a. Este casal (4,a) bloqueia qualquer casamento obtido a
partir de M, com a aplicagdao de p’, mas sem a aplicagao de p, portanto p tem que ser aplicado
antes de p’.

Lema 17.10: Se p ¢ um predecessor imediato de p’ em [1(L), ou seja, (p,0°)LI[1(L) e ndo
existe p” tal que (p,p”) e (p”,p’) pertengama (L), entdo (p,p’) LIG(L).

Prova: Vamos considerar o casamento estavel M, correspondente ao subconjunto fechado
de 71(L) que contém toda rotacao r tal que (r,0) LU1(L). Neste caso, M/p também ¢ um casamento
estavel. Como p ¢ um predecessor imediato de p’, entdo M/p/p’ também ¢ um casamento estavel,
mas M/p’ ndo € um casamento estavel.

Como M/p/p’ € um casamento estavel e M/p’ nao € um casamento estdvel ocorre uma das
seguintes condi¢des: Ou existe um casal criado por p que € separado por p’; ou entdo existe um
casal (4,a) tal que p leva uma mulher @ de um marido estritamente pior que 4 para um marido
estritamente melhor que 4 e p’ leva 4 de uma esposa estritamente melhor que a para uma esposa
estritamente pior que a. No primeiro caso (0,0’) ¢ uma aresta tipo 1 em G(L) e no segundo caso
(p,p’) € uma aresta tipo 2 em G(L).

Destes lemas segue diretamente:

Teorema 17.13: O fecho transitivo de G(L) € (L).

Podemos construir G(L) em tempo O(n’) com o algoritmo abaixo. Para implementar este
algoritmo ¢ importante colocar que algumas arestas podem ser geradas mais de uma vez.
Dependendo daestrutura de dados utilizada, € preciso remover estas arestas repetidas.
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Para todo casal (A, a)
L[A,a] <= 0;

Para cada rotacdo p
{

Para cada (A,a)0p

L[A,a] <= (1,p);

Para cada (A,a) tais gque P move a de um marido pior que A para um melhor
Lia,al <= (2,p);

Para cada (A,a) pertencente a solugdo 6tima para as mulheres
LiA,a]l <- #;
}

Para todo homem A
{
r <- 0;
Para cada mulher a na ordem da lista de preferéncia de A
{
Se L[A,a] = #
Saia imediatamente deste loop mais interno;

Se L[A,a] = (1,p) (para um P qualquer)
{
Se r #0
Adicione aresta (r,p); /* Tipo 1 */
r <- p;
}
Sendo se L[A,a] = (2,pP) (para um P qualquer)
{
Se r # 0
Adicione aresta (p,xr); /* Tipo 2 */

O digrafo G(L) ja é bastante “esparso”, ja que o numero de vértices ¢ O(n’) € o niimero de
arestas também. Para alguns algoritmos ¢ necessario uma versao ainda mais “esparsa” de G(L).
Esta versao, que chamaremos de ~G(L) tem ainda a restri¢cao de que todos os vértices tenham grau
de saida no maximo n, mantendo a condicdo do fecho transitivo de ~G(L) ser [1(L). Para
encontrarmos ~G(L), basta modificarmos o algoritmo de modo que se encontrarmos mais de uma
vez uma mesma rotacao O na lista do mesmo homem, s6 consideraremos a primeira apari¢ao de p
e as apari¢des marcadas (1, 0), ou seja, desconsideraremos marcagdes do tipo (2,0) que vem depois
de marcagdes do tipo (1,0) ou (2,p).

Teorema 17.14: O fecho transitivo de ~G(L) € (L).

Prova: Basta provarmos que se uma aresta (p,0’), do tipo 2, esta em G(L) mas ndo estd em
~G(L), entdo existe um caminho de p para p’ em ~G(L). Digamos que (p,p0’) foi criada quando
percorriamos a lista de preferéncia do homem A no algoritmo. Como (p,0’) ndo estd em ~G(L),
entdo existe uma marcagdo de p antes da marcagdo (1,0’) na lista de 4. Mas existe aresta (0,0”)
em ~G(L), criada porque (1,0”) esta antes de (1,0’) na lista de 4. Como existe um caminho via
arestas do tipo 1 de p” para p’ em ~G(L), entdo existe caminho de p para p’ em ~G(L).
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10) Encontrando Todos os Casamentos Estaveis:

Ja sabemos construir ~G(L) em tempo O(n’). Mostraremos agora como explora-lo de
modo a encontrar todos os seus subconjuntos fechados, usando o procedimento recursivo
TodosCasamentos(M,L,D). M é um casamento estavel, L ¢ uma lista de rotagdes e D ¢ um vetor
contendo originalmente o grau de entrada de cada rotacao.

M, <- Solucdo 6tima para os homens;
R <- Rotacgdes expostas em My;
Para toda rotacdo p

D[pP] <- Grau de entrada de P em ~G(L);
Imprima Mg,
TodosCasamentos (My, R, D) ;

TodosCasamentos (M, R, D)

{

Se R ndo estd vazia
{

Remova uma rotacdo p de R;
TodosCasamentos (M, R, D) ;
M<-M/p;
Imprima M;
Para cada rotacdo T tal que (P, O~G(L)
{

D[m=D([m]-1;

Se D[m]=0

acrescente T a R;

}

TodosCasamentos (M, R, D) ;

A prova detalhada deste algoritmo pode ser encontrada em [GI]. Note que, na primeira
chamada recursiva, sdo impressos os casamentos correspondentes aos subconjuntos fechados que
nao contém p. Na segunda chamada recursiva sdo impressos 0s casamentos correspondentes aos
subconjuntos fechados que contém p.

A complexidade do algoritmo é O(n’+nS), onde S € o nimero de casamentos estaveis. O
algoritmo € claramente 6timo, pois O(n’) é o tempo necessario para achar mesmo uma unica
solugio estavel e OmS) é o tempo necessario para imprimir os S casamentos estaveis. E
importante frisarmos que s6 podemos dizer que a complexidade do algoritmo é O(n’+nS) e ndo
O(n’S) porque sabemos que o grau de saida dos vértices de ~G(L) é menor ou igual a n. A
complexidade de espaco do nosso algoritmo ndo é 6tima, mas uma variagdo com complexidade de
espaco O(n’) pode ser encontrada em [GI].

11) Encontrando Todos os Casais Estaveis com Casais Proibidos:

Na versdo do problema com casais proibidos, além da lista de preferéncias L, temos o
conjunto de casais proibidos P. Construimos o digrafo G(L), ignorando os casais proibidos e,
entdo, modificamos G(L), apenas adicionando arestas, criando o digrafo G(L,P). Existe uma
correspondéncia 1 para 1 entre os subconjuntos fechados de G(L,P) e os casamentos estaveis de
(L,P). O digrafo G(L,P) ¢ construido adicionando as seguintes arestas em G(L): Para cada casal
proibido (4,a), adiciona-se a aresta (Separa(A,a),Cria(A4,a)).

Para tratarmos do caso em que ndo existe Separa(A4,a) ou Cria(A,a), mas (4,a) ¢ um casal
estavel ignorando P, adicionaremos dois vértices especiais Vy e V; a G(L,P). Definiremos
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Cria(A,a)=V,, se (A,a) pertence a solucao 6tima para os homens ignorando P e Separa(A4,a)=V., se
(4,a) pertence a solucao o6tima para as mulheres ignorando P. Nao precisamos nos preocupar com
0s casais que ja ndo eram estaveis mesmo sem considerarmos o conjunto P, pois estes continuam
nao sendo estaveis e podem ser removidos de P sem perdas. Os vértices V) e V. podem ser
encarados como rotagdes vazias e, se fossem adicionados a G(L), formariam a Unica fonte ¢ o
unico sumidouro de G(L), respectivamente.

Relembramos a funcdo que define a correspondéncia entre um subconjunto fechado S de
G(L) e um casamento estavel M, que ¢: M ¢ obtido pela aplicagdo de todas as rotagdes de S,
partindo de M,. Em G(L,P) usaremos a mesma fung¢do, exceto por ¥, que sera ignorado, ja que ¢
uma rotacao vazia. Note que V; pertence a todos os subconjuntos fechados ndo vazios e, por causa
disso, sO estamos interessados nos subconjuntos fechados ndo vazios. Os subconjuntos fechados
que contém V. nao podem corresponder a casamentos estaveis, pois criam um casal que ndo ¢
destruido por nenhuma rotacao. Assim, estamos interessados nos subconjuntos fechados que nao
contém V.. Para evitar repeti¢cdes, nos referiremos aos subconjuntos fechados de G(L,P) que nao
sdo vazios e que ndo contém V. apenas como subconjuntos fechados de G(L,P).

Teorema 19.15: Existe uma correspondéncia 1para 1 entre os subconjuntos fechados de
G(L,P) (que ndo sdo vazios e ndo contém J-) e os casamentos estaveis de(L,P).

Prova: A funcdo que define a correspondéncia ¢ a mesma usada em G(L), ignorando o
vértice V). Como todo subconjunto fechado de G(L,P) ¢ um subconjunto fechado de G(L) mais o
vértice V), pois apenas adicionamos arestas, entdo todos os subconjuntos fechados de G(L,P)
correspondem a casamentos distintos sem bloqueadores. Precisamos mostrar que todo subconjunto
fechado de G(L,P) corresponde a um casamento sem casal proibido e que todo casamento estavel
(sem casal proibido nem bloqueadores) corresponde aum subconjunto fechado de G(L,P).

Para a primeira afirmagado, suponhamos que algum subconjunto fechado S corresponda a
um casamento M com o casal proibido (4,a). Neste caso Cria(A,a)L IS e Separa(A,a)LIS. Como
(Separa(A4,a),Cria(A,a)) € uma aresta de G(L,P), entdao S nao ¢ fechado.

Para a segunda afirmagao, suponhamos que M seja um casamento estavel para o qual ndo
existe subconjunto fechado de G(L,P) correspondente. Existe subconjunto fechado S de G(L)
correspondente a M. Neste caso, para alguma rotagdo pL IS e p’LIS, (p’,p) € uma aresta de G(L,P),
mas nao de G(L). Entdo, para algum casal proibido (4,a), p=Cria(A4,a) e p’=Separa(A,a). Neste
caso, M contém o casal proibido (4,a), ndo sendo estavel.

Agora que temos ciclos no digrafo, algumas rotagdes s6 podem ser aplicadas em conjunto
(as da mesma componente fortemente conexa). Temos interesse entdo em estender o conceito de
aplicar uma rotagdo para aplicar um conjunto de rotacdes. Uma transformacio 7 ¢ um conjunto
de triplas (4,a,b) que pode ser aplicado em um casamento estavel M de modo a obter outro
casamento estavel M/T da seguinte maneira: Para cada tripla (4,a,b) de T, (4,a) deve pertencer a
M e (4,b) € um casal de M/T. Os outros casais de M/T sdo os mesmos de M.

Uma transformagdo define uma permutagdo das esposas entre os homens do casamento.
Uma transformagdo representa um conjunto de rotacdes que podem ser aplicadas
consecutivamente. Se tivermos apenas uma rotagdo ((A4sa),(Ai,ai),...,(An-1,0n-1),(Ana,) Nno
conjunto, a transformacao correspondente serd {(Aoaoa;),(A,a1,az),...,(An-1,Qn-1,a1), (An,anao)}.
Mas, quando temos varias rotagdes, devemos aplicé-las sucessivamente de modo a construir a
transformagdo correspondente. Dizemos que essas rotagdes compode a transformacao. Para
fazermos isto usamos o algoritmo abaixo, que tem como entrada uma lista de rotag¢des R, ordenada
de modo que se p; precede 0, em R, entdo p; precede P, em G(L). Este algoritmo usa um vetor v
com #n posig¢des, previamente inicializado com 0.

Transformacdo (R)
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Enquanto R ndo estiver vazia
{
Remover rotagdo pP=(Aqy,a0), (Ar,a1), ..., (A,a,) do inicio de R;
Para i de 0 até r
{
Se v[A;] =0
{
origem[A;] <- a;;
Acrescenta A; na lista C;
vI[A;] <= 1;
}
destino[A;] <- ain: /* Mbdbdulo r */
}
}

Enquanto C ndo estiver vazia

{

remova A de C;

acrescente (A,origem[A],destino[A]) a T;
v[A]<-0; /* Para restaurar o vetor */

}

Uma rotacdo de G(L,P) s6 pode ser aplicada se todas as rotagdes da componente
fortemente conexa a qual ela pertence forem aplicadas. Podemos encontrar todas as componentes
fortemente conexas de G(L,P) em tempo linear no tamanha do digrafo, ou seja O(r’). Para cada
componente fortemente conexa que ndo contém ¥, e ndo contém V., encontramos a transformacao
correspondente. Isto também pode ser feito em O(n’°), com o algoritmo acima. De posse de todas
as transformacoes, todos os casais estaveis sao os casais (4,a) tais que (4,a,b) ou (A,b,a) pertenga
a uma transformacdo. Equivalentemente, os casais estdveis sdo os casais (4,a) tais que (4,a,b)
pertenca a uma transformacgdo ou (4,a) pertenca a solugdo 6tima para as mulheres. Ou ainda, os
casais estaveis sdo os casais (4,a) tais que (4,b,a) pertenca a uma transformac¢ao ou (4,a) pertencga
a solugdo Otima para os homens.

12) Encontrando Todos os Casamentos Estaveis com Casais Proibidos:

Dizemos que uma transformacao 7 cria o casal (4,a) se (A4,b,a)[Jt, para alguma mulher b.
E uma transformacao 7 separa (4,a) se (4,a,b)[JT, para alguma mulher b.

Para encontrarmos todos os casamentos estdveis com casais proibidos definiremos os
digrafos aciclicos Q(L,P), H(L,P) e ~H(L,P), andlogos a (L), G(L) e ~G(L), respectivamente. Os
vértices de destes trés digrafos sdo as transformagdes correspondentes as componentes fortemente
conexas de G(L,P) que ndo contém V;, e ndo contém V.. O digrafo Q(L,P) ¢ transitivamente
fechado. Em Q(L,P) temos as arestas (7, T;) tais que (p,0,) esta em [1(L) e p, compde T; € P>
compde T,. Do Teorema 19.15 segue diretamente:

Teorema 20.16: Existe uma correspondéncia 1 para 1 entre os casamentos estaveis de
(L,P) e os subconjuntos fechados de Q (L,P).

Como [1(L), £(L,P) ndo pode ser construido em tempo O(n’), por ser muito denso. Para
obtermos o digrafo ~H(L,P) que pode ser construido em tempo O(#’) e tem todos os vértices com
grau de saida menores ou iguais a n, definiremos as arestas de H(L,P) e ~H(L,P) de maneira
analoga a utilizada para G(L) e ~G(L). Temos entdo, em H(L,P), dois tipos de aresta:
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Tipo 1: Se a transformacgao T cria o casal (4,a) e a transformacao 7’ separa (4,a), entdo (T,
T’) ¢ uma aresta do tipo 1.

Tipo 2: Se a transformagdo 7 leva uma mulher ¢ de um marido estritamente pior que 4
para um marido estritamente melhor que 4 e a transformacao 7’ leva 4 de uma esposa estritamente
melhor que a para uma esposa estritamente pior que a, entdo (7,7’) ¢ uma aresta do tipo 2.

O algoritmo para construir H(L,P) ¢ muito semelhante ao que constroi G(L). Nos
interessamos mais pelo digrafo ~H(L,P). Para encontrarmos as arestas de ~H(L,P), basta
modificarmos o algoritmo de modo que se encontrarmos mais de uma vez uma mesma
transformagdo T na lista do mesmo homem, s6 consideraremos a primeira aparicao de 7 e as
apari¢cdes marcadas (/,T), ou seja, desconsideraremos marcagdes do tipo (2,7) que vem depois de
marcagdes do tipo (1,7) ou (2, 7). O algoritmo ¢ apresentado aseguir:

Para todo casal (A,a)
L[A,a] <= 0;
Para cada transformacdo T
{
Para cada (A,a, )t
L[A,a] <= (1,1);

Para cada (A,a) tais que T move a de um marido pior que A para um melhor
Lia,al <= (2,0

M, <- Solucgédo 6tima para as mulheres considerando casais proibidos;
Para cada (A, a)lwM,
L[A,a] <- #;

Para todo homem A
{
t <- 0;
Para cada mulher a na ordem da lista de preferéncia de A
{
Se L[A,a] = #
Saia imediatamente deste loop mais interno;

Se L[A,a] = (1,T) (para um T qualquer)
{

Se t # 0

Adicione aresta (t,T)

t <- T,

plT] <= 1;
}
Sendo se L[A,a] = (2,1) (para um T qualquer)

{
Se t # 0 e p[1]1=0
Adicione aresta (T,t)

Faca p[T1] <- 0 para todo T usado nesta iteracdo;
/* Os outros pl[T] j& eram iguais a 0 */
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Lema 20.11: Se (1,7’)LUJH(L,P), entdo (7,7’) LJQ (L,P).

Prova: Se (7,7’) € uma aresta do tipo 1 em H(L,P), claramente 7 tem que ser aplicada antes
de 7’. Entdo as arestas do tipo 1 de H(L,P) pertencem a Q(L,P). Se (7,T’) ¢ uma aresta do tipo 2
em H(L,P), existe um casal (4,a) tal que T leva uma mulher a de um marido estritamente pior que
A para um marido estritamente melhor que 4 e T’ leva 4 de uma esposa estritamente melhor que a
para uma esposa estritamente pior que a. Este casal (4,a) bloqueia qualquer casamento obtido a
partir de M, com a aplicagdo de 7’, mas sem a aplicagdo de 7, portanto 7 tem que ser aplicado
antes de 7.

Lema 20.12: Se 7 é um predecessor imediato de 7’ em Q(L,P), ou seja, (T,7°)[] Q(L,P) ¢
ndo existe T” tal que (1,7”) e (T”,T’) pertencama Q(L,P), entdo (7,7’)LIH(L,P).

Prova: Vamos considerar o casamento estdvel M, correspondente ao subconjunto fechado
de Q(L,P) que contém toda transformacao ¢ tal que (¢,7)J1(L). Neste caso, M/T também ¢ um
casamento estavel. Como 7 ¢ um predecessor imediato de 7’, entdo M/T/T’ também ¢ um
casamento estavel, mas M/T’ ndo é um casamento estavel.

Como M/T/T’ ¢ um casamento estavel e M/T’ ndo ¢ um casamento estavel ocorre uma das
seguintes condigdes: Ou existe um casal criado por T que ¢ separado por T’; ou entdo existe um
casal (4,a) tal que T leva uma mulher a de um marido estritamente pior que 4 para um marido
estritamente melhor que 4 e T’ leva A de uma esposa estritamente melhor que a para uma esposa
estritamente pior que a. No primeiro caso (7,7’) € uma aresta tipo 1 em H(L,P) e no segundo caso
(T,T’) € uma aresta tipo 2 em H(L,P).

Destes lemas segue diretamente:

Teorema 20.17: O fecho transitivo de H(L,P) ¢ Q (L,P).

Falta entdo provarmos:

Teorema 20.18: O fecho transitivo de ~H(L,P) ¢ Q (L,P).

Prova: Basta provarmos que se uma aresta (7,7°), do tipo 2, estd em H(L,P) mas ndo esta
em ~H(L,P), entdo existe um caminho de 7 para T’ em ~H(L,P). Digamos que (7,7’) foi criada
quando percorriamos a lista de preferéncia do homem A no algoritmo. Como (7,7’) ndo esta em
~H(L,P), entdo existe uma marcacao de T antes da marcagdo (/,7’) na lista de 4. Mas existe aresta
(1,7”°) em ~G(L,P), criada porque (1,7”) estd antes de (/,7’) na lista de 4. Como existe um
caminho via arestas do tipo 1 de 7" para T’ em ~H(L,P), entdo existe caminho de T para T’ em
~H(L,P).

Podemos, entdo, construir ~H(L,P) em tempo O(n’) e explora-lo em O(n’+nS) com um
algoritmo equivalente ao da sessdo (9Assim, encontramos todos os casamentos estdveis com
casais proibidos em tempo O(n’+nS).
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Conclusao

Ao acrescentarmos uma lista de casais forcados e outra de casais proibidos, o problema
dos casamentos estaveis tornou-se bem mais complicado. A lista de casais for¢ados foi facilmente
eliminada, mas, para resolvermos o problema com casais proibidos, precisamos estudar a fundo a
teoria dos casamentosestaveis e seu espago de solugdes.

Na versdao com casais proibidos, estudamos 3 problemas classicos: encontrar um
casamento estavel (no caso, o 6timo para os homens), encontrar todos os casais estaveis e
encontrar todos os casamentos estaveis. Destes problemas, o de encontrar um casamento estavel e
o de encontrar todos os casamentos estaveis ja haviam sido estudados por Vania Dias [D], que
obteve algoritmos de complexidade O(n*) e O(n’+n’S), respectivamente. Vania Dias trabalhava
diretamente com os casais for¢ados e com os casais proibidos.

Quando eu assistia a defesa da tese de Vania Dias, achei que talvez fosse possivel
melhorar um pouco a complexidade destes algoritmos. Pensava em obter um algoritmo O(n*+nS)
para encontrar todos os casamentos estdveis. O problema se mostrou mais complicado do que eu
pensava, mas conseguimos um algoritmo O(n’) para encontrar um casamento estavel. Depois
chegamos no algoritmo O(n’+nS) e, finalmente, O(n’+nS), para encontrar todos os casamentos
estaveis.

Foi surpreendente termos obtido algoritmos que resolvem os 3 problemas na mesma
complexidade de tempo da versdo original, onde ndo havia casais proibidos. Como a versdo com
casais proibidos ¢ uma extensao da versdo original e os algoritmos da versao original ja foram
provados 6timos, os algoritmos aqui fornecidos tambémsao 6timos.
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