UNIVERSITE DE BOURGOGNE
UVS8: Probabilités et Statistiques
Fiche de TD no 5

1. Calculer les fonctions caractéristiques des variables aléatoires discrétes dans les cas suivants:

(a) X =a ps. (rep. ™)
(b) P{X =k} =pr keN (rep. Y eFpy)
(c) X ~ B(p) (rep. pe +1—p)
(d) X ~ B(n,p) (rep. (pe* +1—p)")
) X

(&) X ~P(N) (rep. X" 71)
2. Calculer les fonctions caractéristiques des lois continues suivantes:

U([—a,a]) ot a > 0 (rep. M)
(b) Exponentielle: f(z) = )\eBAmOO[I(:U) (rep. 2=)
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¢) Exponentielle symétrique: f(z) = rep. )\2)‘—;2)

)
)
()
(d) Cauchy: f(x)= m (rep. e~ M, on peut utiliser le résultat précédent)
)
)

. 2,2
1tm

(&) N(m,?) (rep. ei*me==3")
© +0 ) (e ()"

3. Soit X et Y deux v.a.r. i.i.d. de loi exponentielle de paramétre A. Calculer la fonction caractéristique de
X —Y. Conclusion ?

(S

4. Soit (Xp)nen une suite de v.a.r. i.i.d. de loi U([—1,1]) et notons
Sp = nz X et Z, = =8
n — k - n n

On notera ¢,, et ®,, les fonctions caractéristiques de S, et Z,, respectivement.

(a) Montrer que la densité de S,, est donnée par

fnlx) = l/ <Lnt) costx dt
™ Jo t

(b) Calculer lim,,_, 4 ®,,(t). Conclusion ?
5. Une v.a. X est dite de Cauchy de parameétre A (> 0) si elle suit la loi de densité

A

f(z):m

(a) Montrer que si X et Y sont deux v.a. de Cauchy indépendantes de parameétres respectifs A et p,
X +Y suit une loi de Cauchy de paramétre \ + p.

(b) Montrer que si X est de Cauchy de parameétre A, et si @ > 0, aX est de Cauchy de parametre a.
En particulier, montrer que 2X a la méme loi que la somme de deux v.a. de Cauchy indépendantes
et de méme parameétre.

¢) Montrer que si X et Y sont indépendantes et de Cauchy de méme paramétre A, 22¥ a meéme loi
2
que X et Y.

(d) Soient Z ~ N (0,02) et T ~ N(0,57) indépendantes. Montrer que Z est de Cauchy.

(e) Montrer que si X et Y sont deux v.a. indépendantes de méme loi symétrique, telles que pour tous
a, 3>0,aX +08Y ~ (a+ F) X alors

i. soit X et Y sont constantes p.s.



6.

7.

10.

11.

12.

13.

ii. soit X et Y sont de Cauchy

Soit X et Y deux v.a.r. i.i.d. de loi p centrées de carré intégrable. On note o2 leur variance. Chercher

toute les lois u telles que si X et Y suivent la loi p, X—\;%Y suit la loi p.

(a) Montrer que si X est une v.a.r. telle que sa fonction caractéristique ¢(t) vérifie
o #0 e (o) =1

alors X prend p.s. ses valeurs dans une progression arithmétique.
(b) Réciproque ?

(c) Donner un exemple de variable aléatoire discréte telle que

Vtg #0 lo (to)] < 1

. Soit (X, )nen une suite de v.a.r. i.i.d. sur un espace (€, A, P) de fonction caractéristique ¢. Soit N une

v.a. discréte sur (9, A, P), a valeurs dans N, indépendante de la suite (X, )nen de fonction génératrice 1
(i.e. ¥(t) = E [tV]). On définit la v.ar. Z par

_ N ¥, (w) si N(w) > 1
Zw) = { Ozsi ]if(w) =0

Calculer la fonction caractéristique ® de Z.

. Théoréme de Cantelli. Soit (X, )nen une suite de v.a.r. i.i.d. telles que E[X;] =0et E [Xf] < 4o00.

(a) Montrer que = (X1 +---+X,) — 0 p.s. sans utiliser la loi forte des grands nombres.
(b) Montrer que si les (X,)nen ne sont plus de méme loi (mais centrées quand méme) et que E [X}1]
reste borné uniformément, le résultat reste vrai.

Soit X une v.a.r. et (Xy), cy une famille de v.a.r.

(a) Montrer que

{(Xn),en ne converge pas vers X } = U limsup {|X,, — X| > ¢}
£€]0,400] "

1
= U limsup{|Xn - X| > 5}

peEN* n
(b) Montrer que (X),cy converge presque-siirement vers X si, et seulement si, pour tout ¢ > 0,
P (limsup,, {|X,, — X| >¢})=0.

(c) Montrer que si, pour tout € > 0, la série > P (|X, — X|>¢) converge alors la suite (X,,)
converge presque-sirement vers X.

neN

Calculer
. zl + e + zn
lim — | d\y (21, ...,
n—-too 0.1 f ( n ) n ( 1 n)

ou f est une application continue bornée de R dans R. (Indication: on pourra se ramener au calcul d’une
espérance sur des v.a.r. de loi uniforme)

Montrer que si (X, )nen est une suite de v.a.r. indépendantes telles que X,, ~ x2, alors

X, — E[X,]
Y — n n
n O'(Xn)

tend en loi vers X ~ AN(0,1).

Donner des conditions sur les suites (ay,)nen €t (by)nen pour que les v.a.r. suivantes convergent en loi, et
donner la limite:



(a) X ~ bq,
(b) X ~ N (an,by)

14. Soit (Uy), ¢y une suite de v.a.r. iid. de loi uniforme sur [0,1]. Pour tout n > 0, on pose X, =
nmin (Uy,...,U,). Montrer que X,, — X ot X est une v.a.r. de loi exponentielle de parametre 1.

15. Quelques contre-exemples concernant les convergences. Montrer que
(
(b

a) X, 55 X» X, - X 50

X,Y, Z trois v.a.r. telles que X et Y ont méme loi # XZ et Y Z ont méme loi.
(
d) X, 5 X%X,>X ps.

)
)
c) X, L. X% F, () — F (z) (si « est un point de discontinuité de F)
)
(e) X, N - X, L, X saufsi X = Cte p.S.

16. Montrer que si (X,)nen est une suite de v.a.r. telle que X, £, X ot X est une v.a.r. dont la loi est
continue, montrer que F,, — F uniformément (ou F, et F' désignent les fonctions de repartition de X, et
de X respectivement).

17. (a) Soit X et Y deux v.a.r., (X, )nen et (Yn)nen deux suites de v.a.r. telles que X, £, X et Y, Ly,
Montrer que cela ne suffit pas pour affirmer que

X, +Y, S X4y
et que

X,Y, 5 Xy

(b) Soit X une v.a.r., (X, )nen et (Vi )nen deux suites de v.a.r. telles que X, £ Xet Y, . 0. Montrer
que

X, +Y, 5 X

ii. XY, £, 0 (Indication: montrer que X, £, X entraine que X, est une suite tendue, i.e. pour
tout n, Ve > 0, IK compact tel que P{X, € K} >1—¢)

18. Soit (Xy,),, ¢y une suite de v.a.r. de méme loi de Cauchy de paramétre > 0. On pose S,, = 22:1 Xp.

(a) Montrer que % converge en loi, et la déterminer.

(b) Déterminer la loi de Sr’:_l-‘:pg - %ﬂ
(¢c) Montrer que % ne converge pas en probabilité, et expliquer pourquoi la loi faible des grands nombres

ne s’applique pas ici.

19. (a) On va montrer dans un premier temps qu’il n’existe pas de probabilités sur (N*, P (N*)) telle que
pour tout n € N*, P (nN*) = L.

i. Notons (pr);cy la suite ordonnée des nombres premiers. Montrer que
P ( lim (piN*) | =0
(T 02

ii. Montrer que (prN*), .y est indépendante.En déduire une autre valeur de P (limkeN (peN*)) en
admettant que Y po pik = +00. Conclure.

(b) On pose @ =N* x N*, 4, = {(p,q) € Q; pged (p,q) =n} et B=0 (A, ; n € N*).

i. Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout n € N*, P(4,) = -% défini une probabilité sur
(Q, B) et calculer a.

ii. Montrer qu’il n’existe pas de probabilité P; sur (N*, P (N*)) telle que la restriction de P;®P; a
B coincide avec P. (on pourra a cette fin calculer Py (nN*)?)



