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1. Soit p une mesure finiment additive sur une algébre A. Soit (A;), . pv une suite d’événements disjoints
de A, telle que A =73 cINAn € A. Montrer que

2. Soient a et b deux réels quelconques. Déterminer la fonction de répartition de Y = aX + b.
3. Soit F' une fonction de répartition continue et A > 0, montrer que

z+h
@h(z):%/ F(t)dt

est aussi une fonction de répartition.

4. Mesure de Lebesgue-Stieljes. Une fonction de distribution généralisée G sur IR est une fonction
croissante au sens large, & valeurs dans IR, continue a droite. On définit pour tout a < b p(]a,b]) =
G(b) — G(a). Montrer que u s’étend en une mesure positive sur (IR, Bp).
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5. Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit (X, )n=1...co une suite de v.a.r.' et N une variable aléatoire a

valeur dans IN*. Montrer que X définie par
Yw € ) X(w) = Xn(w)(w)
est une v.a.r.

6. On suppose que X est une v.a.r. de loi uniforme sur [a,b], ot a et b sont deux réels tels que a < b.
Déterminer a et b sachant que E[X] =10 et 02 (X) = 12.

7. (a) Sur un espace probabilisé (2,4, P), on considére une v.a.r. X dont la fonction de répartition est
donnée par
1 _
Fx(t) = 5 (€)oo (8) + (2= €7") 10,4001 (1))

Déterminer la loi de Y = | X|

(b) On suppose que Z est une v.a.r. de fonction de répartition

1 3
Fz (t) = 7 (0 +2) Lovorop2f () + 7 1o (8) + Lo goof ()
Donner une représentation graphique de F et déterminer la loi de Z.

8. Sur un espace probabilisé (€2, A4, P), on considére une v.a.r. positive X de la fonction de répartition Fx.

(a) Montrer que pour tout n € IN*
+o0 +oo
E[X"] = / Wt P{X > 1} di — / " (1 — Fy (1)) dt
0 0

(Indication: On pourra appliquer le théoréme de Tonelli sur la fonction H (w,t) = nt" My, 4oof (X (w)))

1Variable Aléatoire Réelle
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(b) Montrer que ’hypothése X positive est nécessaire.
(c) Calculer 'espérance et la variance des v.a.r. dans les cas suivants (ot « > 0):
i
Fx =110,1(t) + 111, 400( (2)
ii.
Fy = (1 — eiat) 1[0, 4o00] (t)

iii.

400 am
Fz = Z eiagl[nﬁ»oo[ (t)
n=0 ’

. Soit (X,)n=1...0co une suite de v.a.r. i.i.d.? suivant une loi de Bernouilli de paramétre % Montrer que

Xn
2n

M8

X =

3
Il
—

est une v.a.r. et déterminer sa loi.

Soit (X5, )n=1...co une suite de v.a.r. i.i.d. selon une loi de Bernouilli dans {0, 2} de paramétre % On pose

Xn
3 n

K

X =

Il
—

n

Montrer que la v.a.r. X a une loi de probabilité continue mais non absolument continue (i.e. sa probabilité
est une mesure singuliére).

Soit X une v.a.r. de fonction de répartition F' que Pon suppose continue. calculer la loi de F(X)
(Indication: On pourra supposer dans un premier temps F strictement croissante).

Théoréme du rejet?. Soit f une densité de probabilité sur IR pouvant s’écrire

f(x) = ap(x)g(x)

a € [1, +oof
g densité de probabilité sur IR
p fonction a valeurs dans [0, 1]

Montrer que si Z est une v.a.r. de densité g et U est une v.a.r. de loi uniforme sur [0, 1] indépendante de
Z alors la loi de probabilité de Z sachant {p(Z) > U} est de densiteé f.

Soient X et Y deux v.ar. iid. de loi N(0,1). Soit (R,0) € [0,+00[x[0,27 la représentation en
coordonnées polaires de (X,Y). Montrer que (R?,6) est un couple de v.a.r. indépendantes absolument
continues par rapport & la mesure de Lebesgue sur [0, +00[x [0, 27| et déterminer la loi de R? et de 6.

Algorithme de simulation. Soit (Un),.pv et (Va), v deux suites de v.ar. iid. telles que pour
tout entier n, le couple (U,,V,,) suive la loi uniforme dans [—1,1]?. Soient X,Y, et N les trois variables
aléatoires définies par

N =inf{n € IV; U2 + V2 <1}

p=U%+V32
Oz:\/fZM
P
XZO[UN
Y:OzVN

2Indépendantes et Identiquement Distribuées
3Cet exercice et les deux suivants forme une série d’exercices un peu exotiques sur la simulation de variables aléatoires.
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(a) Déterminer la loi de N, calculer E'[N], o (N), et P{N > n} pour n donné.
(b) Montrer que p suit une loi uniforme sur [0, 1].
(¢) Calculer la loi de (X,Y).

(a) Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 7. En minorant E [|X|"], montrer I'inégalité de
Markov

EIX]

P{X| >t} <

(b) En déduire I'inégalité de Chebyshev

0% (X)

P{X - E[X) >} < T

Théoréme de Weierstrass, démonstration de Bernstein. Considérons N variables aléatoires in-
dépendantes (X;);=1.. v telles que

X; =1 avec probabilité =z
Xi =0 1—=x

On notera Yy la variable aléatoire + 3% | X;.

Soit f : [0,1] — IR une fonction continue

(a) Calculer py(z) = E[f (YN)]-

(b) Montrer que py — f uniformément en N. (Indication: on utilisera I'inégalité de Chebychev sur Yy )



