Exercices

Filtres de Wiener
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Exercice 1. On considere un processus de la forme X,, = 0 + W,, ou W,, est un processus
gaussien de moyenne 0 et de variance 1 tel que W, et W, sont indépendants si n # j. On
suppose que 6 suit une loi A (0, 0?) indépendante de (W,,), 7.

Caractériser le filtre de Wiener permettant d’estimer 6 a partir de X,,, X,—1, ..., Xp_pt1.
On demande de calculer les coefficients explicitement.

Exercice 2. On considere un processus de la forme X,, = S,, + W,, ou W,, est un processus
gaussien de moyenne 0 et de variance u? tel que W, et W; sont indépendants si n # j. On
suppose que S, suit une loi N (0, ¢?) indépendante de (W},), ., et que de méme, S,, et S; sont
indépendants si n # j.

Caractériser le filtre de Wiener permettant d’estimer S,, a partir de X,,, X,,_1, ..., X;i_p11.
On demande de calculer les coefficients explicitement.

Exercice 3. On considere un processus de la forme X,, = b, + ab,_1 + W,, ou W,, est un
processus gaussien de moyenne 0 et de variance o tel que W, et W, sont indépendants si n # j.
On suppose que b, est une variable aléatoire uniforme a valeurs dans {—1, 1}, indépendante de
(Wh) ez €t que de méme, b, et b; sont indépendants si n # j (P (b, =1) =P (b, = —1) = 3).
Construire un filtre qui estime b,,_g4, d > 0.

Exercice 4. On considere un processus de la forme X,, = S5, —2S,,_1 + Sp_o + W,, ou W,, est
un processus gaussien de moyenne 0 et de variance o? tel que W, et W; sont indépendants si
n # j. On suppose que S,, suit une loi N (0,1) indépendante de (W},),, ., et que de méme, S,
et S; sont indépendants si n # j.

1. Donner I'équation de Wiener—Hopf permettant de calculer les coefficients du filtre de
Wiener d’ordre 3 permettant d’estimer S,,_o a partir de X,,, X,,_1 et X, _».

2. Vérifier que si o = 0, la solution est

A Xn + 3Xn—1 + Xn—2
Sn—l = - 5

Exercice 5. (corrigé) On considere le processus X,, = a S, + #.S,_1 + W, ou W,, est un
processus gaussien de moyenne 0 et de variance o2 tel que W, et W; sont indépendants si
n # j. On suppose que S, suit une loi N (0,1) indépendante des W; et que de méme, S,, et S;
sont indépendants si n # j. On se propose de calculer un filtre de Wiener d’ordre 3 qui estime
0=3S5,_1.

1. Calculer les covariances F[X,, X, x| et F[X,, 0] pour k =0,1,2.



- I'x (0) = E[XX] E[(aSn—i—ﬂSn,l—i—Wn)(OzSn—i—ﬁSn,l—{—Wn)]:a2+ﬂ2+02
- I'x(1)=FE X, Xna] =E[(aS,+BSn—1+W,) (aSh—1+LSn—2+W,1)]=ab

- 1—‘X (2) [X Xn 2] [(Oé Sn + ﬁ Sn—l + Wn) (a Sn—Q + 6 Sn—S + Wn—Z)] =0

et

—Tox (0)=FE[0X,| =FE X, 1(aS,+ 8BS+ W) =0
- Tox (]-) =F [HXTL—I] =F [Xn—l (O[ Sn—l + ﬁsn—Q + Wn—l)] =«
- FGX (2) =k [eXn—Q] =k [Xn—l (O[ Sn—Z + 5571—3 + Wn—?)] =0

2. En déduire le systeme de Wiener-Hopf du filtre d’ordre 3.

a® + 3% + o? af 0 ao I6]
af o + 3% + o2 af a | =1 a
0 a3 a?+ 3 + o2 s 0

3. Calculer les parametres du filtre de Wiener §n_1 = ap X, +a1X,_1+asX,_ s quand a = 1
et f =0 (o étant quelconque).

1402 0 0 ag 0
0 1+O’2 0 ay = 1
0 0 1+0? as 0

d'ouay=ay=0¢e¢t a; = ﬁ soit

~ 1
Sp_1 = X
T2 !
4. Vérifier que si « = =0 =1 alors aozﬁ, a, :%et CLQZ—%.

5 5 402
310 3 5353—72 1
1 3 1 7, = ﬁ;i—?);;ﬁ =11
01 3 — 57 =35 0



