Méthodes mathématiques

pour la physique

UNIVERSITE fiche de TD n-8
DE BOURGOGNE (1a dernire!)

1. On définit I'exponentielle formelle pour ¢t € C fixé par

déf tr
Exp (tx) = Z ﬁx”
n>0 "

(a) Montrer que
i. Exp(0-z) =1,
ii. Exp (tx) - Exp (t'z) = Exp ((t + ¢')z),
il gy = Exp ((—t) 2),
iv. =L Exp (tz) =t - Exp (tz)
(b) Montrer que les solutions formelles de I’équation y’ = ay (ol a est une série formelle en x) sont

les séries formelles y = AExp ([ a) (expliciter cette écriture). Résoudre 4’ = ay+b, y (0) = Ao
par variation de la constante. Montrer que la solution obtenue est unique.

2. Montrer que e* =) ., % par le procédé suivant : équation ' = y avec y (0) = 1 a une solution
fonction e* et une solution formelle Exp (z) de rayon de convergence R = +oo d’ou I’égalité... En
déduire les développements en série entiere de chx et shx.

3. Appliquer la méthode de 'exercice précédent & I’équation y’ = iy avec y (0) = 1. En déduire les
développements en série entiere de cosx et sinx.

4. On rappelle que le coefficient binomial généralisé est défini par

podéf. a(a—1)---(a—n+1)
o n!

C

«

etona (l+z)" =3 5,Cha" si a ¢ N derayon de convergence R = 1.

a) On suppose que o = — € N*. Montrer que
(a) ppose q D, D q
1
Cfp - (71)’” C£+p,1 - (71)’” Z-{—p—l
En déduire que si |z] < 1,
1
_ p—1

n>0
. . . . —1
i. 'Montrer que le nombre de partitions d’un entier n en p entiers est cr p—1-

.o —1 . . . ~ N ,
ii. Montrer que C? +p—1 est aussi la dimension de l'espace des polynomes homogenes de degré
n en p variables.

LCette question et les deux suivantes sont un peu difficiles.



iii. En écrivant - )pH = (111) — x)p, montrer que 1+ Ch~ 1+Cp+1+ —l—Cp_m 1 =Ch

En déduire que la dimension de ’espace des polyndémes de degré < n en p variables.

(b) On suppose que a = =

5, montrer que

Cn_(_l)n,11x3><~-~><(2n—3)
A 2x4x - x(2n)

et en déduire les développements en série entiere de /1 + = et /1 — .

5. Intégrales de Wallis.
3 2
I, :/ sin”:cda::/ cos" x dx
0 0

(a) Montrer que la suite I, est décroissante et positive, en déduire qu’elle a une limite.
(b) En intégrant par parties, montrer que n I, = (n — 1) I,,_5 dés que n > 2.

(¢) En utilisant (b), montrer que
TlIXx3xdx - x(2n—-1
Ly, = - ( ) (1)
2 2Xx4x6x---%x(2n)
2x4x6x---%x(2n)

2
1x3x5x--+x(2n+1) @)

Iopt1 =

(d) Soit v, = nl,I,_1; en utilisant (b), montrer que pour tout n > 1, v, = 3.

(e) Multiplier les inégalités I,, < I,,_1 et I, 11 < I,, par I,, pour en déduire que pour n > 1

(f) En déduire que I,, ~ /- et que lim,, .o I, = 0.

6. 2Appliquer les résultats des exercices 4 et 5 pour étudier le développement en série entiere de
V1 —x en x = %1 (on utilisera I'équivalent de I, pour prouver ’absolue convergence). En déduire
les formules

1x3x---x(2n— nlx3x---x(2n-3) 3
2 2x4x.-.x(2n ot ) (- 2xdx - x(2n) 2 V2

n>2 n>2
7. Montrer que si [t| < 1,ona ). o, t"e™? = T t ——. En déduire que
— tcosf tsin 6
E t" cosnf = —et g t"sinn = ————
1—2tcosf + t2 1—2tcosf + t2
n>0 n>0

Soient P, et @, les polynémes de Tchebychev de premiere et deuxiéme espece (P, (cos ) = cosné

et Qp (cosf) = W resp.), montrer que si [t| <1 et |z| <1, on a

1
Pn t n
> Pu@) 12t +t2 ZQ w12

n>0
3 dt
K (k)= / _
0 1—k2sin%t

(a) Montrer que (avec les notations de l'exercice 5 (1))

8. Soit k tel que |k| < 1 et

L,k ™ gin?"
V1-— k2 sin® m nzZ% "

2Cette question est réservée aux étudiants qui ont vu I’absolue convergence.



(b) Montrer (par exemple en utilisant (3)) que
2
‘—IQn K> sin®" t| < k*"

On peut donc intégrer terme a terme par rapport a ¢.

(c) Montrer que

_2 23om _ T Ix3x5x-x(2n-—1)\" .
K(k)—WZ(IQn) K=o 1+Z( X e D 3

n>0 n>1
1x3x5X--x(2n—1) on
(d) Montrer que >, R AXGX X (@) k < 755z et en déduire une majoration de 'erreur

commise en approximant K par 7. Que peut—on en déduire quant a ’approximation de la

période du pendule par 271'\/Z dans le cas des petites oscillations ?

(e) En utilisant I2 > montrer que 13 et en déduire que

(n+1) n = 4(n+1)

)" 1
=
_ZkQZ n+1 2k2 Og(1k2>

puis que K (k) F2E .

9. Suite de Fibonacci. On considere la série formelle définie par le développement au voisinage de
0 de la fonction suivante 1
deéf.
T s X et =F @
n>0

(a) En écrivant que (1 —x— x2) F =1, montrer que la suite F,, vérifie la relation de récurrence

F, = n71+Fn72;n22
h=FN=1

En déduire que F,, € N. En utilisant les résultats sur les suites récurrentes linéaires, montrer

que
n_ L VAN AT A
"B 2 2

Montrer que le rayon de convergence de F' est R = @

(b) Montrer en décomposant la fraction (4) que

1 1 1 . —1++5 —-1-5

F=— — ol = ——— et ap =

O Rt (e : :

(c) Vérifier que substituer « par « (1 + z) dans = = > >0 2P donne

F=>Y" (i C;xi> P

En déduire® que

j entier
j>3

et donc Fop = Zf:o Cék_i et Fopy1 = Zf:o C;,H_l_i. Visualiser ces relations dans le triangle
de Pascal.

3C’st plus dur qu'’il n’y parait...



