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1. On rappelle (cours) que si P, désigne le polynéme de Legendre de degré n,

1 ‘ P sin=2p
P, (cosf) =2 ‘Cfl cosnf+2 ‘Cfl C-i|cos(n—2)0+---+ 2
2 2 2 ‘Cerle cosf sin=2p+1
(a) En dérivant terme & terme, montrer que
P (cos@)*Qn‘C” Qn—1 (cosb) +2(n— )‘C" 101 _3(cosf) +
4 C’pHC’p*1 (cosf) sin=2p
o 1 :
2 C’p Cp (cosf) sin=2p+1

ot les Q; désignent les polynomes de Chebyshev de 29¢ espece de degré n :

‘ _sin((j+1)0)
@ (cosf) = sin 6
b) On rappelle que |Q; (z)| < j + 1 pour tout = € [—1,1]. En déduire que
J

P! (z) < n® pour tout = € [~1,1]

(c) Montrer que la série ), - Py, () u”, u fixé tel que |u| < 1, est normalement convergente en x
sur [—1,1]. En déduire que si
G(u,x) =

=D Pula
v1—2ux + V1—2uz + a2 s

est la fonction génératrice des P,, on a

oG
- P/ n
- ;) ()

pour |z| <1 et |u| < 1.

(d) Vérifier la formule
5‘G oG

—u) — 1
umgy = (@ —u) o (1)
(e) En substituant dans (1) G par les développements correspondants, en déduire la deuxieme

formule de récurrence des polynomes de Chebyshev.

2. Soit P, 'espace des polynoémes de degré < n. On note A l'opérateur défini par

d o\ dP
pr [(1” )E]
d?>P dP

A(P) =

(a) Montrer que A est bien un opérateur linéaire de P,, dans P,.



(b) Ecrire la matrice de A dans la base canonique {1, x, 2%, ... ,x”} de P,. En déduire que A a
pour valeurs propres 0, —1 x 2, =2 x 3,---, —n(n+ 1). En déduire que A est diagonalisable.

(¢) On rappelle que les polynomes de Legendre vérifient :

d*P, dP,
(]. 71’2) T 721‘% = 7n(n+1)Pn

En déduire une base de vecteurs propres de A.

3. Montrer que le systeme {1, cosnz,sinnz,n > 1} est orthogonal pour le produit scalaire défini sur
lespace des fonctions réelles 2m-périodiques continues par morceaux sur [—m, 7] par

(19)= 5= [ S @9 ()
IF1 = (1)

Calculer |[1]|, ||cosnz|| et ||sinnz||, n > 1. On rappelle que

cospzcosqr = — (cos(p+ q)x + cos (p — q) x)

— N =

sinpz singx = = (cos (p — q) x — cos (p + q) x)

sinpz cosgr = = (sin (p+ ¢) x + sin (p — q) x)

N = DN

4. Soit f (x) At > n>1 bnsinna, olt (by) vérifie -, - [by] < co.

(a) Le but de la question est de montrer que b, = 2 ["_ f () sin nada

i. Montrer que f est une fonction continue.

ii. p étant fixé, montrer que la série ) -, b, sinnzsinpr est normalement convergente sur
[—m,7]. En déduire qu’on peut calculer ffﬂ f (z) sinpz dx en intégrant terme & terme et
ensuite le résultat cherché.

(b) Le but de cette seconde question est de montrer 1’égalité de Parseval

L[ fPa)yde=> b2

i
n>1

i. Montrer que

f(x) = Z ( Z b,-bs sin rx sin sx> (2)

n>1 \r+s=n
en utilisant le résultat sur les produits de séries absolument convergentes.
ii. Montrer que la série de fonctions (2) est normalement convergente, en déduire qu’on peut
calculer f:r f? (z) dz en intégrant terme & terme, et le résultat cherché.

5. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un intervalle [a,b]. Montrer les trois
propriétés suivantes :

(a) si f et g sont presque toujours égales sur [a, b] alors f; f(z)dx = f;g (z) dx.
(b) si f est presque toujours plus grande que g sur [a, b] alors fab f(x)de > f;g (z) du.

(c) si f est presque toujours positive sur [a,b] et si f: f(x)dzr = 0 alors f est presque toujours
nulle sur [a, b].

6. On consideére un fil de longueur 7 isolé sauf aux extrémités. On note U (¢, ) la température au
temps t et au point 2. On suppose U (¢,0) = U (¢, 7) = 0. La température U (¢, x) vérifie I’équation
de la chaleur ou o

o = ko (3)
ot Ox?
Soit f(x) = U(0,z) la condition initiale. On développe f en série de sinus : f(z) = % +
> n>1 nsinna (voir le cours pour la justification de ce développement). On veut résoudre cette
équation par la méthode de séparation des variables.



(d)

En écrivant U (t,z) = « (t) 8 (z), montrer que « et 8 vérifient I’équation

1l1da 1d28

Fad ~ Bdi? @

En supposant a priori 'existence d’une constante A, montrer qu’une condition suffisante pour

que (4) soit satisfaite est que

11d
1lda

me . (5)
Bdz2
et résoudre (5) en fonction du parametre .

En déduire que pour tout n € N, pour toute constante A,, € R,

déf 2L

Uy (t,z) = Ape ™ Fsinna (6)

est solution de ’équation (3) et satisfait les conditions au bord, de méme que tout combinaison
linéaire de fonctions de la forme (6).

En déduire une solution satisfaisant les conditions initiales.

7. Soit f (x) la fonction impaire 27-périodique qui vaut & (7 — x) sur ]0, 7).

(a)

Calculer f (0), tracer le graphe y = f (z), vérifier que f (x) vérifie les hypotheses de Dirichlet,
calculer les coefficients de Fourier de f :

1 s

ap = — f (x) cosnz dx n>0
L
1 [7 .

by = — f (z) sinnx dx n>1
T

—T

Calculer
Yo B pour O<z <7 Y o FE pourm <z <0

(=" "
— 1
szo 2p+1 an1 n2

Pour la derniere formule, on appliquera l'identité de Parseval

20f1P=2 [ Padr=2+ 3 (@ +5) g

8. Soit f () la fonction paire 27-périodique qui vaut x (7 — ) sur [0, 7].

(a)
(b)
(c)

(d)

(a)
(b)

Tracer le graphe y = f (x)
Calculer les coefficients de Fourier de f.

Justifier que
Ve e [0,7] z(m—x) Gl Z cos (2pz)
T T—1xI)=— — —
’ 6 p>1 p2

et en déduire que

,_.
3
()

ZEZE

p=>1

En appliquant I'identité de Parseval (7), calculer szl

1
F .
9. Soit f () la fonction 2m-périodique qui vaut z (72 — z2) sur [—, 7).

Tracer le graphe y = f (x)

Calculer les coefficients de Fourier de f.



(c) Montrer que Vz € R, f(z) =123, 5, (=)™t sinpe Fn utilisant la valeur de sinnZ, montrer

que
> =y
70 2p+ 1?32

(d) En appliquant Parseval (7), calculer }_ -, piﬁ

10. Résoudre ’équation de la chaleur %—({ = k%lg pour un fil de longueur 7 avec conditions aux bords

nulles et condition initiale U (0,z) = = (7 — ) pour z € [0, 7] . Calculer lim;_, 4 U (¢, ).

11. On considere un fil de longueur 7 totalement isolé (y-compris aux extrémités). La température
U (t,z) vérifie Péquation de la chaleur, et les conditions aux bords 22 (¢,0) = 2Z (¢, 7) = 0.
Soit f(x) = U (0,z) la condition initiale. On développe f en série de cosinus : f(x) = % +
Y n>10ncosnz (i.e. on prolonge f en une fonction paire sur [—m, 7] puis en une fonction 27-
périodique que 'on développe en série de Fourier).

(a) Vérifier qualors U (t,x) = 4 + > -4 ane~""* cosna convient (mettre sur f une hypothese
raisonnable, par exemple primitrive d’une fonction continue par morceaux sur [0, 7]).

Wy (t,z) d.

(b) On introduit la quantité totale de chaleur au temps ¢ par Q (t) 0

i. Montrer que la quantité de chaleur reste constante et plus précisemment que Q (t) =

Zag = [y f(z)dz.

ii. Retrouver le méme résultat en calculant ‘Z—? par dérivation sous le signe [.
iii. Montrer qu’il existe A > 0 tel que ‘U (t,x) — %‘ < A%. En déduire que U (¢, x) ooy

@ = %fowf(ac) dz.

12. (Inégalité de Bessel) Soit f une fonction 27-périodique continue par morceaux sur [—, 7], f (z) =
L+ > (an cosnx + by, sinnx) sa série de Fourier.

(a) On note fn la somme partielle d’ordre N de la série de Fourier.

i. Montrer que uy dét. f- fN vérifie uy L {cosnz,sinnz,¥n < N} (utiliser le fait que

(f| cosna) = % et (f| sinnz) = %).

ii. Soit V l'espace des fonctions 27-périodiques continues par morceaux, Vjy ’espace des fonc-
tions 27-périodiques continues, P l'espace des fonctions qui sont combinaisons linéaires de
{1, cosnz,sinnz,¥n < N}. Montrer que {1, cosnz, sinnz, V1 < n < N} est une base de P.
Montrer que Vo = P + PL.

(b) On considere la fonction A : P —R* définie par A(g) = ||f — g||°>, ¢ € P. On suppose que
féP.
i. Montrer que A (g) > 0 pour tout g € P.

ii. En écrivant que f = fN + un, et en appliquant le théoréme de Pythagore, montrer que
A(g) > |lun]|]*. Montrer que A (g) a un minimum qui est atteint pour g = fy et trouver
la valeur de ce minimum.

- 2 _2
iii. Montrer que A (fN> = Hf — fNH = Hf||2 — HfNH . Montrer que

22 _1(ag > 2 2
v =5 (5 + X ah+20)
n=1
iv. En déduire I'inégalité de Bessel

2
Q,
202 D+ 3 (a2 +12)

n>1

(qui est en fait une égalité : c’est I'identité de Parseval).



