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1. Montrer que I'inverse de la série formelle 1 — z est >~ -, 2™, que le rayon de convergence est 1, et

que l'on a
1 n
1—1 Z z
n>0

pour |z| < 1. Que se passe t-il aux bornes de Uintervalle de convergence ?

2. Montrer que si |z| < 1

1 n n
1+IC:Z(_1) v

n>0

En déduire que

n+1
n T

n+1

log(1+2z) = Z (-1)

n>0
pour |z| < 1. Montrer que la série converge pour = 1 et en déduire que
="
log2 = Z —_—
n>0 n+tl
ainsi qu’un encadrement de ’approximation de log 2 par les séries partielles (penser au critere des
séries alternées).

3. Montrer que si |z] <1

En déduire que
x2n+1

arctgz = Z (—=1)" o1 (1)

n>0

Que se passe t-il pour z = 1?7 En déduire la formule

N
4 >0 2n+1
Appliquer la formule (1) pour z = \/Lg, estimer 'erreur de la méthode en utilisant le fait que la série
vérifie le critere des séries alternées, et donc que I'on a une estimation du reste.
4. On rappelle que le coefficient binomial généralisé est défini par
(a=1)---(a—n+1)
n!

déf. &
n det
Cy =

etona (1+z)"= > n>0 Caz™ si a ¢ N de rayon de convergence R = 1.
(a) On suppose que a« = —p, p € N*. Montrer que
Cry= ()" Clp = (=) Chyp s
En déduire que si |z| < 1,
a7~ L e’

n>0



. 'Montrer que le nombre de partitions d’un entier n en p entiers est Cn p—1-

. Montrer que Cn +p—1 est aussi la dimension de l'espace des polynomes homogenes de degré

n en p variables.

iii. En écrivant (17;)p+1 = (1ix) (liz)p, montrer que 14 C5~! 4 Cp+1 +ot Cp+n  =Chin

(interpréter cette formule dans le triangle de Pascal). En déduire que la dimension de
I’espace des polynomes de degré < n en p variables.

(b) On suppose que o = %, montrer que

Cn_(_l)n,11x3x---x(2n—3)
3 2x4x - x(2n)

et en déduire les développements en série entiere de /1 + z et /1 — .

5. Trouver le développement en série entiere de arcsinx. Etudier la convergence aux bornes de l'inter-

valle de convergence.
us us
2 2
I, = / sin” xdx = / cos" x dx
0 0

6. Intégrales de Wallis.
(a) Montrer que la suite I,, est décroissante et positive, en déduire qu’elle a une limite.
(b) En intégrant par parties, montrer que n I, = (n — 1) I,,_o dés que n > 2.

(¢) En utilisant (b), montrer que

TIX3XdX---x(2n—-1
I, = = ( ) (2)
2 2x4x6x---%x(2n)
2x4Xx6x---%X(2n)

1x3x5x---x(2n+1)

Iopnt1 =

(d) Soit v, = nl,I,—1; en utilisant (b), montrer que pour tout n > 1, v, = 3.

(e) Multiplier les inégalités I,, < I,,_1 et I, 11 < I,, par I,, pour en déduire que pour n > 1

(f) En déduire que I,, ~ /- et que lim, . I, = 0.

7. 2Appliquer les résultats des exercices 4 et 6 pour étudier le développement en série entiere de
V1 —z en x = %1 (on utilisera I’équivalent de I, pour prouver I’absolue convergence). En déduire
les formules

1x3x--%x(2n— 1><3><---><(2n—3) 3
=5 et =2
> et 3 (- ;2

2><4><---><(2n 2x4x---x(2n)

n>2 n>2
8. Montrer que si [t| < 1,ona )’ -, t"e™? = . En déduire que
—tcosf tsin 6
Zt"cosn@ ———— ¢t Zt”sinnﬂz—
2tcost9+t2 1 —2tcosd + t2
n>0 n>0

Soient P, et @, les polynémes de Tchebychev de premiere et deuxieme espece (P, (cos ) = cosnf

et @y (cosf) = W resp.), montrer que si [t] < 1l et |z| <1, on a

1
ZP 2tm+t2 ZQ" — otz + 12

n>0

LCette question et les deux suivantes sont un peu difficiles.
2Cette question est réservée aux étudiants qui ont vu I’absolue convergence.



9. Soit k tel que |k| < 1 et
2 dt

Kk) = 1— k2sint

(a) Montrer que (avec les notations de I’exercice 6 (2))

\/727 E IQ’IL Sln
k2 sin T >0

(b) Mountrer (par exemple en utilisant (4)) que

Z o, k2 sin®mt

‘2 San

On peut donc intégrer terme a terme par rapport a t.

¢) Montrer que
(c) q

_E 20 _ T I1x3x5x---x(2n—1) 2 o
K =25 ()t = F (10 (e )

n>0 n>1

(d) Montrer que Y, (%) k< kz et en déduire une majoration de 'erreur

commise en approximant K par 7. Que peut—on en déduire quant a 'approximation de la

période du pendule par 27r\/g dans le cas des petites oscillations ?

(e) En utilisant I?

2
o> m montrer que I3, >

ﬁ et en déduire que

&)™ 1
= log | ——
= 2k2 Z n+1 2k2 Og(1k2>
puis que K (k) FE oo
(f) Montrer que
K (k)

IN

ﬁ+110 ;
G
(utiliser I,, < \/5-)

10. Montrer que ) - ,e~ ™" converge sur |0, +o00[ et trouver sa somme. Montrer qu’il y a convergence
normale sur tout intervalle [zg, +00[, g > 0, mais qu’il n’y a pas convergence normale sur |0, +o0].

11. Suite de Fibonacci. On considere la série formelle définie par le développement au voisinage de

0 de la fonction suivante 1
déf.
T - LB =F (%)
n>0

(a) En écrivant que (1 —x— ac2) F =1, montrer que la suite F,, vérifie la relation de récurrence

F,=F, 1+ F, 2,n>2
Fh=F =1

En déduire que F,, € N. En utilisant les résultats sur les suites récurrentes linéaires, montrer

que
o 1 1+\/3 n+1 17\/5 n+1

Montrer que le rayon de convergence de F' est R = @




(b) Montrer en décomposant la fraction (5) que

1 1 1 —14++5 —1-+/5

F=— — ol a; = et ap =

Alalim) w0-2) : :

a2

(c) Vérifier que substituer # par # (1 + z) dans == =Y. . 2” donne

F=>Y" (i C;xi> P

p>0 \i=0

En déduire3 que

J entier

j>5
et donc Fyp = Zf:o Cékﬂ' et Fopq1 = Zf:o Cékﬂﬂ-. Visualiser ces relations dans le triangle
de Pascal.

12. Montrer que

1.35...2n—1) 1
2n— — ("
2.4.6....(2n) on Con

13. On note T}, (z) le n'®™¢ polynome de Chebyshev de 1°%® espece, T}, (x) est donc de degré n.
(a) Montrer que T}, () = 3, «,, CaPa™ 2P (2* — 1)”.
(b) On définit la suite @Q,, des polynémes de Chebyshev de 21®™¢ espece par la méme relation de
récurrence que T, et Qo () =1, Q1 (z) =2x.
i. Montrer que @, est de degré n, que Q, = 2"a" 4 (---d° < n), et que @Q,, & méme parité
que n.
ii. Montrer que @, (cosf) = W et étudier les cas § =0 et 0 = 7.
iii. Montrer que Qn () = > y,<,, Cg’f{lxn_% (2% — 1)p7 en déduire Q,, (1) et @, (—1).
iv. Soit A, le déterminant

2z -1 0 -+ 0
-1 22 -1

An=| 10 -1 2z . 0
: . ) .o—1
o --- 0 -1 2=z

avec Ag a4 1 et Aq 4. 9 . Montrer que A, = Q,, ().

(c) Calculer Ty & Ty, Q2 & Q4. Vérifier que Q4 (v) = 162* — 1222 + 1.

(d) Montrer que T,, a n racines distinctes : cos g, cos v, . .. COS Qy—1 avec oy, = 22—:2171' et que @,
a n racines distinctes : cos 6, cosfs, .. .cos b, avec 0, = nL_Llﬂ.

(e) Montrer que |T,, (z)] < 1si z € [—1,1]. Montrer que @, () = 2Qn—1 (z) + T), (x). Utiliser
(b)ii, en déduire que |Qy, ()] <n+1size€[-1,1].

(f) Montrer que Ty, (cht) = chnt et @, (cht) = W

(g) On note A,, le déterminant défini comme A,, sauf le coefficient en position (n,n) qui vaut x.
On pose A a4 et A, 4. . Montrer que A, =T, (z).

n utilisant (g), montrer que T}, est croissant sur [1, +oo[. Montrer que si x > 1,
h) En utilisant t T, est i t 1 Mont ixz>1

T, () = % [(IL’JF \/aﬁ)nJr (xf xQ—l)n}

(& partir de (f) par exemple) et retrouver la formule de (a). Faire le méme genre de calcul avec

Qn.

3C’st plus dur qu’il n’y parait...



