UNIVERSITE DE BOURGOGNE
MMB5: Analyse Numérique Elémentaire
Fiche de TD no 6

1. Interpréter géométriquement et décrire les formules de quadratures élémentaires pour les deux méthodes
suivantes:

(a) la méthode de Heun:

¢(t,x,h) =z (f(t,x)+ f(t+h,x+hf(tx)))

N =

(b) la méthode d’Euler modifiée:
1

¢(t,$,h)f(t+2

h,x+ %hf (t,x))

2. Considérons le systéme suivant

df"ly) = x(t) entre 0 et 1
z(0)=1

et notons (:c{j )n:O,“  1a solution calculée en utilisant la méthode d’Euler avec un pas constant h = + et

sans erreur initiale (i.e. g =1). Montrer que

le 11 e 1
N _
TN —x(l) = *5—2‘7 + ﬂ_,”z +0 <—3>
3. On consideére le probléme de Cauchy

do(t) _
= )

2 (0) =nentre 0 et T

ou f:[0,7] x R — R est supposé deux fois continuement différentiable. Soit ® : [0,7] x Rx [0, H] — R

continue, uniformément lipschitzienne en la seconde variable, et telle que g—i’ (t,z, h) existe et soit aussi

continue.

(a) Décrire la méthode & un pas basée sur la fonction ®. Est-elle stable ?

(b) Montrer qu’'une condition nécessaire et suffisante pour que cette méthode soit au moins d’ordre 2 est

que
@ (1,2,0) = [ (t,2)
0 7]
O a0 =3 L0+ 32 (0 1 1,

pour tout (¢,z) € [0,7] x R.
(c) Soit le probléeme de Cauchy suivant
dz (t)
dt
x (to) = n entre tg et to + T

= —sin (tz(t))

et
O (t,x,h) =sin((t+ h) ) (ht cos(tz) —1)
Montrer que la méthode a un pas basée sur ® est au moins d’ordre 2.

4. On se propose d’étudier le probléeme de Cauchy suivant

drt) — 1000 ( (t) — £2) + 2¢
z(0)=0

entre 0 et 1.



(a) Montrer que la solution est x (t) = 2.

b) Calculer ,11 en fonction de &, ou &, représente 'erreur d’intégration numérique entre la méthode
+
d’Euler et la solution exacte.

(c) Montrer, sans utiliser le théoréme du cours, que l'erreur est en O (h) o h est le pas supposé constant.

5. On veut résoudre numériquement le probléme de Cauchy
G = flx@)
z(to) = 1
entre tg et to + T, f étant une fonction lipschitzienne indépendante de ¢, dont la dérivée f’ est supposée
connue explicitement. La méthode & un pas proposée est fondée sur la fonction ® suivante:

O (t,x,h) = af (x) + Bf (x +yhf (2)) + 6h%f (z) f ()

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette méthode soit consistante.
(b) A quelles conditions sur la fonction f cette méthode sera-t-elle convergente ?

(¢) Sous quelles conditions sur «, 3, v et § est-ce une méthode de Runge-Kutta ? Quel est alors 'ordre
maximum de cette méthode ?

(d) Déterminer «, [, v et 6 pour que cette méthode soit d’ordre 3.
(e) Cette méthode peut-elle étre d’ordre 4 7

6. Soit le probléme de Cauchy

{é—itx(t) =f(t.z (1) (1)

entre tg et to+7 ou f : [to, to + 1] X R est supposée continue en ¢ et continuement différentiable en = avec

V(t,x) € [to,to+T] xR ‘%f(t,m) <L (2)
On considére la méthode & un pas implicite caractérisée par:
h
O (t,x,h) = f t+§,§ (3)
ol & est donné par
h h
€_$+§f(t+§7€> (4)

Montrer que cette méthode est consistante.
Sous I’hypothése (2), montrer qu’elle est stable.
En déduire qu’elle est convergente.

)
)
(c)
(d) Montrer qu’elle est au moins d’ordre 2.
) A quelle condition sur h cette méthode est-elle bien définie ?
)

On se place dans le cas particulier ot to =0, n =1 et f (t,2) = ax oi o € R dans (1). On notera
t, = nh et T'= Nh. Montrer que si zy représente la solution approchée du méme probléme par la
méthode implicite caractérisée par (3) et (4), i.e.

Zp4l = Zn T h® (tny Zn;y h)

zZ0 — 1
et dans ’hypothése trouvée dans la question 5, alors

2y = (T) (1 + aij;h? +0 (h3)>

(g) Que pouvez vous en conclure sur Uordre de cette méthode ?



7. On se propose d’étudier 'influence des erreurs d’arrondi pour une méthode a 1 pas stable d’ordre p sans
erreur initiale. On suppose qu’a chaque itération, on commet une erreur numérique p,, sur le calcul de
D (ty, T, hy), op sur Vitération proprement dite, et € sur la condition initiale i.e.

{ 53\n+1 = fv\n + hy, ((I) (tna L/fn, hn) + pn) +on
g =¢&

On suppose |pn| < R et |on| < S qui sont deux constantes qui dépendent de la précision des calculs
numériques et, pour R, de la qualité de 'approximation de la fonction & intégrer. Pour simplifier, on
suppose le pas constant h = %

(a) Montrer que

_al< P
OngLXN\z(tn) Tn| <M (le] + TR+ NS + KhP)

(b) Etudier le comportement de cette majoration en fonction de h. En particulier, montrer qu’il existe
un pas optimal A* pour lequel ce majorant est minimal.

8. On cherche & approcher la solution x (¢) du probléeme de Cauchy

L) = ()
0 ®

entre ¢ et to+ 7T ou f : [to,to + T] Xx R — R est supposée suffisamment réguliere et lipschitzienne en sa
seconde variable uniformément en la premiére. On utilise la méthode suivante

{ Tpil = Tp+ % (f (tny ) + f (g1, Tng1)) (6)
o = 1N

(a) Montrer que cette méthode est une méthode de Runge-Kutta implicite.

(b) Montrer que, pour h assez petit, on peut écrire cette méthode sous la forme

Tpn+1 = Tn + hd® (tny T, h) (7)
To = n

(¢) Montrer que pour f (t,z) =ax+b (A#0),ona
@ (tah) = (ar+5)Y (G (8)
x ax ; < 5 )

et calculer l'ordre de la méthode (6) dans ce cas.

(d) On considére la méthode définie par

Tpnt+1 = Tp + hv (tny T, h) (9)
To = n

avec

1 3 2 2h 2

Démontrer que si la méthode (7) est d’ordre 2 au moins, la méthode (9) est d’ordre 3 au moins.

(e) Appliquer la méthode (9) au cas f (t,z) = ax + b et déterminer la fonction W.

9. On considére le probléeme de Cauchy

{x’(t) = [(tz(t)
z(0) = =xo



Soit A = (aj;i); =1 o, . une matrice réelle et b= (by,... ,bs)" un vecteur réel. On considére la méthode

de Runge-Kutta

a; :$n+h2aj7if(tn+cih,ai) pour j=1,...,s
i=1

Tptl = Tp + hzb]f (tn + th,aj)

=1
On pose

(ag,...,o)" e R¥X!

o =
w=(1,... )" er!
et on applique la méthode de Runge-Kutta a ’équation

() = x(t)
{x(O) =1

en supposant h assez petit pour que la matrice I — hA soit inversible.
(a) Prouver que
@ =I-hA) 'z,
(b) Montrer que
Trp1 = (1 + T (I — hA)™ w) Tn

(¢) On suppose maintenant que la méthode de Runge-Kutta est explicite.

i. Montrer qu’il existe un polynéme r € Py tel que

Tpy1 =1 (h)xy,
ii. En déduire qu'une méthode de Runge-Kutta explicite a un ordre au plus s.

10. Controle du pas et méthodes de Runge-Kutta emboitées. Soient ®(¢,x;h) et ®*(¢,x;h) les
fonctions correspondant & deux méthodes de Runge-Kutta d’ordre p et p 4+ 1 respectivement.

(a) Montrer que Perreur de consistance €, de la méthode d’ordre p peut s’écrire
en = hy (®(tn, Tni hn) — ©*(tn, Tn; b)) + O (RET?)

(Indication: en notant ¥ Uerreur de consistance de la méthode d’ordre p+ 1, montrer que €, —e =
O (hE™2) par un développement limité au voisinage de (t,,xy,0)).

(b) Supposons que les deux méthodes sont emboitées, c’est a dire représentables de la fagon suivante:

cLlain -+ Gy ct air - a0
Cq | Qg1 -+ Qqq Cq | @q1 -+ Qqq 0
| by ... by 1] b - by 0
* * *

o0 e g bog

i. Donner un exemple de méthodes de Runge-Kutta emboitées

ii. Décrire une méthode de controle du pas basé sur ces méthodes (donner les équations de ®(t, z; h),
®*(t,x; h) et une technique simple pour choisir le pas).



11. Méthode des perturbations. Le probléme est de résoudre

dx

z(to) =1
L)+ p(0)e(t) =0
p(t) = po(t) + epa(t) + °pa(t)

ol € est un petit parametre, sachant que l'on a déja trouvé la solution xg(¢t) du probléme suivant:

z(to) =1

) + polt)a(t) =0

Cette méthode consiste & supposer que la solution va s’ecrire sous la forme
2°(t) = 2 (t) + exq (t) + 2o (t) 4+ - -
puis & identifier les coefficients des ¥ pour k = 1,2,.... Utiliser cette méthode pour résoudre

z(0)=1

Z—f(t) + (1 —et)z(t) =0

lorsque et < 1.

12. Identifier les méthodes d’intégrations utilisées pour le calcul de x, 1, Zn2, Tn3, Tna €t Tpy1 dans la
méthode de Runge-Kutta classique d’ordre 4

13. On considére le probléme de Cauchy

z(a) = xg

L) = f(t,(t))

ol on suppose f continue sur [a,b] x R lipschitzienne en z. On intégre cette équation a laide du schéma
itératif

t € [a,]

Tpt1 = Ty + hd) (tna Tn, h)

outn:a—i—nh,h:b;]\,“,nzo,...7Net

o (t,z,h) =2f <t+%,z+%f(t,x)> — f(t,x)

(a) Etude de convergence:

i. Vérifier que cette méthode est consistante.
ii. Montrer qu’elle est stable.
iii. Montrer qu’elle est convergente.
iv. Etudier son ordre.

(b) Interpréter géométriquement cette méthode.
(¢) On pose f (t,z) = —Ax avec A > 0 et a = 0.

i. Quelle est la solution du probléme de Cauchy sur Rt ?
ii. Montrer que le schéma itératif peut se mettre sous la forme z, ;1 = P (Ah)x, od P est un
polynéme de degré 2 a préciser.
iii. Pour quelles valeurs de A a-t-on lim,, o, =07

14. On s’intéresse a la résolution numérique du probléme de Cauchy uztﬁ = f (t,z (t)) avec condition initiale

x (tp) = n entre tg et tog + T par une méthode de Runge-Kutta donnée par

q

@(t,l‘, h) = thf (t—‘rcih, £L'z) (10)

i=1



ol les g points intermédiaires (;tZ)Z:1 ¢ Sont définis par les relations classiques. On suppose que f est p

fois contintiment différentiable (p > 1) dans [to,to + 7] X R et que les fonctions , %, ce 82‘5 existent

et sont continues dans [t, o + 1] x R x [0,T].

On rappelle la notation

{ f(O) (t,l‘) :f(t,l'.) et pour j >0:

. () ()
FO (¢, 2) = L2 (t,2) + 2L (t,2) f (¢, 2)

(a) Expliciter ® lorsque f (¢, ) = kt*~! pour k fixé entre 1 et p et montrer que la relation

o 1e 1,0
o=t (12,0) = %f(k U (t, ) (11)
s’écrit
q
1
Zbicﬁ_l = E (12)
=1

(b) En déduire que si la méthode de Runge-Kutta (10) est d’ordre p, la formule de quadrature élémentaire

1 q
/O g(0)de~ Y big (e (13)

est nécessairement d’ordre au moins p — 1.

(¢) Montrer qu'une formule de quadrature a g points telle que (13) est au plus d’ordre 2¢ — 1 (on pourra
considérer la fonction g (t) = t2? et son polynéme d’interpolation de Hermite simple). En déduire
que la méthode de Runge-Kutta (10) est d’ordre au plus 2q.

(d) On veut trouver une méthode de Runge-Kutta d’ordre maximum avec ¢ = 2. Déterminer les valeurs
de by, ba, c1 €t ca.



