UNIVERSITE DE BOURGOGNE
MMB5: Analyse Numérique Elémentaire
Fiche de TD no 4

1. Calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange de la fonction f : x — H# aux points {—1,0,1, 2}.

(a) Par la méthode de Lagrange
(b) Par la méthode des différences divisées

(c¢) Par la méthode des différences finies (cf. exercice 10)

Calculer le polynome d’interpolation de Lagrange de la méme fonction mais aux points {—1, —%, 0,1,2};
vous avez le choix de la méthode.

N.B. Les polynomes d’interpolation calculés ci-dessus seront exprimés sous la forme classique d’une somme
de monomes.

2. Soit f € C([a,b]), on sait qu’il existe un polynoéme p de degré < 2n — 1 et un seul tel que :
p(x1) = f(z1) , p'(x1) = f'(z1)
p(re) = f(z2) , p(x2) = f'(22)

pan) = () o p(an) = F(an)

onla<zr<a < - <xpy <bh

(a) Montrer que si Uon écrit p sous la forme

p(@) = Ai@)f(x:) + > Bix)f (w:)
i=1 i=1
les conditions (1) s’écrivent
AZ(LEZ) =1 ) BZ(LEZ) =0
Ai(zj)=0,1i#j 5 Bi(zj)=0,i#] @)
Ai(zi) =0 ;o Bi(zi) =1
Aj(w;) =0, i#j 5 Bi(z;) =0, i#].
(b) En déduire expression de p suivante
p(x) =Y [1 =20z — 2l (@)JIF (@) f ) + > (@ — @)l (@) f (as) 3)
i=1 i=1

ou

(c) Prouver que si f € C?"([a,b]) alors

: £
@) = p(o) = (@ =00+ (o -, L 0

ou (, appartient au plus petit intervalle fermé contenant x, z1,... , T,.

3. Analyse par perturbation de l’interpolation de Lagrange. Soient xg,...z, n + 1 points dans
[a,b] et (1i(z))i=0...n les polynomes de Lagrange aux points xo,...z,. Notons \,(z) = Y i, |li(z)] et
Ay = SUP,ea) An (@) = [ An] -

(a) Posons y; = f(x;) et y; = f(x;) + &;. Soient p, et p, les polyndmes d’interpolation de Lagrange aux
points (x;,y;) et (x;,9;) respectivement. Montrer que

Ipn = Blloe < A mace (Jei)



(b) Notons E,(f) = infsep, ||f — qlo- Montrer que

(c) Pour toute fonction f € C%([a,b]), notons L, (f) = p, son polynéme d’interpolation de Lagrange aux
points xg, . ..x,. Montrer que

o 1£0(9)]l oo
" geeo((ad)), 920 |9l

(Indication: Montrer qu’il existe f € C%([a,b]) telle que ||£,(f)]l.. = An || f]lo0)-
A, s’appelle la constante de Lebesgue associée aux points xg, ... Z,.

4. Pour une subdivision zp < 1 < -+ < 2z, (n > 2) on pose :

ou l;(x) = Hj# ;;;—Iﬁ%

(a) Dessiner A(z) pour n = 2 en considérant la subdivision —1 < 0 < 1.
(b) Montrer que Yz € R Az) >1
(c) Montrer que sur lintervalle [z;_1, ;] on a :
S [y i -
Alz) = Zalll(x) avec g; = { (—1)id §i>

=0

(d) Prouver que la fonction A(z) ne posséde qu'un seul maximum local sur chaque intervalle [z;_1, z;].

(e) Sur [—1,1], on consideére la subdivision x = —1 + 2_: pour k =0,...,n. On pose :

A, = S > (@)

-L11i=0
Montrer que
2TL
An2 g2
Indication: On regardera ce qui se passe en © = —1+ %

5. On se place sur un espace vectoriel X (sur R ou C) de dimension n.

(a) Montrer que si 21, ... ,2, sont indépendants dans X, et si Lq,..., L, sont indépendants dans X*,
alors det((L;(x;)) # 0.
(b) Réciproquement, si parmi les familles x1,... ,x, et L1, ... , L, une est indépendante, et si det((L;(z;)) #

0, alors I’autre famille est indépendante.

(c) On se donne Lq,...,L, dans X* et n nombres arbitraires wy,... ,w,. On considére le probléeme
suivant: trouver x € X tel que

Lz(as):wz z':l,...,n.

Montrer que ce probléme admet une solution pour tout choix des wq, ... ,w, si et seulement si les L;
sont indépendants dans X*. Vérifier que dans ce cas la solution est unique. On dira que la famille
(Li,...,Ly,) a la propriété d’interpolation.

(d) Soit X = Pap41 'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2n + 1. Soient « et 3 deux réels
distincts. On définit les 2n + 2 formes linéaires Lg, L1, ... , La,+1 suivantes sur Po,41:

Lo (P) = PH(q)
Lok11(P) = P ()

(ot P%) désigne la k™ dérivée de P, et POO) = P).

Vk=0...n {



i. Déterminer le polynome de plus petit degré tel que si f(x) = e ™7,

P(0) = f(0) P"(0) = f"(0)
P2)=f(2) P"(2)=1"(2)

ii. Montrer que la famille (Lo, L1, ... , Lap+1) a la propriété d’interpolation.

(e) Montrer que la famille suivante

Lo (P) = P(0)
Li(P) = P(1)
Ly(P)= P'(3)

n’a pas la propriété d’interpolation.
(f) Examiner les exemples suivants :
i. X =Ppn, Lo(f) = f(20), L1(f) = f(21), -y Ln(f) = f(2n). On suppose que z; # zj si i # j ;
ii. Abel-Gontscharoff interpolation. X = P,, Lo(f) = f(20), Li(f) = f'(z1), L2(f) =
f”(ZQ)a"'a L’fl(f) = f(n) (Z’fl) 5

iii. Interpolation de Hermite simple. X =P, 1,

Li(f) = f(=1) , La(f) = f'(=1)
Ls(f) = f(22) o La(f) = f'(22)

Lonr(f) = F(m) + Lon(f) = '(2) (2 # 2, i) ;

iv. Interpolation de Hermite. X = Py, pour éviter les difficultés liées a I'indexation, on donne
la liste des formes sans utiliser le symbole L :

flz0) 5 fl(z0) ..., fOm0)(z)
f(zl) ) f/(zl) sty f(ml)(ZO)
F) o F() e £ (20)

(Zi#zﬁ Z#J: etN:m0+m1+"'+mn+n);

v. Interpolation trigonométrique. Un combinaison linéaire de 1, cosx, ... , cos nx, sin x, sin 2z, . ..

est appelée “polyndome trigonométrique de degré < n”. L’espace linéaire correspondant est noté
Fn. Quelle est sa dimension ? X = F,,, Lo(f) = f(xo0), L1(f) = f(x1),..., Lon(f) = f(wan), avec
T <2y <2 < < Tgp < T

oit f une fonction continue sur [—1,1].
(a) Soit n un entier naturel non nul et z1,...,2, n nombres réels distincts compris entre —1 et 1. On
pose

m (z) = [ (@ = 2:)

=1

et

T —x;
l; () = .
i (@) H T — T
J#i
et on définit le polynéme p,, par

Pn € ,P2n71
P (x3) = f(2;) et
pn(xi) =0pouri=1,...,n

,sinnx



i. Justifier 'existence et 'unicité de p,,.
ii. Exprimer [; (x) en fonction de 7, (z) et de 7/, (x;).
iii. Vérifier que

po () =D Fi (@) f ()
i=1

ou F (z) = (1 — :7 EZ; (x— x2)> l; (@2

n

(Indication: On pourra exprimer 7, (z) en fonction de ), (x;) et de l; (z) d’aprés la question
précédente puis dériver deux fois pour obtenir une expression simple de 7!/ (x;))

(b) On définit sur [—1,1] le polynome de Chébyshev de degré n par T, (z) = cos (n arccos ). On rappelle
que T, est un polyndéme de degré n, de zéros cos (2§;1w) pour i = 1,...,n et dont le coefficient
dominant est 2"~!. A partir de maintenant, les points x; désigneront les zéros de Tj,.

i. Etablir les égalités suivantes:

(1) /T=22 T, ()

Fi(z) = (1— 2 <%>2

ii. Montrer que pour tout x € R

et en déduire que sur [—1, 1]

|f (@) = pu (@) <Y1 (@) = f (2)| F; ()

i=1
(c) Soit € > 0. La fonction f étant uniformément continue sur le compact [—1, 1], on introduit n > 0 tel
que
Vool € [11] |z—a|<n=|f(z) - f@@)] <e
Pour un z € [—1,1] fixé, on pose J, . = {i € {1,... ,n} / |z — x;| <n}etonnote K, ={1,... ,n}—
Jae-
i. Montrer que

S 1f (@)~ f (@)l Fi(2) < e

i€ Ja,e
ii. Montrer que

11l

nn?

3 1f (@)~ f (@) Fi(2) < 4

1€EKz e

ili. Que peut-on en conclure sur la convergence de la suite des polynémes (P,),~,?

7. On note ag, ... ,a,_1 les racines n*“"¢ de I'unité :

2Tk

Q= exXp

(a) Montrer que tout polynome p € C[X], avec deg(p) < n — 1, peut s’écrire :

n—1

pe) = = > anplen)
k=0

2" —1
—

z k ’



(b) Soit maintenant p € C[X], avec deg(p) = n — 1. On note A le coefficient de 2"~ dans p(z). On
suppose de plus qu’on a |p(z)| < 1 pour tout z de module 1. Montrer que l'on a |A] < 1 et que, si
|A| =1 alors p(z) = Az"~ L.

8. On considére n + 1 points distincts de [a,b] et f une application de [a, b] dans R. Montrer que :

. f(x:)

= im0 il —25)

flroy- - yxn] =

9. Différences finies. Soit (yx) une suite réelle (ou complexe), on définit par récurrence A™yy, :
An—i—lyk — A(A"yk) — AnykJrl _ A"yk (5)
avec A%y = yi.

(a) Donner les expressions de Alyg, A?yx, A3yx. Montrer que

n

Aty = S ()" Clpgr (6)
r=0
Que vaut A"yg 7
(b) On interpole 'application f en des points équidistants o = a, 1 = a+h, ..., ©, = a+nh (n € N*).
i. Prouver que f[zo,... ,zn] = %—;;l% ot y; = f(a+ jh) (on pourra utiliser I’exercice précédent).
ii. En déduire I'expression, a ’aide de différences finies, du polynéme de degré < n qui interpole
fen zg,...,z,. Remarque : si f est de classe C™ sur [z, ], il existe { €]z, z,] tel que

) = Acfge

10. Soit f(z) = sz()) arz® une série entiére de rayon de convergence R > 0 et soit 0 < a < R.

(a) Trouver une majoration de SUp,c(_q q] | D ()]

(b) Pour tout entier n € N*, on se donne une suite de n + 1 points distincts z; ,, € [—a, o distincts deux
a deux, et on note p, le polynéme d’interpolation de f en ces points.

i. Trouver une condition suffisante sur R pour que (p,) converge uniformément vers f sur [—a«, a.
ii. Donner des exemples.

11. Polynémes de Legendre. Considérons la famille de polynémes définis par

L, (z) L d" [(mQ - l)n}

= onpl dzn

(a) Montrer les propriétés suivantes
i.
2

Ln € P et < L, Lin >12(-1,)= 5= 0nm

ii.

iii.

L,, est pair pour n pair et impair pour n impair
iv.

’I”LL,L(LU) = (Zn - 1)$Ln—1(m) - (n - 1)Ln—2(x)



Ly (x) = xLj,_y(x) +nln_1()
Liy(x) = Ly o(x) = 2n = 1) Ln 1 ()

(2* = 1)Ly, (z) = n(¢Ln(x) = Lp-1(z))
(b) Montrer que les polynémes orthogonaux par rapport a la fonction de poids w(z) = /= (respective-
ment %) sur ]0, 1[ sont g, (z) = L:’”%i‘ﬁ) (respectivement ¢, (z) = Lo, (1/)).

12. On se donne un intervalle [a,b] et une fonction f : [a,b] — R de classe C'. Soit n > 2 un entier et notons
(%i);—o..n, la subdivision de pas h = b;na de [a,b], i.e. Vi € {0,1,... ,n}, z; = a+ hi. Le but de cet
exercice est de montrer qu’il existe une unique fonction S telle que
(i) S est de classe C? sur [a, b],

(ii) vi € {0,1,... ,n — 1}, la restriction de S & [x;,z;4+1] est un polynome de degré < 3 qui sera noté
S(z) = Pi(z) = aj (x — l'i)?’ + Bi (x — xi)z + 7 (x — x5) + 6 sur [xg, iqq],
(iii) Vi € {0,1,... ,n}, S(z;) = f(x;),
(iv) S'(a) = f'(a) et S'(b) = f'(b).
(a) Montrer que si S vérifie les trois premiéres conditions (), (i1), et (ii3), alors les coefficients «;, 5, Vi, 6
s’expriment en fonction de h et des f(z;) et S”(x;) =25, j=0...n.
(b) Prouver que si S vérifie les quatre conditions (1), (), (iii) et (iv) alors le vecteur z est solution d’un
systéme linéaire A z = v ol
20 S”(.’L‘())
Zn S"(xy)
et ou la matrice tridiagonale A et le vecteur v sont & déterminer.
(¢) Montrer qu’il existe une et une seule fonction S vérifiant les quatre propriétés (i) & (iv).

13. Probléme. Supposons les points d’interpolation de Lagrange équidistants sur [0, b] et notons y = 4%. Le

but de cet exercice est d’étudier 'erreur d’interpolation dans le cas de points équidistants.
(a) Montrer que
bn+1 (n+1)

=Dy —=2)-(y — n

T 1)!nnﬂy(y Jy—2)-(y—n)f" ()

(On va donc étudier la fonction h(y) = |y(y —1)--- (y — n)|)

3 €0,0] fz)—pn(r) =

(b) Montrer que h atteint son maximum en un point y,, €]0, [ et que y,, ~ ﬁ quand n tend vers 400

(Indication: calculer M) En déduire que

h(y)
Cln!
<
ACL>0 Vn>1  hiys) < In(n)
(on peut prendre C; = 1)
(¢c) Montrer que
lim (A 1 In(n) _ 1
n—oo ln(n) TL' o
et en déduire que
an!
: 1 h(yn) > ——
20 = (v )_ln(n)
(on peut prendre Cy = %)
(d) Soient zg,z1,...,2, (n+ 1) points équidistants sur U'intervalle [0, b] avec zo = 0 et z,, = b. Montrer

que

n

H(m—mz)

=0

Cexp(=n)

< - -~ 7
C >0 Vn>1 max S~ nin(n)

z€10,b]




