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Exemple: réacteur biologique

[ £ = —nG@)r®+ DO, -5 1)
= @) -y s, PO
s(t) : substrat ~:
x(t) : bactéries B
D(t) : débit —
S; . substrat en entrée

n(s) > 0, u(0) = 0 fonction de croissance,

typiquement:
la loi de Monod u(s) = kgfﬁs ou

la loi de Haldane u(s) = —£0°
km+3+%

~ OU autre.

s(t)
x(t)

retour



" A
Observabilité

On mesure s(t), peut-on déterminer = (t) 7

dsdit) = —n(s(t)) x(t) + D(S;, — s(t))

Le systeme est observable.

On mesure z (t), peut-on déterminer s(t) 7

dx (1)

= (u(s(®)) — D))z (1)

dt
dp (s (1))
dt
Le systeme est encore observable

(en général).

= 1 (s@)) (—u(s(t))x(t) + D (t) (Sip — s (1))



Observateur

On note X (t) = ( Zgg ) et

C=(1,0) si s(t) est la sortie
dX
dt

b L@t va-rerer

et sous certaines conditions, X (¢)— X (t) — O
quand ¢t — 4oc

= f(X)+PCT (y - 21)

(Observateur de Kalman étendu grand-gain)



" A
Identifiabilteé

On ne connatt plus p (s), Mémes questions:

Si on observe x (t) uniqguement,

peut-on déterminer u(s) et s(t) 7 uou
Si on observe s (t) uniquement,

peut-on déterminer p(s) et x(¢t) 7 ~~"1s ‘Ino
Si on observe x (t) et s(t),

peut-on déterminer p(s) 7 INO

( ds (1)
rappel : ¢ dxd%t)
. dt

= —u(s(t))x @)+ D(Sin —s(t))
= (u(s(t)) —D)x(t)




"
On observe (1) uniquement

2O _ sy - D)

—p(s) x4+ D(Sip — )

y = <

dt
ds (t)
dt

N

s(t) = e Dls(0) + /Ote_D(t_T)(—(uiﬁ)(T)-I-DSm)d’T
5 (0)

S0

5(t) = e DPlag+ /Ote—D“—ﬂ(—(w)(fr)+Dsm>df
§(O) = §O ~ SO

dx (1)

BSOS St (r(s(t)) —D)x(t)




"
On observe (1) et s(t)

On pose z(t) = u(s(t)) «(1),

et on suppose d"z =0
dtk
f s = —z+ D@)(S;n — s)
x = z—D() x
< 5 o= 27
Zf—2 — Zk—1
2,1 = O
\ y = (s,x)

ds __ -
en notant g7 = S

observateur de Kalman linaire (optimal)



Observateur de Kalman linéaire (y=(x,s))

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025
0

En bleu les valeurs réelles, en rouge les estimations.



" J
On observe s(t) uniquement

r

- X = x+s
Posons { D(t) = [§D(r)dr alors
A = PW(s—8,) + Sin
A = —POX —s)u(s)
= (A= Xo)u(s)
avec A(0) = s(0)

Si s(tg) = s(t1), tog < t1 alors

M) _ (s(to)) = us(tr)) = —301)

N(to) — Xo A(t1) — Xo

A()

donne Xy donc u(s(t)) = AD) —Xo




" A0
Reésultat

s(t) visite deux fois

1 (s) est identifiable <= _ ,
une valeur identique

1. On échantillonne y aux points kAs et on
identifie j; (hAs) au temps t;

2. On estime z (t) sur la base de ji; (hAs) par
un observateur linéaire.

Simulation:
1 (s) de type Haldane, g (s) de type Monod,

fonctions de croissance




Modele de simulation sous Matlab/Simulink

Identification

el = /
@ Lambdart |_|
muestim > Observateur
8 G information Iinéaire
5_in
Entrée =
D(t) - westim  —
——
[ 1]
1]
Dt I sortie S -
]
e i | reacteur 2 orui A1)
1
D Ht)
Dbaze| O
ot

Modeéle du procédé



"
Identification de p(t)

En rouge, loi de Monod (a priori)
. En bleu, loi de Haldane (loi réelle)
En vert, partie de pu('s) en cours d’identification




Identification de n
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Théorie générale

o { b = f(z,u(t), ¢ om(2(t)))
y = h(z,ut),pon(a(t)))

ou p: X — Z — I CR
r — z=mn(r) — @(@(x))

et Ps: X x L®[U] x L®[I] — L*®[R%]
(zo , uw() , @) —  y()

w est la fonction inconnue de 7 (x)
© représente une fonction de t
Ps- est la fonction entrée/sortie de X



" A
Identifiabilité

Définition 1: > est identifiable en
(u(.),y(.)) € L®[U] x L®[RY]
ssi il existe au plus un
(xg,p) € X x L)
tel que

Py (zg,u, 9)(t) = y(t)
et il existe p: Z — I tel que ¢(t) = pon(x(t)).

> est identifiable ssi il est identifiable en tout
(u(.),y(.)) admissible.



" A
Identifiabilité infinitésimale
Définition 2:

TY : { 3—5 = Tapf(x,u,061)
Y da:,gph(a:,u,gp;f,n)

ou (&,n) € T X x Ty, on défini

Phs(€0,m) = duoh(x,u,@; Teobi(z,u, @; £g,n),n)
T:v,goptz (507 77)

> est infinitésimalement identifiable en (xzg, wu,
@) € X x L®[U] x L*®°[I] si PLs est injective
vVt >0

> est uniformément infinitésimalement identi-
fiable si ceci est vrai en tout point (zg u, ¢)



" A
Identifiabilité différentielle
Soit DkCD — X X (U X R(k_l)du) X (I X Rk—l)

|I'espace des jets d'ordre k£ du systeme >
(7% (w) = (u(0) ./ (0),...,ulh~1) (0))),on pose

P2 Dy — Rk
(0,5 (W), 5(2)) — % ()

> %
CID',C2 ;

9

Dp® X Dp® — Rkdy x Rkdy
(21,22)  — (P (21), P (22))

Définition 3: > est différentiellement identi-
fiable d’ordre k ssi

> . A
® 5 (21,22) € Ap = (21,61(0)) = (22,$2(0))



Généricité (sans controle)

. Identifiabilité
Proposition. ik = Identifiabilité

differentielle

Théoreme 1.

e Si dy > 3, I'identifiabilité differentielle d'ordre
2n—+1 est générique dans la classe des systemes
e,

e Si dy < 3, l'identifiabilité differentielle n’est
pPas générique.

Passer la preuve




Preuve de la généricité 1/2

Zi = (iﬁi,%,%@f',;,---7¢f,j§($i7907;)), i =1,2
Z = (41,%42)

P(Z) = P (Z1) — PE (Zn) € RF W,
k=2n-+1, dy >3

Admettons & submersion
codim®~1(0) = kd,

Soit M~1(0) = (ﬂﬁi,@i,jg(%‘,%))izl 5
codimNad~1(0) > kdy—2(k—1)=k(dy—2)+2
> k+2>2n+43




Preuve de la généricité 2/2

2
pr: (X xD*\A — (JQ
(331790173327902) — (‘/Bi’(‘pi’jg(wi’(’oi))izl,Q

Théoréme de transversalité multijet: I'ensemble
des X tels que py est transverse a Md—1 (0) est
résiduel.

dim (X x )\ A =2n+2
J

génériqguement, py ne rencontre pas N1 (0)



Cas 1 sortie

T héoreme 2. Si > est uniformément infinitésimalement

identifiable alors
) 254 Ly

i) 4 L” h#%=0
i) dmh/\ ALy 1n £ 0,

ce qui entraine Iocalement que le systeme peut
4

S'écrire ¢

1

L2

In

Y(x, )

L1

(L))" 1n} =0

et %w(w’,@) 7= 0

retour



Cas 1 sortie, réciproque

Théoreme 3. Si 2 satisfait les conditions
précédentes,

) % {h,Lg h,... . (Lg )" 1R} =0
i) 5L h# 0

i) da;h/\ /\de h-f—O

alors 2 est Iocalement identifiable,

loc. unif. infinitésimalement identifiable,
et loc. diff. identifiable d’ordre n 4+ 1.

Passer la preuve




Preuve du cas 1 sortie 1/2

Soit k < n le plus petit k tel que dyLth # O:

r

y = o
i1 = Zo--
>  Tp_1 = T
T, = L§($>¢)=fk($,¢)---
\ Tn = fn(z,p)
(z = f(z,p)
Yy = &
T> &:1 — &'2
§k—1 = &k
e = defi (@)t dofi (x,0)7




Preuve du cas 1 sortie 2/2

d
Feedback n = — ok (T 90) & oo tel que

d [, (2, v0)
dyfr (x,p9) #= 0 donne % = 0 qui rend le
systeme inobservable.
Supposons maintenant a f(ph— O en (x,¢)

XxI D> E={(z,¢); dpLh =0}
L
X D [Tk
Théoreme de Hardt = dop
{y = r1, ¥1 = T2, ... In

¥ (z, ¢ (x))
dgtp (x, @ (x)) + O

g = &1, & = &, ... &n



" A
Cas 2 sorties: définitions de ket r

Posons E; = {dajhi,dmLfgohi, .. .,dmLﬁc;lhi, T = 1,2}

et N(lI) =rang (FE;) en un point générique:

On défini k par

N (O)N (D[N (k — DIN ()N (& + D)~ IN (k + m)

0 2 2k—2 | 2k | 2k+1 2k +m
(2k +m < n)

Définition 4. On appelle ordre du systeéme le
plus petit entier r tel que dgpLg_ﬁgp (h1,ho) Z 0.




Classification

Lemme: Si 2 est uniformément infinitésimalement
identifiable alors (1) 2k+m =n

(2) r<k+4+m
Preuve:

[z f (x,¢0) -
- contredit
(L) p=po=cte s £ = gl@Lipo) | L iite
Y h (z, ¢0)
€T
2
(2) { y

J (@) contredit l'identifiabilité
h (x)

Dé&finition 5. Un systeme qui vérifie (1) et

(2) est dit régulier.




" A
Type 3: r=k et n=2k

yl — &1 92 — L2
X1 = x3 x> = x4
\
Tp-3 = Tp—1 Tp—2 = In
i jjn—]. — fn—l(my(p) x’n — fn(ZC,QO)

avec £ (fu1, fn) £ O

Pas de chute de rang avant la derniere dérivée
et I'apparition de .




" J
Type 1: >k

r

Y1 = I Yo = 7
T1 = 3 ) = x4
Tog—3 = Top—1  Togp-2 = T2k
§ Top—1 = fop—1(®1, .. Top41)
Lo = Tok+1
L In = fu(z,¥)

afn
avec = 0.

Chute de rang avant l'apparition de ¢
~ Cas monosortie

retour



Type 2: <k

Y1 = 1 Yo = X

T1 = 3 T = T4

j927“—3 — L2r—1 j927“—2 — Loy

tor—1 = P(x,9) Zor = o (x1,..., 20041, 0(x,9))
Tort1 = Foppi1(1, ..., 2op40,¥(z,¢))
C?n—l — Fn—l(xaw(xa@))

oY OFy, OFp_1
aveC%#O,m#o, s Son 7+—O

Apparition de o avant la chute de rang

retour



=k et 2k<n

Si la chute de rang coincide avec |'ordre et ceci
avant la derniére dérivation:

dehi A -+ - A dp L™ i Lhi A de§;1h2 A def;%hQ 20

Si d@Lfgohl # 0, on obtient ¢ par y; et z5p,. .. ,x

Par y> — Type 2

Si dgpLﬁOhl = 0, on trouve ¢ par yo
— Typel

n



"

Questions diverses

m Concernant I'application ?

m A propos de la simulation ?

m Les définitions ?

m Sur la généricité ?

m Sur la classification a 1 sortie ?

m Ou bien la classification a 2 sorties ?
m Ou autre...
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