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1 - Courbes paramétriques

But : mettre une courbe en équation pour

dessiner la courbe

v

v

transformations (zoom, rotations, ...)
> imprimer

> usiner
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Forme de I'équation 7

e Equation y = f(x) : ne permet pas - plusieurs y pour un x
- tangente verticale

e Solution : courbe paramétrique
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Courbe paramétrique

(X(t)> avec domaine Z pour t  par exemple Z = [0, 1]

y(t)

()
()

Courbe = trajectoire de <

- (1)

; ) lorsque t parcourt 7
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Surface paramétrique

x(s, t)
df (N f(s,t) = ygs,?
—(s0, z(s, t
dt(0 0)

—( 5y,
5(07 0)
Plan tangent : i ﬂ
8Nt - 4t ds
df df
N le: N=— A —
ormale Al

(produit vectoriel)
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2 - Courbes de Bézier

Pierre Bézier, ingénieur chez Renault, 1962
— Conception de pieces automobiles sur ordinateur
Nombreuses applications : - CAO

- synthese d'images
- rendu de fontes
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Polygone de contréle

Idée : liste de points de controle

by

bo bs

On calcule ensuite des barycentres pondérés

Coefficients t et (1—t), t € [0,1]
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Bézier degré 1 = interpolation linéaire

F(t)=(1—t)bo + t by

ot f(0) = bo
bo f(1) = by
Comment utiliser f 7 by = <X0> . by = <X1>
Yo 7

=) -0 (2) ()

(

Autrement dit : { x(t)=(1-t)xo+tx
y(t) =

(1-t)yo+ty
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Bézier quadratique = degré 2

f(t)=(1—t)>by+2(1—t)th1 + t* bo

Tangentes ?
f'(t)=2(t—1)bo+2(1 —2t) by + 2t by
—
f/(O) =—2by+2b; =2byby
>
f/(].) =-2b1+2bp=2b1b
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Tracé

bo = (x0,%0) b1 =(x1,01) b2 =(x2,¥2)
x(t) = (1-t)?x0 +2(1—t)tx1 + > x2
y(t)=(1—=tPyo+2(1-t)ty1 + 2y

Tracé par échantillonnage avec un pas 6 petit :

on calcule <X(t)> pourt=0, 6,260,360, ...,1
y(t)

by

puis on relie ces points par des segments.
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Base polynomiale

Question : peut-on exprimer tous les polynémes de degré < 2
avec Bézier quadratique 7

f(t) = (1—t)2 by + 2(1—t)t by + t2 by

(1-t)> =1 -2t +t? 1 00
2(1-t)t = 0 +2t —2t2 det| -2 2 0 |=2#0
2 =0 40 +t? 1 -2 1

Donc ces trois polynémes forment une base des polyndmes de

degré <2

Réponse : oui
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Bézier de degré n

b,
bl b2
bo _ - -7 bn—l
bs
n
f(t) = Z B!'(t) b; b; = sommets de contrdle
i=0
Br(t)=(7)(1—t)" "t polynémes de Bernstein
n! . . .
(1) = T coefficient binomial
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Propriétés

= Bj(0)=1, B0)=0 Vi>0 = f(0)=bho
= BJ(1)=1, B1)=0 Vi<n = f(1)=b,
Donc la courbe a pour extrémités by et b,
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Dérivée

f'(t)=n (bit1— b;) Bin_l(t)

Bg—l(o) =1, Bln_l(O) =0 Vi>0 = f/(O) = n(bl _ bO)
B (1) =1, BM'(1)=0 Vi<n-1 = f(1)=n(by— bs1)

Donc la courbe est tangente aux extrémités.

b,
b1 b2

bo - bn—l
bs
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Barycentre pondéré

n
Propriété : ZB,-”(t) =1 Vt
i=0

n
donc f(t) = Z B/'(t) bi est un barycentre des points de contrdle
i=0

donc la courbe est contenue dans conv (by,..., b,)

b,

by

bo bn—l
bs
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Invariance affine

Transformation affine (TA) = rotation, symétrie, homothétie, ...
Définition indépendante de tout repére = affinement invariante

TA (courbe (sommets)) = courbe (TA (sommets))
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Bézier cubique

Courbes de Bézier les plus utilisées

Degré 3 — 4 points de controle
f(t) = (1—t)3 by + 3(1—t)2t by + 3(1—t)t2 by + t3 b3

Tracer a la main — De Casteljau
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3 - Algorithme de De Casteljau

Normalien, ingénieur chez Citroén
Travaux dans les années 1960 ; secret < 1975 |

Algorithme = calcul récursif des barycentres
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Exemple : degré 2 by

Pour un t fixé

/\
—t/\t/\

Ona: b3 = (1—t)b} +thbl
= (1—t‘) ((].—t)bo—i—tbl)+t((1—t)b1+tb2)
= (1—t)?bg +2(1—t)tbhy +t2b, CQFD
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Par échantillonage
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Exemple : degré 3

t fixé
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Vérification

Ona: b3 = (1—t)b3 +tb?
= (1—t) ((1—t) b} + tb}) + t ((1—t) b} + t b])

= (1—t)3bg +3(1—t)’t by +3(1—t)t’ bo + t3b3  CQFD
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Subdivision d'une Bézier cubique

by bi

t fixé

b 0 . bo \b3
b3 b3
by bg/ \b%
bo
! by b%/ b;

b b b
Méme courbe 0 ! § 2

Paramétrisation différente
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4 - B-splines cubiques uniformes

Cas particulier des NURBS
NURBS = Non-Uniform Rational B-Splines ; B = Basis

» Courbes encore plus générales que les Bézier

» mais plus complexes a manipuler

Intérét ici :
» B-splines cubiques uniformes = concaténation de plusieurs
Bézier cubiques
» Donne construction pour assembler des bézier cubiques
(G2-continue)
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Présentation

P; Pii1
fi(t)
Pi—1
f>i4—2
La courbe :

> ne passe pas par les extrémités

» est incluse dans conv(sommets)
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Formule

1 4 107[P,
113 0 30]||P

. _ 2 3| = i
f’(t)_[l” t}6 3 -6 30| P
103 =3 1| P

Points extrémité :

1
fi(0) = E(Pi—l + 4P; 4 Piy1)

fi(1) = = (Pi + 4Piy1 + Pis2)

[N
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Construction

Py

bo=f(0)= (P +4P1 +P; )
by = = 4P; +2P, )
Po by = = 1 2P;  +4P; )
by =f(1) = % ( Py +4P, +P3)
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Changement de base

bo=1(0)= g (P +4P1 +P )
b = = % ( 4P, +2P, )
by = = 1( 2P, +4P; )
by =f(1)= %( Py +4P, +P3)
peut encore s'écrire
bo 1 410 Po
by | 110 4 20 P
bb| 6|0 2 40 P>
b3 01 41 Ps
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Assemblage de Béziers
Py

Py Py Py P3 — by by by bs
P1 P2 P3 P4 — b3 b4 b5 b6
P, P53 Py Ps — bg by bg by Raccords G2-continus

Po
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P>

Courbe fermée

b8 b7 P3
Po P1 Pg P3 — bo b1 bg b3
P1 P2 P3 Po — b3 b4 b5 b6
Pg P3 Po P1 — b6 b7 bg bg

P3 Py Py P> — bg b1g b11 bo
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Courbe prolongée

Ps
bop = Po bﬁz%(P1+4P2+P3)
Podb, =3P+ P) by = 3(2P2 + P3)
b = £(Po + 2P1) bg = 1(P> + 2P3)
bz = %(Po + 4P + Pg) by = P3
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Surface B—spllne 16 points de controle dans une

matrice :

Poo Po1 Po2 Pos
Pio Pi1 P2 Pi3
Px P Pxn P
Pso P31 P32 Pss

Une matrice par coordonnée :
PXy Pyr PZ

f(s,t) = [1ss?s3 | Ms PMI [1t 62637

1
-3

3 —
-1

ou Mg =

w o O b
w w w
= O O O

Cylindre : on duplique les trois premiéres rangées de P.
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