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Introduction

Problème de satisfaction de contraintes (CSP)

Problème CSP

Donnée : une instance CSP P = (X ,D,C ) avec

◦ X = {x1, x2, . . . xn} un ensemble de n variables,

◦ D = {dx1 , . . . , dxn} un ensemble de domaines finis,

◦ C = {c1, . . . , ce} un ensemble fini de e contraintes
où ci = (S(ci ),R(ci )) avec :
• S(ci ) = {xi1 , . . . , xik } la portée de ci ,
• R(ci ) ⊆ dxi1 × · · · × dxik sa relation de compatibilité.

Question : P possède-t-elle une solution ?

CSP est NP-complet.
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Introduction

Exemple

X = {x1, x2, x3, x4},

D = {dx1 , dx2 , dx3 , dx4}, avec dx1 = dx2 = dx3 = dx4 = {1, 2, 3},

C = {c12, c13, c23, c24, c34} avec :
◦ c13 = (S(c13),R(c13)) où

• S(c13) = {x1, x3}
• R(c13) = {(v1, v3) ∈ dx1 × dx3 |v1 = v3}

◦ c24 = (S(c24),R(c24)) où
• S(c24) = {x2, x4}
• R(c24) = {(v2, v4) ∈ dx2 × dx4 |v2 > v4}

◦ . . .
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Structure : (hyper)graphe (X ,C )
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Microstructure : graphe (V ,E )
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Introduction

Algorithmes de résolution énumératifs

Exploration arborescente exhaustive de l’espace de recherche

Exemples

Forward-Checking (FC / nFCi )

Real Full Look-ahead (RFL)

Maintaining Arc-Consistency (MAC)

Au cœur des solveurs

Complexité : O(S .dn) avec S la taille de l’instance

Une efficacité souvent remarquable en pratique

cohérence et filtrage,
apprentissage et retour en arrière intelligent,
heuristiques,
redémarrages,
. . .
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Complexité : O(S .dn) avec S la taille de l’instance
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Exploration arborescente exhaustive de l’espace de recherche

Exemples

Forward-Checking (FC / nFCi )

Real Full Look-ahead (RFL)

Maintaining Arc-Consistency (MAC)

Au cœur des solveurs
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Introduction

Classes polynomiales

Classe polynomiale

Ensemble infini d’instances résolubles par un algorithme polynomial

Basées sur des restrictions

Exemples

classes structurelles : CSP de largeur arborescente bornée

classes relationnelles : ZUT

classes hybrides : BTP

Quid de la reconnaissance (c.-à.-d. du méta-problème) ?

Pas toujours nécessaire
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Pratique

Classes polynomiales : rarement utiles et utilisées
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Broken Triangle Property [Cooper et al., 2008, 2010]
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Classes polynomiales hybrides

Broken Triangle Property [Cooper et al., 2008, 2010]
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Classes polynomiales hybrides

Broken Triangle Property [Cooper et al., 2008, 2010]

BTP

P satisfait BTP par rapport à < si, pour tout xi , xj , xk t.q. xi < xj < xk , il
n’existe pas de triangle cassé sur xk par rapport à xi et xj .

Rôle central

Avantages :

Reconnaissance polynomiale

Résolution grâce à AC

Exploitation implicite par RFL ou MAC

Inconvénient :

Condition trop restrictive
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Définition de nouvelles classes polynomiales :

◦ Cliques maximales : CSGk , toröıdaux, plongeables
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Classes polynomiales hybrides

Entre théorie et pratique

CM CSG2 CCM MC IFUN DR-2

PM α-ACY CLIC 3-BTP -SPC

ZUT DBTP β-ACY CLIC ETP -SPC

DBTPAC RRM BTP BTW2 BTP -SPC

BBTW1 WBTP TREE

BTP PC BTP SPC

BTPAC BTP PIC BTPmaxRPC BTP SAC
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Classes polynomiales hybrides

Fusion de valeurs

vi
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Définition (Fusion)

Fusionner v ′
k , v

′′
k ∈ dxk consiste à remplacer v ′

k , v
′′
k par une nouvelle valeur

vk compatible avec toute valeur v compatible avec v ′
k ou v ′′

k
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Classes polynomiales hybrides

Fusion de valeurs et BTP
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Théorème

Fusionner v ′
k , v

′′
k ∈ dxk en l’absence de triangle cassé sur v ′

k , v
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k préserve la

satisfiabilité.
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Classes polynomiales hybrides

Fusion de valeurs et BTP

Propriété

La fusion basée sur BTP généralise :

la substitution de voisinage [Freuder, 1991]

l’interchangeabilité virtuelle [Likitvivatanavong and Yap, 2013]
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La fusion basée sur BTP généralise :
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Classes polynomiales hybrides

Fusion de valeurs et BTP

Importance de l’ordre

Pas d’unicité du point fixe

Maximiser le nombre de fusions est NP-difficile [Cooper et al., 2015]

En pratique :

Exploitation d’heuristiques

Fusions jusqu’à l’obtention d’un point fixe
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Classes polynomiales hybrides

La fusion en pratique

Instances n #valeurs NS VI BTP 1-wBTP

bqwh-15-106-22 ext 106 365 3 0 3 3
fpsol2-i-1-62 496 30 752 13 847 13 847 13 847 13 847
lei450-15b-13 450 5 850 0 24 24 24
haystacks-28 784 21 952 0 27 27 27
geom-40-2-ext 40 80 1 1 1 14

enddr1-10-by-5-8 50 5 720 422 18 422 426
os-taillard-4-95-8 16 3 034 2 696 0 2 704 2 764

BlackHole-4-7-h-5 ext 112 2 102 697 887 896 932
graph5 200 7 416 0 96 134 2 345
scen2 200 8 004 0 298 341 1 211

driverlogw-02c-sat ext 301 1 161 8 2 8 74
scen06-sub4 44 1 856 0 0 78 639

ehi-85-297-22 ext 297 2 079 0 0 891 1 058
composed-25-1-2-8 ext 33 330 0 0 0 6

queenAttacking-9 82 6 576 0 0 0 110
qwh-10-57-8 ext 100 613 0 0 0 18

super-os-taillard-4-6 32 4 712 0 0 0 727
langford-4-17 68 4 624 0 0 0 1 258
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La fusion en pratique
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Classes polynomiales structurelles

Plan

1 Introduction

2 Classes polynomiales hybrides

3 Classes polynomiales structurelles

4 Conclusion et perspectives

24 / 40



Classes polynomiales structurelles

Classes polynomiales structurelles

Un intérêt pratique plus marqué

Instances possédant des propriétés structurelles plus fréquentes

Programmation dynamique [Bertelè et Brioschi, 1972]

Diviser pour régner

Différentes notions de décompositions
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Instances possédant des propriétés structurelles plus fréquentes

Programmation dynamique [Bertelè et Brioschi, 1972]
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Décomposition arborescente [Robertson et Seymour, 1986]
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Tree-Clustering [Dechter et Pearl, 1989]
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Complexité en temps et en espace : O(S .dw++1)
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Classes polynomiales structurelles

Contributions

Résolution et décompositions :

◦ la méthode BTD

◦ la méthode BDH

◦ un cadre générique : SBBT

Calculs de décompositions arborescentes :

◦ Calcul de décompositions arborescentes adaptées

Applications :

◦ Cohérence structurelle

◦ Adaptation à SAT

◦ Extension aux CSP valués
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Calculs de décompositions arborescentes :
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Classes polynomiales structurelles

Backtracking on Tree-Decomposition
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Classes polynomiales structurelles

BTD

Complexités

temps : O(S .dw++1) avec S la taille de l’instance

espace : O(n.s.d s) avec s = max |Ei ∩ Ej |

Résolution en temps polynomial d’instances ayant une largeur bornée

D’un point de vue pratique :

Des redondances évitées

Ordre sur les variables contraint :

◦ Calcul de la décomposition

◦ Choix d’un cluster racine

◦ Heuristique de choix de variable

30 / 40



Classes polynomiales structurelles

BTD

Complexités

temps : O(S .dw++1) avec S la taille de l’instance

espace : O(n.s.d s) avec s = max |Ei ∩ Ej |

Résolution en temps polynomial d’instances ayant une largeur bornée

D’un point de vue pratique :

Des redondances évitées
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Classes polynomiales structurelles

Hiérarchie des méthodes de décompositions structurelles

Hypertree Decomposition

Tree-Clustering
+

Hinge Decomposition
Cycle-Hypercutset

Cycle-Cutset

Hinge Decomposition
Tree-Clustering

BTD

Biconnected Components

[Gottlob et al., 2000]
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Hinge Decomposition
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Hinge Decomposition
Tree-Clustering

BTD

Biconnected Components

Théorème

nFCi (i ≥ 2) a une complexité en temps en O(S .rk(X ,C)).
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Classes polynomiales structurelles

Calculs de décompositions arborescentes

Calculer une décomposition optimale est NP-difficile.
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Calculs de décompositions arborescentes

Calculer une décomposition optimale est NP-difficile.

Différents types de méthodes de calcul :

méthodes exactes

méthodes approchées

méthodes heuristiques :

◦ MCS
◦ Min-Fill

Souvent basées sur la notion de triangulation
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Classes polynomiales structurelles

Calculs de décompositions arborescentes et résolution

Décomposition optimale : coûteux et pas forcément pertinent

Méthodes de décomposition heuristiques :

MCS : détection des graphes triangulés

Min-Fill : minimiser la largeur w+

Exploitables mais pas idéales

Différents paramètres à considérer :

largeur w+,

taille des séparateurs entre clusters,

connexité des clusters,

. . .
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x1

x2 x3 x4

x5

x6

x7x8x9x10

E0
E1

X2

X3
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Algorithme
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H2 : connexité des clusters
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Théorie Pratique

39 / 40



Conclusion et perspectives

Conclusion

Classes
polynomiales

Solveurs

Explications

Fusion

BTD

MAC

RFL
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Théorie Pratique
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Perspectives

Vers de nouvelles décompositions

◦ de nombreuses décompositions proposées
◦ mais pas d’algorithmes exploitables en pratique

Renforcer les liens entre classes polynomiales et solveurs :

◦ Explications multi-critères
◦ Définition de nouveaux algorithmes de résolution
◦ Identification de nouvelles classes

Explorer les relations entre classes hybrides et classes structurelles

◦
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Extensions à d’autres problèmes :
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◦ comptage
◦ compilation

40 / 40


	Introduction
	Classes polynomiales hybrides
	Classes polynomiales structurelles
	Conclusion et perspectives

