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Résumé

Selon la nature des instances de CSP a traiter,
les méthodes exploitant la décomposition (arborescente)
offrent une approche souvent efficace pour la résolution,
le comptage de solutions et |'optimisation. Aussi, une
bonne partie des efforts de la communauté s'est foca-
lisée sur I'élaboration d’algorithmes visant a trouver les
meilleures décompositions, i.e. celles qui minimisent la
largeur arborescente, soit le parametre central en termes
de complexité théorique. Dans ce cadre, |'heuristique
Min-Fill constitue la méthode de référence. Nous in-
troduisons ici deux nouvelles méthodes heuristiques dont
le but est d’améliorer Min-F'ill. L'une a pour objet de
fonctionner sans triangulation, ce qui permet d’améliorer
les temps de calculs. L'autre vise a améliorer le compor-
tement de Min-Fill en exploitant mieux la topologie
des graphes. L'évaluation expérimentale que nous pré-
sentons montre 'intérét de ces nouvelles approches.

Abstract

Depending on the nature of CSP instances to consi-
der, the (tree-)decomposition methods offer an approach
often efficient for the solving, the counting of solutions
or the optimization. So, the community has focused a
large part of its efforts on the production of algorithms
aiming to find the best decompositions, i.e. ones which
minimize the tree-width, a central parameter in terms
of theoretical complexity. In this frame, the heuristic
Min-Fill constitutes the reference method. We intro-
duce here two new heuristics with the aim in view to im-
prove Min-F'ill. The first one aims to proceed without
triangulation, allowing notably an improvement of the
runtime. The second intends to improve the behaviour
of Min-Fill by exploiting the topology of graphs. The
experimental evaluation we present shows the interest of
these new approaches.

*Ce travail est soutenu par I’Agence Nationale de la Re-
cherche dans le cadre du projet TUPLES (ANR-2010-BLAN-
0210).

1 Introduction

Les Problemes de Satisfaction de Contraintes (CSP)
offrent un cadre puissant pour la formulation de pro-
blemes en Informatique, et en particulier en Intelli-
gence Artificielle. Formellement, un Probléeme de Sa-
tisfaction de Contraintes est un triplet (X, D, C), ou
X = {x1,...,2,} est un ensemble de n variables,
D={D,,,...,D,, } est un ensemble de domaines fi-
nis de valeurs, et C' = {¢1,...,¢.} est un ensemble
fini de e contraintes. Chaque contrainte c¢; est une
paire (S(¢;),R(c;)), ou S(¢;) = {xiy,... 2z} € X
définit la portée de ¢;, et R(c;) C Dy, X -+ X Dy,
est sa relation de compatibilité. L’ arité de c; est notée
|S(c;)]. Un CSP est dit binaire si toutes ses contraintes
sont d’arité 2. La structure d’un réseau de contraintes
(autre terme pour appeler un CSP) est représentée
par un hypergraphe (qui est un graphe dans le cas
binaire), appelé (hyper)graphe de contraintes, et dont
les sommets correspondent aux variables et les arétes
aux portées des contraintes. Pour simplifier les no-
tations, dans la suite, nous noterons ’hypergraphe
(X,{S(c1),...S8(ce)}) par (X, C). Sans manque de gé-
néralité, nous supposerons que les réseaux considérés
sont connexes. Une affectation sur un sous-ensemble de
X sera dite cohérente si elle ne viole aucune contrainte.
Vérifier si un CSP posséde une solution (i.e. une affec-
tation cohérente de toutes les variables) est bien connu
pour constituer un probleme NP-complet. Aussi, de
nombreux travaux ont été développés pour améliorer
la résolution en pratique. Bien évidemment, la com-
plexité de ces approches demeure exponentielle, au
moins en O(n.d™) ol n est le nombre de variables et d
la taille maximum des domaines. Au-dela, étant don-
née une instance CSP, d’autres questions peuvent étre
formulées conduisant a des problemes plus difficiles



encore comme l'optimisation sous contraintes (NP-
difficile) [4] ou le comptage de solutions (#P-complet)
[20]. De plus, on peut utiliser certaines techniques dé-
veloppées dans le cadre CSP pour traiter des pro-
blemes de compilation de connaissances qui conduisent
également & des problemes tres difficiles en termes de
complexité [10].

Afin de contourner la complexité intrinseque de
ces différents probleémes (décision, optimisation, comp-
tage, compilation), d’autres approches sont fondées sur
I’exploitation des classes polynomiales structurelles
qui s’appuient sur la notion de décomposition arbores-
cente de graphes [16]. Leur avantage fondamental est
lié a leur complexité théorique, en général de 'ordre
de d¥*! olt w est la largeur arborescente du graphe
de contraintes®. Ainsi, quand la largeur est limitée,
ces méthodes permettent de traiter des instances de
grande taille. C’est le cas par exemple des problemes
bien connus d’optimisation pour l'allocation de fré-
quences radio [5]. Notons qu’en pratique, la complexité
en temps est plutot de ordre de d* +1 ot wt > w
est une approximation de la largeur arborescente car
le calcul de décompositions optimales (i.e. de largeur
w) constitue un probléeme NP-difficile [1].

Toutefois, la mise en ceuvre pratique de ce type de
méthodes, bien qu’elle ait trés souvent démontré son
intérét, a également permis de constater que la mini-
misation du parameétre wt n’est pas toujours la plus
appropriée comme nous l'avions montré lors des JFPC
2014 [14] et de CP 2014 [13]. Cela étant, lorsque ’on
s’'intéresse a des problemes plus difficiles comme 1’op-
timisation, le comptage ou encore la compilation, la
largeur et donc sa minimisation devient alors cruciale.
Malheureusement 'obtention d’une largeur optimale
semble inaccessible en pratique, sauf pour de tres pe-
tits graphes (quelques dizaines de sommets tout au
plus) [2]. Aussi, en pratique, les décompositions sont
généralement calculées par des approches heuristiques
pour lesquelles Min-Fill [17] constitue a ce jour le
meilleur compromis entre temps de calcul et qualité de
la décomposition obtenue. Pour autant, cette méthode
recele certains inconvénients. D’une part, elle procede
par triangulation, c’est-a-dire, par ajout d’arétes. Cela
peut rendre cette approche extrémement cotteuse en
temps, voire inopérante pour le cas de graphes de
grande taille. D’autre part, Min-Fill n’exploite pas
explicitement les propriétés topologiques du graphe,
ce qui de fait pose un probléeme justement dans le cas
du calcul de décompositions et conduit parfois cette
heuristique & 'obtention de décompositions de qualité

1. Cette notion est exploitée pour les hypergraphes en lap-
pliquant sur leur 2-section [3]. La 2-section d’un hypergraphe
(X,C) est le graphe (X,C’) tel que ¢’ = {{z,y}|3c €
C{z,y} Cc}.

médiocre. La complexité temporelle de Min-Fill est
O(n(n + ¢€')) ou €' est le nombre d’arétes du graphe
apres triangulation (on a donc toujours e’ > e).

Dans cette contribution, afin de contourner ces pro-
bléemes, nous introduisons de nouvelles approches heu-
ristiques. La premiere, appelée Least-T' D, opére sans
triangulation en réalisant un calcul basé sur un par-
cours du graphe qui se limite au calcul de clusters
par le biais d’une exploitation de propriétés liées aux
séparateurs (un séparateur est un ensemble de som-
mets dont la suppression engendre la présence de plu-
sieurs composantes connexes dans le graphe) et aux
composantes connexes. Elle conduit a un algorithme
dont la complexité temporelle est inférieure a celle de
Min-Fill avec O(n(n+e)), attestée d’ailleurs par une
meilleure efficacité pratique. De plus, cette approche
permet d’améliorer dans de nombreux cas la qualité
de la décomposition.

La seconde approche peut étre considérée comme
mixte au sens ou elle utilise les qualités de Min-F'ill
tout en exploitant la topologie du graphe mais en cher-
chant aussi & éviter les cas de figure ou Least-T'D
pose probleme. Si elle fournit également des décom-
positions qui sont en général de meilleure qualité que
celles calculées par Min-F'ill, 'exploitation conjointe
de la triangulation et de la topologie du graphe conduit
a une complexité plus élevée. En effet, I’algorithme
Min-Fill-MG qui la met en ceuvre a une complexité
de Pordre de O(n?(n + ¢')).

La partie suivante introduit les notions de bases as-
sociées a la décomposition arborescente et aux mé-
thodes permettant d’en calculer. La partie 3 introduit
I’algorithme Least-T'D alors que la partie 4 présente
I’algorithme Min-Fill-MG. Avant de conclure, nous
présentons des résultats expérimentaux.

2 La décomposition et ses calculs

Historiquement, le Tree-Clustering (noté TC' [8]) est
la méthode de référence pour la résolution de CSP bi-
naires via ’exploitation de la structure de leur graphe
de contraintes. Elle est basée sur la notion de décom-
position arborescente de graphes [16].

Définition 1 Etant donné un graphe G = (X,0),
une décomposition arborescente de G est une paire
(E,T) oo T = (I, F) est un arbre et E = {E; :i € I}
une famille de sous-ensembles (appelés clusters) de X,
telle que chaque cluster E; est un neud de T et vérifie :

(i) Vier B = X,
(ii) pour chaque aréte {x,y} € C, il existe i € I avec
{xvy} g Ei7 et

(iii) pour tout i,j, k € I, si k est sur un chemin de i
vers j dans T', alors E; N E; C Ey.
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FIGURE 1 — Un graphe de contraintes de 8 variables
(a) et une décomposition arborescente optimale (b).

Notons que la condition (iii) peut étre remplacée
par : st un sommet x est tel que x € E;NE;, alors, tous
les neeuds Ey, de T qui apparaissent dans l’unique che-
min de E; a E; contiennent x. La largeur d’une décom-
position arborescente (E,T) est égale a max;cr|E;|—1.
La largeur arborescente ou tree-width w de G est la
largeur minimale pour toutes les décompositions arbo-
rescentes de G.

La figure 1(b) présente un arbre dont les noeuds cor-
respondent aux cliques maximales du graphe présenté
dans la figure 1(a). Il s’agit de I'une des décompositions
arborescentes de ce graphe. Ainsi, nous avons E; =
{231,3027963}, E, = {1527553,%4,535}7 E; = {33479057156},
et By = {x3,27,25}. La taille maximum des clusters
dans cette décomposition arborescente optimale vaut
4 et donc, la largeur arborescente de ce graphe vaut 3.

La premiere version de TC [8] débute par le cal-
cul d’une décomposition arborescente qui utilise 'al-
gorithme MCS (Maximum Cardinality Search [19]).
Dans la seconde étape, les clusters sont résolus indé-
pendamment, en considérant chaque cluster comme un
sous-probléeme, et donc, en énumérant toutes ses solu-
tions. Apres cela, une solution globale au CSP, s’il en
existe une, peut alors étre efficacement calculée en ex-
ploitant la structure arborescente de la décomposition.
Le complexité en temps de cette premiere version est
en O(n.wt.log(d).d® 1) et en O(n.d®" 1) pour l'es-
pace, ol wT + 1 est la taille du plus grand cluster
(w+1<wt+1<n).

Notons que cette premiere approche a été améliorée
pour arriver a une complexité en espace en O(n.s.d®)
[7, 6, 12] ol s est la taille de la plus grande intersection
(séparateur) entre deux clusters (s < w™). Aussi, pour
rendre ces méthodes structurelles efficaces, il faut a
priori minimiser les valeurs de w™ et s lors du calcul
de la décomposition arborescente. Ceci est d’autant
plus crucial quand on considere, au-dela des problemes
de décision, les problemes d’optimisation, de comptage
ou encore de compilation.

Malheureusement, calculer une décomposition arbo-
rescente optimale (i.e. de largeur w) est NP-difficile
[1]. Aussi, de trés nombreux travaux ont abordé cette

Algorithme 1 : Min-Fill

Entrées : Un graphe G = (X, C)
Sorties : Un graphe G’ triangulation de G et un peo
1 Calcul du nombre d’arétes nécessaires pour la complétion du
voisinage de chaque sommet
2 tant que 3 un sommet non numéroté faire
prochain sommet dans 1’ordre */
3 Choix d’un sommet v non numéroté nécessitant un
minimum d’arétes pour compléter son voisinage ultérieur
Numéroter v
Compléter le sous-graphe induit par les voisins de v non
numérotés
6 Mettre a jour le nombre d’ajouts d’arétes nécessaires pour
chaque sommet non numéroté

/* choix du

(S

question. Ils exploitent souvent une approche algorith-
mique fondée sur la notion de graphe triangulé (voir
[11] pour une introduction & cette classe de graphes),
sachant que pour ces graphes, calculer une décompo-
sition arborescente optimale est linéaire. Nous pou-
vons distinguer différentes classes d’approches. Tout
d’abord, il y a les méthodes exactes ou par approxi-
mation (avec garantie) mais qui n’ont pas démontré
a ce jour leur intérét pratique pour une raison de
temps d’exécution extrémement important au regard
de la faible amélioration de la valeur de w™ qu’elles
permettent d’obtenir. Viennent ensuite les méthodes
heuristiques n’offrant aucune garantie en termes d’op-
timalité (comme celles fondées sur les triangulations
heuristiques). Ce sont elles qui sont les plus utilisées
en pratique. Elles opérent en temps polynomial (entre
O(n+e) et O(n?)), sont trés simples & implémenter, et
leur avantage semble tout a fait justifié. En effet, ces
heuristiques semblent obtenir des triangulations assez
proches de optimum [15]. C’est le cas notamment de
Min-Fill [17] qui calcule souvent des décompositions
optimales en un temps beaucoup plus court que les
approches exactes [18]. Aussi, en pratique, Min-Fill
constitue I’approche de référence depuis maintenant
plusieurs décennies. Nous la présentons dans le détail.

Min-Fill procede en numérotant et donc en ordon-
nant les sommets de G de 1 a n tout en rajoutant les
arétes nécessaires de sorte que cet ordre soit un ordre
d’élimination parfait (ou peo) pour le graphe résultant
G’ qui sera triangulé. Dans un tel ordre, les voisins ul-
térieurs de chaque sommet (c’est-a-dire les voisins ap-
paraissant apres ce sommet dans 'ordre) forment une
clique. La triangulation va étre réalisée sur un graphe
G’ initialisé & G. A chaque étape, Min-Fill choisit
parmi les sommets non numérotés, le sommet qui a
besoin du minimum d’arétes a rajouter pour complé-
ter le sous-graphe induit? par ses voisins non encore
ordonnés. Le processus continue jusqu’a ce que tous
les sommets de G soient numérotés.

2. Le sous-graphe G[Y] d’un graphe G = (X, C) induit par
Y C X est le graphe (Y,Cy) avec Cy = {{z,y} € Clz,y € Y}.



La complexité en temps de Min-Fill est O(n(n+-e’))
ott €' le nombre d’arétes du graphe triangulé G’. Si
Iheuristique Min-Fill s’avere étre la plus couteuse
parmi les heuristiques de 'état de l’art, son temps
d’exécution est bien meilleur que celui des méthodes
exactes, tout en calculant des décompositions assez
proches de l'optimum. Cependant, Min-F'ill souffre
de plusieurs défauts. D’une part, elle procede d’'une
certaine fagon a l'aveugle en se limitant a des dé-
comptes d’arétes sans se préoccuper des propriétés to-
pologiques du graphe traité, du moins, explicitement.
D’autre part, 'ajout d’arétes occasionné par le prin-
cipe de triangulation génére un cott temporel impor-
tant. Aussi, dans les sections suivantes, nous introdui-
sons deux nouvelles heuristiques visant a effacer ces
défauts.

3 Décomposition sans triangulation

Nous proposons ici un algorithme appelé Least-TD,
qui calcule, pour un graphe G = (X, C'), une décompo-
sition arborescente en temps polynomial, bien str sans
aucune garantie quant a son optimalité, mais sans re-
cours a la triangulation et en prenant en compte la
topologie du graphe. L’objectif est double : obtenir de
meilleurs temps de calcul et éviter certains défauts de
Min-Fill en exploitant d’éventuelles propriétés topo-
logiques.

D’une certaine facon, Least-TD s’inspire de 1’algo-
rithme BC-T'D [14, 13] qui décompose également sans
triangulation. La premiere étape de I'algorithme cal-
cule un premier cluster, noté Ey. X’ qui notera par
la suite I’ensemble des sommets déja traités est donc
initialisé & Ey. Cette premiere étape peut se faire fa-
cilement, en utilisant une méthode heuristique. No-
tons X1, Xo, ... X les composantes connexes du sous-
graphe G[X\ Ey] induit par la suppression dans G des
sommets de Fy. Chacun de ces ensembles X; est inséré
dans une file F'. Pour chaque élément X; supprimé de
F', on notera V; ’'ensemble des sommets de X’ qui sont
adjacents a au moins un sommet de X;. On peut noter
que V; est un séparateur du graphe G puisque la sup-
pression de V; dans G rend G non connexe (X; étant
déconnecté du reste de G). Nous considérons alors
le sous-graphe de G induit par V; et X;, c’est-a-dire
G[V; U X;]. L’étape suivante va consister & déterminer
un sommet v de V; qui possede un minimum de voi-
sins dans X;. Soit N(v, X;) = {z € X; : {v,z} € C}
cet ensemble. On construit alors un nouveau cluster

La figure 2 présente le calcul de Fy, le second clus-
ter (apres Ey), lors du premier passage dans la boucle.
Parmi les sommets de V7, celui qui possede un mini-
mum de voisins dans X est le sommet v puisque 'on

FIGURE 2 — Illustration de Least-T' D

Algorithme 2 : Least-T'D

Un graphe G = (X, C)

Un ensemble de clusters Ey, ... E,, d’une

décomposition arborescente de G

Choix d’un premier cluster Ey dans G

X'« Ey

Soient X1, ... X} les composantes connexes de G[X\ Ey]

F«— {X1,... Xy}

tant que F # () faire /* calcul d’un nouveau cluster E; */

Enlever X; de F

Soit V; C X’ le voisinage de X; dans G

Déterminer un sommet v € V; qui posseéde un minimum

de voisins N(v, X;) dans X,

9 Ei%N(’U,Xi)UV'i

10 X'+ X"UN(v, X;)

11 Soient X, , X X

G[X;\E;]

12 FeFU{X'iI;XiQ;H-Xikv}
k2

Entrées :
Sorties :

N 0wk N -

iy Xig, les composantes connexes de

a N(v,X;1) = {a} et que pour les autres sommets,
cet ensemble est N(w,X;1) = N(z,X;) = {b,c}. Le
cluster F4y aura ainsi pour sommets V3 U {a}. A par-
tir de la, on va obtenir deux nouvelles composantes
connexes : X1, = {d,e,h} et X3, = {b,c, f,9,%,j,k}
qui vont alors étre ajoutées a la file F'. Quand Xj,
en sera retiré, on aura V; = {a}, un nouveau cluster
sera alors construit avec V; U {d,e} = {a,d,e} et {h}
sera ajouté a F'. Quand X, sera retiré de la file, on
considérera l'ensemble V; = {a,w,z} pour lequel le
sommet choisi sera a qui ne possede qu’un voisin dans
X1, pour former un nouveau cluster {a, f, w, z}. Deux
nouveaux ensembles seront alors insérés dans F' : {i}
et {b, ¢, g,7, k}. On remarque qu’ainsi, 'algorithme ex-
ploite explicitement la topologie du graphe par le biais
de séparateurs et de composantes connexes.

La file F' va étre exploitée jusqu’a la suppression de
I’ensemble des sommets du graphe. Nous établissons
maintenant la validité de l'algorithme, puis sa com-
plexité temporelle.

Théoréme 1 Least-T'D calcule les clusters d’une dé-
composition arborescente.

Preuve : Il suffit de prouver la correction des lignes 5
a 12 de l'algorithme. Nous montrons d’abord que 1’al-



gorithme s’arréte. A chaque passage dans la boucle,
puisque N (v, X;) est ajouté & X', au moins un som-
met de X; sera rajouté a I'ensemble X’ et ce sommet
n’apparaitra pas plus tard dans un nouvel élément de
la file d’attente puisque ces éléments sont définis par
les composantes connexes de G[X;\ E;], un sous-graphe
qui contient strictement moins de sommets qu’il n’y en
a dans X;. Ainsi, apres un nombre fini d’étapes, 1’en-
semble X;\E; sera un ensemble vide, et donc aucun
nouvel ajout a F' ne sera possible.

Nous montrons maintenant que 1’ensemble des clus-
ters Ey, F1, ... E,, induit bien une décomposition ar-
borescente de . Nous le prouvons par une induc-
tion sur ’ensemble des clusters ajoutés en montrant
que tous ces clusters vont induire une décomposition
arborescente du graphe G[X’]. Initialement, le pre-
mier cluster Ey induit une décomposition arbores-
cente du graphe G[Ey] = G[X']. L’hypotheése d’in-
duction est que l’ensemble des clusters déja ajou-
tés Eg, F1, ... E;_1 induit une décomposition arbores-
cente du graphe G[Ey U E; U ... U E;_1]. Considé-
rons maintenant I’ajout de F;. Nous montrons que par
construction, Fy, F1, ... F;_1 et E; induit une décom-
position arborescente du graphe G[X’'] en montrant
que les trois conditions (i), (ii) et (iii) de la définition
des décompositions arborescentes sont satisfaites.

(i) Chaque nouveau sommet ajouté dans X’ appar-
tient a F;

(ii) Chaque nouvelle aréte de G[X’] est & l'intérieur
du cluster FE;.

(iii) On peut considérer deux cas différents pour un
sommet x € F;, sachant que pour les autres som-
mets, la propriété est déja satisfaite par I'hy-
pothese d’induction. Si x € V;, la propriété a
déja été vérifiée par hypothese d’induction. Si
x € E;\V; = N(v, X;), z n’apparait pas dans un
autre cluster que F; et la propriété est vérifiée.

Finalement, il est facile de voir que l'on obtient
bien les clusters d’'une décomposition arborescente du
graphe G[X'], et par extension de G puisqu’en fin de
traitement, on a X' = X. O

Théoréme 2 La complexité en temps de ’algorithme
Least-T'D est O(n(n +e¢)).

Preuve : Les lignes 1-4 sont réalisables en temps li-
néaire, soit O(n+-e), puisque le coiit de calcul des com-
posantes connexes de G[ X\ Ey| est borné par O(n+e).
Pour le cout de la boucle (ligne 5), notons qu'il y a né-
cessairement moins de n insertions dans la file F' car
a chaque passage dans la boucle, on est assuré qu’au
moins un nouveau sommet aura été rajouté dans X', et
donc supprimé de I’ensemble des sommets n’ayant pas
encore été traités. Nous analysons maintenant le cotit

de chaque traitement associé a ’ajout d’'un nouveau
cluster, dont nous donnons pour chacun, sa complexité
globale.

— Ligne 6 : I'obtention du premier élément X; de
F est bornée par O(n), soit globalement O(n?).

— Ligne 7 : 'obtention du voisinage V; C X’ de X
dans G est bornée par O(n + e), et donc globa-
lement par O(n(n + e)).

— Ligne 8 : cette étape est réalisable en O(n), soit
globalement en O(n?). En effet, on peut profiter
du traitement de la ligne 7 pour calculer pour
tous les sommets de V; le nombre de sommets
voisins que chacun possede dans X;, cela n’en-
gendrant aucun surcout au niveau de ce traite-
ment.

— Lignes 9 et 10 : chacune de ces étapes est réali-
sable en O(n), soit globalement en O(n?).

— Ligne 11 : le cotlit de la recherche des compo-
santes connexes de G[X;\ E;] est borné par O(n+
e). Ainsi le coiit de cette étape est O(n(n + e)).

— Ligne 12 : I'insertion de X;; dans F' est réalisable
en O(n), soit globalement en O(n?) puisqu’il y a
moins de n insertions dans F.

Finalement, la complexité temporelle de ’algorithme
Least-T'D est O(n(n+e¢)). O

D’un point de vue pratique, on peut supposer que
le choix du premier cluster Ey peut étre crucial pour
la qualité de la décomposition qui est en cours de cal-
cul. Nous pouvons d’ailleurs noter que ce choix peut
étre réalisé par une heuristique éventuellement plus
cotliteuse, de sorte a obtenir un premier cluster plus
pertinent, mais en se limitant a un cout de l'ordre de
O(n(n+e)) afin de ne pas accroitre la complexité glo-
bale de l'algorithme. De méme, le choix du sommet v
sélectionné dans la ligne 8, peut étre d’une importance
considérable sur le plan pratique quand plusieurs som-
mets sont éligibles. Des heuristiques peuvent bien str
étre utilisées mais cette question ne sera pas abordée
dans le cadre de ce travail.

Dans la section suivante, nous proposons un algo-
rithme de triangulation basé a la fois sur Min-Fill et
sur 'approche de 'algorithme Least-T'D.

4 Trianguler en exploitant la topologie

4.1 VL’effet boule de neige

Outre le fait que Min-F'ill ne garantit pas une trian-
gulation minimum ni méme minimale [15], cette heu-
ristique présente un phénomene bien connu qui est [’ef-
fet boule de neige. 11 est observé au niveau de l'ajout
considérable d’arétes au graphe & trianguler (poten-
tiellement d’ordre quadratique par rapport au nombre



FI1GURE 3 — Illustration de [’effet boule de neige

de sommets considérés comme c’est le cas par exemple
pour une grille ou grid graph). Souvent, cet aspect est
dii a un ajout d’arétes ne respectant pas ce qui serait
souhaitable au regard de la topologie du graphe. En
effet, la démarche suivie par Min-F'ill ignore la to-
pologie du graphe et ne tient compte que du nombre
d’arétes nécessaires pour compléter le voisinage d’un
sommet. Ainsi, la présence de [’effet boule de neige est
tout a fait possible avec Min-F'ill.

On illustre ce phénomeéne par la figure 3. Les arétes
pleines sont les arétes du graphe original et les arétes
en pointillés sont les arétes ajoutées par la triangu-
lation. Ce graphe est constitué de deux parties indé-
pendantes A et B, en considérant le sommet  comme
séparateur. Deux parties A et B sont indépendantes
si aucune aréte n’est présente entre un sommet de A
et un sommet de B. Ce sont les deux composantes
connexes induites par la suppression du sommet x dans
le graphe (si l'on suppose qu’aucun sommet de B ne
constitue un meilleur choix). La partie B est grisée par
souci de simplification. Chaque sommet est annoté par
le nombre d’arétes a ajouter pour compléter son voi-
sinage. Compte tenu de I’heuristique de choix, Min-
Fill choisit le sommet nécessitant le minimum d’ajout
d’arétes, soit z dans ce cas. En choisissant le sommet
x, on ajoute 'aréte {a,h}. Une fois mis & jour, les
sommets du graphe auraient toujours besoin du méme
nombre d’arétes a rajouter. Désormais, A et B forment
une seule composante connexe. Ce phénomene est sus-
ceptible de se reproduire si on choisit a I’étape suivante
le sommet a, ce qui conduira & rajouter les arétes {b, h}
et {d,h} en plus de {b,d}. De plus, au moment de la
prise en compte de h, cela pourrait amener a rajouter
des arétes entre les nouveaux voisins de h dans A et les
voisins qu’il possede déja dans B, augmentant ainsi si-

FIGURE 4 — Triangulation ne respectant pas la topo-
logie (a) et une triangulation respectant la topologie

(b)

gnificativement le nombre d’arétes ajoutées. La rétro-
action permettrait donc de renforcer l’effet de boule
de neige. Une solution a ce probleme consiste a traiter
indépendamment d’abord les sommets de A ou de B.

La figure 4 montre deux triangulations possibles
d’un graphe. Elle montre que la triangulation qui res-
pecte la topologie du graphe ajoute moins d’arétes
que la version qui ne tient pas compte de cette
topologie. En effet, Min-Fill établit un ordre dé-
butant par z dans la figure 4(a) avec O =
[;a;g;b; h; £ d; e; ¢85 k;1;m]. Cependant, dans la fi-
gure 4(b) Min-Fill réussit & ajouter moins d’arétes
en commencant par la partie A avec un ordre O =
[f; ds e ¢; b5 a5 g5 hy i K 1 m).

Les inconvénients de [l’effet boule de neige ne se li-
mitent pas a 'ajout excessif d’arétes qui augmentent
le temps de calcul de la triangulation et plus générale-
ment le temps d’obtention de la décomposition arbo-
rescente. Il peut y avoir aussi un impact sur la largeur
arborescente w de la décomposition calculée. En effet,
I'ajout excessif d’arétes augmente potentiellement la
taille des cliques du graphe en cours de triangulation,
et par voie de conséquence, la taille des clusters de la
décomposition, donc sa largeur.

4.2 Mieux guider Min-Fill

Dans cette partie, nous proposons une version nou-
velle de Min-Fill appelée Min-Fill-MG et qui per-
met d’exploiter la topologie du graphe a triangu-
ler. Cette approche applique une stratégie assez sem-
blable a celle employée par Least-T'D. Nous utilise-
rons d’ailleurs les mémes notations. En effet, comme
Least-T'D, 'algorithme commence par le choix d'un



Algorithme 3 : Min-Fill-MG

Entrées : Un graphe G = (X, C)
Sorties : Un ensemble de clusters Ey, ... E,, d’une
décomposition arborescente de G

1 Choix d’un premier cluster Ey dans G

2 X/ < ED

3 Soient X1,... X} les composantes connexes de G[X\ Ep]

a4 F + {Xl, N Xk}

5 tant que F # () faire /* calcul d’un nouveau cluster F; */

6 Enlever X; de F

7 Soit V; C X’ le voisinage de X; dans G

8 Complétion de V; dans G

9 G; + Minfill(G[V; U X;])

10 C'M < Cliques maximales de G;

11 E; + Clique de CM qui inclut V;

12 X'+ X' U(E\V;)

13 Soient Xy, Xig, .- Xiki les composantes connexes de
G[X;\E;]

14 F(—FU{Xil,XiQ,...Xiki}

premier cluster noté Ey. X’ notera ’ensemble des
sommets déja traités. Cet ensemble est donc initia-
lisé avec le premier cluster Ey. Dans la suite, nous
noterons X1, Xo,... X les composantes connexes du
sous-graphe G[X\ Ey] induit par la suppression dans G
des sommets de Ejy. Chacun de ces ensembles X; est
inséré dans une file F' en attente de traitement. Ainsi,
on tient compte de la topologie du graphe en identi-
fiant les parties indépendantes du graphe du point de
vue du cluster qui vient de se former. Pour chaque élé-
ment X; supprimé de la file ', on notera V; ’ensemble
des sommets de X’ qui sont adjacents & au moins un
sommet de X;. V; est donc un ensemble de sommets
séparant X; des autres sommets de X’. La différence
avec Least-T' D se présente au niveau de la construc-
tion du nouveau cluster F;. Considérons le sous-graphe
de G induit par V; et X;, c’est-a~dire G[V; U X;]. Dans
un premier temps, ’ensemble V; est complété en ra-
joutant dans G les arétes absentes entre chaque paire
de sommets de V; (ligne 8). L’étape suivante (ligne
9) consiste en une triangulation de G[V; U X;] utili-
sant Min-F'ill et construit un graphe triangulé G; des
sommets de V; U X;. Les cliques maximales de G; sont
ensuite (ligne 10) mémorisées dans I’ensemble C M. Le
fait que Pensemble V; soit une clique (cf. ligne 8) ga-
rantit 'inclusion de V; dans au moins une des cliques
maximales mémorisées dans C M. En fait, cette clique
va constituer le nouveau cluster noté E; qui sera ajouté
a l’ensemble des clusters déja calculés tout en met-
tant & jour ’ensemble X”. A ce stade, et comme le fai-
sait Least-T' D, on recalcule les nouvelles composantes
connexes issues de la suppression des sommets de F; et
on les ajoute dans la file. Puis, on réitere le processus
jusqu’a ce que la file soit vide.

La preuve de la validité de Min-Fill-MG est sem-
blable & celle de Least-TD (voir le théoreme 1), ex-
cepté concernant la terminaison. Nous nous limitons
donc a prouver l'arrét de Min-Fill-MG :

Théoreéme 3 Min-Fill-MG  calcule les
d’une décomposition arborescente.

clusters

Preuve : Pour prouver que Min-Fill-MG se termine,
il suffit de montrer qu’a chaque passage dans la boucle
de la ligne 5, au moins un sommet de X; sera ajouté
a X'. Comme on choisit & chaque étape une clique
maximale issue de la triangulation de G[V; U X;] = G;
et qui contient V;, il suffit de démontrer que ce cluster
incluera V; strictement (donc que V; C E;).

D’apres le théoréme de Dirac [9], tout graphe tri-
angulé possede au moins deux sommets simpliciaux
(sommets dont tous les voisins forment une clique)
qui ne sont pas voisins si le graphe n’est pas complet.
Ainsi, on sait qu’il existe deux sommets = et x’ dans
G; qui sont simpliciaux. On a alors deux possibilités :

1. z ou 2’ € V;. Sans manque de généralité, consi-
dérons x € V;. Puisque x € V;, on sait que x
possede au moins un voisin v dans X;. Puisque x
est simplicial, I’ensemble de ses voisins forme une
clique. Or, comme V; a été complété (cf. ligne 8),
x posséde comme voisins au moins (V;\{z})U{v}
qui est une clique de G;. Ainsi, V; U{v} est aussi
une clique de G;. Cette clique est nécessairement
contenue dans une clique maximale de G; et on
a ainsi au moins une clique F; de CM telle que
Vi C E;.

2. Ni z, ni 2’ ne sont dans V;. Nous démontrons le
résultat par induction sur la taille de X;. L’hy-
potheése est que pour | X;| = k > 2 (car ni x, ni
2’ ne sont dans V; et si | X;| = 1, on se retrouve
dans le cas (1)), il existe une clique de G; incluant
strictement V;. Pour la base de I'induction, on a
| X;| = 2. Dans ce cas, comme G[X;] est connexe,
nécessairement x et z’ sont voisins avant triangu-
lation. Par conséquent, G; forme une clique car
on ne peut avoir deux sommets de X; non voi-
sins et simpliciaux. On suppose maintenant que
la proposition est vérifiée pour | X;| = k > 2 et on
prouve qu’elle est aussi vérifiée pour |X;| = k+1.
Considérons z simplicial. Si x inclut V; dans son
voisinage, V; U {z} est une clique de G; et le ré-
sultat est vérifié. Si z n’inclut pas V; dans son
voisinage, le sous-graphe de G; induit par la sup-
pression de x possede k sommets et il est trian-
gulé. Dans ce cas, par hypotheése d’induction, il
contient une clique incluant strictement V;. A for-
tiori, G; inclut cette clique et le résultat est vérifié.
Il faut noter que si z inclut une partie de V; dans
son voisinage, comme x inclut nécessairement au
moins un autre sommet v de X; dans son voisi-
nage (sinon I’hypotheése de connexité de X; avant
triangulation de G[V; U X;] ne serait pas vérifiée)
et que x est simplicial, v sera également voisin de



ces sommets dans le sous-graphe de G; induit par
la suppression de x.

En conséquence, on a bien un élément F; de C' M tel
que V; C E;. O

Théoréme 4 La complexité en temps de l’algorithme
Min-Fill-MG est O(n?(n +¢€')).

Preuve : Les lignes 1-4 sont réalisables en temps li-
néaire, soit O(n+-e), puisque le coiit de calcul des com-
posantes connexes de G[ X\ Ey] est borné par O(n+e).
Nous analysons maintenant le cott de la boucle (ligne
5). Tout d’abord, notons qu’il y a nécessairement
moins de n insertions dans la file F' car a chaque pas-
sage dans la boucle, on est assuré qu’au moins, un
nouveau sommet aura été rajouté dans X', et donc
supprimé de I’ensemble des sommets n’ayant pas en-
core été traités. Nous analysons maintenant le cott de
chaque traitement associé a I’ajout d’un nouveau clus-
ter, dont nous donnons pour chacun, sa complexité
globale.

— Ligne 6 : O(n?) pour la méme raison que Least-
TD.

— Ligne 7 : O(n(n + ¢')) pour la méme raison
que Least-T'D, mais par contre en considérant
¢’ comme nombre d’arétes.

— Ligne 8 : O(n?) avec une majoration abusive.

— Ligne 9 : cette étape calcule une triangulation
en utilisant ’heuristique Min-Fill qui a une
complexité de O(n(n + €’)), soit globalement
O(n?(n+¢')).

— Ligne 10 : le calcul des cliques maximales d'un
graphe triangulé peut se faire en temps linéaire
(voir [11]), soit O(n + €’) ici. Ainsi, globalement
le coiit sera donc en O(n(n + ¢)).

— Ligne 11 : comme le nombre de clusters est ma-
joré par n, et que le cotit du test d’inclusion est
de O(n), le cotit total de cette étape peut faci-
lement étre majoré par O(n?), soit globalement
par O(n?).

— Pour les lignes 12, 13 et 14 et pour les mémes
raisons que Least-T'D, on peut majorer respec-
tivement par O(n?), O(n(n +¢€')) et O(n?).

Finalement, la complexité temporelle de I'algorithme
Min-Fill-MG est de O(n?(n + ¢€)). O

5 Evaluation expérimentale

Dans cette section, nous comparons la largeur des
décompositions arborescentes produites par Min-Fill,
Least-TD et Min-Fill-M G entre elles, mais aussi a la
largeur arborescente quand celle-ci est connue. Pour
Least-TD et Min-Fill-MG, le choix du premier clus-
ter consiste a calculer une clique maximale contenant

le sommet de plus grand degré dans le graphe. Les
trois méthodes de décomposition sont implémentées en
C++ au sein de notre bibliotheque graphique. Les ex-
périmentations ont été réalisées sur des serveurs lames
sous Linux Ubuntu 14.04 dotés chacun de deux pro-
cesseurs Intel Xeon E5-2609 a 2,4 GHz et de 32 Go
de mémoire. Elles portent principalement sur 1 668
instances CSP issues de la compétition CSP de 20083
auxquelles s’ajoutent quelques instances issues du dé-
p6t UCI sur les Réseaux de Croyance et quelques ins-
tances du probleme de coloration de graphes. Pour les
deux derniers cas, il s’agit d’instances dont la largeur
arborescente est connue [2]. A noter que parmi toutes
ces instances, certaines correspondent en fait a des hy-
pergraphes dont les décompositions arborescentes sont
obtenues en travaillant sur leur 2-section.

Pour comparer la largeur des décompositions pro-
duites par Min-Fill, Least-TD et Min-Fill-MG,
nous avons considéré 38 instances dont la largeur est
connue. La table 1 présente les résultats obtenus pour
quelques-unes d’entre elles. Le nombre d’instances
considéré peut paraitre faible, mais il faut se rappe-
ler que déterminer la largeur arborescente d’un graphe
quelconque est un probleme NP-difficile. Les méthodes
exactes ne sont vraiment opérationnelles que sur des
graphes de petite taille. Une alternative consiste a pro-
céder a un encadrement de la largeur arborescente par
des bornes inférieures et supérieures mais, faute de dis-
poser de bornes de qualité, cette solution n’aboutit que
trop rarement a déterminer w.

Nous avons observé que Min-Fill et Min-Fill-
MG trouvent une décomposition optimale pour 35
instances alors que Least-T'D n’y parvient que pour
24 instances. Dans les cas ou la décomposition n’est
pas optimale, la largeur obtenue est souvent proche
de loptimum. Ceci illustre bien 'aptitude de ces mé-
thodes heuristiques a calculer des décompositions de
qualité en temps raisonnable. En effet, chaque décom-
position est ici calculée en moins de 0,12 s.

A présent, nous comparons les différentes méthodes
heuristiques de décomposition entre elles. Nous consi-
dérons pour cela 1 668 instances CSP issues de la com-
pétition CSP de 2008. La table 2 fournit les largeurs
des décompositions obtenues pour une sélection d’ins-
tances représentatives des différentes tendances obser-
vées. Least-T D produit des décompositions ayant une
largeur inférieure ou égale a celles de Min-F'ill pour
1 005 des 1 668 instances. Pour 772 de ces instances,
Least-T'D améliore la largeur des décompositions pro-
duites par Min-F'ill. I amélioration peut étre tres si-
gnificative comme c’est le cas, par exemple, pour 'ins-
tance bqwh-18-141-37_ext avec une largeur de 54

3. Voir http ://www.cril.univ-artois.fr/CPAIO8 pour plus de
détails.



Min-Fill | Least-TD | Min-Fill-MG

Instances n e w T T T

w w w

alarm.net 37 65 4 4 4 4
barley.net 48 126 7 7 10 7
(a) hepar2.net 70 158 | 6 6 6 6
water.net 32 123 8 10 11 9
primes-30-20-3-1 100 98 3 3 3 3
(b) primes-30-40-2-1 100 82 2 2 3 2
mps-red-marksharel 230 | 12835 | 79 79 79 79
mps-red-markshare2-1 | 330 | 35 385 | 149 149 149 149
david 87 406 | 13 13 14 13
miles500 128 1170 | 22 23 29 23
(c) myciel3 11 20| 5 5 5 5
mycield 23 71| 10 11 11 11

TABLE 1 — Nombre de sommets et d’arétes, largeur arborescente (optimum) et largeur des décompositions
produites par Min-Fill, Least-TD et Min-Fill-MG pour des instances dont la largeur arborescente w est
connue. Ces instances proviennent du dépot UCI sur les Réseaux de Croyance (a), de la compétition CSP de

2008 (b) et du probleme de coloration de graphes (c).

pour Least-T'D contre 73 pour Min-F'ill. Concernant
Min-Fill-M @G, les largeurs produites sont strictement
meilleures que celles de Min-Fill pour 522 instances
et de qualité égale pour 749. A nouveau, le gain peut
étre important. Par exemple, la largeur de la décom-
position de l'instance ii-8e2 est de 149 pour Min-
Fill-MG contre 179 pour Min-Fill. Enfin, Least-T D
obtient des largeurs strictement inférieures a celles de
Min-Fill-MG pour 733 instances et égales pour 254
instances.

Concernant le temps d’exécution, Least-T'D per-
met de calculer des décompositions plus rapidement
qu’avec Min-Fill. En effet, pour 85 % (respectivement
98 %) des instances, la décomposition est calculée en
moins d’une seconde (resp. une minute) par Least-T'D
contre 83 % (resp. 95 %) pour Min-Fill. Par contre,
Min-F'ill-M G requiert un temps d’exécution plus long
que les deux premiéres méthodes avec 57 % (resp. 76
%). Ces résultats étaient prévisibles au regard de la
complexité des algorithmes mais aussi dans la mesure
ou 'implémentation actuelle de Min-Fill-M G est as-
sez rudimentaire.

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons introduit deux nouvelles
heuristiques Least-T'D et Min-Fill-MG pour le cal-
cul de décompositions arborescentes. L’objectif était
d’améliorer Min-Fill, la méthode de référence dans
ce cadre. L’évaluation expérimentale nous a permis de
montrer que nous améliorons la qualité des décom-
positions sur une majorité des instances, et souvent
de maniere significative. De plus, les temps de calculs
sont, du moins pour Least-T' D, améliorés. Ces deux

nouvelles heuristiques servent ainsi a élargir profita-
blement le catalogue d’algorithmes de décomposition
opérationnels sur le plan pratique, celui-ci étant limité
depuis de nombreuses années a la seule heuristique
Min-Fill.

Au niveau des perspectives, il semble rester beau-
coup a faire. Déja pour des améliorations de la mise
en ceuvre de ces deux algorithmes, en particulier pour
Min-Fill-MG qui semble significativement optimi-
sable au niveau des temps de calcul. Au-dela, ces deux
approches ouvrent sur un champ d’investigation pro-
metteur, en particulier concernant Least-T'D. En ef-
fet, le schéma d’algorithme utilisé doit permettre la
mise en ceuvre d’heuristiques différentes en proposant
d’autres choix pour la sélection associée a la construc-
tion d’un nouveau cluster. En effet, nous avons arrété
ce choix ici a une unique possibilité alors méme que
d’autres sont envisageables comme par exemple choi-
sir un ensemble de sommets de X; qui accroitrait le
nombre de sommets de V; directement supprimés plu-
tot que de minimiser le nombre de sommets de X;
ayant un voisin commun dans V; comme Least-T'D
le fait. Enfin, il reste aussi a analyser ces nouvelles
décompositions au regard de leur apport pour la réso-
lution de CSP, pour le probleme de décision, mais plus
particulierement, pour les problemes de comptage et
d’optimisation, et éventuellement aussi, étudier leur
impact dans le cas de la compilation.
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